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論文の要旨

数理心理学の目標の一つとして，論理体系の構築がある．数理心理学に
おいて，論理体系について研究することの意義は，人間の思考の構造がど
のようなものであるかを探求することにある．よって，構築され，研究さ
れる論理体系は，人間の自然な思考の構造を反映するものでなければなら
ない．
人間を思考機械とみなすと，その構造は代数系として抽象される．代数
系とは，集合とその上の算法族の組である．人間の思考の構造を代数系
(A, (α–)–∈˜)とみなしたとき，集合 Aは人間の思考の対象となるものの
全体を表し，算法族 (α–)–∈˜は物事の記述の仕方を表す（命題論理におけ
る ∧や ∨等に当たる）．このような代数系を心言語と呼ぶ．これに対応
して，人間の認識の対象となるものの構造も代数系であると考える．つま
り，心言語も認識対象世界も，数学的には代数系である．
心言語は，代数系の中でもとくに形式言語と呼ばれるものである．心言
語についての研究は，この形式言語上の論理学を行うことに帰着される．
具体的に述べると，心言語の代数構造を定めることは文法論であり，認識
対象世界の構造を定め，心言語と認識対象世界との関係を調べることは意
味論であり，心論理構造（A上の推論規則に当たる）について調べること
は演繹論である．
上で「論理体系は，人間の自然な思考の構造を反映するものでなければ
ならない」と述べたが，論理体系が人間の思考構造に沿っていることを実
証するためには，自然言語を観察しなければならない．なぜなら，思考の
働きは言語に現れるからである．よって，自然言語現象をよく説明できる
論理体系が，理想的なものであるということになる．
数理心理学では，心言語と呼ばれる形式言語を用いて論理体系の研究が
行われているが，心言語の設計はまだ完成されていない．現在は，心言語
の単純化されたモデルである単相格言語についての研究をもとにして，単
相格言語の一般化である（そして，心言語の妥当なモデルであると思われ
る）格言語について，その構造が模索されている．
この論文では，単相格論理学を発展させた論理体系の構築する．状況相
という概念を導入し，状況相をもつ格言語と，状況相をもつ格世界を構成
する．状況相をもつ格論理学と単相格論理学を比較し，両者の関係につい
て述べる．また，論理体系の妥当性を調べるためには，恒真関係について
多くの情報が必要になる．そこで，恒真関係に関する命題を挙げて，証明
をする．最後に，この論文で構築したモデルを用いて，自然言語の現象を
説明することを試みる．
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1 序論
数理心理学の目的は，人間の思考の働きと，認識の対象である世界と，
思考の現れである言葉の総体を研究することである．その研究の一部は論
理学を研究することに帰着される．当面の目標は，自然言語現象をよく説
明する論理体系を模索することである．
現時点では，心言語の単純なモデルとして単相格論理学があり，一定の
成功を収めている．しかし，心言語の設計はまだ途上にあり，完成されて
いない．
以下に，単相格論理学の課題の一つとなっている事柄を，例を挙げて
示す．
「学生は皆学生である」のような文を私たちは真であるように思う．単
相格論理学の理論では，このことをうまく説明することができた．
しかし，「来年学生は皆学生である」や「学生は皆来年学生である」の
ような文を考えると，「来年」を付け加える場所によって意味が違ってく
るように思われる．このことは単相格論理学ではまだ説明できていない．
この論文では，これを説明できるようなモデルの構築を目指す．
単相格論理学における認識対象世界である単相格世界の構造を調べる
ことにより，この問題を解決する糸口を探ることができる．単相格世界で
は，その元を実在と事態とに分けて論じている．実在とは具象・抽象の実
在物や概念を表す数学的対象であり，事態とは実在のもつ性質や関係を表
す数学的対象である．実在には基本関係と呼ばれる関係が定められてお
り，これは概念の上位・下位関係を表している．「来年学生は皆学生であ
る」のような文を単相格論理学で扱えない理由は，この基本関係が状況に
よらず一定となっていることにあると考えられる．こうして，基本関係を
パラメトライズされた関係の族とするべきであるという着想に至る．パラ
メーターの集合を T とすると，T の元は時刻を表すと考えたり，状況を表
すと考えたりできる．
また，抽象化についても考える必要がある．抽象化とは，事態に対して，
実在の集合 Sの部分集合を与える操作である．実際の理論では Sの部分
集合の代わりに S → Tの元を考えているが（ただし，T = {1, 0}である），
いずれにせよ，状況により変化しうる構造を有していない．そこで，これ
を T → (S → T)とすることにより，状況に依存して変化する概念を表す
ことができるようにする．
上の説明に現れた集合 T は，基本関係のパラメーターであるが，それ
自体を実在物と考えることもできる．そうすると，実在物を表す集合は S

と T の二種類が存在することになる．このことを説明するために相の考
え方を取り入れる．相とは，実在物のはかり方の違いを表す数学的概念で
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ある1．Sと T は本論では Sff, Sfiで表すが，それぞれを σ相の実在，τ相
の実在と呼んで区別する．
以上の考え方を従来の理論と比較したとき，τ相の存在することが特徴
的である．そこで，τ相をとくに状況相と呼び，このように作られる認識
対象世界を，状況相をもつ格世界と呼ぶ．世界の構成に対応して形式言語
を構成することができ，これを状況相をもつ格言語と呼ぶ．言語と世界を
あわせた論理体系を，状況相をもつ格論理学と呼ぶ．
状況相をもつ格言語は，心言語の妥当なモデルとして，その発展に寄与
することが期待される．この研究を通して，心言語の理想的なモデルの構
築へ一歩近づくことが期待されている．
2節では，この論文を読むために必要な知識，用いられる定理を述べる．
3節では，状況相をもつ格言語と，その認識対象世界である状況相をも
つ格世界を構成する．
4節では，状況相をもつ格論理学と，単相格論理学との関係を述べる．
5節では，恒真関係に関する様々な命題を述べる．
6節では，状況相をもつ格論理学が自然言語現象を説明することを，日
本語の文を検証することにより示す．

2 準備
2.1 用語

この論文で用いる用語を説明する2．

定義 1集合Aの直積Anの部分集合DからAへの写像 αをA上の算法
と呼ぶ (n = 1, 2, . . .)．

定義 2集合Aとその上の算法族 (α–)–∈˜の組み (A, (α–)–∈˜)を代数系と
呼ぶ．

定義 3 fを代数系Aから Bへの任意の写像とし，これについて以下の定
義を設ける．まず，fが各 λ ∈ Λについて次の条件(a)をみたすとき，fを
擬写と呼ぶ．

(a)(a1, . . . , an) ∈Domαなら (fa1, . . . , fan) ∈Domβであって

f
(
α–(a1, . . . , an)

)
= β(fa1, . . . , fan)

が成り立つ．
1相を数学的にどのように扱うかは，まだ明確に定まっているわけではない．
2詳しくは参考文献[1]を参照のこと．
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擬写 f ∈ A → Bがさらに各 λ ∈ Λについて次の条件(b)をみたすとき，
fを準写と呼ぶ．

(b)(a1, . . . , an) ∈ An, (fa1, . . . , fan) ∈Domβなら

(a1, . . . , an) ∈Domα

が成り立つ．

定義 4代数系 Aと T および準写 σ ∈ A → T から成る三つ組み (A, T, σ)

を型付代数系と呼ぶ．

定義 5型付代数系 (A, T, σ)と Aの部分集合 Sが次の二条件をみたすと
する．

1.A = [S] （Aは Sで生成される）

2.(A ′, T, σ ′)が型付代数系であってϕ ∈ S → A ′が保型写像であれば，
ϕは保型準写 f ∈ A → A ′に拡張される．

このとき，四つ組み (A, T, σ, S)を普遍型付代数系と呼び，Sの元をこの普
遍型付代数系の素元と呼ぶ（S自身は素元系と呼ぶ）．また，条件2の性
質を普遍性と呼ぶ．

定理 1(普遍型付代数系の存在と一意性定理)Sを集合とし，Tを代数系と
し，τ ∈ S → T とする．このとき，普遍型付代数系 (A, T, σ, S)で σ|S = τ

なるものが存在する．
こういう普遍型付代数系は次の意味で一意に定まる．すなわち，普遍型

付代数系 (A ′, T, σ ′, S)も σ ′|S = τをみたせば，保型同写 f ∈ A → A ′ で
f|S =idSなるものが唯一つ存在する．

定義 6 (A, (α–)–∈˜)を代数系とする．
Aの二元 a, bに対して a = α–(. . . , b, . . .)なる λがあるとき，bは aに

直接に現れると言い，このことを b ≺ aで表す．

定義 7可換単位半群 P上の全順序関係 ≤が次の二条件ad,psをみたす
とき，Pは ≤に関して量系であると言う．ただし，半群 Pの算法と単位
元とを+と 0とで表す．

ad.Pの二元a, bがa ≤ bをみたせば，任意の c ∈ Pに対してa+c ≤ b+c

が成り立つ．

ps.Pの任意の元 aに対して 0 ≤ aが成り立つ（つまり 0は Pの最小元で
ある）．
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定義 8次の四条件をみたす普遍型付代数系 (A, T, σ,Prm)を形式言語と
呼ぶ．

1.素元系Prmは二つの部分集合ConとVar(6= ∅)によって直和分割さ
れている.

2.T の算法記号系Λは，ある集合 Γ とVarの直和 Γ qVar上の普遍半
群 (Γ qVar)+の部分集合 Γ q ΓVarに含まれる（よってΛの元は，Γ

に属すか，Γ の元とVarの元の「積」である）．

3.任意の λ ∈ Λ ∩ ΓVarは単項算法記号である．

4.T に文型（ぶんがた）という名の特別の元 φが定められている．

集合Con,Varそれぞれの元を定数・変数と呼ぶ．また，Γ を算法記号
基と呼び，Λ ′ = Λ∩ Γ に属す算法記号を不変子と呼び，T の算部分系 T˜ ′

を T ′で表す．ただし，算法を制限するだけだから，集合としては T と T ′

は等しい．他方，Λ ∩ ΓVarに属す算法記号を可変子と呼び，Λ ∩ Γx 6= ∅
なる x ∈Varを修飾変数と呼び，修飾変数の全体をQvarで表す．従って
Λ ∩ ΓVar= Λ ∩ ΓQvarが成り立つ．

2.2 補助的な命題

この論文で用いる命題を，一般の代数系に関する命題の形で述べる．

命題 1 (A, T, σ, S), (B,U, τ, S)を普遍型付代数系とする．f ∈ T → Uを同
写とする．このとき同写 F ∈ A → Bで F|S = idS, τF = fσなるものが存
在する．

証明 (B, T, f-1τ)は T 型代数系である．Aの普遍性によりidS ∈ S → B

は保型 T-準写 Fに拡張される．Fは f-1τF = σなる条件をみたす．ゆえに

τF = ff-1τF = fσ

が成り立つ．
同様にして，(A,U, fσ)はU型代数系なので，Bの普遍性によりidS ∈

S → Aは保型U-準写Gに拡張される．Gは fσG = τなる条件をみたす．
GF ∈ A → Aは準換で，

σGF = f-1fσGF

= f-1τF

= σ
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により，保型写像である．Aの素元系 S上でGF|S =idSが成り立つので，
GF =idAである．
同様にして，FG =idB ∈ B → Bである．
従ってGは Fの逆写像で，とくに Fは同写である． ¥

注意 Fは保型写像ではない．

命題 2 (A, T, σ), (B,U, τ)を型付代数系とする．f ∈ T → Uを準写とす
る．このとき，擬写 Fが fσ = τFをみたすならば，Fは準写である．

証明 A,B, T,Uの代数構造を，それぞれ

(α–)–∈˜, (β–)–∈˜, (t–)–∈˜, (u–)–∈˜

とする．σ, fは準写なので，

(Fa1, . . . , Fan) ∈Domβ–

=⇒ (τFa1, . . . , τFan) ∈Domu–

=⇒ (fσa1, . . . , fσan) ∈Domu–

=⇒ (σa1, . . . , σan) ∈Domt–

=⇒ (a1, . . . , an) ∈Domα–

が成り立つ．ゆえに Fは準写である． ¥

2.3 部分構造から決まる構造

格世界の実在の全体，事態の全体のように，代数系の代数構造が，その
部分系の構造から決定される場合がある．そのような場合についての一般
理論を述べる．

P,Ap (p ∈ P)を同類の代数系とする．共通の算法記号系を Λとする．
P,Apの代数構造をそれぞれ (π–)–∈˜, (α

(p)
– )–∈˜とする．

本項では，以下 P,Apに対し，次の条件を仮定する．

• 各 p ∈ Pに対し，定値写像 cp ∈ Ap → P, a 7→ pは擬写である．

• p ≺ qなる p, q ∈ P に対し，擬写 ϕ
q
p ∈ Ap → Aq が与えられて

いる．
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条件をみたす P,Ap に対し，B =
∐

p∈P
Ap 上の算法 β– を次のように定

める．

Domβ– = {(a1, . . . , an)|ai ∈ Api , π–(p1, . . . , pn) = q,

(ϕqp1a1, . . . , ϕ
q
pnan) ∈Domα

(q)
– }

β–(a1, . . . , an) = α
(q)
– (ϕqp1a1, . . . , ϕ

q
pnan)

これにより，(B, (β–)–∈˜)を代数系とする．

補題 1
⋃

–∈˜
Domα

(p)
– 6= ∅ならば p ≺ pである．

証明 (a1, . . . , an) ∈Domα
(p)
– とすると，定値写像 cpが擬写であること

により π–(p, . . . , p) = pがいえる．とくに p ≺ pである． ¥

命題 3p ≺ q ≺ qなる任意の p, q ∈ Pに対してϕ
q
qϕ

q
p = ϕ

q
pと仮定する．

このとき，p ≺ qなる任意の p, q ∈ Pに対して ϕ
q
p は (Ap, (α

(p)
– )–∈˜)

から (B, (β–)–∈˜)への擬写である．

証明 まず，p ≺ pのときϕ
p
pがApから Bへの擬写になることを示す．

以下のことがいえる．

(a1, . . . , an) ∈Domα
(p)
–

=⇒ (ϕppa1, . . . , ϕ
p
pan) ∈Domα

(p)
– （ϕppはAp上の擬換）

⇐⇒ (ϕppϕ
p
pa1, . . . , ϕ

p
pϕ

p
pan) ∈Domα

(p)
– （仮定により）

=⇒ (ϕppa1, . . . , ϕ
p
pan) ∈Domβ– （β–の定義により）

ϕpp(α
(p)
– (a1, . . . , an))

= α
(p)
– (ϕppa1, . . . , ϕ

p
pan) （ϕppは擬写）

= α
(p)
– (ϕppϕ

p
pa1, . . . , ϕ

p
pϕ

p
pan) （仮定により）

= β(ϕppa1, . . . , ϕ
p
pan) （β–の定義により）

よって，ϕ
p
pは擬写である．

次に，p ≺ qのときϕ
q
pがApから Bへの擬写になることを示す．⋃

–∈˜
Domα

(p)
– = ∅のとき，示すべきことはない．
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そうでないとき，(a1, . . . , an) ∈Domα
(p)
– とすると，ϕ

q
pが擬写なので

(ϕ
q
pa1, . . . , ϕ

q
pan) ∈Domα

(q)
– である．補題1により q ≺ qである．

前段で示したように，ϕ
q
qはAqから Bへの擬写である．よって，ϕ

q
p =

ϕ
q
qϕ

q
pはApから Bへの擬写である． ¥

系 p ≺ pなる任意の p ∈ Pに対してϕ
p
p =idAp を仮定する．

このとき，任意の p ∈ Pに対してidAp は擬写である．

証明
⋃

–∈˜
Domα

(p)
– = ∅のとき，示すべきことはない．

そうでないとき，補題1により p ≺ pである．命題とϕ
p
p = idAp とか

ら，idAp が擬写であることが従う． ¥

定理 2Λ代数系 Cと擬写 gp ∈ Ap → C (p ∈ P)で，p ≺ qなる p, q ∈ P

に対して gqϕ
q
p = gp をみたすものがあるとき，擬写 h ∈ B → Cで各

p ∈ Pに対して hidAp = gpをみたすものが一意的に存在する．
各 gpが準写ならば hも準写である．

証明 Cの代数構造を (γ–)–∈˜とする．
a ∈ Apに対し，

ha = gpa

と定める．hidAp = gpであることと一意性は hの作り方から明らか．
hが擬写であることを示せばよい．
(a1, . . . , an) ∈Domβ–とする．
Domβ–の定義により，(ϕ

q
p1a1, . . . , ϕ

q
pnan) ∈Domα

(q)
– である．ただ

し，ai ∈ Api (i = 1, . . . , n), q = π–(p1, . . . , pn)である．

(ϕqp1a1, . . . , ϕ
q
pnan) ∈Domα

(q)
–

=⇒ (gqϕ
q
p1

a1, . . . , gqϕ
q
pnan) ∈Domγ– （gqは擬写） (1)

⇐⇒ (gp1a1, . . . , gpnan) ∈Domγ– （仮定により）
⇐⇒ (ha1, . . . , han) ∈Domγ– （hの定義により）

このとき，
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h(β–(a1, . . . , an))

= h(α
(q)
– (ϕqp1a1, . . . , ϕ

q
pnan))

= gq(α
(q)
– (ϕqp1a1, . . . , ϕ

q
pnan))

= γ–(gqϕ
q
p1

a1, . . . , gqϕ
q
pnan)

= γ–(gp1a1, . . . , gpnan)

= γ–(ha1, . . . , han)

が成り立つ．よって hは擬写である．
各 gpが厳密ならば式(1)は⇐⇒となり，hも厳密であることが分かる．

¥

定理 3任意の p ∈ P, λ ∈ Λに対し，p ∈Imπ–ならば算法 α
(p)
– は全域的

であるとする．
写像 σ ∈ B → Pを，

σa = p（a ∈ Apのとき）

とすると，このとき (B, P, σ)は型付代数系である．

証明 (a1, . . . , an) ∈Domβ–とする．
Domβ–の定義によりπ–(σa1, . . . , σan) = qなるq ∈ Pが存在する．と
くに (σa1, . . . , σan) ∈Domπ–である．また，

σ(β–(a1, . . . , an)) = σ(α
(q)
– (ϕqp1a1, . . . , ϕ

q
pnan))

= q

= π–(σa1, . . . , σan)

である．よって σは擬写である．
σが厳密であることを示せばよい．
ai ∈ APi (i = 1, . . . , n), (p1, . . . , pn) ∈Domπ–とする．
π–(p1, . . . , pn) = qとすると，仮定により算法α

(q)
– は全域的である．ゆ

えに (ϕ
q
p1a1, . . . , ϕ

q
pnan) ∈Domα

(q)
– である．

β–の定義により (a1, . . . , an) ∈Domβ–である． ¥

系 定理の仮定に加えて，Pが汎代数系であることを仮定する．
このとき Bも汎代数系である．

証明 (B, P, σ)が型付代数系であることから従う． ¥
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3 論理体系の構成
1節で述べたように，この論文の目的は自然言語現象を説明する論理体
系を作ることである．論理学は一般に，文法論，意味論，演繹論に大別さ
れるが，この論文では文法論と意味論を扱う．文法論はすなわち形式言語
を構成することであり，意味論はすなわち意味写像を定めることである．

3.1 状況相をもつ格言語の構成

まずは文法論から始める．この項では形式言語を構成する．

定義 9形式言語 (A, T,tpA,Prm)を定義する．
Aは，素元系Prmと，型代数系 T と，素元系の型分割を決めることに
より，普遍型付代数系として定まる．
素元系Prmは二つの部分集合ConとVarに直和分割されている．

Prm=ConqVar

次に型代数系 T を定義する．T の台集合を定めるために，格集合 Kを
定める．Kは二つの部分集合 Kffと Kfiに直和分割されている．

K = Kff q Kfi

Kffの元 πffと Kfiの元 πfi, κfiを固定する．Kの二項関係Cを

κfi 6 k (k ∈ Kff)

をみたすように定め，格関係と呼ぶ．Kの部分集合 Pと Kの元 kに対し
て，Pの部分集合 Pkを

Pk = {l ∈ P | l C k}

により定める．さらに，Kの元 kに対して，PKの部分集合 PkKを

PkK = {P ∈ Pk | Pk ⊆ {k} ⊆ P}

により定める．
T の台を次のように定める．

T = {εff, δff, εfi, δfi}q PK

ただし，εff, δff, εfi, δfiは互いに相異なる元とする．
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素元系の型分割は，各 t ∈ T に対して

Vart =Var∩ τ-1t

が空集合でないように定める．
限量系を定義する．量系 Pff,Pfiをそれぞれ σ限量系，τ限量系とする．

ν ∈ {σ, τ}に対して，P�を P�の有限個の区間の和集合とする．
T の算法を定義する．T の算法記号系Λを次により定める．

Λ = {∧,∨,♦,⇒,u,t,¤,4}

∪ {λk | λ ∈ {ŏ} ∪P� ∪ ¬P�, k ∈ K�, ν ∈ {σ, τ}}

∪ {Ωx | x ∈Var"ff ∪Var"fi}

算法Ωxを抽象子と呼ぶ．
個々の算法の定義に移る．

算法∧,∨,⇒ これらは二項算法である．

Dom∧ =Dom∨ =Dom ⇒ = PK× PK

P ∧ Q = P ∨ Q = P ⇒ Q = P ∪Q

算法 ♦ 単項算法である．

Dom♦ = PK

P˚ = P

算法 u,t これらは二項算法である．

Domu =Domt = {εff, δff}
2 ∪ {εfi, δfi}

2

x u y = x t y =





δff x, y ∈ {εff, δff}

δfi x, y ∈ {εfi, δfi}

算法¤ 単項算法である．

Dom¤ = {εff, δff, εfi, δfi}

x˜ =





δff x = εff, δff

δfi x = εfi, δfi
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算法4 単項算法である．

Dom4 = {εff, δff, εfi, δfi}

εff4 = δff4 = {πff, κfi}

εfi4 = δfi4 = {πfi}

算法族 λk(λ ∈ {ŏ} ∪ P� ∪ ¬P�, k ∈ K�, ν ∈ {σ, τ}) 二項算法である．λ

の種類により場合分けして定義する．
(i)λ = ŏ, k ∈ K� (ν ∈ {σ, τ})の場合

Domŏk = {ε�}× PkK

ε�ŏkP = P − {k}

(ii)λ ∈ P� ∪ ¬P�, k ∈ K� (ν ∈ {σ, τ})の場合

Domλk = {ε�, δ�}× PkK

ε�λkP = δ�λkP = P − {k}

算法記号 ¬[00]k, (0 →)kを，それぞれ ∀k,∃kとも書く．

算法族Ωx(x ∈Var"ff ∪Var"fi) 単項算法である．
(i)x ∈Var"ff の場合

DomΩx = {∅, {κfi}}
∅Ωx = {κfi}Ωx = δff

(ii)x ∈Var"fi の場合

DomΩx = {∅}
∅Ωx = δfi

従来の格言語と異なり，抽象子の定義域を {∅}に限定しない．

形式言語Aを状況相をもつ格言語と呼ぶ． ¥

このように定められたAは，確かに定義8の意味での形式言語である
から，形式言語について分かっている事実を自由に用いてよい．
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3.2 状況相をもつ格世界の構成

前項では文法論を述べた．次に意味論に入る．この項では，状況相をも
つ格言語Aにとっての認識対象世界を構成する．

定義 10状況相をもつ格世界Wを定義する．
T の算法記号系Λから抽象子を除いたものをΛ ′とし，T の算部分系 T˜ ′

を T ′で表す．Wを T ′型代数系として定める．
Wの基底 Sを，空でない集合 Sff, Sfiの直和で定める．

S = Sff q Sfi

Sfiの元 t0を固定する．
Wの台集合を以下のように定める．

W = Sff ∪ Sfi ∪ (Sfi → (Sff → T)) ∪ (Sfi → T) ∪
⋃

P∈PK

((P Ã S) → T)

ただし，P Ã Sは次で定める集合である．

P Ã S = {θ ∈ P → S | θK� ⊆ S� (ν ∈ {σ, τ})}

また，T = {1, 0}とする．
Wの，T ′型代数系としての型分割を，以下のように定める．

W"ff = Sff

W‹ff = Sfi → (Sff → T)

W"fi = Sfi

W‹fi = Sfi → T

WP = (P Ã S) → T (P ∈ PK)

Sffの基本関係 ∃t (t ∈ Sfi)，Sfiの基本関係 ∃fiを，反射的な関係とする．
拡張された基本関係を以下のように定義する．
拡張基本関係 ∃t (t ∈ Sfi)は，a ∈ Sfi → (Sff → T), b ∈ Sff, t ∈ Sfiに対
して

a∃t b ⇐⇒ (at)b = 1

で定める．
拡張基本関係 ∃fiは，a ∈ Sfi → T, b ∈ Sfiに対して

a∃fi b ⇐⇒ ab = 1
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で定める．
PS�から P�への写像 X 7→ |X|�で，次の三法則に従うものがあるとす

る（ν ∈ {σ, τ}）．

X = ∅ ⇐⇒ |X|� = 0

X ⊆ Y =⇒ |X|� ≤ |Y|�

|X ∪ Y|� ≤ |X|� + |Y|�

次にWの算法を定める．

算法∧,∨,⇒

Dom∧ =Dom∨ =Dom ⇒ =
( ⋃

P∈PK

((P Ã S) → T)
)2

f ∈ (P Ã S) → T, g ∈ (Q Ã S) → Tに対して，f ∧ g ∈ ((P ∪ Q) Ã
S) → Tを以下のように定める．θ ∈ (P ∪Q) Ã Sに対して，

(f ∧ g)θ = f(θ|P) ∧ g(θ|Q)

ただし，右辺の∧は巾ブール束 ((P ∪Q) Ã S) → Tの交算法である．
算法∨,⇒については，同様に

(f ∨ g)θ = f(θ|P) ∨ g(θ|Q)

(f ⇒ g)θ = f(θ|P) ⇒ g(θ|Q)

で定める．

算法 ♦
Dom♦ =

⋃

P∈PK

((P Ã S) → T)

f ∈ (P Ã S) → Tのとき，f˚ ∈ (P Ã S) → Tを次により定める．
θ ∈ P Ã Sに対して，

(f˚)θ = (fθ)˚

とする．ただし，右辺の ♦は巾ブール束 (P Ã S) → Tの算法である．
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算法 u,t

Domu =Domt =
(
Sff ∪ (Sfi → (Sff → T))

)2

∪ (
Sfi ∪ (Sfi → T)

)2

a, b ∈ Sff ∪ (Sfi → (Sff → T))のとき au b ∈ Sfi → (Sff → T)を定める．
そのためには，s ∈ Sff, t ∈ Sfiに対して aub∃t sであることの必要十分条
件を定めればよい．

a u b∃t s ⇐⇒ a∃t sかつ b∃t s

とする．
a, b ∈ Sfi∪ (Sfi → T)のとき aub ∈ Sfi → Tを定める．t ∈ Sfiに対して

a u b∃fi t ⇐⇒ a∃fi tかつ b∃fi t

と定める．
算法 tについては以下のように定める．
a, b ∈ Sff ∪ (Sfi → (Sff → T))のとき

a t b∃t s ⇐⇒ a∃t sまたは b∃t s

とする．
a, b ∈ Sfi ∪ (Sfi → T)のとき

a t b∃fi t ⇐⇒ a∃fi tまたは b∃fi t

とする．

算法¤
Dom¤ = Sff ∪ (Sfi → (Sff → T)) ∪ Sfi ∪ (Sfi → T)

a ∈ Sff ∪ (Sfi → (Sff → T))のとき a˜ ∈ Sfi → (Sff → T)を定める．
s ∈ Sff, t ∈ Sfiに対して，

a˜ ∃t s ⇐⇒ a∃t s でない

とする．
a ∈ Sfi ∪ (Sfi → T)のとき a˜ ∈ Sfi → Tを定める．t ∈ Sfiに対して，

a˜ ∃fi t ⇐⇒ a∃fi t でない

とする．
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算法4

Dom4 = Sff ∪ Sfi ∪ (Sfi → (Sff → T)) ∪ (Sfi → T)

(i)a ∈ Sff ∪ (Sfi → (Sff → T))のとき，a4 ∈ ({πff, κfi} Ã S) → Tであ
る．その定義は，θ ∈ {πff, κfi} Ã Sとすると，

(a4)θ = 1 ⇐⇒ a∃„»fi θπff

(ii)a ∈ Sfi ∪ (Sfi → T)のとき，a4 ∈ ({πfi} Ã S) → Tである．その定
義は，θ ∈ {πfi} Ã Sとすると，

(a4)θ = 1 ⇐⇒ a∃fi θπfi

算法族 λk(λ ∈ {ŏ} ∪P� ∪ ¬P�, k ∈ K�, ν ∈ {σ, τ}) λの種類により場合
分けする．
(i)λ = ŏ, k ∈ K� (ν ∈ {σ, τ})の場合

Domŏk = W"� ×
⋃

P∈PkK

((P Ã S) → T)

a ∈ W"� , f ∈ (P Ã S) → Tに対して，a ŏk f ∈ ((P − {k}) Ã S) → Tで
ある．その定義は，θ ∈ (P − {k}) Ã Sとすると，

(a ŏk f)θ = f((k/a)θ)

(ii)λ ∈ P� ∪ ¬P�, k ∈ K� (ν ∈ {σ, τ})の場合

Domλk = (W"� ∪W‹�)×
⋃

P∈PkK

((P Ã S) → T)

a ∈ W"� ∪ W‹� , f ∈ (P Ã S) → Tに対して，aλk f ∈ ((P − {k}) Ã
S) → Tである．θ ∈ (P − {k}) Ã Sに対して (aλk f)θ = 1となることの
必要十分条件を定めることにより，値が定義される．具体的な定義はさら
に場合分けして定める．
(ii-1)ν = σ, κfi ∈ Pの場合

(a pk f)θ = 1 ⇐⇒ |{s ∈ Sff | a∃„»fi s, f((k/s)θ) = 1}|ff ∈ p

(a ¬pk f)θ = 1 ⇐⇒ |{s ∈ Sff | a∃„»fi s, f((k/s)θ) = 0}|ff ∈ p

(ii-2)ν = σ, κfi /∈ Pの場合

(a pk f)θ = 1 ⇐⇒ |{s ∈ Sff | a∃t0 s, f((k/s)θ) = 1}|ff ∈ p
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(a ¬pk f)θ = 1 ⇐⇒ |{s ∈ Sff | a∃t0 s, f((k/s)θ) = 0}|ff ∈ p

(ii-3)ν = τの場合

(a pk f)θ = 1 ⇐⇒ |{s ∈ Sfi | a∃fi s, f((k/s)θ) = 1}|fi ∈ p

(a ¬pk f)θ = 1 ⇐⇒ |{s ∈ Sfi | a∃fi s, f((k/s)θ) = 0}|fi ∈ p

¥

3.3 格世界のVal乗の T 型代数構造

引き続いて，言語と世界の対応を考える．この項では，状況相をもつ格
世界の巾代数系に T 型代数構造を与える．これにより，意味写像を考える
ことが可能になる．

定義 11ConからWへの写像で型を保つものをAからWへの定付値と
いう．すなわち，Φ ∈Con→ Wが定付値であることの必要十分条件は，
任意の t ∈ T に対して

Φ(Cont) ⊆ Wt

が成り立つことである．
VarからW への写像で型を保つものを AからW への変付値という．

すなわち，v ∈ Var→ Wが変付値であることの必要十分条件は，任意の
t ∈ T に対して

v(Vart) ⊆ Wt

が成り立つことである．
AからWへの変付値の全体をValW で表す．省略してValで表すこと

もある． ¥

WValは，巾代数系として T ′型代数系である．WValにさらに抽象子Ωx

に対応する算法を定めることにより，WValを T 型代数系とすることがで
きる．
(i)x ∈Var"ff の場合

DomΩx = (Val→ W∅) ∪ (Val→ Wf»fig)

ϕ ∈ (Val→ W∅)∪ (Val→ Wf»fig)に対してϕΩx ∈Val→ W‹ffである．
ϕ ∈Val→ W∅のとき，

Val→ W∅ =Val→ T

Val→ W‹ff =Val→ (Sfi → (Sff → T))
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に注意して，v ∈Val, t ∈ Sfi, s ∈ Sffに対して

(((ϕΩx)v)t)s = ϕ((x/s)v)

と定める．
ϕ ∈Val→ Wf»figのとき，

Val→ Wf»fig =Val→ (({κfi} Ã S) → T)

Val→ W‹ff =Val→ (Sfi → (Sff → T))

に注意して，v ∈Val, t ∈ Sfi, s ∈ Sffに対して

(((ϕΩx)v)t)s =
(
ϕ((x/s)v)

)
(κfi/t)

と定める．
(ii)x ∈Var"fi の場合

DomΩx =Val→ W∅

ϕ ∈Val→ W∅に対してϕΩx ∈Val→ W‹fi である．

Val→ W∅ =Val→ T

Val→ W‹fi =Val→ (Sfi → T)

に注意して，v ∈Val, t ∈ Sfiに対して

((ϕΩx)v)t = ϕ((x/t)v)

と定める．

注意 形式言語の一般理論では，WValの T 型代数構造は可変子 λのWで
の意味 λW を定めることにより決定する．状況相をもつ格言語において
は，可変子とは抽象子Ωxのことである．ここでは，(Ωx)W を定めるこ
とによってもWValの T 型代数構造を与えられることを述べる．

ΩxのWでの意味 (Ωx)W は次のようになる．
(i)x ∈Var"ff の場合

(Ωx)W ∈ (
(W"ff → W∅) ∪ (W"ff → Wf»fig)

) → W‹ff

f ∈ W"ff → W∅のときの (Ωx)Wfの定義．

W"ff → W∅ = Sff → T

W‹ff = Sfi → (Sff → T)

18



に注意して，(Ωx)W を，fに対して「fを値にもつ定値写像」を対応させ
る写像とする．すなわち，t ∈ Sfiに対して，

(
(Ωx)Wf

)
t = f

である．
f ∈ W"ff → Wf»figのときの (Ωx)Wfの定義．

W"ff → Wf»fig = Sff → (({κfi} Ã S) → T)

= Sff → (Sfi → T)

と
W‹ff = Sfi → (Sff → T)

との間には自明な全単射がある．その全単射で (Ωx)W を定める．すなわ
ち，t ∈ Sfi, s ∈ Sffに対して，

((
(Ωx)Wf

)
t
)
s = (fs)t

(ii)x ∈Var"fi の場合

(Ωx)W ∈ (W"fi → W∅) → W‹fi

である．

W"fi → W∅ = Sfi → T

W‹fi = Sfi → T

に注意して，(Ωx)W を恒等写像とする．すなわち，

(Ωx)Wf = f

とする．これは単相格言語の抽象子と同じである． ¥

定付値Φから意味写像Φ∗ ∈ A → WValを構成する方法を述べる．
定付値Φに対して，写像Φ ′ ∈Prm→ WValを次により定める．
v ∈Valに対して，

(Φ ′a)v =





Φa (a ∈Con)
va (a ∈Var)

このように定めたΦ ′は保型写像である．Aの普遍性により，Φ ′は保
系準写Φ∗に拡張される．Φ∗を意味写像と呼ぶ．
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4 単相格論理学との関係
状況相をもつ格論理学は，単相格論理学に近い構造をもっている．この
節では，状況相をもつ格論理学と単相格論理学がどのように対応している
かについて述べる．

4.1 単相格言語の埋め込み

状況相をもつ格言語 Aに対応する単相格言語 A ′を構成する．A ′の素
元系Prm′はAの素元系Prmの部分集合である．次に，A ′からAへの写
像Gを構成する．Gは次のような意味で自然である．すなわち，GはA ′

からAのある部分系への全単射準写である．
単相格言語 (A ′, U,tpA ′ ,Prm′)を定義する．
単相格言語は，素元系とその型分割，格集合と格関係，限量系を定める

ことにより決定する．
素元系Prm′は

Prm′ =Prm"ff ∪Prm‹ff ∪
⋃

P∈PK;P∩Kfi=f»fig

PrmP

とする．素元系の型分割は後述する．
格集合は Kff，格関係はAの格関係の制限とする．
限量系は Pffとする．
A ′の型代数系をUで表す．すなわち，

U = {εff, δff}q PKff

素元系の型分割を以下のように定める．
Prm"ff の元は εff型．
Prm‹ff の元は δff型．
PrmPの元は P − {κfi}型．（P ∈ PK, P ∩ Kfi = {κfi}）

注意 {P ∈ PK | P ∩ Kfi = {κfi}}の元と PKffの元は一対一に対応している．

P 7→ P − {κfi}

¥

T の部分系 Tffを定義する．Tffの台は，

Tff = {εff, δff}q {P ∈ PK | P ∩ Kfi = {κfi}}

とする．
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Tffの算法記号系は，

Λff := {∧,∨,♦,⇒,u,t,¤,4}

∪ {λk | λ ∈ {ŏ} ∪Pff ∪ ¬Pff, k ∈ Kff}

∪ {Ωx | x ∈Var"ff}

とする．算法の定義は，Λffに属する算法を Tffに制限したものとする．
写像 g ∈ U → Tffを以下のように定義する．

gδff = δff

gεff = εff (2)
gP = P ∪ {κfi} (P ∈ PKff)

補題 2P ∈ PKff, k ∈ Kffに対して，

Pk = (P ∪ {κfi})
k

が成り立つ．

証明 Pk = {l ∈ P | l C k}, (P ∪ {κfi})
k = {l ∈ P ∪ {κfi} | l C k}である．

Pk ⊆ (P ∪ {κfi})
kは明らか．

また，l ∈ P ∪ {κfi}, l C kとすると，κfi 6 kなので l ∈ Pである．ゆえ
に (P ∪ {κfi})

k ⊆ Pkが成り立つ． ¥

補題 3P ∈ PKff, k ∈ Kffに対して，P ∈ PkKffと gP ∈ PkKは同値である．

証明 次の計算により，同値であることがわかる．

P ∈ PkKff

⇐⇒ Pk ⊆ {k} ⊆ P

⇐⇒ (P ∪ {κfi})
k ⊆ {k} ⊆ P ∪ {κfi} （補題2により）

⇐⇒ (gP)k ⊆ {k} ⊆ gP

⇐⇒ gP ∈ PkK

¥

命題 4式(2)で定めた gは同写である．
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証明 写像 h ∈ Tff → Uを以下のように定める．

hδff = δff

hεff = εff

hP = P − {κfi} (P ∈ PK)

hは gの逆写像である．とくに gは全単射である．
Tffの算法記号系Λffは，Uの算法記号系に等しい．
gが準写であることを，個々の算法について確かめる．この証明では，

算法記号 λに対応するU, Tffの算法をそれぞれ λU, λTffで表すことにする．

算法∧,∨,⇒

(P,Q) ∈Dom∧U

⇐⇒ P,Q ∈ PKff

⇐⇒ gP, gQ ∈ {P ∈ PK | P ∩ Kff = {κfi}}

⇐⇒ (gP, gQ) ∈Dom∧Tff

g(P ∧U Q) = g(P ∪Q)

= P ∪Q ∪ {κfi}

= (P ∪ {κfi}) ∪ (Q ∪ {κfi})

= gP ∪ gQ

= gP ∧Tff gQ

∨,⇒についても同様である．

算法 ♦

P ∈Dom♦U
⇐⇒ P ∈ PKff

⇐⇒ gP ∈ {P ∈ PK | P ∩ Kff = {κfi}}

⇐⇒ gP ∈Dom♦Tff

g(P˚U) = gP = (gP)˚Tff
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算法 u,t
DomuU =DomuTff = {εff, δff}

2

g(x uU y) = gδff

= δff

= gx uTff gy

tについても同様である．

算法¤
Dom¤U =Dom¤Tff = {εff, δff}

g(x˜U) = gδff

= δff

= (gx)˜Tff

算法4
Dom4U =Dom4Tff = {εff, δff}

である．

εff4U = δff4U = {πff}

εff4Tff = δff4Tff = {πff, κfi}

なので，x ∈ {εff, δff}に対して，

g(x4U) = g{πff}

= {πff, κfi}

= (gx)4Tff

である．
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算法族 λk(λ ∈ {ŏ} ∪Pff ∪ ¬Pff, k ∈ Kff) λの種類により場合分けする．
(i)λ = ŏの場合

(x, P) ∈DomŏkU

⇐⇒ x = εff, P ∈ PkKff

⇐⇒ gx = εff, gP ∈ PkK

⇐⇒ (gx, gP) ∈DomŏkTff

g(εff ŏkU P) = g(P − {k})

= (P − {k}) ∪ {κfi}

= (P ∪ {κfi}) − {k}

= gP − {k}

= gεff ŏkTff gP

(ii)λ ∈ Pff ∪ ¬Pffの場合

(x, P) ∈DomλkU

⇐⇒ x ∈ {εff, δff}, P ∈ PkKff

⇐⇒ gx ∈ {εff, δff}, gP ∈ PkK

⇐⇒ (gx, gP) ∈DomλkTff

g(x ŏkU P) = g(P − {k})

= (P − {k}) ∪ {κfi}

= (P ∪ {κfi}) − {k}

= gP − {k}

= gx ŏkTff gP

算法族Ωx(x ∈Var"ff)
P ∈DomΩxU

⇐⇒ P = ∅
⇐⇒ gP = {κfi}

⇐⇒ gP ∈DomΩxTff
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g(∅ΩxU) = gδff

= δff

= {κfi}ΩxTff

= (g∅)ΩxTff

以上により gが準写であることがいえる． ¥

Aの部分系Affを定義する．
Prm′のΛff算包をAffとする．

Aff = [Prm′]˜ff

Affは普遍型付代数系である．
命題1により，同写 G ∈ A ′ → Affで G|Prm′ = idPrm′ なるものが存在
する．

4.2 状況相をもつ格世界の部分系から単相格世界への準写

Λffから抽象子を除いたもの（これをΛ ′
ffとする．）を算法とする Tffの

部分系を T ′ffとする．
状況相をもつ格世界Wの部分系Wffを定義する．
Wffの台は，

Wff = Sff ∪ (Sfi → (Sff → T)) ∪
⋃

P∈PK;P∩Kfi=f»fig

((P Ã S) → T)

とする．
Wffの代数構造は，Λ ′

ffに属する算法をWffに制限したものとする．
このときWffは T ′ff型代数系となる．
次に，各 t ∈ Sfiに対して，単相格世界Wtを定義する．
単相格世界は，基底，格集合，基本関係，測度を定めることにより決ま
る．Wtの基底を Sff，格集合を Kff，基本関係を ∃t，測度を | · |ffとする．
具体的には，Wtの台集合は

Wt = Sff ∪ (Sff → T) ∪
⋃

P∈PKff

((P → Sff) → T)

となる．台集合は t ∈ Sfiによらずに決まる．
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基本関係が tに依存するので，Wtの代数構造は tにより異なる．例え
ば，Wtにおける算法 pkは以下のように定義される．

p ∈ Pff, k ∈ Kff, a ∈ Sff, f ∈ (P → Sff) → T, P ∈ PkKff, θ ∈ (P − {k}) →
Sffに対して，

(a pk f)θ = 1 ⇐⇒ |{s ∈ Sff | a∃t s, f((k/s)θ) = 1}|ff ∈ p

となる．

補題 4(1)θ ∈ P Ã S, P ∈ PK, P ∩ Kfi = {κfi}のとき，

θ|P-f»fig ∈ (P − {κfi}) → Sff

である．
(2)θ ′ ∈ Q → Sff,Q ∈ PKff, t ∈ Sfiのとき，

(κfi/t)θ ′ ∈ (Q ∪ {κfi}) Ã S

である．

証明 (1)示すべきことは，

任意の k ∈ P − {κfi}に対して θk ∈ Sff

である．
k ∈ P − {κfi}とする．P ∩ Kfi = {κfi}, K = Kff q Kfiにより k ∈ Kffであ
る．P Ã Sの定義から θk ∈ Sffが従う．
(2)示すべきことは，

(
(κfi/t)θ ′

)(
(Q ∪ {κfi}) ∩ K�

) ⊆ S� (ν ∈ {σ, τ})

である．
k ∈ (Q ∪ {κfi}) ∩ Kffとする．このとき k ∈ Qなので，

(
(κfi/t)θ ′

)
k = θ ′k ∈ Sff

である．
k ∈ (Q ∪ {κfi}) ∩ Kfiとする．Q ∈ PKffなので k /∈ Q．よって k = κfiで

ある．ゆえに
(
(κfi/t)θ ′

)
k = t ∈ Sfiである． ¥

WffからWtへの写像 Ftを定義する．後で示すように，この Ftは準写
である．
(i)a ∈ Sffのとき

Fta = a
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(ii)a ∈ Sfi → (Sff → T)のとき

Fta = at ∈ Sff → T

(iii)f ∈ (P Ã S) → T (P ∈ PK, P ∩ Kfi = {κfi})のとき，Ftf ∈
(
(P −

{κfi}) → Sff
) → Tを次のように定める．

θ ∈ (P − {κfi}) → Sffに対して，

(Ftf)θ = f((κfi/t)θ)

補題 5a ∈ Sff ∪ (Sfi → (Sff → T))のとき，拡張された基本関係について

a∃t s ⇐⇒ Fta∃t s

が成り立つ．
左辺の ∃tはWにおける拡張基本関係，右辺の ∃tはWtにおける拡張
基本関係である．

証明 a ∈ Sff のときは，Ft の定義により Fta = aだから，a∃t s ⇐⇒
Fta∃t sが成り立つ．

a ∈ Sfi → (Sff → T)のときは，以下の計算により分かる．

a∃t s
⇐⇒ (at)s = 1

⇐⇒ (Fta)s = 1

⇐⇒ Fta∃t s

¥

命題 5上で定めた Ftは準写である．

証明 Ftが擬写であることがわかれば，命題2により Ftは準写であるこ
とがいえる．
個々の算法について，擬写であることを確かめる．

算法∧,∨,⇒ f ∈ (P Ã S) → T, g ∈ (Q Ã S) → Tに対して，Ft(f∧g) =

Ftf ∧ Ftgを示す．θ ∈ (P ∪Q) Ã Sに対して，
(
Ft(f ∧ g)

)
θ = (f ∧ g)((κfi/t)θ)

= f
(
((κfi/t)θ)|P∪f»fig

)
∧ g

(
((κfi/t)θ)|Q∪f»fig

)

= (Ftf)(θ|P) ∧ (Ftg)(θ|Q)

= (Ftf ∧ Ftg)θ
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が成り立つ．θは任意なので，Ft(f ∧ g) = Ftf ∧ Ftgが成り立つ．
∨,⇒についても同様のことがいえる．

算法 ♦ f ∈ (P Ã S) → Tとする．Ft(f
˚) = (Ftf)

˚を示す．θ ∈ P Ã S

に対して，

(
Ft(f

˚))θ = (f˚)((κfi/t)θ)

=
(
f((κfi/t)θ)

)˚

=
(
(Ftf)θ

)˚

=
(
(Ftf)

˚)θ

が成り立つ．θは任意なので，Ft(f
˚) = (Ftf)

˚が成り立つ．

算法 u,t a, b ∈ Sff ∪ (Sfi → (Sff → T))のとき，Ft(a u b) = Fta u Ftb

を示す．補題5により，s ∈ Sffに対して，

Ft(a u b)∃t s
⇐⇒ a u b∃t s
⇐⇒ a∃t sかつ b∃t s
⇐⇒ Fta∃t sかつ Ftb∃t s
⇐⇒ Fta u Ftb∃t s

が成り立つ．従って Ft(a u b) = Fta u Ftbである．
tについても同様のことがいえる．

算法¤ a ∈ Sff ∪ (Sfi → (Sff → T))のとき，Ft(a
˚) = (Fta)˚を示す．補

題5により，s ∈ Sffに対して，

Ft(a
˚)∃t s

⇐⇒ a˚ ∃t s
⇐⇒ a∃t s でない
⇐⇒ Fta∃t s でない
⇐⇒ (Fta)˚ ∃t s

が成り立つ．sは任意なので，Ft(a
˚) = (Fta)˚が成り立つ．
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算法4 a ∈ Sff ∪ (Sff → T)のとき，Ft(a4) ∈ ({πff} → Sff) → Tである．
s ∈ Sffに対して，

(Ft(a4))(πff/s) = (a4)
(
(κfi/t)(πff/s)

)

である．
(a4)

(
(κfi/t)(πff/s)

)
= 1 ⇐⇒ a∃t s

であり，一方，
((Fta)4)(πff/s) = 1 ⇐⇒ Fta∃t s

である．
sは任意なので，Ft(a4) = (Fta)4が成り立つ．

算法族 λk(λ ∈ {ŏ} ∪ Pff ∪ ¬Pff, k ∈ Kff) λの種類により場合分けして
示す．
(i)λ = ŏの場合
a ∈ Sff, f ∈ (P Ã S) → T, P ∈ PkKff, θ ∈ ((P − {k}) → S) → Tに対
して，

(
Ft(a ŏk f)

)
θ = (a ŏk f)((κfi/t)θ)

= f((k/a)(κfi/t)θ)

(
(Fta) ŏk (Ftf)

)
θ = Ftf((k/Fta)θ)

= Ftf((k/a)θ)

= f((κfi/t)(k/a)θ)

θは任意なので，Ft(a ŏk f) = (Fta) ŏk (Ftf)が成り立つ．
(ii)λ ∈ Pff ∪ ¬Pffの場合
λ = p ∈ Pffとする．a ∈ Sff∪Sff → T, f ∈ (P Ã S) → T, P ∈ PkKff, θ ∈

((P − {k}) → S) → Tに対して，
(
Ft(a pk f)

)
θ = (a pk f)((κfi/t)θ)

(a pk f)((κfi/t)θ) = 1

⇐⇒ |{s ∈ Sff | a∃((»fi=t)„)»fi s, f((k/s)(κ/τ)θ) = 1}|ff ∈ p

⇐⇒ |{s ∈ Sff | a∃t s, f((k/s)(κ/τ)θ) = 1}|ff ∈ p
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(
(Fta) pk (Ftf)

)
θ = 1

⇐⇒ |{s ∈ Sff | Fta∃t s, Ftf((k/s)θ) = 1}|ff ∈ p

⇐⇒ |{s ∈ Sff | Fta∃t s, f((κfi/t)(k/s)θ) = 1}|ff ∈ p

θは任意なので，Ft(a pk f) = (Fta) pk (Ftf)が成り立つ．
λ ∈ ¬Pffのときも同様である．

以上により，Ftが擬写であることがいえた． ¥

4.3 事態間の恒不等式の対応

定義 12W の事態の列全体を (WPK)∗で表す．(WPK)∗上の関係 lを定
義する．

f1, . . . , fmと g1, . . . , gnを事態の列とする．fiの枠を Pi，gjの枠をQj

とする (i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n)．このとき，

f1, . . . , fm l g1, . . . , gn

⇐⇒任意の θ ∈ K Ã Sに対して
inf{f1(θ|P1), . . . , fm(θ|Pm)} ≤sup{g1(θ|Q1), . . . , gn(θ|Qn)}

と定める．
f1, . . . , fm l g1, . . . , gnを事態間の恒不等式と呼ぶ． ¥

命題 6lはブール関係である．

証明 WP = (P Ã S) → Tは巾ブール束である．とくに {∧,∨,♦,⇒}汎
代数系である．PKは T の部分系として {∧,∨,♦,⇒}汎代数系である．
以下，この証明では算法記号系を {∧,∨,♦,⇒}とする．
定値写像 cP ∈ WP → PK,w 7→ Pは擬写である．
P,Q ∈ PKに対し，P ≺ Q ⇐⇒ P ⊂ Qである．P ⊂ Qなる P,Q ∈ PK

に対し，擬写ϕ
Q
P ∈ WP → WQを

(ϕ
Q
P f)θ = f(θ|P) (f ∈ WP, θ ∈ Q Ã S)

により定める．定理3の系により，(WPK,PK)に汎型付代数系の代数構造
(β–)–∈f^;_;˚;)gがある．これがWの部分系としての構造に等しいことを
示す．
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f ∈ WP, g ∈ WQに対し，β^(f, g) ∈ WP∪Qである．θ ∈ (P ∪Q) Ã S

に対して，

(β^(f, g)) =
(
(ϕ
P∪Q
P f) ∧ (ϕ

P∪Q
Q g)

)
θ （β^の定義）

= (ϕ
P∪Q
P f)θ ∧ (ϕ

P∪Q
Q g)θ （巾代数系の性質）

= f(θ|P) ∧ g(θ|Q) （ϕ
P∪Q
P , ϕ

P∪Q
Q の定義）

である．これはWの算法∧の定義に等しい．
同様にして，算法 β_, β), β˚は算法∨,⇒,♦に等しい．
定理2をWK, ϕKP (P ∈ PK)に適用すると，準写 φ ∈ WPK → WKが構

成される．
φはWPKのWK上のブール表現であり，lはブール関係4ffiに等しい

から，lはブール関係である． ¥

命題 7 f1, . . . , fm, g1, . . . , gnをWffの事態とする．このとき，

f1, . . . , fm l g1, . . . , gn

と
任意の t ∈ Sfiに対して Ftf1, . . . , Ftfm l Ftg1, . . . , Ftgn

は同値である．

証明 まずm = n = 1の場合について示す．f1を f，g1を gと書く．
f ∈ (P Ã S) → T, g ∈ (Q Ã S) → Tとする．Wff の定義により，

P ∩ Kfi = Q ∩ Kfi = {κfi}である．
fl gを仮定する．任意の t ∈ Sfiに対して，

Ftf ∈ ((P − {κfi}) → Sff) → T

Ftg ∈ ((Q − {κfi}) → Sff) → T

である．
任意の θ ∈ ((P ∪Q) − {κfi}) → Sffをとる．

(Ftf)(θ|P-f»fig) = f((κfi/t)θ|P-f»fig)

= f
(
((κfi/t)θ)|P

)

同様にして，
(Ftg)(θ|Q-f»fig) = g

(
((κfi/t)θ)|Q

)

(κfi/t)θ ∈ (P ∪Q) Ã Sである．仮定 fl gにより，

f
(
((κfi/t)θ)|P

) ≤ g
(
((κfi/t)θ)|Q

)

31



である．ゆえに
(Ftf)(θ|P-f»fig) ≤ (Ftg)(θ|Q-f»fig)

である．
θ ∈ ((P ∪Q) − {κfi}) → Sffは任意なので，

Ftfl Ftg

が成り立つ．
逆に，任意の t ∈ Sfiに対してFtflFtgを仮定する．任意のθ ∈ (P∪Q) Ã

Sに対して f(θ|P) ≤ g(θ|Q)を示せばよい．
θ ′ ∈ ((P ∪Q) − {κfi}) → Sffを θの制限として定める．すなわち，k ∈

(P ∪Q) − {κfi}に対して，θ ′k = θk．
θκfi = tとすると，Ftfl Ftgにより

(Ftf)(θ
′|P-f»fig) ≤ (Ftg)(θ ′|Q-f»fig) (3)

である．
Ftの定義により

(Ftf)(θ
′|P-f»fig) = f((κfi/t)θ ′|P-f»fig)

である．(κfi/t)θ ′|P-f»fig = θ|Pなので，

(Ftf)(θ
′|P-f»fig) = f(θ|P)

である．同様にして，

(Ftg)(θ ′|Q-f»fig) = g(θ|Q)

である．これらと(3)とから

f(θ|P) ≤ g(θ|Q)

が従う．
m = 0, n = 1の場合，m = 1, n = 0の場合は，より容易に示される．
m,n ≥ 1の場合は，以下の計算によって示される．

f1, . . . , fm l g1, . . . , gn

⇐⇒ f1 ∧ · · ·∧ fm l g1 ∨ . . . ∨ gn

⇐⇒ ∀t ∈ Sfi Ft(f1 ∧ · · ·∧ fm)l Ft(g1 ∨ . . . ∨ gn)

⇐⇒ ∀t ∈ Sfi Ftf1 ∧ · · ·∧ Ftfm l Ftg1 ∨ . . . ∨ Ftgn

⇐⇒ ∀t ∈ Sfi Ftf1, . . . , Ftfm l Ftg1, . . . , Ftgn

¥
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4.4 定付値の対応

AからWへの定付値Φに対して，A ′からWtへの定付値Φtを定める
方法を述べる．型分割

Prm′ =Prm"ff ∪Prm‹ff ∪
⋃

P∈PK;P∩Kfi=f»fig

PrmP

が直和分割であることに注目して，Φtを以下のように定める．
s ∈Prm"ff のとき

Φts = Φs

s ∈Prm‹ff のとき
Φts = (Φs)t

s ∈PrmP (P ∈ PK, P ∩ Kfi = {κfi})のとき
sはA ′の元としては P − {κfi}型である．Φts ∈

(
(P − {κfi}) → Sff

) → T
を定義するには，各 θ ∈ (P − {κfi}) → Sffに対する値を定めればよい．

(Φts)θ = (Φs)((κfi/t)θ)

と定める．

注意 同様にして，AからWへの変付値 vに対して，A ′からWtへの変
付値 v ′を定めることができる．v ′を vの制限（詳しくは tにおける制限）
と呼ぶ．
後で示すように，v 7→ v ′はValW からValWt への全射である．すなわ
ち，A ′からWtへの変付値wに対して，AからWへの変付値wでw ′ = w

であるようなものが存在する．

4.5 意味写像の対応

AからWへの定付値Φ，A ′からWtへの定付値Φtから，それぞれ意
味写像Φ∗,Φ∗

t が定まる．これらの間の関係を示す．
WffがWの部分系であることから，W

ValW
ff はWValW の部分系であるこ

とがわかる．

補題 6Φ∗GA ′ ⊆ W
ValW
ff である．

証明 a ′ ∈ A ′とする．Gの定義により，Ga ′は εff型，δff型，P型（P ∈
PK, P ∩ Kfi = {κfi}）のいずれかである．

Φ∗は保型準写なので，Φ∗Ga ′もεff型，δff型，P型（P ∈ PK, P∩Kfi = {κfi}）
のいずれかである． ¥
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命題 8任意の v ∈ ValWt に対して v ∈ ValW を対応させる写像で以下の
条件をみたすものが存在する．

x ∈Var′"ff に対して
vx = vx

x ∈Var′‹ff に対して
(vx)t = vx

x ∈Var′P, P ∈ PKff, θ ∈ P → Sffに対して

(vx)((κfi/t)θ) = (vx)θ

このような写像を t拡張と呼ぶ．

証明 w ∈ValW を固定する．
各変数 xに対して値 vxを定めることにより，vを定める．
x ∈Var"ff に対しては，vx = vxと定める．
x ∈Var‹ff に対して，vx ∈ Sfi → (Sff → T)を次のように定める．

(vx)u =





vx (u = t)

(wx)u (u 6= t)

x ∈VarPに対して，vx ∈ (P Ã S) → Tを次のように定める．

(vx)θ =





(vx)(θ|P-f»fig) (θκfi = t)

(wx)θ (θκfi 6= t)

Var−Var′に関しては，vx = wxと定める．
このようにして定めた vは与えられた条件をみたす． ¥

以下，t拡張というときは，上の証明中の仕方で構成されたものを考え
ている．

命題 9 t ∈ Sfiとする．t拡張 v 7→ vが定まっているとする．
準写 Ft ∈ Wff → Wtから写像 F∗t ∈ W

ValW
ff → W

ValWt
t を以下のように

定める．
b ∈ W

ValW
ff , v ∈ValWt に対して

(F∗tb)v = Ft(bv) ∈ Wt

このとき，F∗t は準写である．
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証明 λが不変子のとき

(
F∗t

(
β–(b1, . . . , bn)

))
v

= Ft
(
β–(b1, . . . , bn)v

)
（F∗t の定義）

= Ft
(
ω–(b1v, . . . , bnv)

)
（射影は準写）

= ω ′
–(Ft(b1v), . . . , Ft(bnv)) （Ftは準写）

= ω ′
–((F

∗
tb1)v, . . . , (F

∗
tbn)v) （F∗t の定義）

= β ′–(F
∗
tb1, . . . , F

∗
tbn)v （射影は準写）

λが抽象子のとき，すなわち，λ = Ωx (x ∈Var′"ff)のとき
F∗t(bΩx)と (F∗tb)Ωxが等しいことを示す．
v ∈ValWt , s ∈ Sffに対して，

((
F∗t(bΩx)

)
v
)
s =

(
Ft

(
(bΩx)v

))
s

=
((

(bΩx)v
)
t
)
s

= f((x/s)v)(κfi/t)

((
(F∗tb)Ωx

)
v
)
s = (F∗tf)((x/s)v)

= Ft
(
f(x/s)v

)

=
(
f(x/s)v

)
(κfi/t)

(x/s)v = (x/s)vにより，両者は等しい． ¥

命題 10a ′ ∈ A ′ に対して F∗t
(
Φ∗(Ga ′)

)
を対応させる写像は A ′ から

W
ValWt
t への保型準写である．

証明 三つの保型準写G,Φ∗, F∗t の合成は保型準写である． ¥

命題 11任意の a ′ ∈ A ′に対して

F∗t
(
Φ∗(Ga ′)

)
= Φ∗

ta
′

が成り立つ．
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証明 a ′ 7→ F∗t
(
Φ∗(Ga ′)

)
, a ′ 7→ Φ∗

ta
′はともに準写なので，A ′の素元系

Prm′上で両者が一致することを示せばよい．
s ∈Prm′に対しては，Gs = sだから，

F∗t
(
Φ∗(Gs)

)
= F∗t(Φ

∗s)

である．
(i)s ∈Prm"ff のとき
v ∈ValWt に対して

(
F∗t(Φ

∗s)
)
v = Ft

(
(Φ∗s)v

)

= (Φ∗s)v （Ftの定義により）

=





Φs (s ∈Con)
vs (s ∈Var)

=





Φts (s ∈Con)
vs (s ∈Var)

= (Φ∗
ts)v

ゆえに，
F∗t

(
Φ∗(Gs)

)
= Φ∗

ts

が成り立つ．
(ii)s ∈Prm‹ff のとき
v ∈ValWt に対して

(
F∗t(Φ

∗s)
)
v = Ft

(
(Φ∗s)v

)

=
(
(Φ∗s)v

)
t （Ftの定義により）

=





(Φs)t (s ∈Con)
(vs)t (s ∈Var)

=





Φts (s ∈Con)
vs (s ∈Var)

= (Φ∗
ts)v

ゆえに，
F∗t

(
Φ∗(Gs)

)
= Φ∗

ts

が成り立つ．
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(iii)s ∈PrmP (P ∈ PKff)のとき
v ∈ValWt に対して

(
F∗t(Φ

∗s)
)
v = Ft((Φ

∗s)v)

θ ∈ P → Sffに対して
(
Ft

(
(Φ∗s)v

))
θ =

(
(Φ∗s)v

)
((κfi/t)θ)

=





(Φs)((κfi/t)θ) (s ∈Con)
(vs)((κfi/t)θ) (s ∈Var)

=





(Φts)θ (s ∈Con)
(vs)θ (s ∈Var)

=
(
(Φ∗

ts)v
)
θ

θは任意なので，
Ft

(
(Φ∗s)v

)
= (Φ∗

ts)v

ゆえに，
F∗t

(
Φ∗(Gs)

)
= Φ∗

ts

が成り立つ． ¥

F∗t の定め方は t拡張の仕方に依存するが，次の命題は t拡張の任意性に
よらない．

命題 12v ∈ValWの制限3をv ′ ∈ValWtとする．このとき任意のa ′ ∈ A ′

に対して
Ft

((
Φ∗(Ga ′)

)
v
)

= (Φ∗
ta

′)v ′

が成り立つ．

証明 t拡張として，命題8の証明中でwを vとしたものをとる．そうす
ると，v ′の t拡張は vに等しい．

F∗t の定義により(
F∗t

(
Φ∗(Ga ′)

))
v ′ = Ft

((
Φ∗(Ga ′)

)
v
)

である．
一方，命題11により

(
F∗t

(
Φ∗(Ga ′)

))
v ′ = (Φ∗

ta
′)v ′

である． ¥
3ここで「制限」はp.33の注意に記した意味である．
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4.6 Φ真関係の対応

定義 13a1, . . . , am, b1, . . . , bnをAの用元とする．
a1, . . . , am, b1, . . . , bnと定付値Φ，変付値 vが

(Φ∗a1)v, . . . , (Φ∗am)vl (Φ∗b1)v, . . . , (Φ∗bn)v

をみたすことを，
a1, . . . , am 4˘;v b1, . . . , bn

で表す．
a1, . . . , am, b1, . . . , bnと定付値Φが，任意の変付値 vに対して

a1, . . . , am 4˘;v b1, . . . , bn

をみたすことを，
a1, . . . , am 4˘ b1, . . . , bn

で表す．4˘をΦ真関係と呼ぶ．
a1, . . . , am, b1, . . . , bnが，任意の定付値Φ，変付値 vに対して

a1, . . . , am 4˘ b1, . . . , bn

をみたすことを，
a1, . . . , am 4 b1, . . . , bn

で表す．4を恒真関係と呼ぶ．
用元 aが4 aをみたすとき，aは恒真であるといい，aを恒真元と呼ぶ．
a1, . . . , am, b1, . . . , bnが

a1, . . . , am 4 b1, . . . , bn かつ a1, . . . , am < b1, . . . , bn

をみたすことを，
a1, . . . , am ³ b1, . . . , bn

で表す． ¥

命題 13a1, . . . , am, b1, . . . , bnをA ′の用元とする．このとき

Ga1, . . . , Gam 4˘ Gb1, . . . , Gbn

⇐⇒任意の t ∈ Sfiに対して a1, . . . , am 4˘t b1, . . . , bn

が成り立つ．
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証明 簡単のためにm = n = 1の場合を示す．命題7により

Ga 4˘ Gb

⇐⇒任意の v ∈ValW に対して
(
Φ∗(Ga)

)
vl

(
Φ∗(Gb)

)
v

⇐⇒任意の v ∈ValW , t ∈ Sfiに対して

Ft

((
Φ∗(Ga)

)
v
)
l Ft

((
Φ∗(Gb)

)
v
)

である．一方，

a 4˘t b

⇐⇒任意のw ∈ValWt に対して (Φ∗
ta)wl (Φ∗

tb)w

である．
v ∈ValW の制限4を v ′ ∈ValWt とすると，命題12により

Ft

((
Φ∗(Ga)

)
v
)

= (Φ∗
ta)v ′

が成り立つ．vがValW 全体を動くとき，vの制限はValWt 全体を動く
から，

任意の v ∈ValW に対して Ft

((
Φ∗(Ga)

)
v
)
l Ft

((
Φ∗(Gb)

)
v
)

⇐⇒任意のw ∈ValWt に対して (Φ∗
ta)wl (Φ∗

tb)w

である． ¥

5 恒真関係
状況相をもつ格言語の恒真関係に関する様々な命題を述べる．
なお，この節では，次の定理を用いる5．

定理 4(意味写像定理)Aを形式言語とする．
a ∈ A, v, v ′ ∈ Valであって任意の x ∈ Fvaraに対して vx = v ′xが成り
立つとする．このとき，(Φ∗a)v = (Φ∗a)v ′が成り立つ．

4p.33の注意に記した意味での制限である．
5証明は参考文献[1]または[2]を参照のこと．
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5.1 事態間の恒不等式

事態間の恒不等式に関する命題を示す．これらは，恒真関係についての
命題を証明するために利用される．

定義 14実在について，いくつかの用語を定める．
s ∈ Sff ∪ (Sfi → (Sff → T))のとき，sを σ相の実在という．
s ∈ Sfi ∪ (Sfi → T)のとき，sを τ相の実在という．
a ∈ Sffが個実在であるとは，任意の t ∈ Sfi, s ∈ Sffに対して

a∃t s ⇐⇒ a = s

が成り立つことをいう．
a ∈ Sff ∪ (Sfi → (Sff → T))が不変な実在であるとは，任意の t1, t2 ∈

Sfi, s ∈ Sffに対して
a∃t1 s ⇐⇒ a∃t2 s

が成り立つことをいう． ¥

命題 14個実在は不変な実在である．

証明 aを個実在とする．任意の t1, t2 ∈ Sfi, s ∈ Sffに対して，

a∃t1 s ⇐⇒ a = s ⇐⇒ a∃t2 s

が成り立つ． ¥

5.1.1 σ相について

σ相の実在に関する命題を示す．

命題 15a ∈ W"ff ∪W‹ff , k ∈ Kff, P ∈ PkK, f ∈ WP, p ∈ Pffのとき，p ≤ q

なる任意の q ∈ Pffに対し apk f, a qk flが成り立ち，p > qなる任意の
q ∈ Pffに対し apk fl a qk fが成り立つ．

証明 前半を示す．θ ∈ (P − {k}) Ã Sに対して (apk f)θ = 1とする．
κfi ∈ Pのとき，

(apk f)θ = 1

⇐⇒ |{s ∈ Sff | a∃„»fi s, f
(
(k/s)θ

)
= 1}|ff = p /∈ (q →)

ゆえに (a qk f)θ = 0である．

40



κfi /∈ Pのときは，上の式の a∃„»fi sを a∃t0 sで置き換えれば同様の議
論が成り立つ．
後半を示す．θ ∈ (P − {k}) Ã Sに対して，κfi ∈ Pのとき，

(apk f)θ = 1

⇐⇒ |{s ∈ Sff | a∃„»fi s, f
(
(k/s)θ

)
= 1}|ff = p ∈ (q →)

ゆえに (a qk f)θ = 1である．
κfi /∈ Pのときは，上の式の a∃„»fi sを a∃t0 sで置き換えれば同様の議
論が成り立つ． ¥

命題 16a, b ∈ W"ff ∪W‹ff , k ∈ Kff, P ∈ PkK, f ∈ WP のとき次のことが
成り立つ．ただし，第一式においては b ∈ W"ff とし，第二式と第三式に
おいては p, q ∈ Pff, κfi ∈ Pとする．

b ŏπff a4, b ŏk fl a∃k f

bpπff a4, b p + qk fl a qk f

bp + qπff a4, b pk fl a qk f

証明 第一式の証明
θ ∈ (P−{k}∪{κfi}) Ã Sに対して (b ŏπff a4)θ|f»fig = 1, (b ŏk f)θ|P-fkg =

1を仮定する．
(b ŏπff a4)θ|f»fig = 1 ⇐⇒ a∃„»fi b

(b ŏk f)θ|P-fkg = 1 ⇐⇒ f((k/b)θ|P-fkg) = 1

ゆえに {s ∈ Sff | a∃„»fi s, f((k/s)θ|P-fkg) = 1} 6= ∅が成り立つ．すなわ
ち (a∃k f)θ|P-fkg = 1が成り立つ．
第二式の証明
θ ∈ (P−{k}∪{κfi}) Ã Sに対して (bpπff a4)θ|f»fig = 1, (a qk f)θ|P-fkg =

0を仮定する．

(bpπff a4)θ|f»fig = 1 ⇐⇒ |{s ∈ Sff | b∃„»fi s, a@„»fis}|ff ≤ p

(a qk f)θ|P-fkg = 0 ⇐⇒ |{s ∈ Sff | a∃„»fi s, f((k/s)θ|P-fkg) = 1}|ff ≤ q

である．ゆえに

|{s ∈ Sff | b∃„»fi s, f((k/s)θ|P-fkg) = 1}|

≤ |{s ∈ Sff | b∃„»fi s, a@„»fis}|ff + |{s ∈ Sff | a∃„»fi s, f((k/s)θ|P-fkg) = 1}|ff

≤ p + q
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が成り立つ．すなわち (bp + qk f)θ|P-fkg = 0である．
第三式も同様に示される． ¥

命題 17a, b ∈ W"ff ∪W‹ff , k ∈ Kff, P ∈ PkK, f ∈ WP のとき次のことが
成り立つ．ただし，第一式においては b ∈ W"ff とし，第二式と第三式に
おいては p, q ∈ Pff, κfi ∈ Pとする．

b ŏπff a4, a∀k fl b ŏk f

bpπff a4, a qk fl bp + qk f

bp + qπff a4, a qk fl bpk f

証明 第一式の証明
θ ∈ (P−{k}∪{κfi}) Ã Sに対して (b ŏπff a4)θ|f»fig = 1, (a∀k f)θ|P-fkg =

1を仮定する．
(b ŏπff a4)θ|f»fig = 1 ⇐⇒ a∃„»fi b

(a∀k f)θ|P-fkg = 1

⇐⇒「s ∈ Sff, a ∃„»fi sならばf((k/s)θ|P-fkg) = 1」

なので f((k/b)θ|P-fkg) = 1が成り立つ．すなわち (b ŏk f)θ|P-fkg = 1が成
り立つ．
第二式の証明
θ ∈ (P−{k}∪{κfi}) Ã Sに対して (bpπff a4)θ|f»fig = 1, (aqk f)θ|P-fkg =

0を仮定する．

(bpπff a4)θ|f»fig = 1 ⇐⇒ |{s ∈ Sff | b∃„»fi s, a@„»fis}|ff ≤ p

(aqk f)θ|P-fkg = 1 ⇐⇒ |{s ∈ Sff | a∃„»fi s, f((k/s)θ|P-fkg) = 0}|ff ≤ q

である．ゆえに

|{s ∈ Sff | b∃„»fi s, f((k/s)θ|P-fkg) = 0}|

≤ |{s ∈ Sff | b∃„»fi s, a@„»fis}|ff + |{s ∈ Sff | a∃„»fi s, f((k/s)θ|P-fkg) = 0}|ff

≤ p + q

が成り立つ．すなわち (bp + qk f)θ|P-fkg = 0である．
第三式も同様に示される． ¥
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命題 18a ∈ W"ff , k ∈ K, P ∈ PkK, f ∈ WPのとき，

a∀k f ≤ a ŏk f ≤ a∃k f

が成り立つ．

証明 θ ∈ (P − {k}) Ã Sに対して，κfi ∈ Pのとき，

(a∀k f)θ = 1 ⇐⇒「s ∈ Sff, a ∃„»fi sならばf((k/s)θ) = 1」

(a∃k f)θ = 1 ⇐⇒「a∃„»fi s, f((k/s)θ) = 1なる s ∈ Sffが存在する」

(a ŏk f)θ = f((k/a)θ)

である．基本関係が反射的なので

(a∀k f)θ = 1 =⇒ (a ŏk f)θ = 1

(a ŏk f)θ = 1 =⇒ (a∃k f)θ = 1

が成り立つ．
κfi /∈ Pのときは，∃„»fi を ∃t0 に置き換えた議論が成り立つ． ¥

命題 19a, b ∈ W"ff ∪ A‹ff , k ∈ Kff, P ∈ PkK, f ∈ WP, p, q ∈ Pffのとき，
次のことが成り立つ．

(a t b)p + qk fm apk f, b qk f

(a t b)p + qk fl a pk f, b qk f

証明 第一式の証明
θ ∈ (P − {k}) Ã Sに対して (apk f)θ = 1, (bqk f)θ = 1を仮定する．

κfi ∈ Pのとき，

(apk f)θ = 1 =⇒ |{s ∈ Sff | a∃„»fi s, f((k/s)θ) = 0}|ff ≤ p

(bpk f)θ = 1 =⇒ |{s ∈ Sff | b∃„»fi s, f((k/s)θ) = 0}|ff ≤ q

なので，

|{s ∈ Sff | a t b∃„»fi s, f((k/s)θ) = 0}|ff

≤ |{s ∈ Sff | a∃„»fis, f((k/s)θ) = 0}|ff + |{s ∈ Sff | b∃„»fis, f((k/s)θ) = 0}|ff

≤ p + q

が成り立つ．従って
(
(a t b)p + qk f

)
θ = 1が成り立つ．
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κfi /∈ Pのときは ∃„»fi を ∃t0 に置き換えた議論が成り立つ．
第二式は第一式から導かれる．第一式により

(a t b)p + qk f˚ m apk f˚, b qk f˚

が成り立つ．apk f˚ = (a pk f)˚などにより
(
(a t b)p + qk f

)˚ m (a pk f)˚, (bqk f)˚

が成り立つ．lはブール関係なので第二式が成り立つ． ¥

命題 20a ∈ W"ff ∪W‹ff , λは ŏまたはPffの上方区間または¬Pffの下方
区間，k ∈ Kff, P,Q ∈ PkK, f ∈ WP, g ∈ WQ のとき，次のことが成り立
つ．ただし，λ = ŏの場合は a ∈ W"ff とする．

fl g =⇒ aλk fl aλk g

証明 fl gを仮定する．
λ = ŏのとき
θ ∈ (

(P ∪Q) − {k}
)

Ã Sに対して，

(a ŏk f)θ = 1 ⇐⇒ f((k/a)θ) = 1

=⇒ g((k/a)θ) = 1

⇐⇒ (a ŏk g)θ = 1

が成り立つ．
λがPffの上方区間のとき
λを pで表す．θ ∈ (

(P ∪Q) − {k}
)

Ã Sに対して，(a pk f)θ = 1を仮定
する．κfi ∈ Pならば

(a pk f)θ = 1 ⇐⇒ |{s ∈ Sff | a∃„»fi s, f((k/s)θ) = 1}|ff ∈ p

である．f((k/s)θ) = 1 =⇒ g((k/s)θ) = 1で，Pffが上方区間なので

|{s ∈ Sff | a∃„»fi s, g((k/s)θ) = 1}|ff ∈ p

が成り立つ．すなわち (a pkg)θ = 1である．
κfi /∈ Pの場合は ∃„»fi を ∃t0 で置き換えた議論が成り立つ．
λが ¬Pffの下方区間のときも同様にして示される． ¥

命題 21a ∈ W"ff ∪ W‹ff , b ∈ W"ff , λ ∈ {ŏ} ∪ ¬Pff ∪ Pff, k, l ∈ Kff, k 6=
l, P ∈ PkK ∩ PlK, f ∈ WPのとき，

aλk (b ŏl f) = b ŏl (aλk f)

が成り立つ．ただし，λ = ŏの場合は a ∈ W"ff とする．
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証明 θ ∈ (P − {k, l}) Ã Sに対して，
(
aλk (b ŏl f)

)
θ =

(
b ŏl (aλk f)

)
θ

を示せばよい．
λ = ŏのとき
次の計算により分かる．

(
aλk (b ŏl f)

)
θ = (b ŏl f)

(
(k/a)θ

)

= f
(
(l/b)(k/a)θ

)

= f
(
(k/a)(l/b)θ

)

= (a ŏk f)
(
(l/b)θ

)

=
(
bλl (a ŏk f)

)
θ

λ ∈ Pffのとき
λを pで表す．κfi ∈ Pならば

(
a pk (b ŏl f)

)
θ = 1

⇐⇒ |{s ∈ Sff | a∃„»fi s, (b ŏl f)((k/s)θ) = 1}|ff ∈ p

⇐⇒ |{s ∈ Sff | a∃„»fi s, f((l/b)(k/s)θ) = 1}|ff ∈ p

⇐⇒ |{s ∈ Sff | a∃„»fi s, f((k/s)(l/b)θ) = 1}|ff ∈ p

⇐⇒ (a pk f)((l/b)θ) = 1

⇐⇒ (
b ŏl (a pk f)

)
θ = 1

が成り立つ．
κfi /∈ Pの場合は，∃„»fi を ∃t0 に置き換えた議論が成り立つ．
λ ∈ ¬Pffのときも同様である． ¥

命題 22a, b ∈ W"ff ∪W‹ff , λは ŏまたはPffの上方区間または¬Pffの下
方区間，k, l ∈ Kff, k 6= l, P ∈ PkK∩PlK, f ∈ WPのとき，次のことが成り
立つ．ただし，λ = ŏの場合は a ∈ W"ff とする．

aλk (b∀l f) ≤ b∀l (aλk f)

aλk (b∃l f) ≥ b∃l (aλk f)

証明 λ = ŏの場合は命題21から従う．
λがPffの上方区間または ¬Pffの下方区間の場合に第一式を示す．
κfi ∈ Pのとき，b∃„»fi sなる s ∈ Sffに対して

b∀l f ≤ s ŏl f

が成り立つ．命題20，命題21により
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aλk(b∀l f) ≤ aλk(s ŏl f)

= s ŏl(aλk f)

が成り立つ．よって

aλk(b∀l f) ≤inf{s ŏl(aλk f) | b∃„»fi s ∈ Sff}

= b∀l (aλk f)

である．
κfi /∈ Pの場合は，∃„»fi を ∃t0 に置き換えた議論が成り立つ．
第二式も同様である． ¥

命題 23a ∈ W"ff , k ∈ Kff, P ∈ PkK, f ∈ WP のとき，次のことが成り
立つ．

l (1ff ∀k f) ⇒ f

l (1ff ∀k f) ⇒ (a ŏk f)

ただし，1ffはW‹ff = Sfi → (Sff → T)の最大元である．

証明 第一式の証明
任意の θ ∈ Pに対して，

(
(1ff ∀k f) ⇒ f

)
θ = (1ff ∀k f)θ|P-fkg ⇒ fθ

である．

(1ff ∀k f)θ|P-fkg = 1

⇐⇒ s ∈ Sff ならば f((k/s)θ|P-fkg) = 1

=⇒ fθ = 1

なので，(1ff ∀k f)θ|P-fkg ⇒ fθが成り立つ．
第二式の証明
任意の θ ∈ (P − {k})に対して

(
(1ff ∀k f) ⇒ (a ŏk f)

)
θ = 1を示せば

よい．

(1ff ∀k f)θ = 1

⇐⇒ s ∈ Sff ならば f((k/s)θ) = 1

⇐⇒ s ∈ Sff ならば (s ŏk f)θ = 1

が成り立つ．よって，(1ff ∀k f)θ = 1ならば (a ŏk f)θ = 1である． ¥
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命題 24k ∈ Kff, P ∈ PkK, f ∈ WPのとき，次の三つは同等である．

l 1ff ∀k f

任意の s ∈ Sffに対してl s ŏk f

l f

証明 θ ∈ (P − {k}) Ã Sに対して

(1ff ∀k f)θ = 1

⇐⇒任意の s ∈ Sffに対して f((k/s)θ) = 1

⇐⇒任意の s ∈ Sffに対して (s ŏk f)θ = 1

が成り立つ．また，

任意の θ ∈ (P − {k}) Ã S, s ∈ Sffに対して f((k/s)θ) = 1

⇐⇒任意の θ ′ ∈ P Ã Sに対して fθ ′ = 1

が成り立つ． ¥

5.1.2 τ相について

5.1.1目で示した命題は σ相についてのものである．これらに並行する
ことが τ相についてもいえる．以下にそれらを述べる．
証明の形式も σ相についてのものと並行している．

命題 25a ∈ W"fi ∪W‹fi , k ∈ Kfi, P ∈ PkK, f ∈ WP, p ∈ Pfiのとき，p ≤ q

なる任意の q ∈ Pfiに対し apk f, a qk flが成り立ち，p > qなる任意の
q ∈ Pfiに対し apk fl a qk fが成り立つ．

証明 前半を示す．θ ∈ (P − {k}) Ã Sに対して (apk f)θ = 1とする．

(apk f)θ = 1

⇐⇒ |{s ∈ Sfi | a∃fi s, f
(
(k/s)θ

)
= 1}|fi = p /∈ (q →)

ゆえに (a qk f)θ = 0である．
後半を示す．θ ∈ (P − {k}) Ã Sに対して，

(apk f)θ = 1

⇐⇒ |{s ∈ Sfi | a∃fi s, f
(
(k/s)θ

)
= 1}|fi = p ∈ (q →)

ゆえに (a qk f)θ = 1である． ¥
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命題 26a, b ∈ W"fi ∪W‹fi , k ∈ Kfi, P ∈ PkK, f ∈ WPのとき次のことが成
り立つ．ただし，第一式においては b ∈ W"fi とし，第二式と第三式にお
いては p, q ∈ Pfiとする．

b ŏπfi a4, b ŏk fl a∃k f

bpπfi a4, b p + qk fl a qk f

bp + qπfi a4, b pk fl a qk f

証明 第一式の証明
θ ∈ (P − {k}) Ã Sに対して b ŏπfi a4 = 1, (b ŏk f)θ = 1を仮定する．

b ŏπfi a4 = 1 ⇐⇒ a∃fi b

(b ŏk f)θ = 1 ⇐⇒ f((k/b)θ) = 1

ゆえに {s ∈ Sfi | a∃fi s, f((k/s)θ) = 1} 6= ∅が成り立つ．
すなわち，(a∃k f)θ = 1が成り立つ．
第二式の証明
θ ∈ (P − {k}) Ã Sに対して bpπfi a4 = 1, (a qk f)θ = 0を仮定する．

bpπfi a4 = 1 ⇐⇒ |{s ∈ Sfi | b∃fi s, a@fis}|fi ≤ p

(a qk f)θ = 0 ⇐⇒ |{s ∈ Sfi | a∃fi s, f((k/s)θ) = 1}|fi ≤ q

である．ゆえに

|{s ∈ Sfi | b∃fi s, f((k/s)θ) = 1}|

≤ |{s ∈ Sfi | b∃fi s, a@fis}|fi + |{s ∈ Sfi | a∃fi s, f((k/s)θ) = 1}|fi

≤ p + q

が成り立つ．すなわち (bp + qk f)θ = 0である．
第三式も同様に示される． ¥

命題 27a, b ∈ W"fi ∪W‹fi , k ∈ Kfi, P ∈ PkK, f ∈ WPのとき次のことが成
り立つ．ただし，第一式においては b ∈ W"fi とし，第二式と第三式にお
いては p, q ∈ Pfiとする．

b ŏπfi a4, a∀k fl b ŏk f

bpπfi a4, a qk fl bp + qk f

bp + qπfi a4, a qk fl bpk f
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証明 第一式の証明
θ ∈ (P − {k}) Ã Sに対して b ŏπfi a4 = 1, (a∀k f)θ = 1を仮定する．

b ŏπfi a4 = 1 ⇐⇒ a∃fi b

(a∀k f)θ = 1

⇐⇒「s ∈ Sfi, a ∃fi sならばf((k/s)θ) = 1」

なので f((k/b)θ) = 1が成り立つ．すなわち (b ŏk f)θ = 1が成り立つ．
第二式の証明
θ ∈ (P − {k}) Ã Sに対して bpπfi a4 = 1, (aqk f)θ = 0を仮定する．

bpπfi a4 = 1 ⇐⇒ |{s ∈ Sfi | b∃fi s, a@fis}|fi ≤ p

(aqk f)θ = 1 ⇐⇒ |{s ∈ Sfi | a∃fi s, f((k/s)θ) = 0}|fi ≤ q

である．ゆえに

|{s ∈ Sfi | b∃fi s, f((k/s)θ) = 0}|

≤ |{s ∈ Sfi | b∃fi s, a@fis}|fi + |{s ∈ Sfi | a∃fi s, f((k/s)θ) = 0}|fi

≤ p + q

が成り立つ．すなわち (bp + qk f)θ = 0である．
第三式も同様に示される． ¥

命題 28a ∈ W"fi , k ∈ K, P ∈ PkK, f ∈ WPのとき，

a∀k f ≤ a ŏk f ≤ a∃k f

が成り立つ．

証明 θ ∈ (P − {k}) Ã Sに対して，

(a∀k f)θ = 1 ⇐⇒「s ∈ Sfi, a ∃fi sならばf((k/s)θ) = 1」

(a∃k f)θ = 1 ⇐⇒「a∃fi s, f((k/s)θ) = 1なる s ∈ Sfiが存在する」

(a ŏk f)θ = f((k/a)θ)

が成り立つ．基本関係が反射的なので

(a∀k f)θ = 1 =⇒ (a ŏk f)θ = 1

(a ŏk f)θ = 1 =⇒ (a∃k f)θ = 1

が成り立つ． ¥
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命題 29a, b ∈ W"fi ∪ A‹fi , k ∈ Kfi, P ∈ PkK, f ∈ WP, p, q ∈ Pfi のとき，
次のことが成り立つ．

(a t b)p + qk fm apk f, b qk f

(a t b)p + qk fl a pk f, b qk f

証明 第一式の証明
θ ∈ (P − {k}) Ã Sに対して (apk f)θ = 1, (bqk f)θ = 1を仮定する．

(apk f)θ = 1 =⇒ |{s ∈ Sfi | a∃fi s, f((k/s)θ) = 0}|fi ≤ p

(bpk f)θ = 1 =⇒ |{s ∈ Sfi | b∃fi s, f((k/s)θ) = 0}|fi ≤ q

なので，

|{s ∈ Sfi | a t b∃fi s, f((k/s)θ) = 0}|fi

≤ |{s ∈ Sfi | a∃fi s, f((k/s)θ) = 0}|fi + |{s ∈ Sfi | b∃fi s, f((k/s)θ) = 0}|fi

≤ p + q

が成り立つ．従って
(
(a t b)p + qk f

)
θ = 1が成り立つ．

第二式は，第一式からブール関係の性質により導かれる． ¥

命題 30a ∈ W"fi ∪W‹fi , λは ŏまたはPfiの上方区間または ¬Pfiの下方
区間，k ∈ Kfi, P,Q ∈ PkK, f ∈ WP, g ∈ WQのとき，次のことが成り立つ．
ただし，λ = ŏの場合は a ∈ W"fi とする．

fl g =⇒ aλk fl aλk g

証明 fl gを仮定する．
λ = ŏのとき
θ ∈ (

(P ∪Q) − {k}
)

Ã Sに対して，

(a ŏk f)θ = 1 ⇐⇒ f((k/a)θ) = 1

=⇒ g((k/a)θ) = 1

⇐⇒ (a ŏk g)θ = 1

が成り立つ．
λがPfiの上方区間のとき
λを pで表す．θ ∈ (

(P ∪Q) − {k}
)

Ã Sに対して，(a pk f)θ = 1を仮定
する．

(a pk f)θ = 1 ⇐⇒ |{s ∈ Sfi | a∃fi s, f((k/s)θ) = 1}|fi ∈ p
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である．f((k/s)θ) = 1 =⇒ g((k/s)θ) = 1で，Pfiが上方区間なので

|{s ∈ Sfi | a∃fi s, g((k/s)θ) = 1}|fi ∈ p

が成り立つ．すなわち (a pkg)θ = 1である．
λが ¬Pfiの下方区間のときも同様にして示される． ¥

命題 31a ∈ W"fi ∪ W‹fi , b ∈ W"fi , λ ∈ {ŏ} ∪ ¬Pfi ∪ Pfi, k, l ∈ Kfi, k 6=
l, P ∈ PkK ∩ PlK, f ∈ WPのとき，

aλk (b ŏl f) = b ŏl (aλk f)

が成り立つ．ただし，λ = ŏの場合は a ∈ W"fi とする．

証明 θ ∈ (P − {k, l}) Ã Sに対して，
(
aλk (b ŏl f)

)
θ =

(
b ŏl (aλk f)

)
θ

を示せばよい．
λ = ŏのとき
次の計算により分かる．

(
aλk (b ŏl f)

)
θ = (b ŏl f)

(
(k/a)θ

)

= f
(
(l/b)(k/a)θ

)

= f
(
(k/a)(l/b)θ

)

= (a ŏk f)
(
(l/b)θ

)

=
(
bλl (a ŏk f)

)
θ

λ ∈ Pfiのとき
λを pで表す．

(
a pk (b ŏl f)

)
θ = 1

⇐⇒ |{s ∈ Sfi | a∃fi s, (b ŏl f)((k/s)θ) = 1}|fi ∈ p

⇐⇒ |{s ∈ Sfi | a∃fi s, f((l/b)(k/s)θ) = 1}|fi ∈ p

⇐⇒ |{s ∈ Sfi | a∃fi s, f((k/s)(l/b)θ) = 1}|fi ∈ p

⇐⇒ (a pk f)((l/b)θ) = 1

⇐⇒ (
b ŏl (a pk f)

)
θ = 1

が成り立つ．
λ ∈ ¬Pfiのときも同様である． ¥

命題 32a, b ∈ W"fi ∪W‹fi , λは ŏまたはPfiの上方区間または ¬Pfiの下
方区間，k, l ∈ Kfi, k 6= l, P ∈ PkK∩PlK, f ∈ WPのとき，次のことが成り
立つ．ただし，λ = ŏの場合は a ∈ W"fi とする．

51



aλk (b∀l f) ≤ b∀l (aλk f)

aλk (b∃l f) ≥ b∃l (aλk f)

証明 λ = ŏの場合は命題31から従う．
λがPfiの上方区間または ¬Pfiの下方区間の場合に第一式を示す．
b∃fi sなる s ∈ Sfiに対して

b∀l f ≤ s ŏl f

が成り立つ．命題30，命題31により

aλk(b∀l f) ≤ aλk(s ŏl f)

= s ŏl(aλk f)

が成り立つ．よって

aλk(b∀l f) ≤inf{s ŏl(aλk f) | b∃„»fi s ∈ Sfi}

= b∀l (aλk f)

である．
第二式も同様である． ¥

命題 33a ∈ W"fi , k ∈ Kfi, P ∈ PkK, f ∈ WPのとき，次のことが成り立つ．

l (1fi ∀k f) ⇒ f

l (1fi ∀k f) ⇒ (a ŏk f)

ただし，1fiはW‹fi = Sfi → Tの最大元である．

証明 第一式の証明
任意の θ ∈ Pに対して，

(
(1fi ∀k f) ⇒ f

)
θ = (1fi ∀k f)θ|P-fkg ⇒ fθ

である．

(1fi ∀k f)θ|P-fkg = 1

⇐⇒ s ∈ Sfi ならば f((k/s)θ|P-fkg) = 1

=⇒ fθ = 1
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なので，(1fi ∀k f)θ|P-fkg ⇒ fθが成り立つ．
第二式の証明
任意の θ ∈ (P − {k})に対して

(
(1fi ∀k f) ⇒ (a ŏk f)

)
θ = 1を示せば

よい．

(1fi ∀k f)θ = 1

⇐⇒ s ∈ Sfi ならば f((k/s)θ) = 1

⇐⇒ s ∈ Sfi ならば (s ŏk f)θ = 1

が成り立つ．よって，(1fi ∀k f)θ = 1ならば (a ŏk f)θ = 1である． ¥

命題 34k ∈ Kfi, P ∈ PkK, f ∈ WPのとき，次の三つは同等である．

l 1fi ∀k f

任意の t ∈ Sfiに対してl t ŏk f

l f

証明 θ ∈ (P − {k}) Ã Sに対して

(1fi ∀k f)θ = 1

⇐⇒任意の s ∈ Sfiに対して f((k/s)θ) = 1

⇐⇒任意の s ∈ Sfiに対して (s ŏk f)θ = 1

が成り立つ．また，

任意の θ ∈ (P − {k}) Ã S, s ∈ Sfiに対して f((k/s)θ) = 1

⇐⇒任意の θ ′ ∈ P Ã Sに対して fθ ′ = 1

が成り立つ． ¥

5.1.3 相が混在する場合について

σ相と τ相の実在が混在する場合を考察する．ここでの関心は，tが τ

相の実在，aが σ相の実在のとき，

t λk (aµl f)

と
aµl (t λk f)

が等しいかどうかを調べることである．
λ ∈ {ŏ}∪¬Pfi ∪Pfi, µ ∈ {ŏ}∪¬Pff ∪Pff, k ∈ Kfi, l ∈ Kffの種類により，
場合分けして論じることが必要になる．
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命題 35 t ∈ W"fi , a ∈ W"ff ∪W‹ff , µ ∈ {ŏ}∪¬Pff ∪Pff, k ∈ Kfi− {κfi}, l ∈
Kff, P ∈ PkK ∩ PlK, f ∈ WPとする．
このとき，t ŏk (aµl f) = aµl (t ŏk f)が成り立つ．

証明 θ ∈ (P − {k, l}) Ã Sに対して，
(
t ŏk (aµl f)

)
θ =

(
aµl (t ŏk f)

)
θを

示せばよい．
µ = ŏのとき
次の計算により分かる．

(
t ŏk (a ŏl f)

)
θ = (a ŏl f)

(
(k/t)θ

)

= f
(
(l/a)(k/t)θ

)

= f
(
(k/t)(l/a)θ

)

= (t ŏk f)
(
(l/a)θ

)

=
(
a ŏl (t ŏk f)

)
θ

µ ∈ Pffのとき
µを pで表す．κfi ∈ Pならば，

(
t ŏk (a pl f)

)
θ = 1

⇐⇒ (a pl f)((k/t)θ) = 1

⇐⇒ |{s ∈ Sff | a∃„»fi s, f((l/s)(k/t)θ) = 1}|ff ∈ p

⇐⇒ |{s ∈ Sff | a∃„»fi s, f((k/t)(l/s)θ) = 1}|ff ∈ p

⇐⇒ |{s ∈ Sff | a∃„»fi s, (t ŏk f)((l/s)θ) = 1}|ff ∈ p

⇐⇒ (
a pl (t ŏk f)

)
θ = 1

が成り立つ．
κfi /∈ Pならば，∃„»fi を ∃t0 に置き換えた議論が成り立つ．
µ ∈ ¬Pffのときも同様である． ¥

命題 36 t ∈ W"fi , a ∈ W"ff ∪ W‹ff , µ ∈ {ŏ} ∪ ¬Pff ∪ Pff, l ∈ Kff, P ∈
P»fiK ∩ PlK, f ∈ WPとする．

aが不変な実在ならば，t ŏκfi (aµl f) = aµl (t ŏκfi f)が成り立つ．

証明 µ = ŏのときは，命題35の証明と同様である．
µ ∈ Pffのとき，µを pで表す．
θ ∈ (P − {κfi, l}) Ã Sを任意にとる．

(
t ŏκfi (a pk f)

)
θ = 1

⇐⇒ (a pk f)((κfi/t)θ) = 1

⇐⇒ |{s ∈ Sff | a∃t s, f((k/s)(κfi/t)θ) = 1}|ff ∈ p
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である．一方，
(
a pk (t ŏκfi f)

)
θ = 1

⇐⇒ |{s ∈ Sff | a∃t0 s, (t ŏκfi f)((k/s)θ) = 1}|ff ∈ p

⇐⇒ |{s ∈ Sff | a∃t0 s, f((κfi/t)(k/s)θ) = 1}|ff ∈ p

である．
aが不変な実在なので，上の二つは同値である．θは任意なので，

a pk (t ŏκfi f) = t ŏκfi (a pk f)

が成り立つ．
µ ∈ ¬Pffのときも同様である． ¥

命題 37 t ∈ W"fi ∪W‹fi , a ∈ W"ff , λ ∈ {ŏ} ∪ ¬Pfi ∪Pfi, k ∈ Kfi − {κfi}, l ∈
Kff, P ∈ PkK ∩ PlK, f ∈ WPとする．
このとき，t λk (a ŏl f) = a ŏl (t λk f)が成り立つ．

証明 θ ∈ (P − {k, l}) Ã Sに対して，
(
t λk (a ŏl f)

)
θ =

(
a ŏl (t λk f)

)
θを

示せばよい．
λ = ŏのとき
次の計算により分かる．

(
t ŏk (a ŏl f)

)
θ = (a ŏl f)

(
(k/t)θ

)

= f
(
(l/a)(k/t)θ

)

= f
(
(k/t)(l/a)θ

)

= (t ŏk f)
(
(l/a)θ

)

=
(
a ŏl (t ŏk f)

)
θ

λ ∈ Pfiのとき
λを pで表す．

(
t pk (a ŏl f)

)
θ = 1

⇐⇒ |{s ∈ Sfi | t∃fi s, (a ŏl f)((k/s)θ) = 1}|fi ∈ p

⇐⇒ |{s ∈ Sfi | t∃fi s, f((l/a)(k/s)θ) = 1}|fi ∈ p

⇐⇒ |{s ∈ Sfi | t∃fi s, f((k/s)(l/a)θ) = 1}|fi ∈ p

⇐⇒ (t pk f)((l/a)θ) = 1

⇐⇒ (
a ŏl (t pk f)

)
θ = 1

が成り立つ．
λ ∈ ¬Pfiのときも同様である． ¥
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命題 38 t ∈ W"fi ∪W‹fi , a ∈ W"ff ∪W‹ff , λは ŏまたはPfiの上方区間ま
たは ¬Pfiの下方区間，k ∈ Kfi − {κfi}, l ∈ Kff, P ∈ PkK ∩ PlK, f ∈ WP の
とき，次のことが成り立つ．ただし，λ = ŏの場合は t ∈ W"fi とする．

t λk (a∀l f) ≤ a∀l (t λk f)

t λk (a∃l f) ≥ a∃l (t λk f)

証明 λ = ŏの場合は命題35から従う．
λがPfiの上方区間または ¬Pfiの下方区間の場合に第一式を示す．
κfi ∈ Pのとき，a∃„»fi sなる s ∈ Sffに対して

a∀l f ≤ s ŏl f

が成り立つ．命題30，命題37により

t λk(a∀l f) ≤ t λk(s ŏl f)

= s ŏl(t λk f)

が成り立つ．よって

t λk(a∀l f) ≤inf{s ŏl(t λk f) | a∃„»fi s ∈ Sff}

= a∀l (t λk f)

である．
κfi /∈ Pの場合は，∃„»fi を ∃t0 に置き換えた議論が成り立つ．
第二式も同様である． ¥

命題 39 t ∈ W"fi ∪W‹fi , a ∈ W"ff ∪W‹ff , µは ŏまたはPffの上方区間ま
たは ¬Pffの下方区間，k ∈ Kfi − {κfi}, l ∈ Kff, P ∈ PkK ∩ PlK, f ∈ WP の
とき，次のことが成り立つ．ただし，µ = ŏの場合は a ∈ W"ff とする．

t∀k (aµl f) ≥ aµl (t∀k f)

t∃k (aµl f) ≤ aµl (t∃k f)

証明 µ = ŏの場合は命題37から従う．
µがPffの上方区間または ¬Pffの下方区間の場合に第一式を示す．
t∃fi sなる s ∈ Sfiに対して

t∀k f ≤ s ŏk f

が成り立つ．命題20，命題35により
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aµl(t∀k f) ≤ aµl(s ŏk f)

= s ŏk(aµl f)

が成り立つ．よって

aµl(t∀k f) ≤inf{s ŏk(aµl f) | t∃fi s ∈ Sfi}

= t∀k (aµl f)

である．
第二式も同様である． ¥

命題 40 t ∈ W"fi ∪W‹fi , a ∈ W"ff ∪W‹ff , λは ŏまたはPfiの上方区間ま
たは ¬Pfiの下方区間，l ∈ Kff, P ∈ P»fiK ∩ PlK, f ∈ WPとする．

aが不変な実在ならば，次のことが成り立つ．ただし，λ = ŏの場合は
t ∈ W"fi とする．

t λκfi (a∀l f) ≤ a∀l (t λκfi f)

t λκfi (a∃l f) ≥ a∃l (t λκfi f)

証明 λ = ŏの場合は命題36から従う．
λがPfiの上方区間または ¬Pfiの下方区間の場合に第一式を示す．
a∃„»fi sなる s ∈ Sffに対して

a∀l f ≤ s ŏl f

が成り立つ．命題30，命題37により

t λκfi(a∀l f) ≤ t λκfi(s ŏl f)

= s ŏl(t λκfi f)

が成り立つ．aは不変な実在なので，

t λκfi(a∀l f) ≤inf{s ŏl(t λκfi f) | a∃„»fi s ∈ Sff}

≤inf{s ŏl(t λκfi f) | a∃t0 s ∈ Sff}

= a∀l (t λκfi f)

である．
第二式も同様である． ¥
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命題 41 t ∈ W"fi ∪W‹fi , a ∈ W"ff ∪W‹ff , µは ŏまたはPffの上方区間ま
たは ¬Pffの下方区間，l ∈ Kff, P ∈ P»fiK ∩ PlK, f ∈ WPとする．

aが不変な実在ならば，次のことが成り立つ．ただし，µ = ŏの場合は
a ∈ W"ff とする．

t∀κfi (aµl f) ≥ aµl (t∀κfi f)

t∃κfi (aµl f) ≤ aµl (t∃κfi f)

証明 µ = ŏの場合は命題37から従う．
µがPffの上方区間または ¬Pffの下方区間の場合に第一式を示す．
t∃fi sなる s ∈ Sfiに対して

t∀κfi f ≤ s ŏκfi f

が成り立つ．命題20，命題36により

aµl(t∀κfi f) ≤ aµl(s ŏκfi f)

= s ŏκfi(aµl f)

が成り立つ．よって

aµl(t∀κfi f) ≤inf{s ŏκfi(aµl f) | t∃fi s ∈ Sfi}

= t∀κfi (aµl f)

である．
第二式も同様である． ¥

5.1.4 算法4について
命題 42a ∈ W"ff のとき，

la ŏπff a4

が成り立つ．
a ∈ W"ff ∪W‹ff のとき，

la∀πff a4

が成り立つ．
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証明 まず前半を示す．a∀πff a4の枠は {κfi}である．任意の θ ∈ {κfi} Ã
Sは (κfi/t), t ∈ Sfiの形に書ける．そこで任意の t ∈ Sfiに対して

(a∀πff a4)(κfi/t) = 1

を示せばよい．
(a∀πff a4)(κfi/t) = 1 ⇐⇒ a∃t a

であり，∃tは反射的関係だからこれは成り立つ．
次に後半を示す．前半と同様に，任意の t ∈ Sfiに対して

(a∀πff a4)(κfi/t) = 1

を示せばよい．

(a∀πff a4)(κfi/t) = 1

⇐⇒ |{s ∈ Sff | a∃t s, (a4)
(
(πff/s)(κfi/t)

)
= 0}|ff ∈ [00]

⇐⇒ s ∈ Sff, a ∃t s ならば (a4)
(
(πff/s)(κfi/t)

)
= 1

⇐⇒ s ∈ Sff, a ∃t s ならば a∃t s
よって，(a∀πff a4)(κfi/t) = 1が成り立つ． ¥

命題 43a ∈ W"ff , t ∈ W"fi のとき，

lt ŏκfi (a ŏπff a4)

が成り立つ．
a ∈ W"ff ∪A‹ff , t ∈ W"fi のとき，

lt ŏκfi (a∀πff a4)

が成り立つ．

証明 命題42と命題34とから従う． ¥

注意 これに対して
la∀πff (t ŏκfi a4)

は成り立たない．なぜなら，

a∀πff (t ŏκfi a4) = 1

⇐⇒ |{s ∈ Sff | a∃t0 s, (t ŏκfi a4)(πff/s) = 0}|ff ∈ [00]

⇐⇒ |{s ∈ Sff | a∃t0 s, (a4)((κfi/t)(πff/s)) = 0}|ff ∈ [00]

⇐⇒ |{s ∈ Sff | a∃t0 s, a ∃t sでない }|ff ∈ [00]

⇐⇒ s ∈ Sff, a ∃t0 s,ならば a∃t s
となるが，これは一般に成り立たないからである． ¥
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命題 44 t ∈ W"fi のとき，
lt ŏπfi t4

が成り立つ．
t ∈ W"fi ∪W‹fi のとき，

lt∀πfi t4
が成り立つ．

証明 前半の証明
t ŏπfi t4の枠は ∅である．

t∀πfi t4 = 1 ⇐⇒ t∃fi t

であり，∃fiは反射的関係だから t∀πfi t4 = 1が成り立つ．
後半の証明

t∀πfi t4 = 1

⇐⇒ |{s ∈ Sfi | t∃fi s, (t4)(πfi/t) = 0}|fi ∈ [00]

⇐⇒ s ∈ Sfi, t∃fi s ならば (t4)(πfi/s) = 1

⇐⇒ s ∈ Sfi, t∃fi s ならば t∃fi s

ゆえに，t∀πfi t4 = 1が成り立つ． ¥

5.2 単相格言語に類似の恒真関係

状況相をもつ格言語 Aは，単相格言語と似通った構造を持つ．そこで
恒真関係についても単相格言語に類似する命題が成り立つことが期待され
る．この項ではそのことを確認する．

定義 15oneff ∈ A‹ff ,onefi ∈ A‹fi を次のように定義する．
x ∈Var"ff , y ∈Var"fi を任意にとり，

oneff = (x ŏπff x4)Ωx

onefi = (y ŏπfi y4)Ωy

とする． ¥

この定義は，次の意味で変数 x, yのとり方によらない．
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命題 45任意の定付値Φ，変付値 vに対して，

(
Φ∗(oneff)

)
v = 1ff(

Φ∗(onefi)
)
v = 1fi

が成り立つ．ただし，1ff, 1fi はそれぞれW‹ff = Sfi → (Sff → T),W‹fi =

Sfi → Tの最大元である．

証明
(
Φ∗(oneff)

)
v =

(
Φ∗((x ŏπff x4)Ωx

))
v

=
(
(Φ∗x ŏπffΦ∗x4)Ωx

)
v

である．任意の s ∈ Sff, t ∈ Sfiに対して
(
Φ∗(oneff)

)
v∃t sを示す．

(
Φ∗(oneff)

)
v∃t s

⇐⇒ (
(Φ∗x ŏπffΦ∗x4)Ωx

)
v∃t s

⇐⇒ (
(Φ∗x ŏπffΦ∗x4)((x/s)v)

)
(κfi/t) = 1

⇐⇒ (s ŏπff s4)(κfi/t) = 1

⇐⇒ s∃t s

である．基本関係が反射的なのでこれは成り立つ．
onefiについても同様である． ¥

命題 46a ∈ A"ff ∪A‹ff , k ∈ Kff, P ∈ PkK, f ∈ APのとき，p, q ∈ Pffにつ
いて次のことが成り立つ．

p ≤ qなら apk f, a qk f 4
p > qなら apk f 4 a qk f

証明 第一式の証明
任意の定付値Φ，定付値 vに対して

(
Φ∗(apk f)

)
v,

(
Φ∗(a qk f)

)
vl

を示せばよい．

(
Φ∗(apk f)

)
v = (Φ∗a)v pk (Φ∗f)v

(
Φ∗(a qk f)

)
v = (Φ∗a)v qk (Φ∗f)v
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であり，命題15により，

(Φ∗a)v pk (Φ∗f)v, (Φ∗a)v qk (Φ∗f)vl

が成り立つ．
第二式も命題15から従う． ¥

以下，この項の命題は，同様の議論によって容易に示される．

命題 47a, b ∈ A"ff ∪A‹ff , k ∈ Kff, P ∈ PkK, f ∈ AP のとき，次のことが
成り立つ．ただし，第一式においては b ∈ A"ff とし，第二式と第三式に
おいては p, q ∈ Pff, κfi ∈ Pとする．

b ŏπff a4, b ŏk f 4 a∃k f

bpπff a4, b p + qk f 4 a qk f

bp + qπff a4, b pk f 4 a qk f

証明 第一式の証明
任意の定付値Φ，変付値 vに対して

(
Φ∗(b ŏπff a4)

)
v,

(
Φ∗(b ŏk f)

)
vl

(
Φ∗(a∃k f)

)
v

を示せばよい．各元を計算すると

(Φ∗b)v ŏπff (Φ∗a)v4, (Φ∗b)v ŏk (Φ∗f)vl (Φ∗a)v∃k (Φ∗f)v

となり，これは命題16の結論である．
第二式，第三式も同様である． ¥

命題 48a, b ∈ A"ff ∪A‹ff , k ∈ Kff, P ∈ PkK, f ∈ AP のとき，次のことが
成り立つ．ただし，第一式においては b ∈ A"ff とし，第二式と第三式に
おいては p, q ∈ Pff, κfi ∈ Pとする．

b ŏπff a4, a∀k f 4 b ŏk f

bpπff a4, a qk f 4 bp + qk f

bp + qπff a4, a qk f 4 bpk f

証明 命題17から従う． ¥

命題 49a,∈ A"ff , k ∈ Kff, P ∈ PkK, f ∈ APのとき，次のことが成り立つ．

a∀k f 4 a ŏk f

a ŏk f 4 a∃k f
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証明 命題18から従う． ¥

命題 50a, b ∈ A"ff ∪ A‹ff , k ∈ Kff, P ∈ PkK, f ∈ AP, p, q ∈ Pff のとき，
次のことが成り立つ．

(a t b)p + qk f < apk f, b qk f

(a t b)p + qk f 4 a pk f, b qk f

証明 命題19から従う． ¥

命題 51a ∈ A"ff ∪A‹ff , λは ŏまたはPffの上方区間または ¬Pffの下方
区間，k ∈ Kff, P,Q ∈ PkK, f ∈ AP, g ∈ AQのとき，Aから任意の状況相を
もつ世界Wへの任意の定付値Φに対して次のことが成り立つ．ただし，
λ = ŏの場合は a ∈ A"ff とする．

f 4˘ g =⇒ aλk f 4˘ aλk g

証明 命題20から従う． ¥

命題 52a ∈ A"ff ∪ A‹ff , b ∈ A"ff , λ ∈ {ŏ} ∪ ¬Pff ∪ Pff, k, l ∈ Kff, k 6=
l, P ∈ PkK ∩ PlK, f ∈ APのとき，

aλk (b ŏl f) ³ b ŏl (aλk f)

が成り立つ．ただし，λ = ŏの場合は a ∈ A"ff とする．

証明 命題21から従う． ¥

命題 53a, b ∈ A"ff ∪A‹ff , λは ŏまたはPffの上方区間または ¬Pffの下
方区間，k, l ∈ Kff, k 6= l, P ∈ PkK∩PlK, f ∈ WPのとき，次のことが成り
立つ．ただし，λ = ŏの場合は a ∈ A"ff とする．

aλk (b∀l f) 4 b∀l (aλk f)

aλk (b∃l f) < b∃l (aλk f)

証明 命題22から従う． ¥

命題 54a ∈ A"ff , k ∈ Kff, P ∈ PkK, f ∈ APのとき，次のことが成り立つ．

4 (oneff ∀k f) ⇒ f

4 (oneff ∀k f) ⇒ (a ŏk f)
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証明 命題23から従う． ¥

命題 55x ∈Var"ff , k ∈ Kff, P ∈ PkK, f ∈ APで，xが fに自由に現れない
とき，次の三つは同等である．

4oneff ∀k f

4 x ŏk f

4 f

証明

4oneff ∀k f

⇐⇒任意の定付値Φ，変付値 vに対してl
(
Φ∗(oneff ∀k f)

)
v

⇐⇒任意の定付値Φ，変付値 vに対してl 1ff ∀k (Φ∗f)v

4 x ŏk f

⇐⇒任意の定付値Φ，変付値 vに対してl
(
Φ∗(x ŏk f)

)
v

⇐⇒任意の定付値Φ，変付値 vと，任意の s ∈ Sffに対して
l s ŏk

(
(Φ∗f)((x/s)v)

)

4 f

⇐⇒任意の定付値Φ，変付値 vに対してl (Φ∗f)v

である．意味写像定理により (Φ∗f)((x/s)v) = (Φ∗f)vであることと，命
題24とから，これらは同値であることが分かる． ¥

5.3 状況相と算法4,Ωxに関する恒真関係

従来の格言語にはない概念として状況相を導入したことが，恒真関係に
どのように影響するのかを考察する．

命題 56 t ∈ A"fi , P ∈ P»fiK, f ∈ APのとき，次のことが成り立つ．

4 (onefi ∀κfi f) ⇒ f

4 (onefi ∀κfi f) ⇒ (t ŏκfi f)
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証明 命題33から従う． ¥

命題 57x ∈ Var"fi , P ∈ P»fiK, f ∈ AP で，xが fに自由に現れないとき，
次の三つは同等である．

4onefi ∀κfi f

4 x ŏκfi f

4 f

証明 命題34から従う． ¥

命題 58a ∈ A"ff のとき，
4 a ŏπff a4

が成り立つ．
a ∈ A"ff ∪A‹ff のとき，

4 a∀πff a4
が成り立つ．

証明 命題42から従う． ¥

命題 59 t ∈ A"fi , a ∈ A"ff のとき，

4 t ŏκfi (a ŏπff a4)

が成り立つ．
t ∈ A"fi , a ∈ A"ff ∪A‹ff のとき，

4 t ŏκfi (a∀πff a4)

が成り立つ．

証明 命題43から従う． ¥

注意 これに対して，
4 a∀πff (t ŏκfi a4)

は成り立たない．

命題 60 f ∈ A∅, x ∈ Var"ff のとき，任意の定付値Φ，変付値 vに対して(
Φ∗(fΩx)

)
vは不変な実在である．
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証明
(
Φ∗(fΩx)

)
v =

(
((Φ∗f)Ωx)

)
vである．任意の t ∈ Sfi, s ∈ Sff に対

して， (
((Φ∗f)Ωx)

)
v∃t s ⇐⇒ (Φ∗f)((x/s)v) = 1

である．これは tによらず成り立つので，
(
((Φ∗f)Ωx)

)
vは不変な実在で

ある． ¥

命題 61 t ∈ A"fi , a ∈ A"ff , l ∈ Kff, P ∈ P»fiK ∪ PlK, f ∈ APのとき，

(t ŏκfi (a ŏl f)) ³ (a ŏl (t ŏκfi f))

が成り立つ．

証明 命題36により，任意の定付値Φ，変付値 vに対して，

(
Φ∗(t ŏκfi (a ŏl f))

)
v

= (Φ∗t)v ŏκfi
(
(Φ∗a)v ŏl (Φ∗f)v

)

= (Φ∗a)v ŏl
(
(Φ∗t)v ŏκfi (Φ∗f)v

)

=
(
Φ∗(a ŏl (t ŏκfi f))

)
v

が成り立つ． ¥

命題 62 t ∈ A"fi , a ∈ A"ff ∪A‹ff , b ∈ A"ff のとき，

(t ŏκfi (b ŏπff a4)) ³ (b ŏπff (t ŏκfi a4))

が成り立つ．

証明 命題61の特別な場合である． ¥

命題 63x ∈Var"ff , l ∈ Kff, P = {l}または {κfi, l}, f ∈ APで，xが fに自由
に現れないとき，

4 (x ŏl f)Ωx∀l f

が成り立つ．

注意 (x ŏl f)Ωxが定義されるのは P = {l}または {κfi, l}, f ∈ APの場合に
限る．

証明 (i)P = {l}の場合
任意の定付値Φ，変付値 vに対して

(
Φ∗((x ŏl f)Ωx∀l f

))
v = 1
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を示せばよい．
(
Φ∗((x ŏl f)Ωx∀l f

))
v = 1

⇐⇒ (
(Φ∗x ŏlΦ∗f)Ωx

)
v∀l (Φ∗f)v = 1

⇐⇒ s ∈ Sff,
(
(Φ∗x ŏlΦ∗f)Ωx

)
v∃t0 s ならば

(
(Φ∗f)v

)
(l/s) = 1

であり，算法Ωxの定義，意味写像定理により
(
(Φ∗x ŏlΦ∗f)Ωx

)
v∃t0 s

⇐⇒ (Φ∗x ŏlΦ∗f)((x/s)v) = 1

⇐⇒ s ŏl (Φ∗f)v = 1

⇐⇒ (
(Φ∗f)v

)
(l/s) = 1

ゆえに， (
Φ∗((x ŏl f)Ωx∀l f

))
v = 1

が成り立つ．
(ii)P = {κfi, l}の場合
任意の定付値Φ，変付値 vと任意の t ∈ Sfiに対して((

Φ∗((x ŏl f)Ωx∀l f
))

v

)
(κfi/t) = 1

を示せばよい．
(
Φ∗((x ŏl f)Ωx∀l f

))
v =

(
(Φ∗x ŏlΦ∗f)Ωx

)
v∀l (Φ∗f)v

である．

((
(Φ∗x ŏlΦ∗f)Ωx

)
v∀l (Φ∗f)v

)
(κfi/t) = 1

⇐⇒ s ∈ Sff,
(
(Φ∗x ŏlΦ∗f)Ωx

)
v∃t s ならば

(
(Φ∗f)v

)
((l/s)(κfi/t)) = 1

であり，算法Ωxの定義，意味写像定理により
(
(Φ∗x ŏlΦ∗f)Ωx

)
v∃t s

⇐⇒ (
(Φ∗x ŏlΦ∗f)((x/s)v)

)
(κfi/t) = 1

⇐⇒ (
s ŏl (Φ∗f)v

)
(κfi/t) = 1

⇐⇒ (
(Φ∗f)v

)
((l/s)(κfi/t)) = 1

ゆえに， ((
(Φ∗x ŏlΦ∗f)Ωx

)
v∀l (Φ∗f)v

)
(κfi/t) = 1

が成り立つ． ¥
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命題 64 t ∈ A"fi , x ∈ Var"ff , l ∈ Kff, P = {κfi, l}, f ∈ AP で，xが t, fに自
由に現れないとき，

4 (x ŏl (t ŏκfi f))Ωx∀l (t ŏκfi f)

が成り立つ．

証明 命題63による． ¥

命題 65a ∈ A"ff ∪A‹ff , x ∈Var"ff で，xが aに自由に現れないとき，

4 (x ŏπff a4)Ωx∀πff a4

が成り立つ．
さらに，t ∈ A"fi で，xが tに自由に現れないとき，

4 (x ŏπff (t ŏκfi a4))Ωx∀πff (t ŏκfi a4)

が成り立つ．

証明 命題63による． ¥

命題 66a ∈ A"ff ∪A‹ff , x ∈Var"ff で，xが aに自由に現れないとき，任
意の定付値Φ，変付値 vと s ∈ Sff, t ∈ Sfiに対して，次のことが成り立つ．

(
Φ∗((x ŏπff a4)Ωx

))
v∃t s ⇐⇒ (Φ∗a)v∃t s

(
Φ∗((onefi ∀κfi x ŏπff a4)Ωx

))
v∃t s

⇐⇒任意の u ∈ Sfiに対して (Φ∗a)v∃us

(
Φ∗((onefi ∃κfi x ŏπff a4)Ωx

))
v∃t s

⇐⇒ (Φ∗a)v∃usなる u ∈ Sfiが存在する

証明 第一式の証明
(
Φ∗((x ŏπff a4)Ωx

))
v =

(
(Φ∗x ŏπffΦ∗a4)Ωx

)
v

である．算法Ωxの定義，意味写像定理により
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(
(Φ∗x ŏπffΦ∗a4)Ωx

)
v∃t s

⇐⇒ (
(Φ∗x ŏπffΦ∗a4)((x/s)v)

)
(κfi/t) = 1

⇐⇒ (s ŏπff (Φ∗a)v4)(κfi/t) = 1

⇐⇒ ((Φ∗a)v4)
(
(πff/s)(κfi/t)

)
= 1

⇐⇒ (Φ∗a)v∃t s

が成り立つ．
第二式の証明

(
Φ∗((onefi ∀κfi x ŏπff a4)Ωx

))
v

=
(
(Φ∗(onefi)∀κfiΦ∗x ŏπffΦ∗a4)Ωx

)
v

である．算法Ωxの定義，意味写像定理により

(
(Φ∗(onefi)∀κfiΦ∗x ŏπffΦ∗a4)Ωx

)
v∃t s

⇐⇒ (Φ∗(onefi)∀κfiΦ∗x ŏπffΦ∗a4)((x/s)v) = 1

⇐⇒ 1fi ∀κfi s ŏπff (Φ∗a)v4 = 1

⇐⇒ |{u ∈ Sfi | 1fi ∃fi u,
(
s ŏπff (Φ∗a)v4)

(κfi/u) = 0}|fi ∈ [00]

⇐⇒ |{u ∈ Sfi | 1fi ∃fi u, (Φ∗a)v∃u s でない }|fi ∈ [00]

⇐⇒ u ∈ Sfi ならば (Φ∗a)v∃u s

が成り立つ．
第三式も同様にして示される． ¥

命題 67 t ∈ A"fi , a ∈ A"ff ∪A‹ff , x ∈Var"ff で，xが a, bに自由に現れな
いとき，任意の定付値Φ，変付値 vと s ∈ Sff, u ∈ Sfiに対して，次のこと
が成り立つ．

(
Φ∗((t ŏκfi x ŏπff a4)Ωx

))
v∃u s

⇐⇒ (Φ∗a)v∃(˘∗t)v s

証明 以下の計算により分かる．
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(
Φ∗((t ŏκfi x ŏπff a4)Ωx

))
v∃u s

⇐⇒ (
(Φ∗t ŏκfiΦ∗x ŏπffΦ∗a4)Ωx

)
v∃u s

⇐⇒ (Φ∗t ŏκfiΦ∗x ŏπffΦ∗a4)
(
(x/s)v

)
= 1

⇐⇒ (Φ∗t)v ŏκfi s ŏπff (Φ∗a)v4 = 1

⇐⇒ (
(Φ∗a)v4)(

(κfi/(Φ∗t)v)(πff/s)
)

= 1

⇐⇒ (Φ∗a)v∃(˘∗t)v s

¥

命題 68 t ∈ A"fi , a ∈ A"ff ∪ A‹ff , x ∈ Var"ff , l ∈ Kff, P ∈ P»fiK ∩ PlK, f ∈
AP, λ ∈ ¬Pff ∪Pffで，xが t, a, fに自由に現れないとき，次のことが成
り立つ．

t ŏκfi aλl f ³ t ŏκfi (t ŏκfi x ŏπff a4)Ωxλl f

a λl t ŏκfi f ³˘ (n ŏκfi x ŏπff a4)Ωxλl t ŏκfi f

ただし，定付値Φと定数 n ∈Con"fi はΦn = t0をみたすとする．

証明 第一式の証明
λ ∈ Pffの場合を示す．λ = pと書く．任意の定付値Φ，変付値 vに対

して，
(
Φ∗(t ŏκfi (t ŏκfi x ŏπff a4)Ωx pl f

))
v

= (Φ∗t)v ŏκfi

(
Φ∗((t ŏκfi x ŏπff a4)Ωx

))
v pl (Φ∗f)v

である．(t ŏκfi x ŏπff a4)Ωxを cとおくと，任意の θ ∈ (P − {κfi, l}) Ã S

に対して，
(

(Φ∗t)v ŏκfi

(
Φ∗((t ŏκfi x ŏπff a4)Ωx

))
v pl (Φ∗f)v

)
θ = 1

⇐⇒ (
(Φ∗t)v ŏκfi (Φ∗c)v pl (Φ∗f)v

)
θ = 1

⇐⇒ |{s ∈ Sff | (Φ∗c)v∃(˘∗t)v s,
(
(Φ∗f)v

)(
(l/s)(κfi/(Φ∗t)v)θ

)
= 1}|ff ∈ p

である．ここで，命題67により

(Φ∗c)v∃(˘∗t)v s ⇐⇒ (Φ∗a)v∃(˘∗t)v s

なので，
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|{s ∈ Sff | (Φ∗c)v∃(˘∗t)v s,
(
(Φ∗f)v

)(
(l/s)(κfi/(Φ∗t)v)θ

)
= 1}|ff ∈ p

⇐⇒ |{s ∈ Sff | (Φ∗a)v∃(˘∗t)v s,
(
(Φ∗f)v

)(
(l/s)(κfi/(Φ∗t)v)θ

)
= 1}|ff ∈ p

⇐⇒ (
(Φ∗t)v ŏκfi (Φ∗a)v pl (Φ∗f)v

)
θ = 1

⇐⇒
((

Φ∗(t ŏκfi aλl f)
)
v
)
θ = 1

である．θは任意なので
(
Φ∗(t ŏκfi aλl f)

)
v =

(
Φ∗(t ŏκfi (t ŏκfi x ŏπff a4)Ωx pl f

))
v

が成り立つ．
λ ∈ ¬Pffの場合も同様である．
第二式の証明
λ ∈ Pffの場合を示す．λ = pと書く．Φn = t0をみたす定付値Φ，定
数 n ∈Con"fi と，任意の変付値 vをとる．

(
Φ∗((n ŏκfi x ŏπff a4)Ωxλl t ŏκfi f

))
v

=
(
Φ∗((n ŏκfi x ŏπff a4)Ωx

))
v λl (Φ∗t)v ŏκfi (Φ∗f)v

である．
(n ŏκfi x ŏπff a4)Ωxを dとおくと，任意の θ ∈ (P − {κfi, l}) Ã Sに対
して，

((
Φ∗((n ŏκfi x ŏπff a4)Ωx

))
v λl (Φ∗t)v ŏκfi (Φ∗f)v

)
θ = 1

⇐⇒ (
(Φ∗d)v pl (Φ∗t)v ŏκfi (Φ∗f)v

)
θ = 1

⇐⇒ |{s ∈ Sff | (Φ∗d)v∃t0 s,
(
(Φ∗f)v

)(
(κfi/(Φ∗t)v)(l/s)θ

)
= 1}|ff ∈ p

である．ここで，命題67とΦn = t0であることから，

(Φ∗d)v∃t0 s ⇐⇒ (Φ∗a)v∃(˘∗n)v s

⇐⇒ (Φ∗a)v∃t0 s

ゆえに，

|{s ∈ Sff | (Φ∗d)v∃t0 s,
(
(Φ∗f)v

)(
(κfi/(Φ∗t)v)(l/s)θ

)
= 1}|ff ∈ p

⇐⇒ |{s ∈ Sff | (Φ∗a)v∃t0 s,
(
(Φ∗f)v

)(
(κfi/(Φ∗t)v)(l/s)θ

)
= 1}|ff ∈ p

が成り立つ．一方，
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((
Φ∗(aλl t ŏκfi f)

)
v
)
θ = 1

⇐⇒ (
(Φ∗a)v λl (Φ∗t)v ŏκfi (Φ∗f)v

)
θ = 1

⇐⇒ |{s ∈ Sff | (Φ∗a)v∃t0 s,
(
(Φ∗f)v

)(
(κfi/(Φ∗t)v)(l/s)θ

)
= 1}|ff ∈ p

である． ¥

6 日本語に即した説明
日本語を使うとき，私たちの心で何が起こっているのかを観察する．そ

して，状況相をもつ格言語の理論から導かれる結論が，観察結果と符合す
ることを確かめることが，この節の目的である．
まず，自然言語と心言語（ここでは状況相をもつ格言語）との関係を述

べる必要がある．基本的な仮説として，次の仮説を設ける．

• 自然言語には観念（心言語の用元）が何らかの変形を受けた後に表
出している．

次に，表出の原則を述べる6．

• 単体定数は名詞や代名詞に置き換える．

• 算法記号 ŏπ� (ν = σ, τ)は主語を表す格助詞の「が」あるいは係り
助詞の「は」に置き換える．

• 算法記号4は「だ」「です」「である」などの断定の意味を表す語に
置き換える．

• 括弧は取り除くか音素間隙や句読点などの区切り記号に置き換える．

• 算法記号 ŏk (k ∈ K)は格助詞に置き換える．

• 用定数は動詞・形容詞・形容動詞の終止形に置き換える．

• p が下方区間（6= P�, ∅）なら，¬pと pは上限語に置き換える．特に
¬[00]は「すべて」を意味する語に置き換える．

• 変数および変数に施された算法記号は空語に置き換える．

• 算法記号Ωxは「物・者」を意味する「もの」に置き換える．

6参考文献[1]を参照のこと．
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参考文献[1]で行われていることと同様の議論が，状況相をもつ格言語
においても展開される．
この節では，状況相をもつ格言語を用いて日本語文を分析するが，特に
状況相をもつ格言語に特徴的な部分について述べる．

例 1次の文を考える．

来年学生は皆学生である

私たちはこの文がいかにも恒真であると思う．一方で，次の Aの元を
考える．

t ŏκfi (a∀πff a4)

ただし，tは τ相の単体定数，aは σ相の単体定数である．
これは命題59により恒真である．
この元を，節の始めに挙げた表出の原則に従って変形する．tは「来年」，

aは「学生」に置き換えれば，全体は「来年学生は皆学生である」という
文になる．
「来年学生は皆学生である」という文が私たちに（直感的に）恒真であ
ると思われることと，Aの元 t ŏκfi (a∀πff a4)が（定義13の意味で）恒
真であることが対応している． ¤

例 2次のような文について考える．

学生は皆来年学生である

私たちはこの文を解釈するとき，今学生である者が来年も学生であると
は限らないと考えるだろう．
このことは状況相をもつ格言語ではどのように説明されるだろうか．
次のようなAの元を考える．

a∀πff (t ŏκfi a4)

ただし，tは τ相の単体定数，aは σ相の単体定数である．
この元は恒真でない．
この元が表出の原則に従って変形され，「学生は皆来年学生である」と

いう文となって表出される．ただし，t, aはそれぞれ「来年」「学生」に置
き換える．
私たちが「学生は皆来年学生である」と聞いたとき，この文が（直感的
な意味で）恒真であると思われない，という事実は，a∀πff (t ŏκfi a4)が
（定義13の意味で）恒真でないことに対応している． ¤
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例 3次のような文を考える．

学生は皆学生である

この文を話したり聞いたりするとき，私たちの心では何が起こっている
かを観察する．
1節ではこの文が真であるように思われると述べた．しかし，前の文を
踏まえれば，学生がいつも学生であるとは限らない，と考えるかもしれな
い．差し当たり判断を保留し，状況相をもつ格言語による説明を試みる．
次にすべきことは，この文が Aのどの元が表出したものであるかを述
べることである．次のAの元を考える．

a∀πff a4 (4)

x ŏκfi (a∀πff a4) (5)

a∀πff (x ŏκfi a4) (6)

ただし，上で aは σ相の単体定数で，xは τ相の単体変数である．
上の三つはいずれも，表出の原則に従って「学生は皆学生である」とし
て表出する．
命題58，命題57により，(4)と(5)は恒真であるが，(6)は恒真でない．
前の例文とは異なり，Aの元として三つの候補が出たことをどう解釈す
るか，という問題が生ずる．
この問題に対して，以下のような解釈を与える．
「学生は皆学生である」という文を私たちが話したり聞いたりすると
き，ある人の神経系内には(4)があり，他のある人の神経系内には(5)が
あり，またある人の神経系内には(6)がある．
神経系内に(4)や(5)を持っている人はこの文を恒真であるように感じ，
他方，神経系内に(6)を持っている人は恒真でないように感じる． ¤

注意 Aの異なる元が自然言語の同じ文として表出しうることは，理論の
欠陥ではない．言葉を解釈するとは，ある人の神経系にある心言語の元
が，自然言語の表現を媒介して，他の人の神経系で再び心言語の元として
構成されることである．表出の仕方は一対一ではないから，発話者の脳内
にあるAの元（発話者の意図）と，それを聞いた人の脳内にあるAの元
（聞き手の解釈）が同一であることは保証されない．日常においては，発
話者の意図と聞き手の解釈が食い違うことはありふれたことだが，上の例
ではこのことが表されているといえる．

例 4次の文を考える．
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来年太郎は学生だ
太郎は来年学生だ

私たちはこれらの真偽がつねに一致するように思う．
続いて，次のAの元を考える．

(t ŏκfi (b ŏπff a4))

(b ŏπff (t ŏκfi a4))

ただし，tは τ相の単体定数，a, bは σ相の単体定数である．
命題62により，(t ŏκfi (b ŏπff a4)) ³ (b ŏπff (t ŏκfi a4))が成り立つ．
第一の元を表出の原則により変形すると「来年太郎は学生だ」となり，
第二の元は「太郎は来年学生だ」となる．ただし，t, a, bはそれぞれ「来
年」「学生」「太郎」に置き換える．
「来年太郎は学生だ」と「太郎は来年学生だ」の真偽が一致すると私た
ちに感じられることと，(t ŏκfi (b ŏπff a4)) ³ (b ŏπff (t ŏκfi a4))である
ことが対応している． ¤

例 5次の文を考える．

来年学生であるものは皆来年学生である

私たちはこの文が恒真であるように思う．
一方，次のAの元を考える．

(x ŏπff (t ŏκfi a4))Ωx∀πff (t ŏκfi a4)

ただし，tは τ相の単体定数，aは σ相の単体定数である．
命題65により，これは恒真である．
t, aをそれぞれ「来年」「学生」に置き換えるとすると，この元は表出の

原則に従って変形され「来年学生であるものは皆来年学生である」という
文となる．
「来年学生であるものは皆来年学生である」という文が恒真であると私
たちに思われることと，(x ŏπff (t ŏκfi a4))Ωx∀πff (t ŏκfi a4)が恒真であ
ることが対応している． ¤

例 6例1，例2ではそれぞれ，t ŏκfi (a∀πff a4), a ∀πff (t ŏκfi a4)が「来
年学生は皆学生である」「学生は皆来年学生である」という文として表出
すると述べた．
命題68によれば
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t ŏκfi aλl a4 ³ t ŏκfi (t ŏκfi x ŏπff a4)Ωxλl a4
aλl t ŏκfi a4 ³˘ (n ŏκfi x ŏπff a4)Ωxλl t ŏκfi a4

が成り立つ．ただし，定付値Φと定数 n ∈Con"fi はΦn = t0をみたすと
する．
この命題が，今の例で何を表しているかを説明する．
t ŏκfi (a∀πff a4)が

来年学生は皆学生である

に変形されるのに対して，t ŏκfi (t ŏκfi x ŏπff a4)Ωxλl a4は

来年　来年学生であるもの　は皆学生である

に変形される．命題の第一式は，これらの真偽が一致することを示して
いる．

a∀πff (t ŏκfi a4)が

学生は皆来年学生である

に変形されるのに対して，(n ŏκfi x ŏπff a4)Ωxλl t ŏκfi a4は

今学生であるもの　は皆来年学生である

に変形される．ここでΦn = t0なる条件は，nを「今」を指す語に置き
換えることに対応している．命題の第二式は，これらの真偽が一致するこ
とを示している．
第二式は恒真関係4ではなくΦ真関係4˘に関する式であるが，これ
と同等のことを4で表す方法は今のところ見つかっていない． ¤
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