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要旨

一階述語言語は数学基礎論において欠かせないものであり、多くの研究者が証明論・意味論ともに研究を進

め、多くの成果を挙げている。その中でも特に重要だとされる成果は、ゲーデルによる完全性定理であろう。

　

完全性とは、ある与えられた論理的公理と推論規則の組から証明できる論理式全体と、恒真である論理式全

体が一致するという性質である。一階述語論理の完全性定理により、数学基礎論は恒真である論理式は証明可

能であるという保証を得ることになった。ゲーデル以後も完全性についての研究は進められ、多くの別証明も

与えられている。また、より一般化された、一階述語論理において任意の数学的公理 Xに対して、Xから証

明可能な論理式全体と Xのあらゆるモデルにおいて真である論理式全体が一致することも示されている。論

文内ではこちらを完全性と呼んでいる。

　

本論文では「一階述語論理における切断のモデルの存在定理」を示す。集合 A の部分集合対 (X,Y) が

A∗ =
∪

n≥0 An 上の関係 ≼に関する切断であるとは

α ⊆ X, β ⊆ Y =⇒ α ̸≼ β

を満たすことを言う。これは、有名な実数論におけるデデキントの切断にちなんでいる。一階述語論理におい

て、切断におけるモデル、すなわち Xは真となり Yは偽となるようなモデルが必要な条件下で存在するとい

うのがこの定理の主張である。この定理の最初の重要な効用が、完全性定理の証明である。

　

恒真な論理式が証明可能であることを示すために証明不可能な論理式 α → β をとると、実は、集合対とし

ての (α, β)は証明可能であるという関係 ≼R,D についての切断となっている。「一階述語論理における切断の

モデルの存在定理」によってこの切断にモデルが存在することが分かり、そのモデルこそ α → β が真となら

ないモデルに他ならない。よって、α→ β は恒真でないことが分かり、完全性定理が示される。

　

しかし、本定理の効用は完全性定理の証明だけではない。一階述語論理における、無矛盾集合のモデルの存

在定理も本定理から示される。ここでいうモデルとは、切断のモデルではなく通常使われる集合のモデルのこ

とである。この場合、無矛盾集合 Xと空集合 ∅の組 (X, ∅)が恒真関係についての切断になる。
　

このように、完全性定理および無矛盾モデルの存在定理の証明に、切断は自然に現れる。これを踏まえると

本定理の一番の効用は、モデルの存在定理と完全性定理を統括している点だと言える。

　

本論文では、一階述語論理における切断のモデルの存在定理、および定理を用いた完全性定理、無矛盾集合

のモデルの存在定理の証明について述べる。
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各章について

本論文の主定理は「一階述語論理における切断のモデルの存在定理」である。1章では主定理の証明に入る前

に、定義・基本定理を挙げる。これは、論理学では複数の定義の方法があり、どの立場で論ずるのかをはっき

りさせることが主目的である。この論文においては参考文献 [1]の定義法をとる。また、基本的な定理につい

ての証明を省略する目的もある。引用した諸定理についての証明は参考文献 [1]に記載されている。これは以

下の章でも同様であり、引用した場合はその旨を記す。

2章では主定理である「一階述語論理における切断のモデルの存在定理」を扱う。まずその厳密な形での提

起、補助定理の証明に続き、主定理の証明を行う。

3・4章では、要旨で述べたことを厳密な形で再度述べる。つまり、主定理を用いた一階述語論理における

完全性定理の証明と、モデルの存在定理の証明である。3章では一階述語論理における文式の弱完全性を示す

ことに留まり、一階述語論理の文の完全性については追及しない。ただし、文式の弱完全性が文の完全性にど

のような関係があるのかは述べる。

4章では一階述語論理におけるモデルの存在定理について述べる。はじめに条件付きのモデルの存在定理を

示し、その後、条件無しのモデルの存在定理を示す。
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1 基本概念

ここで挙げる定義・定理は参考文献 [1]による。

1.1 代数学

定義 1 (算法)

集合 Aの直積 An の部分集合 Dから Aへの写像 αを A上の算法と呼び (n=1,2,· · · )、D,αDをそれぞれ α

の定義域・値域と呼ぶ。また、D̸= ∅のとき nを αの項数と呼ぶ。定義域を Domαで表し、値域を Imαで表

す。Domα=An のとき、αは汎算法であるとか、αは全域的であると言う。

自然数 nが αの項数であるとき、αは n項算法であると言う。ただし、一項算法は単項算法とも呼ぶ。以

下、nλ で αλ の項数を表す。

さらに、Aの部分集合 Bが
α(Bn ∩Domα) ⊆ B

なる条件を満たすとき、Bは αで閉じているとか、αは Bを閉ざすと言う。このときまた、α|Bn∩Domα は B

上の算法とみなせる。そうみなしたものを αの Bへの制限と呼ぶ。

定義 2 (代数系)

集合 Aとその上の算法族の組 (αλ)λ∈Λ の組 (A,(αλ)λ∈Λ)を代数系、または系と呼び、A,Λ,(αλ)λ∈Λ のこと

をそれぞれこの代数系の台（または台集合）、算法記号系、代数構造と呼ぶ。また、すべての λ ∈ Λについて

αλ が汎算法であるとき、この代数系を汎代数系と呼んだり、この代数系は全域的であると言う。さらに、Λ

を算法記号系とする代数系のことを Λ代数系と呼ぶ。

以下、誤解がなければ次のような略記法を用いる。まず、αλ を算法記号 λで表す。また、代数系をその台

のみで表す。

定義 3 二つの代数系 A,Bが共通の算法記号系 Λを持ち、各 λ ∈ Λに対応する A,Bの算法が共通の項数を持

つとき、Aと Bは同類の代数系であると言う。

定義 4 (部分系)

(A,(αλ)λ∈Λ)を代数系とする。算法記号系 Λをその部分集合Mに制限すれば、代数系 (A,(αµ)µ∈M)が出

来る。これを元の代数系の算部分系と呼び、AM で表す。

A の部分集合 B がすべての λ ∈ Λ について αλ で閉じているとき、αλ の B への制限 βλ によって代数系

(B,(βλ)λ∈Λ)が出来る。これを元の代数系の台部分系と呼ぶ。

算部分系の台部分系のことを、元の代数系の部分系と呼ぶ。

定理 1 Aはそれ自身が Aの台部分系であり、Aの台部分系の交わりは Aの台部分系である。

定義 5 (生成系)

上定理によれば、Aの任意の部分集合 Sに対してそれを含む最小の台部分系が存在する。Sを含む Aの台

部分系全ての交わりがそれである。これを Aにおける Sの算包とか、Aの Sによって生成される台部分系と

呼び、[S]で表す。

また A=[S]であるとき、Aは Sで生成されるとか、Sを Aの生成系であると言う。
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定義 6 (圏列)

代数系 Aの部分集合 Sに対して、Aの部分集合 Sn(n = 0, 1, · · · )を次のように帰納的に定め、Sn を Sの n

圏と呼び、S0, S1, · · · を Sの圏列と呼ぶ。

すなわち、まず S0 = Sと定め、n≥1であって S0, · · · , Sn−1 が定められたとき、

Sn = {αλ(a1, · · · , anλ
)| λ ∈ Λ, (a1, · · · , anλ

) ∈ Domαλ, ai ∈ Sli(i = 1, · · · ,nλ), n = Σnλ

i=1li + 1}

と定める。

このとき、[S] =
∪

i≥0 Sn が成り立つ。

定義 7 (擬写・準写)

(A,(αλ)λ∈Λ), (B,(βλ)λ∈Λ)を同類の代数系とする。

Aから Bへの写像 fが次の条件を満たすとき、fを擬写と呼ぶ。

(a1, · · · , anλ
) ∈ Domαλのとき (fa1, · · · , fanλ

) ∈ Domβλであり、f(αλ(a1, · · · , anλ
)) = βλ(fa1, · · · , fanλ

)

また、擬写 f ∈ A→ Bがさらに次の条件を満たすとき、fを準写と呼ぶ。

(a1, · · · , anλ
) ∈ Anλ , (fa1, · · · , fanλ

) ∈ Domβλなら (a1, · · · , anλ
) ∈ Domαλ

全単射の準写を同写と呼ぶ。Aから Bへの同写が存在するとき、Aは Bに同形であると言う。

定義 8 (型付代数系)

同類の代数系 Aと Tおよび準写 σ ∈ A→ Tから成る三つ組 (A,T,σ)を型付代数系と呼び、A,T,σ をそれ

ぞれこの型付代数系の台（または台代数系）、型代数系、型写像と呼ぶ。

また、a ∈ Aに対して σaを aの型と呼び、逆に t ∈ Tに対して σ−1tの元を t型の元と呼ぶ。

以下、誤解の恐れのない場合は型代数系、型写像の一方または両方を省略する。

定義 9 (保型写像)

同じ型代数系を持つ型付代数系は互いに同型であると言う。そして、同型の型付代数系 (A,T,σ),(B,T,τ)に

対して、a ∈ A, b ∈ Bの型が等しいとき、aと bは同型であると言う。

さらに、Aの部分集合 Sから Bへの写像 fで、τ f = σ|S を満たすものを保型写像と呼ぶ。特に、Aから B

への保型写像で準写であるものを保型準写と呼び、保型写像で同写であるものを保型同写と呼ぶ。

定義 10 (普遍型付代数系)

型付代数系 (A,T,σ)と、Aの部分集合 Sが次の二条件を満たすとする。

　 1. A=[S]

　 2. (A′, T, σ′)が型付代数系であって φ ∈ A→ A′ が保型写像であれば、

　　　 φは保型準写 f ∈ A→ A′ に拡張される。

このとき、四つ組 (A,T,σ,S)を普遍型付代数系と呼び、Sを素元系、Sの元を素元と呼ぶ。

以下、誤解の恐れのない場合には普遍型付代数系を台だけで表したり、素元系を省略する。

特に Tが単元集合を台とし、さらに汎代数系であるときには、Aもまた汎代数系となり、準写 σ ∈ A→ T

は一意に決まる。そこで、この仮定の下で条件 1,2を満たす (A,S)を普遍汎代数系と呼んだり、Aは Sを素元

系とする普遍汎代数系と言う。
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定理 2 (普遍型付代数系の存在と一意性定理)

Sを集合、Tを代数系とし、τ ∈ S→ Tとする。このとき、普遍型付代数系 (A,T,σ,S)で σ|S = τ を満たす

ものが存在する。

こういう普遍型付代数系は次の意味で一意に決まる。すなわち、普遍型付代数系 (A′, T, σ′, S)も σ′|S = τ

を満たせば、保型同写 f ∈ A→ A′ で f|S = idS なるものが唯一つ存在する。

定理 3 (有基代数系)

(A,(αλ)λ∈Λ)を代数系とする。このとき、Aの部分集合 Sについての次の二条件 1,2は同等であり、これら

を満たす Sは高々一つしか存在しない。

　 1. Sは Aの生成系であり次の二条件を満たす。

　　　 1a. Sの元は αλ(a1, · · · , anλ
)なる形に表せない。

　　　 1b. Aの元は αλ(a1, · · · , anλ
)なる形に、高々一通りに表される。

　 2. Sは次の二条件を満たす。

　　　 2a. Aは Sの n圏 Sn(n = 0, 1, · · · )の直和である
　　　 2b. n = 1, 2, · · · に対して、Sn の元 aを Sn の定義に従って

a = αλ(a1, · · · , anλ
)　　 (λ ∈ Λ, ai ∈ Sli(i = 1, · · · , nλ), n = Σnλ

i=1li + 1)

　　　　　　と表すときの λ, ai, li は、aに対して一意に決まる。

　

代数系 Aとその部分集合 Sが上の同等な二条件を満たすとき、Aは S上の有基代数系であるとか、(A,S)

は有基代数系であるとか言い、Sを Aの基あるいは基底と呼ぶ。

(A,S)が有基代数系のとき、条件 2bにより、Aの各元 aに対して a ∈ Sn なる非負整数 nが唯一つあるか

ら、この nを aの Sに関する階数を呼び rank aあるいは rankS aで表す。

定理 4 型付代数系 (A,T,σ)の台 Aの部分集合 Sについての二条件 1,2は同等であり、この同等な二条件を満

たす Sは高々一つしか存在しない。

　 1. (A,T,σ,S)は普遍型付代数系である。

　 2. (A,S)は有基代数系である。

これにより、(A,T,σ,S)を普遍型付代数系とするとき、Aの各元 aに対して階数を定義することが出来る。

すなわち、有基代数系 (A,S)における階数を aの階数とする。この場合も同様に aの Sに関する階数と呼び、

rank aで表す。

定義 11 (現れ)

(A,(αλ)λ∈Λ)を代数系とする。Aの二元 a,bに対して a = αλ(· · · , b, · · · )なる λがあるとき、bは aに直

接現れると言い、b≺ aで表し、b≺ aまたは b=aであることを b≼ aで表す。

Aの元の列 b0.b1, · · · , bn (n ≥ 0)で、

b = bn ≼ · · · ≼ b1 ≼ b0 = a

なる条件を満たすものが存在するとき、b は a に現れると言い、b≼≼ a で表す。また、上記のような列

(bi)i=0,1,··· ,n を aへの bの現れと呼び、Aの元 aと部分集合 Bに対し、Bの部分集合 Ba を次のように定義

する。
Ba = {b ∈ B| b ≼≼ a}
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また、Aの元 aと Λの元 λが (Imαλ)a ̸= ∅を満たすとき、λは aに現れると言う。

定義 12 (自由な現れ)

(A,S)を、(αλ)λ∈Λ を代数構造とする有基代数系であって、その算法記号系 Λは、基底 Sとある集合 Γの

直和 Γ ⨿ S上の普遍半群 (Γ ⨿ S)+ =
∪

n≥1(Γ ⨿ S)n に含まれるものとする。半群 (Γ ⨿ S)+ において λ ∈ Λ

に現れる Sの元の全体を Sλ で表す。以下、a, b ∈ A, s ∈ Sとする。

1. aへの sの現れ (si)i=0,··· ,n が s ∈ Sλ なる任意の λ ∈ Λに対して {s0, · · · , sn} ∩ Imαλ = ∅ を満たすと
き、この現れは自由であると言う。

2. aへの sの自由な現れがあるとき、sは aに自由に現れると言い、このことを s≪ aで表す。また、Sの

部分集合 Sa
free を Sa

free = {s ∈ S| s≪ a}で表す。
3. aへの sの現れ (si)i=0,··· ,n が Sb

free ∩ Sλ ̸= ∅なる任意の λ ∈ Λに対して {s0, · · · , sn} ∩ Imαλ = ∅ を満
たすとき、この現れは bから自由であると言う。

4. aへの sの自由な現れがどれも bから自由であるとき、aにおいて sは bから自由であると言う。

　これは aへの sの現れが存在しない、つまり sが aに自由に現れない場合も含む。

定理 5 sが aに現れないなら、sは aに自由に現れない

定理 6 (算法と自由)

(1) a = αλ(a1, · · · , anλ
) ∈ Aとするとき、

Sa
free =

nλ∪
k=1

Sak
free − Sλ

(2) a = αλ(a1, · · · , anλ
) ∈ A, s ∈ S, b ∈ Aとするとき、aにおいて sが bから自由であるためには、

　 sが aに自由に現れないか次の二条件の成り立つことが必要十分条件である。

　 1. 各 ak において sは bから自由である (k ∈ {1, · · · , nλ}).
　 2. Sb

free ∩ Sλ = ∅.

定義 13 (代入)

(A,T,σ,S)を普遍型付代数系とする。a ∈ A, s ∈ S, sと同型の元 tに対し、a(s/t) ∈ Aを Sに関する aの

階数について帰納的に定義する。

まず rank a=0のとき、

a(s/t) =

{
t (a = sのとき)
a (a ̸= sのとき)

と定義する。

次に、rank a ≥ 1のときは a = αλ(a1, · · · , anλ
)と表せて、rank ai < rank a (i = 1, · · · , nλ). よって

a(s/t) =

{
αλ(a1(s/t), · · · , anλ

(s/t)) (s /∈ Sλ のとき)
a　　 (s ∈ Sλ のとき)

と定義する。
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定理 7 (代入と自由)

a ∈ A, s, t ∈ S, sと tは同型で、b = a(s/t)とすると、

Sb
free ⊆ {t} ∪ (Sa

free − {s})

定義 14 (相似)

(A,T,σ,S)を普遍型付代数系とする。Aの元 a,bと Aの相異なる素元 s,tが次の四条件を満たすとする。

　 0. sと tは同型である。

　 1. b=a(s/t)

　 2. tは aに自由に現れない

　 3. aにおいて sは tから自由である。

このとき、aは s,tに関して bに相似であると言い、a(s)(t)bで表す。

定理 8 上の条件下で、a(s)(t)bなら b(t)(s)aが成り立つ。

定理 9 (代入による階数不変性)

(A,T,σ,S)を普遍型付代数系とする。

a ∈ A, s ∈ S, sと同型の元 t ∈ Sに対して rank a = rank a(s/t)が成り立つ。

定理 10 　

s,t,uを相異なる同型の素元、a, b ∈ Aとする。

aにおいて sが bから自由であるとするとき、a(t/u)において sは bから自由。

[証明]

aにおいて sが bから自由であるとする。

rank aに関する帰納法で示す。

(1)rank a=0のとき、a ∈ S.

代入の定義より a(t/u)=u (a=tのとき), a (a ̸= tのとき).

a=tとすると、a(t/u) = u.

s, u ∈ Sより uは sに自由に現れない。

よって、a(t/u)において sは bから自由。

a ̸= tとすると、a(t/u)=a.

よって、仮定より a(t/u)において sは bから自由。

　

(2)rank a ≥ 1のとき、a = αλ(a1, · · · , anλ
)と書ける。

代入の定義より a(t/u) = αλ(a1(t/u), · · · , anλ
(t/u)) (t /∈ Sλ のとき), a (t ∈ Sλ のとき).

t ∈ Sλ のとき、仮定より a(t/u)において sは bから自由。

t /∈ Sλ のとき、仮定より aにおいて sは bから自由だから、定理 6より sは aに自由に現れないか、

各 ak において sは bから自由かつ Sb
free ∩ Sλ = ∅.

　

sが aに自由に現れないとする。

定理 7より Sa(t/u)
free ⊆ {u} ∪ (Sa

free − {t}).
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s ̸= u, a /∈ Sa
free より s /∈ Sa(t/u)

free .

よって、sは a(t/u)に自由に現れない。

従って、a(t/u)において sは bから自由。

　

各 ak において sは bから自由かつ Sb
free ∩ Sλ = ∅ であるとする。

帰納法の仮定より、各 ak(t/u)において sは bから自由。

Sb
free ∩ Sλ = ∅だから、定理 6より a(t/u)において sは bから自由。

よって、いずれの場合も a(t/u)において sは bから自由。

�

1.2 関係についての諸性質

この節では断りのない限り、Aを集合とし、A∗ =
∪

n≥0 An, ≼を A∗ 上の関係とする。

定義 15 (偏束律)

Aを集合、|=を A∗, A間の関係とする。

A∗, A間の関係についての次の五法則を偏束律と呼ぶ。ただし、x, y, z ∈ A, α, β ∈ A∗ とする。

　

　 1. (反復律)
x |= x

　 2. (偏付加律)
α |= y =⇒ xα |= y

　 3. (偏巾等律)
xxα |= y =⇒ xα |= y

　 4. (偏置換律)
αxyβ |= z =⇒ αyxβ |= z

　 5. (偏消去律)
α |= x, xβ |= y =⇒ αβ |= y

定義 16 (束律)

≼についての次の 1から 5の五法則を束律と呼ぶ。また、5の代わりに 6を加えた五法則を強束律と呼ぶ。

ただし、x, y ∈ A, α, β, γ, δ ∈ A∗ とする。

　 1. (反復律)
x ≼ x

　 2. (付加律) {
α ≼ β =⇒ xα ≼ β

α ≽ β =⇒ xα ≽ β
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　 3. (巾等律) {
xxα ≼ β =⇒ xα ≼ β

xxα ≽ β =⇒ xα ≽ β

　 4. (置換律) {
αxyβ ≼ γ =⇒ αyxβ ≼ γ

αxyβ ≽ γ =⇒ αyxβ ≽ γ

　 5. (消去律) {
α ≼ x, xβ ≼ δ =⇒ αβ ≼ δ

α ≽ x, xβ ≽ δ =⇒ αβ ≽ δ

　 6. (強消去律)

α ≼ xγ, xβ ≼ δ =⇒ αβ ≼ γδ

定義 17 (ブール律)

Aを代数系、∧,∨,⇒を A上の二項汎算法、♢を A上の単項汎算法とする。強束律と A∗ 上の関係 ≼ につ
いての次の七法則を合わせてブール律と言う。ただし、x, y ∈ A, εは空列を表す。

　 1. (下限律)
x ∧ y ≼ x　　　　 x ∧ y ≼ y　　　　 xy ≼ x ∧ y

　 2. (上限律)
x ∨ y ≽ x　　　　 x ∨ y ≽ y　　　　 xy ≽ x ∨ y

　 3. (下補律)
xx♢ ≼ ε

　 4. (上補律)
xx♢ ≽ ε

　 5. (下補導律)
x♢ ≼ x⇒ y

　 6. (反復導律)
y ≼ x⇒ y

　 7. (消去導律)
x, x⇒ y ≼ y

定理 11 　

≼を A∗ 上のブール関係とし、≼の A × Aへの制限の対称核を ≍とする (x ≍ y ⇐⇒ x ≼ y かつ x ≽ y).

このとき以下のことが成り立つ。ただし x1, x2, y1, y2 ∈ Aとする。

　 1. x1 ≍ y1, x2 ≍ y2 =⇒ x1 ∧ x2 ≍ y1 ∧ y2

　 2. x1 ≍ y1, x2 ≍ y2 =⇒ x1 ∨ x2 ≍ y1 ∨ y2

　 3. x1 ≍ y1, x2 ≍ y2 =⇒ x1 ⇒ x2 ≍ y1 ⇒ y2

　 4. x1 ≍ y1 =⇒ x♢
1 ≍ y♢

1
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定義 18 (フレーゲ律) 　

(A,S)を普遍型付代数系、Vを Sの部分集合、∀x, ∃x(x ∈ V)を A上の単項汎算法とする。束律と A∗ 上の

関係 ≼ についての次の七法則を合わせてフレーゲ律と言う。
　 1. (全称律)

α ≼ aβ =⇒ α ≼ ∀xa, β

　 2. (存称律)
α ≽ aβ =⇒ α ≽ ∃xa, β

　ただし、1,2において a ∈ Aは任意であるが、x ∈ Vは α, β ∈ A∗ に現れる Aの各元に自由に現れないと

する。　

　 3. (全称代入律)
∀xa ≼ a(x/b)

　 4. (存称代入律)
∃xa ≽ a(x/b)

　ただし、3,4において x ∈ Vは a ∈ Aにおいて b ∈ Aσx から自由であるとする。

定理 12 　

≼を A∗ 上のフレーゲ関係とし、≼の A×Aへの制限の対称核を ≍とする。このとき、任意の x ∈ Varと

a,b ∈ Aについて a ≍ b =⇒ ∀xa ≍ ∀xb, ∃xa ≍ ∃xb が成り立つ。

定理 13 　

≼を A∗ 上のフレーゲ関係とし、≼の A × Aへの制限の対称核を ≍とする。a ∈ Aが x, y ∈ V に関して

b ∈ Aに相似であるとき、以下のことが成り立つ。

1. ∀xa ≍ ∀yb　　　　　　　　　 2. ∃xa ≍ ∃yb

定義 19 (切断) 　

PA× PAの元 (P,Q)が Aの ≼ による切断であるとは、任意の α, β ∈ A∗ に対して次の条件を満たすこと

を言う。
α ⊆ P, β ⊆ Q =⇒ α ̸≼ β

Aの ≼による切断の全体を C で表し、PA×PA上の直積順序関係の C への制限を ≤で表す。

定理 14 　

≼が反復律に従い、(P,Q)が ≼による切断であれば P ∩Q = ∅が成り立つ。

定理 15 　

(X, Y) ∈ C に対して、≤に関する極大な切断 (P,Q)で X ⊆ P, Y ⊆ Qを満たすものが存在する。

1.3 論理代数学

定義 20 (形式言語)

　次の四条件を満たす普遍型付代数系 (A,T,σ,Prm)を形式言語と呼ぶ。　
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　 1. 素元系 Prmは二つの部分集合 Conと Var(̸= ∅)によって直和分割されている。
　

　 2. Tの算法記号系 Λは、ある集合 Γと Prmの直和 Γ⨿ Prm上の普遍半群 (Γ⨿ Prm)+ の部分集合

　　 Γ⨿ ΓVarに含まれる。ただし、ΓVar = {γx| γ ∈ Γ, x ∈ Var}である。
　

　 3. 任意の λ ∈ Λ ∩ ΓVarは単項算法記号である。

　

　 4. Tに文型という名の特別な元 ϕが定められている。

　

集合 Con,Varそれぞれの元を定数・変数と呼び、Aの ϕ型の元を文と呼ぶ。また、Γを算法記号基と呼び、

Λ′ = Λ ∩ Γ に属す算法記号を不変子と呼び、Tの算部分系 TΛ を T′ で表す。他方、Λ ∩ ΓVarに属す算法記

号を可変子と呼ぶ。

注意

「文」という場合、閉論理式（現れる変数が全て自由でない）を指す場合があるが、

ここではそのような制限は設けない。

定義 21 (一階述語言語) 　一階述語言語 Aを次のような形式言語と定義する。　まず、素元系 Prmは任意

とする。　次に型代数系 Tについては、台は二点集合 {ϵ, ϕ}であり、算法記号基 Λは二項算法記号 ∧,∨,⇒
と単項算法記号 ♢,∀x,∃x(x ∈ Var)、そして n変数関数記号・n変数述語記号という名の二種の n項算法記号

いくつかから成るものとする。ただし、述語記号は少なくとも一つあるとする。そして、その代数構造は以下

のように定義する。ただし、x ∈ Var, f,pはそれぞれ n項関数記号、n項述語記号とする。

Dom∧ = Dom∨ = Dom⇒= {ϕ}2 ϕ ∧ ϕ = ϕ ∨ ϕ = ϕ⇒ ϕ = ϕ

Dom♢ = Dom∀x = Dom∃x = {ϕ} ϕ♢ = ∀xϕ = ∃xϕ = ϕ

Dom f = {ϵ}n f(ϵ, · · · , ϵ) = ϵ

Dom p = {ϵ}n p(ϵ, · · · , ϵ) = ϕ

　算法記号基 Λは ∧,∨,⇒,♢と関数記号・述語記号および記号 ∀,∃から成るものとする。
　

型分割写像 τ ∈ Prm→ Tは、各 x ∈ Prmに対して τx = ϵと定める。

定理 16 　

台 Aに関数記号だけを算法として与えて出来る算部分系における Prmの算包を B, Aに述語記号だけを算

法として与えて出来る算部分系における Bの算包を Cとし、その一圏を C1 とする。また、Λの部分集合M

をM = {∧,∨,⇒,♢,∀x,∃x| x ∈ Var}と定める。このとき、(Aϕ, Tϕ, σ|Aϕ
, C1) はM普遍汎代数系である。

　

定義 22 (認識対象世界) 　

形式言語 (A,T,σ,Prm)にとっての認識可能世界とは、T′ 型代数系Wであって任意の t ∈ σPrmに対して

Wt ̸= ∅かつ文型 ϕについてWϕ = T(= {0, 1})を満たすもののことを言う。認識可能世界の範囲を適当に限
定したものを認識対象世界と言う。
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定義 23 (一階述語言語にとっての認識対象世界) 　

(A, T, σ, Prm)を一階述語言語とする。一階述語言語 Aにとっての認識可能世界Wは、集合としてはある

集合 Eと Tの直和であり、算法記号系は ∧,∨,⇒,♢と関数記号・述語記号から成り、すべての算法は汎算法
である。認識可能世界の定義によればその算法は任意で良いが、算法 ∧,∨,⇒,♢ が次のような条件を満たす
認識可能世界だけを認識対象世界とする。

u ∧ v = inf{u, v},　　 u ∨ v = sup{u, v},　　 u♢ = 1− u,　　 u⇒ v = u♢ ∨ v　 (u, v ∈ T)

定義 24 (付値) 　

(A, T, σ, Prm)を形式言語、Wをそれにとっての認識対象世界とする。

ConからWへの保型写像を AからWへの定付値と呼ぶ。

同様に、VarからWへの保型写像を AからWへの変付値と呼ぶ。そして、変付値の全体を Valで表す。

定義 25 (値換) 　

任意の x ∈ Varと w ∈Wσxに対して、Valの変換 (x/w)を次のように定義する。すなわち、任意の v ∈ Val

に対して (x/w)v ∈ Valを

((x/w)v)y =

{
w　　 (y = xのとき)
vy　 (Var ∋ y ̸= xのとき)

と定めると、確かに (x/w)v ∈ Valを満たす。この変換を値換と呼ぶ。

以下、(A, T, σ, Prm)を一階述語言語、Wを Aにとっての認識対象世界とする。

　

巾代数系WVal = (Val→Wϵ)⨿ (Val→Wϕ)に算法 ∀x,∃x(x ∈ Var)を次のように定める。

Dom∀x ∈ Val→Wϕ (∀xφ)v = inf{φ((x/w)v)| w ∈Wϵ}
Dom∃x ∈ Val→Wϕ (∃xφ)v = sup{φ((x/w)v)| w ∈Wϵ}

ただし、φ ∈ Val→Wϕ, v ∈ Valとする。Wはすでに不変子を算法としてもつので、これによりWVal は T

代数系となった。

定義 26 (意味写像) 　

Φを AからWへの定付値とする。このとき、Φ∗ なる AからWVal への保型準写が存在し、a ∈ Prm, v ∈
Valに対して

(Φ∗a)v =

{
Φa　 (a ∈ Conのとき)
va　 (a ∈ Varのとき)

定理 17 (代入値換定理) 　

x ∈ Var, s ∈ A, xと sは同型で、a ∈ Aにおいて xは sから自由であるとする。このとき、任意の v ∈ Val

について次の式が成り立つ。
(Φ∗(a(x/s)))v = (Φ∗a)((x/(Φ∗s)v)v)

1.4 論対

定義 27 (論対) 　

11



集合 Aと PAの部分集合 B の組 (A,B)を論対と呼ぶ。

C =
∩

B∈B Bを (A,B)の核と呼び、核の元を (A,B)の恒真元と呼ぶ。

定義 28 (一階述語言語の文論対) 　

A を一階述語言語とする。A にとっての認識対象世界の一つをW,W への定付値を Φ, 変付値を v とする

と、Aϕ から Tへの写像 a 7→ (Φ∗a)vが出来る。それを Φv で表し、W,Φ,vを任意に動かして得られる Φv 全

体を F で表す。Φv と (Φv)−11を同一視することにより、(Aϕ,F)を論対とみなすことが出来る。そうみなし

たものを Aの文論対と呼ぶ。

定義 29 (モデル) 　

(A,B)を論対とする。Aの部分集合 Xに対して X ⊆ Bなる B ∈ B − {A}を Xの B モデルと呼ぶ。
また、PA×PAの元 (P,Q)に対して P ⊆ B ⊆ Q◦ を満たす B ∈ B − {A}を (P,Q)の Bモデルと呼ぶ。　
ただし、Q◦ は Aにおける Qの補集合を表す。

論対が文論対の場合は、(P,Q)のモデルとは

P ⊆ (Φv)−11 ̸= A, Q ⊆ (Φv)−10

を満たすような認識対象世界Wと、Wへの定付値 Φ, Wへの変付値 vの組みのことを言う。

12



2 切断のモデルの存在定理

この章では本論文の主定理である「切断のモデルの存在定理」を証明する。定理は以下のものである。

定理 18 (切断のモデルの存在定理) 　

Aを変数を可算個もち、関数記号と述語記号をそれぞれ高々可算個持つ一階述語言語とする。

≼は A∗
ϕ 上のブール関係かつフレーゲ関係で、任意の認識対象世界と、定付値 Φ,変付値 vについて

a ≼ b =⇒ (Φ∗a)v ≤ (Φ∗b)v

を満たすとする。

さらに、(X,Y)を Aϕ の ≼に関する切断で、以下の条件を満たすものとする。

X, Yに自由に現れない Varϵの元が可算個ある

このとき、文論対 (Aϕ,F)において (X,Y)にモデルが存在する。

2.1 主定理証明のための補助定理

この節では主定理の証明に必要な命題を示す。そのために、次のことを仮定する。

すなわち、Aを変数を可算個もち、関数記号と述語記号をそれぞれ高々可算個持つ一階述語言語とし、その

関数記号・述語記号を fj,pi (j ∈ J, i ∈ I)で表す。≼は A∗
ϕ 上のブール関係かつフレーゲ関係で、任意の認識

対象世界と、定付値 Φ,変付値 vについて

a ≼ b =⇒ (Φ∗a)v ≤ (Φ∗b)v

を満たすとする。さらに、(X,Y)を Aϕ の ≼に関する切断で、以下の条件を満たすものとする。

X, Yに自由に現れない Varϵの元が可算個ある

　

　

定理 19 　

(Aϕ,F) を一階述語言語の文論対とする。このとき、A /∈ F . すなわち fA = {1} なる F の元 f は存在し

ない。

[証明] f ∈ F , fA = 1とする。

fは準写であるから、a ∈ Aϕ に対して f(a♢) = (fa)♢ = 1 − fa. よって、fa = 0または f(a♢) = 0となる。

これは fA = 1に矛盾。

�

定理 19により F − {A} = F が成り立つ。本来モデルの存在を論じるときに、f ∈ F が f−11 ̸= Aかどう

かを確認しなければいけないが、今の場合はその必要はないことが示された。
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D = {d ∈ Aϕ| d = ∀xaまたは d = ∃xa}
とすると、Dは高々可算。

D = {d1, d2, · · · }とおく。
hn ∈ Aϕ (n = 1, 2, · · · )を次のように帰納的に定める。
d1 = λxaと書ける (λ ∈ {∀, ∃}). 仮定より、X ∪Yに自由に現れない Varϵ の元は可算個ある。その中で a

に算法としても現れないものの一つで xでないものを y1 とする。h1 を次のように定める。

d1 = ∀xaのとき、h1 = a(x/y1)⇒ ∀xa

d1 = ∃xaのとき、h1 = ∃xa⇒ a(x/y1)

h1, · · · , hn−1 が定まったとし、dn = λxaとする (λ ∈ {∀, ∃}). 仮定より、X∪Y, h1, · · · , hn−1 に自由に現

れない Varϵ の元が可算個ある。その中で aに算法としても現れないものの一つで xでないものを yn とする。

hn を次のように定める。

dn = ∀xaのとき、hn = a(x/yn)⇒ ∀xa

dn = ∃xaのとき、hn = ∃xa⇒ a(x/yn)

Z = {h1,h2, · · · }とする。
　

定理 20 (X ∪ Z,Y)は Aϕ の ≼に関する切断である。

[証明] 背理法で示す。

(X∪Z, Y)が切断でないと仮定すると、∃α ⊆ X, β ⊆ Y, hj ∈ Z (j = 1, · · · , n) s.t. α, h1, · · · , hn ≼ β · · · (1).

α,h1, · · · , hn ≼ β を満たす α, β,hj の中で、nが最小となるものをとる。

hn = fn ⇒ gn とおける。

≼はブール関係だから、反復導律より gn ≼ fn ⇒ gn · · · (2).

(1)(2)と消去律より α,h1, · · · , hn−1, gn ≼ β · · · (3)

　

他方、下補導律より f♢n ≼ fn ⇒ gn · · · (4). 上補律より ≼ fnf♢n · · · (5).

(4)(5)と消去律より ≼ fn, fn ⇒ gn · · · (6).

(1)(6)と消去律より α,h1, · · · , hn−1 ≼ β, fn · · · (7).

　

hn = a(x/yn)⇒ ∀xaとする。

仮定より yn は X ∪Y, h1, · · · , hn−1 に自由に現れないから、

(7)と全称律より α,h1, · · · , hn−1 ≼ β, ∀yna(x/yn) · · · (8).

ここで、aが x,yn に関して a(x/yn)と相似であることを示す。

仮定より yn は aに現れないから、yn は aに自由に現れない。

また、{s0, · · · , sn}を xの aへの自由の現れであるとすると、

yn は aに算法として現れないので {s0, · · · , sn} ∩ {Im ∀yn ∪ Im ∃yn} = ∅.
よって、aにおいて xは yn から自由である。

従って、aは x,yn に関して a(x/yn)と相似である。
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よって、定理 13より ∀yna(x/yn) ≍ ∀xa · · · (9).

(3)(8)(9)と消去律より α,h1, · · · , hn−1 ≼ β.

これは nの最小性に矛盾。

　

hn = ∃xa⇒ a(x/yn)とする。仮定より yn は X ∪Y, h1, · · · , hn−1 に自由に現れないから、

(3)と存称律より α,h1, · · · , hn−1 ≼ β, ∃yna(x/yn) · · · (10).

上と同様に、aは x,yn に関して a(x/yn)と相似なので、定理 13より ∃xa ≍ ∃yna(x/yn) · · · (11).

(7)(10)(11)と消去律より α,h1, · · · , hn−1 ≼ β.

これは nの最小性に矛盾。

�

定理 15により (X ∪ Z, Y) ≤ (P, Q)なる極大な切断 (P,Q)が存在する。

　

次の定理の証明のため、補題を用意する。　

補題

f ∈ Aϕ, t ∈ Aϵ, x ∈ Varϵ =⇒ ∃g ∈ Aϕ s.t. rank f = rank g, f ≍ g, xは gにおいて tから自由。

ただし、f ≍ g⇐⇒ f ≼ g, f ≽ g.

[証明] Aϕ における fの階数に関する帰納法で示す。

(a) rank f=0のとき、ni 項述語記号 pi を用いて f = pi(t1, · · · , tni), tj ∈ Aϵ と書ける。

よって、fに ∀x,∃xは現れない。従って、xは fにおいて tから自由。

よって g=fとすればよい。

　

(b) rank f≥ 1とすると、f = αλ(a1, · · · , anλ
)とおける。

　

(1)f = ∀xh′ のとき

任意の fにおける xの現れは自由でない。よって、xは fにおいて tから自由。

従って g=fとすればよい。

　

(2)f = ∃xh′ のとき

任意の fにおける xの現れは自由でない。よって、xは fにおいて tから自由。

従って g=fとすればよい。

　

(3)f = ∀yh′, y ∈ Vart, y ̸= xのとき

帰納法の仮定により、∃h s.t. rank h = rank h′, h′ ≍ h,xは hにおいて tから自由。

t,hに算法としても現れない z ∈ Varϵ − {x}をとり、g = ∀zh(y/z)とする。

y ∈ Vart より、yは tに現れるので、y ̸= z.

定理 10より、h(y/z)において xは tから自由。

zは tに現れないから、zは tに自由に現れない。

よって、Vartfree ∩Var∀z = Vartfree ∩ {z} = ∅.
よって、定理 6より、xは gにおいて tから自由。
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仮定より、zは hに現れないから、zは hに自由に現れない。

また、zは hに算法として現れないので任意の hへの yの自由な現れ {s0, · · · , sn}に対して
{s0, · · · , sn} ∩ {Im ∀z ∪ Im ∃z} = ∅. よって、hにおいて yは zから自由。

従って、hは y,zに関して h(y/z)と相似。よって、定理 13より ∀yh ≍ ∀zh(y/z).

また、定理 12より ≍は ∀yと両立するから ∀yh′ ≍ ∀yh. よって f ≍ g.

　

rank h=rank h(y/z)が成り立つことを Aϕ における hの階数に関する帰納法で示す。

rank h=0のとき、hは述語記号 pi を用いて h = pi(t1, · · · , tni)と書ける。

代入の定義より h(y/z) = (pi(t1, · · · , tni))(y/z) = pi(t1(y/z), · · · , tni(y/z)). よって、rank h(y/z)=0.

rank h ≥ 1のとき、hは λ ∈ Mを用いて h = λ(a1, · · · , anλ
) と書け、rank h = Σnλ

i=1rank ai + 1.

y /∈ Varλ のとき、代入の定義より h(y/z) = (λ(a1, · · · , anλ
))(y/z) = λ(a1(y/z), · · · , anλ

(y/z)).

rank ai < rank hより、帰納法の仮定から rank ai = rank ai(y/z) (i = 1, · · · , nλ).

よって、rank h(y/z) = Σnλ

i=1rank ai(y/z) + 1 = Σnλ

i=1rank ai + 1 = rank h.

y ∈ Varλ のとき、代入の定義より h(y/z) = h.よって rank h(y/z)=rank h.

従って rank f=rank h+1=rank h(y/z)+1=rank g.

以下、階数についての等式の証明は同様なので省略する。

　

(4)f = ∀yh′, y /∈ Vart y ̸= xのとき

帰納法の仮定により、∃h s.t. h′ ≍ h,xは hにおいて tから自由。

g = ∀yhとする。

xは hにおいて tから自由であり、y /∈ Vart より Vartfree ∩ {y} = ∅.
よって、定理 6より xは gにおいて tから自由。

定理 12より ≍は ∀yと両立するから ∀yh′ ≍ ∀yh.

よって f ≍ g.

　

(5)f = ∃yh′, y ∈ Vart y ̸= xのとき

帰納法の仮定により、∃h s.t. h′ ≍ h,xは hにおいて tから自由。

t,hに算法としても現れない z ∈ Varϵ をとり、g = ∃zh(y/z)とする。

y ∈ Vart より、yは tに現れるので、y ̸= z.

定理 10より、h(y/z)において xは tから自由。

zは tに現れないから、zは tに自由に現れない。

zは tに現れないから、zは tに自由に現れない。

よって、Vartfree ∩Var∃z = Vartfree ∩ {z} = ∅.
よって、定理 6より、xは gにおいて tから自由。

仮定より、zは hに現れないから、zは hに自由に現れない。

また、zは hに算法として現れないので任意の hへの yの自由な現れ {s0, · · · , sn}に対して
{s0, · · · , sn} ∩ {Im ∀z ∪ Im ∃z} = ∅. よって、hにおいて yは zから自由。

従って、hは y,zに関して h(y/z)と相似。よって、定理 13より ∃yh ≍ ∃zh(y/z).

また、定理 12より ≍は ∃yと両立するから ∃yh′ ≍ ∃yh. よって f ≍ g.

　

16



(6)f = ∃yh′, y /∈ Vart y ̸= xのとき、

帰納法の仮定により、∃h s.t. h′ ≍ h,xは hにおいて tから自由。

g = ∃yhとする。

xは hにおいて tから自由であり、y /∈ Vart より Vartfree ∩ {y} = ∅.
よって、定理 6より xは gにおいて tから自由。

定理 12より ≍は ∃yと両立するから ∃yh′ ≍ ∃yh. よって f ≍ g.

　

(7)f = αλ(f1, · · · , fnλ
), αλ は不変子のとき

帰納法の仮定により、∃gi s.t. fi ≍ gi,xは gi において tから自由 (i = 1, · · · ,nλ).

≼はブール関係なので、定理 11より ≍は αλ と両立する。よって、g = αλ(g1, · · · , gnλ
)とすると f ≍ g.

また、αλ は不変子なので、定理 6より xは gにおいて tから自由。

�

定理 21 (X ∪ Z,Y) ≤ (P, Q)なる極大な切断 (P,Q)は次の条件を満たす。

1. x ∧ y ∈ P =⇒ x, y ∈ P

2. x ∧ y ∈ Q =⇒ x ∈ Qまたは y ∈ Q

3. x ∨ y ∈ P =⇒ x ∈ Pまたは y ∈ Q

4. x ∨ y ∈ Q =⇒ x, y ∈ Q

5. x⇒ y ∈ P =⇒ x ∈ Qまたは y ∈ P

6. x⇒ y ∈ Q =⇒ x ∈ P, y ∈ Q

7. x♢ ∈ P =⇒ x ∈ Q

8. x♢ ∈ Q =⇒ x ∈ P

9. ∀xa ∈ P =⇒ 任意の t ∈ Aϵ に対してある b ∈ Aϕ が存在して、

　　　　　　　　 rank a = rank b, a ≍ b, b(x/t) ∈ P, xは bにおいて tから自由

10. ∀xa ∈ Q =⇒ ある t ∈ Aϵ が存在して a(x/t) ∈Q, xは aにおいて tから自由

11. ∃xa ∈ P =⇒ ある t ∈ Aϵ が存在して a(x/t) ∈P, xは aにおいて tから自由

12. ∃xa ∈ Q =⇒ 任意の t ∈ Aϵ に対して、ある b ∈ Aϕ が存在して、

　　　　　　　　 rank a = rank b, a ≍ b, b(x/t) ∈ Q, xは bにおいて tから自由

　

[証明]

1. x ∧ y ∈ Pを仮定する。

x /∈ Pとすると、(P,Q)の極大性より (P ∪ {x}, Q)は切断でない。

よって、∃α ⊆ P, β ⊆ Q s.t. x, α ≼ β · · · (1).

≼はブール関係だから、下限律より x ∧ y ≼ x · · · (2).

(1)(2)と強消去律より、x ∧ y, α ≼ β.

x ∧ y ∈ Pであるから、これは (P,Q)が切断であることに矛盾。よって x ∈ P.

y /∈ Pとしても同様に矛盾になるので、y ∈ P.

　

2. x ∧ y ∈ Qを仮定する。
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x, y /∈ Qとすると、(P,Q)の極大性より (P, Q ∪ {x, y})は切断でない。
よって、∃α ⊆ P, β ⊆ Q s.t. α ≼ β, xy · · · (1).

≼はブール関係だから、下限律より xy ≼ x ∧ y · · · (2).

(1)(2)と強消去律より、α ≼ β, x ∧ y.

x ∧ y ∈ Qであるから、これは (P,Q)が切断であることに矛盾。よって x ∈ Qまたは y ∈ Q.

　

3. x ∨ y ∈ Pを仮定する。

x, y /∈ Pとすると、(P,Q)の極大性より (P ∪ {x, y}, Q)は切断でない。

よって、∃α ⊆ P, β ⊆ Q s.t. xy, α ≼ β · · · (1).

≼はブール関係だから、上限律より x ∨ y ≼ xy · · · (2).

(1)(2)と強消去律より、x ∨ y, α ≼ β.

x ∨ y ∈ Pであるから、これは (P,Q)が切断であることに矛盾。よって x ∈ P.または y ∈ P.

　

4. x ∧ y ∈ Qを仮定する。

x /∈ Qとすると、(P,Q)の極大性より (P, Q ∪ {x})は切断でない。
よって、∃α ⊆ P, β ⊆ Q s.t. α ≼ β, x · · · (1).

≼はブール関係だから、下限律より x ≼ x ∨ y · · · (2).

(1)(2)と強消去律より、α ≼ β, x ∨ y.

x ∨ y ∈ Qであるから、これは (P,Q)が切断であることに矛盾。よって x ∈ Q.

y /∈ Qとしても同様に矛盾になるので、y ∈ Q.

　

5. x⇒ y ∈ Pを仮定する。

x /∈ Q, y /∈ Pとすると、(P,Q)の極大性より (P ∪ {y}, Q ∪ {x})は切断でない。
よって、∃α ⊆ P, β ⊆ Q s.t. y, α ≼ β, x · · · (1).

≼はブール関係だから、消去導律より x, x⇒ y ≼ y · · · (2).

(1)(2)と強消去律より、x⇒ y, α ≼ β.

x⇒ y ∈ Pであるから、これは (P,Q)が切断であることに矛盾。よって x ∈ Q, y ∈ P.

　

6. x⇒ y ∈ Qを仮定する。

x /∈ Pとすると、(P,Q)の極大性より (P ∪ {x}, Q)は切断でない。

よって、∃α ⊆ P, β ⊆ Q s.t. x, α ≼ β · · · (1).

≼はブール関係だから、下補導律より x♢ ≼ x⇒ y · · · (2).

上補律より ≼ xx♢ · · · (3).

(1)(2)(3)と強消去律より、α ≼ β, x⇒ y.

x⇒ y ∈ Qであるから、これは (P,Q)が切断であることに矛盾。よって x ∈ P.

y /∈ Qとすると、(P,Q)の極大性より、(P, Q ∪ {y})は切断でない。
よって、∃α ⊆ P, β ⊆ Q s.t. α ≼ β, y · · · (4).

≼はブール関係だから、反復導律より y ≼ x⇒ y · · · (5).

(4)(5)と強消去律より、α ≼ β, x⇒ y.

x⇒ y ∈ Qであるから、これは (P,Q)が切断であることに矛盾。よって y ∈ Q.
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7. x♢ ∈ Pを仮定する。

x /∈ Qとすると、(P,Q)の極大性より (P, Q ∪ {x})は切断でない。
よって、∃α ⊆ P, β ⊆ Q s.t. α ≼ β, x · · · (1).

≼はブール関係だから、下補律より xx♢ ≼ · · · (2)

(1)(2)と強消去律より、x♢, α ≼ β.

x♢ ∈ Pであるから、これは (P,Q)が切断であることに矛盾。よって x ∈ Q.

　

8. x♢ ∈ Qを仮定する。

x /∈ Pとすると、(P,Q)の極大性より (P ∪ {x}, Q)は切断でない。

よって、∃α ⊆ P, β ⊆ Q s.t. x, α ≼ β · · · (1).

≼はブール関係だから、上補律より ≼ xx♢ · · · (2)

(1)(2)と強消去律より、α ≼ β, x♢.

x♢ ∈ Qであるから、これは (P,Q)が切断であることに矛盾。よって x ∈ P.

　

9. ∀xa ∈ Pを仮定する。

補題より、ある b ∈ Aϕ が存在して rank a = rank b, a ≍ b, xは bにおいて tから自由。

定理 12より ≍は ∀xと両立するから ∀xa ≍ ∀xb.

xは bにおいて tから自由だから、全称代入律より ∀xb ≼ b(x/t).

よって、強消去律より ∀xa ≼ b(x/t).

b(x/t) /∈ Pとすると、(P ∪ {b(x/t)}, Q)は切断ではないので ∃α ⊆ P, β ⊆ Q s.t. α, b(x/t) ≼ β.

強消去律より α, ∀xa ≼ β.

これは ∀xa ∈ Pに矛盾。

　

10. ∀xa ∈ Qを仮定する。

ある nが存在して dn = ∀xa. yn が条件を満たすことを示す。

yn は aに算法としても現れないので、

任意の aへの xの自由な現れ {s0, · · · , sn}に対して {s0, · · · , sn} ∩ {Im ∀yn ∪ Im ∃ yn} = ∅.
よって、xは aにおいて yn から自由。

a(x/yn) /∈ Qを仮定すると、(P, Q ∪ {a(x/yn)})は切断でない。
よって、∃α ⊆ P, β ⊆ Q s.t. α ≼ β, a(x/yn).

≼はブール関係だから、消去導律より a(x/yn), a(x/yn)⇒ ∀xa ≼ ∀xa.

よって、強消去律より a(x/yn)⇒ ∀xa, α ≼ β, ∀xa.

a(x/yn)⇒ ∀xa ∈ Z ⊆ Pより、これは (P.Q)が切断であることに矛盾。

　

11. ∃xa ∈ Pを仮定する。

ある nが存在して dn = ∃xa. yn が条件を満たすことを示す。

yn は aに算法としても現れないので、

任意の aへの xの自由な現れ {s0, · · · , sn}に対して {s0, · · · , sn} ∩ {Im ∀yn ∪ Im ∃ yn} = ∅.
よって、xは aにおいて yn から自由。
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a(x/yn) /∈ Qを仮定すると、(P ∪ {a(x/yn)}, Q)は切断でない。

よって、∃α ⊆ P, β ⊆ Q s.t. a(x/yn), α ≼ β.

≼はブール関係だから、消去導律より ∃xa,∃xa⇒ a(x/yn) ≼ a(x/yn).

よって、強消去律より ∃xa,∃xa⇒ a(x/yn)α ≼ β.

∃xa⇒ a(x/yn) ∈ Z ⊆ Pよりこれは (P,Q)が切断であることに矛盾。

　

12.∃xa ∈ Qを仮定する。

補題より、ある b ∈ Aϕ が存在して rank a = rank b, a ≍ b, xは bにおいて tから自由。

定理 12より ≍は ∃xと両立するから ∃xa ≍ ∃xb.

xは bにおいて tから自由だから、全称代入律より b(x/t) ≼ ∃xb.

よって、強消去律より b(x/t) ≼ ∃xa.

b(x/t) /∈ Qとすると、(P, Q ∪ {b(x/t)})は切断ではないので ∃α ⊆ P, β ⊆ Q s.t. α ≼ β,b(x/t).

強消去律より α ≼ β, ∀xa.

これは ∀xa ∈ Qに矛盾。

�

2.2 主定理の証明

この節では主定理の証明を示す。

定理 18 (切断のモデルの存在定理) 　

Aを変数を可算個もち、関数記号と述語記号をそれぞれ高々可算個持つ一階述語言語とする。

≼は A∗
ϕ 上のブール関係かつフレーゲ関係で、任意の認識対象世界と、定付値 Φ,変付値 vについて

a ≼ b =⇒ (Φ∗a)v ≤ (Φ∗b)v

を満たすとする。

さらに、(X,Y)を Aϕ の ≼に関する切断で、以下の条件を満たすものとする。

X, Yに自由に現れない Varϵの元が可算個ある

このとき、文論対 (Aϕ,F)において (X,Y)にモデルが存在する。

　

[証明]

Aにとっての認識対象世界Wと、定付値 Φ、変付値 vが存在して、

h ∈ P⇒ (Φ∗h)v = 1

h ∈ Q⇒ (Φ∗h)v = 0

を満たすことを示せばよい。

　

まず、世界として

W = Aϵ ⨿ T
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と定める。W上の算法 {∧,∨,⇒,♢, p̄i, f̄j| i ∈ I, j ∈ J}を次のように定める。

Dom∧ = T2 a ∧ b = inf{a, b}
Dom∨ = T2 a ∨ b = sup{a, b}

Dom⇒ = T2 a⇒ b = sup{1− a, b}

Dom♢ = T　 a♢ = 1− a

Dom p̄i = Wni
ϵ p̄i(t1, · · · , tni) = 1⇐⇒ pi(t1, · · · , tni) ∈ P (niは piの項数, i ∈ I)

Dom f̄j = Wmj
ϵ f̄j(t1, · · · , tmj) = fj(t1, · · · , tmj) (mjは fjの項数, j ∈ J)

また、定付値 Φ,変付値 vを次のように定める。

Φx = x (x ∈ Con)　　　　　 vx = x (x ∈ Var)

このとき、題意が示されることを Aϕ における hの階数による帰納法で示す。

補題

任意の t ∈ Aϵ に対して (Φ∗t)v = t.

　

[証明] Aϵ は Prmを素元系とし、関数記号のみを算法記号としてもつ普遍汎代数系をみなせる。

そこで、普遍汎代数系としての tの階数についての帰納法で示す。

　

rank t=0のとき、t ∈ Prm.

t ∈ Conのとき、(Φ∗t)v = Φt = t. t ∈ Varのとき、(Φ∗t)v = vt = t.

よって、(Φ∗t)v = tが成り立つ。

rank t ≥ 1のとき、tは関数記号 fj を用いて t = fj(t1, · · · , tmj)と書ける。

(Φ∗t)v = (Φ∗(fj(t1, · · · , tmj)))v = f̄j((Φ∗t1)v, · · · , (Φ∗tmj)v) = f̄j(t1, · · · , tmj) = fj(t1, · · · , tmj) = t.

ただし、三番目の等式は帰納法の仮定による。

�

(a) rank h=0のとき、∃i ∈ I, tj ∈ Aϵ(j = 1, · · · , ni) s.t. h = pi(t1, · · · , tni).

補題より、(Φ∗tj)v = tj (j = 1, · · · ,ni).

よって、(Φ∗h)v = (Φ∗(pi(t1, · · · , tni)))v = p̄i((Φ∗t1)v, · · · , (Φ∗tni)v) = p̄i(t1, · · · , tni).

p̄i の定義より、

h ∈ P⇒ (Φ∗h)v = 1.

h ∈ Q⇒ (Φ∗h)v = 0.

　

(b) rank h≥1とする。

1. h = a ∧ bのとき

(Φ∗h)v = (Φ∗(a ∧ b))v = (Φ∗a)v ∧ (Φ∗b)v = inf{(Φ∗a)v, (Φ∗b)v}.
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・h ∈ Pとする。

定理 21より a, b ∈ P.

帰納法の仮定より、(Φ∗a)v = (Φ∗b)v = 1.

よって、(Φ∗h)v = 1.

　

・h ∈ Qとする。

定理 21より a ∈ Qまたは b ∈ Q.

帰納法の仮定より、(Φ∗a)v = 0または (Φ∗a)v = 0.

よって、(Φ∗h)v = 0.

　

2. h = a ∨ bのとき

(Φ∗h)v = (Φ∗(a ∨ b))v = (Φ∗a)v ∨ (Φ∗b)v = sup{(Φ∗a)v, (Φ∗b)v}.
　

・h ∈ Pとする。

定理 21より a ∈ Pまたは b ∈ P.

帰納法の仮定より、(Φ∗a)v = 1または (Φ∗a)v = 1.

よって、(Φ∗h)v = 1.

　

・h ∈ Qとする。

定理 21より a, b ∈ Q.

帰納法の仮定より、(Φ∗a)v = (Φ∗b)v = 0.

よって、(Φ∗h)v = 0.

　

3. h = a⇒ bのとき

(Φ∗h)v = (Φ∗(a⇒ b))v = (Φ∗a)v⇒ (Φ∗b)v = sup{1− (Φ∗a)v, (Φ∗b)v}.
　

・h ∈ Pとする。

定理 21より a ∈ Qまたは b ∈ P.

帰納法の仮定より、(Φ∗a)v = 0または (Φ∗b)v = 1.

よって、(Φ∗h)v = 1.

　

・h ∈ Qとする。

定理 21より a ∈ P. b ∈ Q.

帰納法の仮定より、(Φ∗a)v = 1, (Φ∗b)v = 0.

よって、(Φ∗h)v = 0.

　

4. h = a♢ のとき

(Φ∗h)v = (Φ∗(a♢))v = ((Φ∗a)v)♢.

　

・h ∈ Pとする。
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定理 21より a ∈ Q.

帰納法の仮定より (Φ∗a)v = 0.

よって、(Φ∗h)v = 1.

　

・h ∈ Qのとき

定理 21より、a ∈ P.

帰納法の仮定より (Φ∗a)v = 1.

よって、(Φ∗h)v = 0.

　

5. h = ∀xaのとき

(Φ∗h)v = (Φ∗(∀xa))v = (∀x(Φ∗a))v = inf{(Φ∗a)((x/w)v)| w ∈Wϵ}
　

・h ∈ Pのとき

定理 21より、任意の t ∈ Aϵ について、ある b ∈ Aϕ が存在して、

rank a=rank b, a ≍ b, xは bにおいて tから自由, b(x/t)∈P.

≼についての条件より (Φ∗a)((x/t)v) = (Φ∗b)((x/t)v).

t ∈ Aϵ より (Φ∗b)((x/t)v) = (Φ∗b)((x/(Φ∗t)v)v).

xは bにおいて tから自由なので、代入値換定理より (Φ∗b)((x/(Φ∗t)v)v) = (Φ∗b(x/t))v.

rank ∀xa>rank a= rank b= rank b(x/t)より、帰納法の仮定から (Φ∗b(x/t))v = 1.

よって、(Φ∗a)((x/t)v) = 1.

t ∈ Aϵ は任意であったから、Wの定義より

(Φ∗h)v = inf{(Φ∗a)((x/w)v)| w ∈Wϵ} = inf{(Φ∗a)((x/t)v)| t ∈ Aϵ} = 1.

　

・h ∈ Qのとき

定理 21よりある t ∈ Aϵ が存在して a(x/t) ∈Q, xは aにおいて tから自由。

t ∈ Aϵ より (Φ∗a)((x/t)v) = (Φ∗a)((x/(Φ∗t)v)v).

xは aにおいて tから自由なので、代入値換定理より (Φ∗a)((x/(Φ∗t)v)v) = (Φ∗a(x/t))v.

rank ∀xa>rank a=rank a(x/t)より、帰納法の仮定から (Φ∗a(x/t))v = 0.

よって (Φ∗a)((x/t)v) = 0.

従って (Φ∗h)v = inf{(Φ∗a)((x/t)v)| t ∈ Aϵ} = 0.

　

6. h = ∃xaのとき

(Φ∗h)v = (Φ∗(∃xa))v = (∃x(Φ∗a))v = sup{(Φ∗a)((x/w)v)| w ∈Wϵ}
　

・h ∈ Pのとき

定理 21よりある t ∈ Aϵ が存在して a(x/t) ∈P, xは aにおいて tから自由。

t ∈ Aϵ より (Φ∗a)((x/t)v) = (Φ∗a)((x/(Φ∗t)v)v).

xは aにおいて tから自由なので、代入値換定理より (Φ∗a)((x/(Φ∗t)v)v) = (Φ∗a(x/t))v.

rank ∃xa>rank a=rank a(x/t)より、帰納法の仮定から (Φ∗a(x/t))v = 0.

よって (Φ∗a)((x/t)v) = 0.
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従って (Φ∗h)v = sup{(Φ∗a)((x/t)v)| t ∈ Aϵ} = 1.

　

・h ∈ Qのとき

定理 21より、任意の t ∈ Aϵ について、ある b ∈ Aϕ が存在して、

rank a=rank b, a ≍ b, xは bにおいて tから自由, b(x/t)∈Q.

≼についての条件より (Φ∗a)((x/t)v) = (Φ∗b)((x/t)v).

t ∈ Aϵ より (Φ∗b)((x/(Φ∗t)v)v).

xは bにおいて tから自由なので、代入値換定理より (Φ∗b)((x/(Φ∗t)v)v) = (Φ∗b(x/t))v.

rank ∃xa>rank a= rank b= rank b(x/t)より、帰納法の仮定から (Φ∗b(x/t))v = 1.

よって、(Φ∗a)((x/t)v) = 0.

t ∈ Aϵ は任意であったから、Wの定義より

(Φ∗h)v = sup{(Φ∗a)((x/t)v)| t ∈ Aϵ} = 0.

�
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3 一階述語論理における完全性定理

この章では、前章で示した「一階述語論理における切断のモデルの存在定理」を用いて一階述語論理の矢式

における弱完全性を証明する。

3.1 論理学の完全性

この節では必要な定義・定理を紹介する。内容はすべて参考文献 [1]に拠る。

定義 30 (論拠) 　

A∗, A間の関係と Aの部分集合の組を A上の論拠と呼ぶ。

定義 31 (界包) 　

R,Dを A上の論拠とする。Aの部分集合 Dn (n = 0, 1, · · · )を次のように帰納的に定義する。
まず、D0 = Dとする。n ≥ 1に対して、Dn−1 が定義されたとき

Dn = Dn−1 ∪ {y ∈ A| ∃α ⊆ Dn−1 s.t. αRy}

Dn を Aの n包、
∪

n≥0 Dn を Dの R包と呼び、Dの R包を [D]R で表す。

定理 22 　

Rが偏束律に従うとき、[D]R = {y ∈ A| ∃α ∈ P ′D s.t. αRy}. ただし、P ′Dは Dの有限部分集合全体を

表す。

定義 32 (生成関係) 　

R,Dを A上の論拠とする。

1. A∗, A間の関係 |=R,D を次のように定義する。

α |=R,D y⇐⇒ [α ∪D]R ∋ y

　 |=R,D を Rの D包と呼ぶ。

　

2. A∗ 上の関係 4R,D を次のように定義する。

α 4R,D β ⇐⇒ [α ∪D]R ⊇
∩
y∈β

[{y} ∪D]R

　 4R,D を R,Dの生成関係と呼ぶ。

　

定義より、R,Dの生成関係の A∗ ×Aへの制限は Rの D包に等しい。

以下、(A,B)を論対とし、その核を Cとする。

定義 33 (最大論理) 　

任意の B の元を閉じる A∗, A間の関係を (A,B)の論理と呼ぶ。すなわち、

∀B ∈ B, α ⊆ B, y ∈ A, αRy =⇒ y ∈ B
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を満たす Rを論理と呼ぶ。(A,B)の論理には最大なものが存在する。それを (A,B)の最大論理と呼び、Qで

表す。

最大論理は偏束律に従う。

定義 34 (完全性) 　

R,Dを A上の論拠とする。

1. A上の論拠 R,Dが (B について)健全であるとは、|=R,D⊆ Qを満たすこと言う。

2. A上の論拠 R,Dが (B について)充分であるとは、|=R,D⊇ Qを満たすことを言う。

3. A上の論拠 R,Dが (B について)完全であるとは、健全かつ充分であることを言う。

4. A上の論拠 R,Dが (B について)弱完全であるとは、C = [D]R を満たすことを言う。

定理 23 　

A上の論拠 R,Dについての次の条件は同等である。

　 1. R,Dは完全である。

　 2. Aの任意の部分集合 Xについて、[X ∪D]R = [X]Q が成り立つ。

　 3. R ⊆ Q, D ⊆ C, Q ⊆|=R,D が成り立つ。

定義 35 (T値論対) 　

Aを集合、∅ ̸= F ⊆ A→ Tとする。B = {f−11| f ∈ F}とすると、(A,B)は論対となる。そうみなしたも

のを T値論対と呼び、(A,F)で表す。1章で定義した形式言語の文論対も T値論対である。f ∈ F , x ∈ Aに

ついて fxを、xの f真理値と呼ぶ。また、f真理値が 1である Aの元を f真元と呼ぶ。

定義 36 (恒真関係) 　

1. A∗, A間の関係 |=を次のように定義する。

α |= y⇐⇒任意の f ∈ F に対して、inf fα ≤ fy

　 |=を (A,F)の偏恒真関係と呼ぶ。

定理 24 　

(A,F)の偏恒真関係 |=は、(A,F) の最大論理に等しい。

定理 25 　

A上の論拠 R,Dが F に関して完全であるためには、α |= y⇐⇒ α |=R,D y を満たすことが必要十分

定義 37 (矢式) 　

(A,F)を T値論対とする。
−→
A = A∗ ×A∗ と定めて、

−→
A の元 (α, β) を α→ β で表して矢式あるいは式と呼ぶ。

定義 38 A∗ 上の関係 4を次のように定義し、(A,F)の恒真関係と呼ぶ。

α 4 β ⇐⇒任意の f ∈ F に対して、inf fα ≤ sup fβ

恒真関係を用いれば、切断のモデルの存在定理における条件 (2)は

関係 ≼ はブール律とフレーゲ律に従い、≼ ⊆ 4 を満たす

と言い換えることが出来る。
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定理 26 恒真関係は束律に従う。

−→
C = {α→ β ∈

−→
A | α 4 β} で表し、

−→
C の元を (A,F)の恒真式と呼ぶ。

−→
F = {α → β ∈

−→
A | ∀f ∈ F , inf fα ≤ sup fβ} と定め、論対 (

−→
A ,
−→
F )を (A,F)に随伴する式論対と呼ぶ。

そうすると、
−→
C は論対 (

−→
A ,
−→
F )の核に他ならない。

定理 27 (完全性の基本定理) 　

(A,F)を T値論対とする。
−→
AR,D = {α→ β ∈

−→
A | α 4R,D β}と表す。

A上の健全な論拠 R,Dと
−→
A 上の論拠

−→
R ,
−→
D が次の二条件を満たせば、R,Dは完全である。

　 1.
−→
C ⊆ [

−→
D]−→

R

　 2.
−→
D ⊆

−→
AR,D で、

−→
AR,D は

−→
R で閉じている。

また、一階述語論理の文論対については、この二条件は
−→
C = [

−→
D]−→

R
=
−→
AR,D と同等である。

完全性の基本定理によれば、A上の健全な論拠 R,Dが完全であることを示すには、上の条件 1,2を満たす

ような
−→
A 上の論拠

−→
R ,
−→
D を見つければよいことが分かる。そして、それには

−→
A 上の論拠

−→
R ,
−→
D の弱完全性

を示すことが必要であることが分かる。

3.2 一階述語論理の矢式における弱完全性定理

Aを変数を加算個をもち、関数記号・述語記号をそれぞれ高々加算個もつ一階述語言語とする。(Aϕ,F)を

文論対とし、(
−→
Aϕ,
−→F )をそれに随伴する式論対とする。

(
−→
Aϕ,
−→F )上の論拠

−→
R ,
−→
D を、以下のように定義する。

まず、
−→
D = {x→ x| x ∈ Aϕ}とする。

次に
−→
R としては、次の十種二十個の A∗, A間の関係の和をとる。

α→ β

aα→ β
　　　　　　　

α← β

aα← β

aaα→ β

aα→ β
　　　　　　　

aaα← β

aα← β

αabβ → γ

αbaβ → γ
　　　　　　　

αabβ ← γ

αbaβ ← γ

α→ a　 aβ → δ

αβ → δ
　　　　

α← a　 aβ ← δ

αβ ← δ
　

abα→ β

a ∧ b, α→ β
　　　　　

α→ aβ　α→ bβ

α→ a ∧ b, β

aα→ β　 bα→ β

a ∨ b, α→ β
　　　　　

α→ abβ

α→ a ∨ b, β
　

α→ aβ

a♢α→ β
　　　　　　　

aα→ β

α→ a♢β

α→ aβ　 bα→ β

a⇒ b, α→ β
　　　　　

aα→ bβ

α→ a⇒ b, β
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a(x/t), α→ β

∀xa, α→ β
　　　　　　

α→ aβ

α→ ∀xa, β

α→ aβ

α→ ∃xa, β
　　　　　　

a(x/t), α→ β

∃xa, α→ β

ただし、九種目の左側と十種目の右側においては aにおいて xは t ∈ Aϵ から自由であり、九種目の右側と

十種目の左側においては xは α, β に自由に現れないとする。

　

次の定理は参考文献 [1]による。

定理 28 　

論拠
−→
R ,
−→
D は健全であり、4−→

R ,
−→
D
はブール律とフレーゲ律に従う。また、式論対 (

−→
Aϕ,
−→
F ) の恒真関係 4も

ブール律とフレーゲ律に従う。

定理 29 　

α 4 β =⇒ α 4−→
R ,

−→
D

β

[証明] 対偶を示すために、α ̸4−→
R ,

−→
D

β とする。

このとき、(α, β)は 4−→
R ,

−→
D
に関する切断である。実際、∃α′ ⊆ α, β′ ⊆ β s.t. α′ 4−→

R ,
−→
D

β′ とすると、α, β

が有限列であることと 4−→
R ,

−→
D
が付加律に従うことから α 4−→

R ,
−→
D

β が成り立つ。これは矛盾。
−→
R ,
−→
D は健全であるから 4−→

R ,
−→
D
⊆ 4.

α, β は有限列なので、これらに自由に現れる変数は有限個である。よって Aについての仮定により、α, β

に自由に現れない変数は加算個ある。

よって、切断のモデルの存在定理の仮定を満たすので、∃W, Φ, v s.t. α ⊆ (Φv)−11, β ⊆ (Φv)−10.

従って、inf Φvα = 1, sup Φvβ = 0. よって、α ̸4 β.

�
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4 一階述語論理におけるモデルの存在定理

この章では、一階述語論理におけるモデルの存在定理を示す。断りのない限り、この章を通して Aを変数

を可算個もち、関数記号・述語記号をそれぞれ高々可算個持つ一階述語言語、(Aϕ,F)を文論対、Qをその最

大論理とする。

4.1 モデルの存在

Aを形式言語、(Aϕ,F)を T値論対とする。
Aϕ の部分集合 Xに対してある f ∈ F − {1A}が存在して fX={1} が成り立つとき、Xにはモデルが存在す

ると言い、この fを Xのモデルと呼ぶ。

定理 19によれば、Aが一階述語言語で (Aϕ,F)が文論対であるときは F − {1A} = F が成り立つ。

4.2 一階述語論理における条件付きモデルの存在定理

Aを変数を可算個もち、関数記号・述語記号を高々可算個もつ一階述語言語、(Aϕ,F)を文論対とする。

まず、ある条件の下で一階述語論理の無矛盾な文の集合にモデルが存在することを示す。

補題　

　 Aϕ の部分集合 Xが [X]Q ̸= Aϕ を満たすとする (このことを Xは無矛盾であるという)。

このとき、(X, ∅)は (Aϕ,F)の恒真関係 4 に関する切断である。

[証明] ∃α ⊆ X, α 4 εとする。ただし、εは空列を表す。

4は束律に従うから、付加律より任意の y ∈ Aϕ に対して α 4 y. 4 |A∗
ϕ×Aϕ

= Qより αQy. よって、任意

の y ∈ Aϕ に対して y ∈ [α]Q. 従って、Aϕ ⊆ [α]Q ⊆ [X]Q. よって、[X]Q = Aϕ. これは仮定に矛盾する。

�

定理 30 (一階述語論理における条件付きモデルの存在定理) 　

Aϕ の無矛盾な部分集合 Xが以下の条件 (∗)を満たすとき、Xにはモデルが存在する。

(∗)　 Xに自由に現れない変数が可算個存在する

[証明]補題より (X, ∅)は恒真関係 4に関する切断である。Aと Xについての仮定より、切断のモデルの存

在定理の仮定が満たされるので ∃f ∈ F s.t. fX = 1. よって、この fが Xのモデルである。

�

4.3 変数拡大とモデルの存在

この節以降では、前節の条件 (∗) のないモデルの存在定理を証明することを目標とする。この節では、ま
ず、そのための準備を行う。
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定義 39 　

A, A′ を共通の算法記号系、定数系をもつ一階述語言語とし、それぞれの変数系を Var, Var′ とする。

Var ⊆ Var′ を満たすとき、A′ を Aの変数拡大という。

定理 31 　

A, A′ を一階述語言語、A′ を Aの変数拡大、(Aϕ,F), (A′
ϕ,F ′)を文論対とする。このとき、F = F ′ ∩Aϕ.

[証明] Wを Aにとっての認識対象世界、Φを AからWへの定付値とする。A′ は Aの変数拡大だから、W

は A′ にとっての認識対象世界でもあり、Φは A′ からWの定付値でもある。

A から W への変付値全体を Val, A′ から W への変付値を Val′ とする。Var ⊆ Var′ より、Val =

{v′|Var | v′ ∈ Val′}. a ∈ Aとする。v ∈ Val, v′ ∈ Val′, v′|Var = vのとき、(Φ∗a)v = (Φ∗a)v′ が成り立つこ

とを aの Aにおける階数に関する帰納法で示す。

(a)rank a=0のとき、a ∈ Prm.

a ∈ Conのとき、(Φ∗a)v = Φa = (Φ∗a)v′.

a ∈ Varのとき、(Φ∗a)v = va = v′a = (Φa)v′.

(b)rank a ≥ 1のとき a = λ(a1, · · · , anλ
) と表せる。

(1)λが不変子のとき

(Φ∗a)v = (Φ∗(λ(a1, · · · , anλ
)))v = λ((Φ∗a1)v, · · · , (Φ∗anλ

)v) = λ((Φ∗a1)v′, · · · , (Φ∗anλ
)v′)

= (Φ∗(λ(a1, · · · , anλ
)))v′ = (Φ∗a)v′.

二つ目と四つ目の等号は、Φと v,Φと v′ から定まる準写がそれぞれ不変子に関して準写であることから、

三つ目の等号は帰納法の仮定から成り立つ。

(2)λが可変子のとき

任意の x ∈ Var, w ∈Wϵ に対して (x/w)v′|Var = (x/w)vが成り立つ。実際、y ∈ Varとすると、

y = xのとき、((x/w)v′)y = w = ((x/w)v)y. y ̸= xのとき、((x/w)v′)y = v′y = vy = ((x/w)v)y.

λ = ∀x (x ∈ Var)とする。

(Φ∗a)v = (Φ(∀xa1))v = inf {(Φ∗a1)((x/w)v)| w ∈Wϵ} = inf {(Φ∗a1)((x/w)v′)| w ∈Wϵ}
= (Φ(∀xa1))v′ = (Φ∗a)v′.

三つ目の等号は、(x/w)v′|Var = (x/w)vと帰納法の仮定から成り立つ。

λ = ∃x (x ∈ Var)のときは、上の等式の infを supに置き換えれば成り立つ。

よって、F ⊆ F ′ ∩Aϕ.

逆は、A′ にとっての認識対象世界WとWへの定付値が、Aにとっての認識対象世界、定付値でもあるこ

とから、上と同じ議論により成り立つ。

�

定理 32 　

A, A′ を一階述語言語、A′ を Aの変数拡大、(Aϕ,F), (A′
ϕ,F ′)を文論対とする。(X,Y) ∈ PAϕ × PAϕ に

F ′ モデルが存在すれば、(X,Y)に F モデルが存在する。

[証明] 仮定より、ある f ′ ∈ F ′ が存在して f ′X = 1. 定理 31より f ′|Aϕ
∈ F .

f = f ′|Aϕ
とすると、X ⊆ Aϕ より fX = 1, f ∈ F . よって、fが Xの F モデルとなる。

�
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定理 33 　

A, A′ を一階述語言語、A′ を Aの変数拡大、(Aϕ,F), (A′
ϕ,F ′)を文論対とし、

4,4′ をそれぞれの恒真関係とする。このとき、4′ |A∗
ϕ×A∗

ϕ
⊆ 4.

[証明] α, β ⊆ Aϕ, α 4′ β とすると恒真関係の定義より、任意の f ′ ∈ F ′ に対して sup f ′α ≤ inf f ′β.

f ∈ F とする。定理 31より ∃f ′ s.t. f ′|Aϕ
= f. よって、sup f ′α ≤ inf f ′β. α, β ⊆ Aϕ より sup fα ≤ inf fβ.

f ∈ F は任意であったから、α 4 β. よって、4′
A∗

ϕ×A∗
ϕ
⊆ 4.

�

定理 34 　

A, A′ を一階述語言語、A′ を Aの変数拡大、(A,F), (A′,F ′)を文論対とする。Aの部分集合 Xが (A,F)

において無矛盾ならば、Xは (A′,F ′)においても無矛盾。

[証明] [X]Q′ = A′
ϕ とする。Q′ は偏束律に従うから、定理 22より [X]Q′ = {y ∈ A′

ϕ| ∃α ∈ P ′X, s.t. αQ′y}.
よって、任意の y ∈ Aϕ に対して ∃α ∈ P ′X s.t. αQ′y. Q′ = 4′ |A′∗

ϕ ×A′
ϕ
より α 4′ y. 定理 33 より α 4 y.

Q = 4 |A∗
ϕ×Aϕ

より、αQy. Qは偏束律に従うから、y ∈ [X]Q. y ∈ Aϕ は任意であったから、[X]Q = Aϕ. こ

れは矛盾。

�

4.4 一階述語論理におけるモデルの存在定理

定理 35 (一階述語論理におけるモデルの存在定理) 　

Aを関数記号・述語記号を高々可算個もつ一階述語言語、(Aϕ,F)を文論対とする。

Aϕ の任意の部分集合は、無矛盾であればモデルをもつ。

[証明] Aϕ の無矛盾な部分集合を Xとする。

Var′′ を可算集合とし、Var′ = Var ⨿ Var′′ とする。Aと共通の算法記号系・定数系をもち、変数系が Var′

であるような一階述語言語を A′ とする。

A′ は Aの変数拡大だから X ⊆ A′
ϕ. 定理 34により、Xは A′ においても無矛盾である。よって定理 30の

補題により、(X, ∅)は A′ において 4′ に関する切断である。

A′ は変数を可算個もち、A についての仮定からその関数記号・述語記号は高々可算。Var′ = Var ⨿ Var′′

で、Var′′ は可算であるから、A′ において Xに自由に現れない変数は可算個存在する。

よって、切断のモデルの存在定理より (X, ∅)に F ′ モデルが存在する。A′ は Aの変数拡大だから、定理 32

により (X, ∅)には F モデルが存在する。よって、ある f ∈ F が存在して fX=1. この fが Xのモデルである。

�
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