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著作権についての警告
本書の著作権は五味健作にあり，この権利は著作権法により守られます．本書は，通常の学術出

版物と同様にお扱い下さい．すなわち

� 本書の一部あるいは全部を著作権者に無断で複製することは，私的使用を目的とする場合に
限り許されます．

� 本書の内容を著作権者に無断で引用し利用することは，公正な慣行に合致し，研究・批評・
報道などの目的上正当な範囲内で行なう場合に限り許されます．

� 本書の内容を如何なる形にせよ引用する場合には，その旨を引用先に明示しなければなりま
せん．

本書で述べる理論・思想は，一部周知のものや明示した引用を除いて，著者の創造・独創です．こ
れをご尊重下さい．
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端書き

¢ 本書はWWW(=World Wide Web [2])を通じて未完成のまま公表したものであり，加筆・改
良のために頻繁に改訂する [3]．

本書を未完成のままWWWを通じて公表する理由 ¶ 科学としての心理学の根本問題は，言う
までもなく「心とは何か」というものである．そして，この問題を数理科学的に追究することが数
理心理学の目標である．しかし，こういう大きな目標へ向けての研究は簡単に完結するものではな
い．もちろん，目標を小さく区切って論ずることはできる．しかし，目標を細切れにし過ぎれば本
来の目標がよく理解されないから，区切るにしても限度がある．そして，適当に区切った目標にさ
え，短期間の研究で到達するのは難しい．当然，研究成果の公表までに長い年月が掛かり，色々な
支障をきたすことになる．支障を取り除くためには，研究成果を一部未完成のままで，たとえば書
くべき章や節を欠いたままで公表することができ，また，公表した部分にその後の研究で加筆・改
良あるいは修正したいところが出来た場合には，自由に改訂できるような公表形態が是非とも必要
になる [4]．WWW出版は，この要求に応えられる理想的な出版形態なのだ [5]．

本書の構成と読み方 ¶本書は未完成なのだから構成も暫定的だが，今のところ一番大きい段落
は章であり，そのうち標題と概要を決めてあるものだけ示せば次のようになる．

第 1章 序説：数理心理学では，どういう問題を，なぜ，どのように研究するのかを説明する．特
に，基本問題

、
　の
、
　幾
、
　つ
、
　かが論理学の問題として捉えられることと，それを解決するには自ら

の母語の研究が必要であることを説明する．

第 2章 国語観察と心論理学の設計構想：序説で提起した基本問題を解決するための論理学の設計
構想の言語的側面を具体的に説明する．

第 3章 論理代数学：論理学を一般的に論ずるために必要な代数学について説明する．

第 4章 代数論理学：前章の代数学が論理学にどう使えるかを説明する．

第 5章 単相格論理学：序説で提起した基本問題を解決するための論理学の建設を開始する．

第 6章 格論理学：前章の論理学を数理心理学により相応しい論理学へと拡張する．

第 7章 格言語と日本語：前二章で論じた格論理学が数理心理学にとって妥当であることを，日本
人の言語行動と関連させて説明する．

[2]World Wide Web はWeb, W3 とも略される．W3Consortium のサイト (http://www.w3.org/) 参照．
[3]最新版は著者のサイト (http://gomiken.in.coocan.jp/) から入手できる．
[4]現に，本書には時によって標題だけの章や節がある．
[5]改訂が容易なだけでなく，出版に掛かる時間や費用や労力の面でも，WWW 出版は紙上出版より遥かに優れている．
だから，特に学術論文は，WWW論文がいずれ主流になるだろう．それにつれ，従来の学術論文掲載誌は存在意義を失い，
WWW 論文の論評・情報誌としてしか存続して行けなくなるだろうし，それもWWW 上に移行するだろう．

http://gomiken.in.coocan.jp/
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1章と 2章では，概念の正確な定義なしに，曖昧な概念は曖昧なままで，数理心理学の基本的な
考え方を大づかみに説明する．その反対に 3章 – 6章では，厳密な数学的説明を主とし，その背景
説明は主に 7章で行なう．だから読者は，1章と 2章を読むときには細かいことに拘わらず，3章
– 6章を読むときには，逆に細部をおろそかにしないと共に，いつも 1章と 2章を振り返りながら
読み進んでほしい．必要に応じて 3章 – 6章を参照しながらまず 1章・2章・7章を精読するのも
いい方法かもしれない．そういう読み方のために，これらの章では参照箇所をかなり丁寧に示して
ある．
各章は幾つかの節に分け，節によってはさらに幾つかの項に分け，項によってはさらに幾つか
の条に分ける [6]．この端書きは特別な章であり，段に分ける．
数学的の節・項・条にはさらに，定義・定理・系・補題・例・注意・問題・課題と，定理・系・
補題（これらを定理等と総称する）の証明と，時に問題に添える略解などの段落を設ける．これら
の段落の中には他の段落を設けない．補題は定理の証明のための補助命題であり，系は直前の定理
か補題から比較的楽に導かれる命題である．定理・補題の系は大抵は一つしか設けないから，二つ
以上設けるときの二番目以降にだけ番号を付ける．その他の段落には必ず番号か記号を付ける．
文中の「以下」は，特にそうでない旨断らない限り，その「以下」以降その「以下」を含む最小

段落の終りまでの範囲を指す．たとえば，その「以下」がある節に属しその節内のどの小段落にも
属さない場合，その「以下」はその「以下」以降その節の終りまでの範囲を指す．その「以下」が
ある例内にある場合，その「以下」はその例より小さい段落には含まれないから，その「以下」は
その「以下」以降その例の終りまでの範囲を指す．
定理・系・補題・例・注意・問題の分類基準は厳密ではない．例・注意の中には，本来なら定理

等として命題と証明に分けて書くべきところを，諸般の事情で命題と証明を渾然と書くために例・
注意としたものがあり，それらの重要性は定理等に劣らない．ただし，例・注意内で証明に当たる
ものは略証とする．問題も実は，定理等として証明しなければならないものを経済的・教育的の配
慮から問題としたものが多く，単に練習のための問題は多くない．そこで大抵の問題においては，
問うのではなく断定し，時に添える略解は実質は略証である．だから読者は，問題をきちんと解き
ながら，つまり証明しながら，読み進まなければならない．しかし，数学科三年次位までの数学的
経験を積んだ人にとっては，大抵の問題は，本文を順に読んでいけば楽に解けるはずの（解けなけ
ればならない）ものである．これに対し課題としたのは，数学の問題とも限らず，興味をそそるに
しても緊急でないか高度な問題であり，私自身が答を知らないものもある．
数学的段落の幾つかでは，その段落の全体や一部で仮定する事柄を，段落の冒頭や中間に太字

で書く．そういう仮定は，その段落の指定した範囲の定義と定理等では必ず仮定するが，それら定
義・定理等の中には改めて書かない．だから，他の段落でそれら定義・定理等を使うときには，そ
ういう仮定があるかどうかに注意しなければならない．ただしそういう仮定は，その段落の例・注
意・問題・課題には必ずしも適用しない．適用するか否かは文脈で判断してほしい．
段落の標題に付けた記号「✓」は，それら段落を抜かして読んでも

、
　当
、
　面
、
　は
、
　論
、
　理
、
　的
、
　に
、
　は差し支えな

いことを示す．ただし，それらを抜かして読むと後の事を理解しにくいということはあり得る．ま
た，「✓」の付け忘れのため，「✓」の付かない段落にも抜かして読んでいいものはあり得る．
数学的命題文の切れ目に句読点でなく全角の感嘆符を使うことがある．それはその命題の成立す
ることへの私の驚き・意外感・神秘感などを表し，そういう感じを解消するという課題が残されて
いることを示唆している．
章・節・項・条・段の先頭には，画面で読む場合の検索の便のために，全角記号¢（セント），

＄（ドル），§（セクション），‡（二重ダガー），¶（パラグラフ）を付けてある．これらを画面検
[6]段落の大きさは，法令では章・節・款・条・項の順で，予算・決算では部・款・項・目・節の順だと言う．
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索すれば各段落の先頭に跳ぶことができる．各記号に対応する段落は次の通りである．

¢＝章 ＄＝節 §＝項 ‡＝条 ¶＝段

文字列「目次」を画面検索すれば目次へ跳ぶことができる．任意の文字列へ同様に跳ぶことができ
るから索引は設けない．
DVIOUT画面でHyper Jump機能が有効の時，ウェブページと同様にホットテキスト [7]を左

クリックすれば，そこへ跳ぶことができる．たとえばここを左クリックすれば端書きの最初に跳
ぶ．これが，本書を紙面でなく画面で読むよう推奨する所以である．

本書を読むのに必要な素養 ¶ 本書で使う数学的道具は，
、
　さ
、
　し
、
　あ
、
　た
、
　り
、
　は数理論理学 [8]が主である

が，それを代数学の一部として扱うので，おおむねは代数学である（研究の進展と共に何らかの幾何
学が必要になるだろう）．ただしこの代数学の主役は，

、
　局
、
　所
、
　的
、
　な算法を沢山持つ型付代数系と代数系

概念の究極とでも呼ぶべき界であり，3章をそれらの理論に当てる．代数学の通常の教程で重視さ
れる群・環・体などの代数系は，数理心理学とは何の関わりも持たない．しかし，少なくとも群に
ついてしっかり学んだ経験が無ければ，3章以降を理解するのは恐らく大変難しいだろう．この意
味で，最低限数学科三年次位の代数学の知識と代数学的思考訓練は必要になる．その基礎あるいは
関連として，たとえば基数・濃度や順序数やツォルンの補題や整列定理などの集合論の知識や，閉
包や閉集合などの位相空間論の知識も必要になる．また，数理論理学を代数学の一部として扱うと
言っても，数理論理学についての知識が皆無でも構わないのではない．完全性定理や不完全性定理
位までの，命題論理学や述語論理学の教養は必要になる．ただし，命題論理学や述語論理学を数理
心理学に使うのではない．
数学や論理学の他にも，もちろん色々な知識や経験が必要になる．特に言語についてのそれは欠

くことができない．ただしこれは，外国語や既成の言語理論の知識や学習経験を意味しない．そう
いうものではなくて，読者が自身の母語をどのように使っているかを内省して得た具体的な知識や
内省した経験が重要なのである．

集合に関わる用語・記法・規約 ¶ 集合 {0, 1}を記号 Tで表す．ただし記号 0, 1は，数の他に，各
種の順序集合の最小元と最大元を表すのにも使う．また，記号 N,O,Z,Q,R,Cで，それぞれ自然
数・順序数・整数・有理数・実数・複素数の全体を表す．ただし，「自然数」は正整数 1, 2, 3, . . .を指
すものとし，0は自然数には含めない [9]．さらに記号 Z0,Q0,R0,R+で，非負整数・非負有理数・
非負実数・正実数の全体を表す [10]．なおこれらの中で Oだけは領域（＝広義の集合）である．
集合の元の所属関係は ∈や 3で表す．ϵ（イプシロン），ε（イプシロン），e（イー），∃（存在す
る）などの似た記号に注意してほしい．集合の包含関係は⊆と⊇で表す．似た記号vやwと区別
してほしい．記号⊂と⊃は真部分集合を表すのだけに使う [11]．集合の交わり（積）と結び（和）
はそれぞれ ∩と ∪で表す．似た記号 u, tに注意してほしい．集合の直和はqで表す．ただし，直
和であることが明らかな場合は，qでなく ∪を使う．集合族 (An)n∈Z0 の和は

⋃
n≥0Anでも表し，

[7]DVIOUT の現在の初期設定ではホットテキストは空色の背景で表示される．
[8]数理論理学は記号論理学の中でも数学の一部として行なわれるものを指す．これが現代の論理学の主流である．数学
基礎論のための論理学を数理論理学と呼ぶ学派があるようなので注意を要する．

[9]数理科学の分野や人により，0を
、
　自
、
　然数に含める流儀と含めない流儀が混在しているので注意を要する．本書では，主

に物事の番号付けに 1, 2, 3, . . . を使うのであり，集合論や整数論でのように 0, 1, 2, 3, . . . を「存在」や「構造」として研究
対象にするのではない．こういう立場では，0 を自然数に含めない方が

、
　自
、
　然
、
　に思われる．

[10]R0 を R≥0 で表す等の記法もあるが，これは 5 章以降での使用法には不向きなので採用しない．
[11]数理科学の分野や人により，包含関係を ⊂と ⊃で表して真部分集合を ⊊と ⊋で表す流儀と，本書のように包含関係
を ⊆と ⊇で表して真部分集合を ⊂と ⊃で表す流儀が混在しているので注意を要する．前者の流儀を本書で採用しないの
は，包含関係を順序関係の一種として論ずる際に，真の大小関係を < と > で表す慣例と整合させるためである．
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集合族 (An)n∈Nの和は
⋃
n≥1Anでも表す．空集合は記号 ∅で表す [12]．似た記号ϕ, φ, Φ（いず

れもファイ）も使うので，特に添え字として使う場合に注意してほしい．集合 Aの濃度は#Aで
表し [13]，Aの巾集合は PAで表す [14]．PAは通常は包含関係 ⊆によって順序集合とみなす．n
個の元から成る集合を n元集合と呼ぶ．ただし，1元集合は単元集合とも呼ぶ．
集合に関わる記号・用語は，このように大体普通のものを使うが，重要な例外もある．例えば，

集合Aの有限部分集合の全体を P ′Aで表す．また，集合Aから集合 Bへの写像の全体はA→Bで
表す [15]．これに伴い，fがAから Bへの写像であることを f ∈ A→Bで表す [16]．なお，縦棒つき
の矢印で a 7→ bと書くのは，何らかの写像が aを bにうつすことを示す．順序対 (a, b)を a→ b

（または b← a）で表すこともあるが，これと写像の全体 A→Bとは，文脈と矢印前後の空白の大
小で区別してほしい．写像 f ∈ A→Bによる a ∈ Aの像は，主として faで表すが，場合によって
は af, af, faなどでも表す．f(a)のような無意味な括弧はできるだけ使わない．f ∈ A→Bの定義
域を Aの部分集合 Cに制限すなわち縮小して得られる C→Bの元は f|Cで表す．逆に，g ∈ C→B
に対して f|C = gなる f ∈ A→Bを gの Aへの拡大と呼ぶ．f ∈ A→Bが全単射であるとき，Bは
Aの fによる複製であるとか，f ∈ A→Bは複写であるとかとも言う．集合 Aから Aへの恒等写
像 (identity mapping)は idAで表す．Aが集合 Bの部分集合であるとき，Aから Bへの自然な単
射すなわち埋め込み写像（imbedding）も idA で表す．埋め込み写像と idA の始集合は共に Aで
あるが，終集合は Bと Aであるから，B 6= Aなら埋め込み写像と idAは厳密には異なる．それを
同じ記号で表すのは，終集合が異なる写像でもグラフが等しい写像は同一視するという立場をとっ
ているからである．
なお，集合 Aから集合 Bへの写像全体の集合 A→Bは

A→B = {f ∈ P(A× B) |各 x ∈ Aに対し (x, y) ∈ fなる y ∈ Bが唯一つある }

と定義されるが，この定義により次の二つのことが成り立つ [17]．

∅→B = {∅} A 6= ∅なら A→∅ = ∅ (空集合律)

また，任意の単元集合 {a}と集合 Aに対して，f ∈ {a}→Aを fa ∈ Aと同一視することにより

{a}→A = A

とみなすことがある．これを一乗便法と呼ぶ [18]．
短い右矢印⇒は代数系の算法記号に使う．これに対し長い矢印 =⇒ と ⇐= は「なら」の代わ

りに使い，「P =⇒ Q」と「Q ⇐= P」は共に「PならばQ」と読む．両方向の長い矢印 ⇐⇒ を
使った「P ⇐⇒ Q」は「P =⇒ Qかつ P ⇐= Q」を意味する．記号 ∧,∨, ∀,∃はそれぞれ「か
つ」「または」「全て」「存在する」の意味を示唆する算法記号に使う [19]．ただし ∃は，特に 5章

[12]ソフトバンク社刊「pLATEX2εfor Windows vol.1 Basic Kit」によれば，記号 ∅ を空集合を表すのに使うのは数学者
André Weilの提案による．Weilはこれをノルウェー文字から採ったというが，私はゼロ 0に斜線を引いたと解釈したい．
なお，ギリシア文字の ϕ で空集合を表すことがあるのは印刷上の都合という．
[13]これは，北米で # を自然数 n の前に付けて「第 n 番」の意を表すのに因む．
[14]中国伝来の「冪」「羃」に「巾」を代用するのは関孝和の発案という．
[15]BA が通常の記法だが，これでは (A→B)→C などは組み版が難しい．BA は 3.10 節で巾代数系を表すのに使う．
[16]通常は f : A→B で表すが，これではコロンや矢印の集合論的意味がはっきりしない．
[17]A = ∅ であれば，A× B = ∅ × B = ∅ 従って P(A× B) = {∅} となり，他方で x ∈ A なる x はない．従って第一の式
が成り立つ．A ̸= ∅ = B であれば，x ∈ A なる x はあって y ∈ B なる y がないから，第二の式が成り立つ．
[18]A→B を通常の記法 BA で表せば，ここに記した等式は B∅ = {∅}, ∅A = ∅ (A ̸= ∅), A{a} = A となるが，これらは，
非負数の巾についての b0 = 1, 0a = 0 (a > 0), a1 = a なる等式と並行している．
[19]記号 ∀ と ∃ はそれぞれ「all(独)」と「existieren(独)」の頭文字を上下と左右に反転したものである．
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以降では，「属す」の意味を示唆する関係を表すのにも使う [20]．読者は文脈によって読み分けてほ
しい．なお∧と∨については，似た記号Λ（ラムダ）と V（ヴィ）に注意して欲しい．∧,∨と組
みにして否定の意味を表すには，よく使われる ¬や ∼ではなく ♢を使う．これは ♢が ∧と ∨を
重ねた形であることによる．同様に，各種のブール束の算法記号は次表の組み合せで使う．

交わり（積） ∩ ∧ u ▲ ⋒
結び（和） ∪ ∨ t ▼ ⋓
補 ◦ ♢ 2 ♦ ⊚

特に，集合Aの部分集合 Bの補集合A−Bを B◦で表す．なお，交わり・結びをそれぞれ下限・上
限とも呼ぶ（例 3.13.2参照）．また 3章以降では，算法記号を算号とも呼ぶ．
集合 Aの部分集合 Bに対して，次にように定義される A→Tの元 1B を Bの定義関数と呼ぶ．

1B(x) =

1 · · · x ∈ Bのとき
0 · · · x ∈ A− Bのとき

逆に A→Tの元 fに対して，Aの部分集合 f−11を fの定義集合あるいは台と呼ぶ．Aの部分集合
Bに 1Bを対応させる写像は PAからA→Tへの全単射であり，A→Tの元 fに f−11を対応させる
写像はA→Tから PAへの全単射であり，これら二つの全単射は互いに他の逆写像である．そこで
これら全単射により，PAと A→Tをしばしば同一視する．
集合族 (Ai)i∈I の直積

∏
i∈IAi は∏
i∈I

Ai =
{
a ∈ I→⋃i∈IAi ∣∣ ai ∈ Ai (i ∈ I)}

と定義される（aiは写像 aによる iの像を表す）．従って空集合律により，I = ∅の場合の∏i∈IAi

は単元集合 {∅}に等しい．∏i∈IAiの元 aをその像の族 (ai)i∈Iと同一視することが多い（I = ∅の
場合はこれが ∅を表すとみなす）．特に，有限個の集合 A1, . . . , An の直積 A1 × · · · ×An は

A1 × · · · ×An =
{
a ∈ {i ∈ N | i ≤ n}→⋃ni=1Ai ∣∣ ai ∈ Ai (i ≤ n)}

と定義される (n ≥ 0)．A1 = · · · = An = Aの場合は，A1 × · · · ×AnをAnでも表す．すなわち，

An = {i ∈ N | i ≤ n}→A
特に A0 = {∅}である．Anの元を Aの元の n列と呼ぶ．ただし 0列 ∅は，空列と呼び εや空白で
表すことが多い．n 6= 0の場合の n列は通常はその像の組み (a1, . . . , an)で表すが，場合によって
は a1 · · ·anや a1, · · · , an でも表し（点々の高さの違いに注意），また特に a1 = · · · = an = aの
場合には，anでも表す．「Anの元 a1 · · ·anを記号 αで表した場合は，集合 {a1, . . . , an}も αで表
す」という便法（これを列便法と呼ぶ）を使うことがある．また，集合⋃n≥0An と⋃n≥1An を
それぞれ A∗と A+で表し，これらの元を Aの元の列と呼ぶ．A∗と A+を，列を「繋げる」とい
う算法に関して

、
　乗
、
　法
、
　的
、
　な半群とみなす（みなすことができる）．そうすると，空列は A∗の単位元

である．
なお以上は，集合に関わる概念の定義ではなく，あくまでも用語・記法・規約の説明に過ぎない．

これを定義とみなせば，不完全で循環的のものである．集合に関わる概念の網羅的・系統的の定義
については，たとえば 1.2.5項と 3.34節で紹介する「現代数学概説 I」を参照されたい．
[20]「属す」の意味を示唆する関係を表すには ∈ を角張らせた記号を使いたいが，それが LATEX2ε に無いからである．
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「文法」と「文法論」 ¶「文法」「文法論」という言葉は自然言語と形式言語の両方に使う [21]．
「文法」は本来，自然言語において語が連なって文となるときに従う形態的法則を指すだろう [22]．
そういう法則についての理論が自然言語の「文法論」である．しかし，こういう本来の用法を転じ
て，形式言語についても「文法」「文法論」という言葉を使うことが多い．つまり，「形式言語の文
法」は形式言語の代数構造を意味し，「形式言語の文法論」は，形式言語を構成するために代数構造
を定める作業を意味する．
したがって，同じ「文法」「文法論」という言葉を使っても，自然言語と形式言語とではその意

味がまったく異なる．自然言語は，文字通り自然にいつの間にか出来たもので，しかも大変複雑な
ものだから，よく観察してもそこにどういう形態的法則があるのかがなかなか分からない．そこに
自然言語の文法論の難しさがある．他方の形式言語は，代数構造を定めて作ったものだから，どう
いう形態的法則があるかはあらかじめ分かっていて，それについては何の難しさもない．しかし，
形式言語は何らかの目的のために設計して作るものであり，どう設計したら目的に適うかがなかな
か分からない．そこに形式言語の文法論の難しさがある．
国語の文法用語は学校文法 [23]のそれに従う．学校文法に異論があるにしても，共通語の役割は

果たせるからである．ただし，例外や気をつけるべきことが幾つかある．
まず，格助詞とは，体言と用言を結びつけるものだけを指す．体言と体言を結びつける「の」は

格助詞ではなく連体助詞と呼ぶ．たとえば「私の母」「田中家の客となる」での「の」は連体助詞と
する．しかし，「僕の読んだ本はこれだ」「雨の降る日には出掛けない」での「の」は格助詞とする．
また，体言と体言を結びつける「と」や「か」や「や」は，同じく連体助詞と呼ぶか，意味を

とって並立助詞と呼ぶ．たとえば，「兄と妹を連れて」での「と」や「雨か雪が降る」での「か」や
この文中の「や」は連体助詞である．しかし「花子と散歩する」での「と」は格助詞である．
また，「まで」は副助詞だけでなく格助詞の用法もあるものとする．たとえば「東京から京都ま

で行く」での「まで」は「から」と同様に格助詞とみなす [24]．しかし，「あの人までがそう言うの
か」の「まで」は副助詞である．
したがって，本書で格助詞と呼ぶのは，「が」「の」「に」「を」「へ」「で」「と」「より」「から」「ま

で」である．なお，以上で使った例のほとんどは岩波国語辞典から拝借した．

括り記号と強調 ¶ 丸括弧（　）をしばしば使うが，これは文章の流れを乱さないための工夫で
ある．文章は意味的に引き続く表現 A,B, . . .を続けて作る．しかし時に，意味的に Aに続くが B

には続きにくい表現 B ′ を書き加えたいことがある．この場合，B ′ を括弧に入れて A, (B ′), B, . . .

の順に書く．これの意味をとるには，A,B ′, A, B, . . .の順に読めばいい．ただし，B ′が長いときや
短くても煩わしいときは B ′を脚注とする [25]．また，B ′は通常は小さめの字で書くが，普通の大
きさの字で書くのは B ′ を重視している場合である．
角括弧［　］を使うのは，文章を節約するための工夫である．A,B, . . .と A,B ′, B, . . .が共に意

味的に引き続く表現から成る文章であるとき，これらを別個に書くのでなくまとめてA, [B ′], B, . . .

と書くことがある．これの意味をとるには，A,B, . . .と A,B ′, B, . . .の二通りに読めばいい．
中括弧｛　｝を使うのも文章を節約するための工夫である．A,B,C, . . .とA,B ′, C, . . .が共に意味

的に引き続く表現から成る文章であるとき，これらを別個に書くのでなくまとめてA, {B,B ′}, C, . . .

[21]「自然言語」は，日本語・中国語・英語などのように，特定の社会・集団の中で心の伝達のために自然発生して共有さ
れる記号の体系を指す．「形式言語」は，論理学のために作られる代数系の一種である．
[22]チョムスキー学派などは「文法」をさらに広い意味で使うが，それについては本文で触れる．
[23]国語教育の一環として小・中・高等学校などで教えられる文法を指す．
[24]「から」は格助詞だが「まで」は副助詞だとする文法論や辞典がある．
[25]脚注は章ごとに番号を改める．
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と書くことがある．これの意味をとるには，A,B,C, . . .と A,B ′, C, . . .の二通りに読めばいい．
鉤括弧「　」『　』は特定の言語表現を際立たせるために使う．主な用法は次の通りである．

1. その表現の意味が曖昧な場合．たとえば，「人間の心の働きも『生命の原理』に従っている」
と書くのは，「生命の原理」の意味が曖昧なことに注意を喚起して，「いわゆる生命の原理」と
いう感じを出すためである．

2. 言語表現を一まとまりに扱う場合．たとえば，1での「　」の用法．

3. 単にその表現を強調する場合．

ただし，1, 2, 3の違いはあまりはっきりしない．
中黒・は同種あるいは同格の概念を並列するときの境目を示す．ただし，同種あるいは同格の数

学記号を並列するときの境目を示すにはコンマを使う．
太文字や傍点は鉤括弧より強い強調のために使う．太文字は主にはっきりした概念や命題を強調

する．傍点は主に修飾語や述語を強調する．下線は太文字の中の概念を更に強調するのに使う．

記号用字体 ¶ 欧文の論文では記号をイタリック体で書く慣習がある．これはローマン体で書か
れる文章中で記号を際立たせるための工夫である．しかし和文の論文でこの慣習に従うのは馬鹿げ
ている．和文中では記号は，外国文字で書かれ，それだけで際立つからである．そこで本書では記
号は，イタリック体ではなくオイラー体で表す [26]．比較のためにオイラー体とローマン体とイタ
リック体の字体の一部を次に示す．

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ abcdefghijklmnopqrstuvwxyz (オイラー)

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ abcdefghijklmnopqrstuvwxyz (ローマン)

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ abcdefghijklmnopqrstuvwxyz (イタリック)

ただし，英単語の一部を記号として使う場合には，ローマン体を使うことがある．たとえば，Constant
（定数）の最初の三文字 Conで「定数全体の集合」を表したりする．また，たとえば「Aは Bであ
る」のように，文章表現を記号で表す場合にも，ローマン体を使うことがある．なお，オイラー体
はオイラーローマン体・スクリプト体・フラクトゥール体などに分かれ，次に示すスクリプト体が
特に優れている．

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ

ギリシア文字 ¶ 次に示すギリシア文字をしばしば使う．ただし，ローマ字と同形の大文字は示
さない．括弧内に日英での慣用の読み方を示す [27]．小文字で読み方が同じなのは異体字である．

　小文字：α（アルファ, alpha），β（ベータ, beta），γ（ガンマ, gamma），δ（デルタ, delta），
ϵ（イプシロン, epsilon），ε（イプシロン），ζ（ゼータ, zeta），η（イータ, eta），θ（シー
タ, theta），ϑ（シータ），ι（イオタ, iota），κ（カッパ, kappa），κ（カッパ），λ（ラムダ,

lambda），µ（ミュー, mu），ν（ニュー, nu），ξ（クシー・クサイ・グザイ, xi），o（オミク
ロン, omicron），π（パイ, pi），ϖ（パイ），ρ（ロー, rho），σ（シグマ, sigma），τ（タウ,

tau），υ（ウプシロン, upsilon），ϕ（ファイ, phi），φ（ファイ），χ（カイ, chi），ψ（プ
サイ, psi），ω（オメガ, omega）

[26]ソフトバンク社刊「pLATEX2εfor Windows vol.1 Basic Kit」によれば，オイラー体は数学者 Leonhard Euler に因
みアメリカ数学会の委託でデザインされたものである．
[27]その他の読み方についてはウィキペディアの「ギリシア文字」の項参照．筆順については諸説ある．
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　大文字： Γ（ガンマ），∆（デルタ），Θ（シータ），Λ（ラムダ），Ξ（クシー），Π（パイ），Σ
（シグマ），Υ（ウプシロン），Φ（ファイ），Ψ（プサイ），Ω（オメガ）

ドイツ文字 ¶ 次に示すドイツ文字（亀甲文字・ヒゲ文字・フラクトゥール (Fraktur)とも呼ぶ）
を使うことがある．括弧内に読み方を示す．筆記体についてはウェブ上に文献が色々ある．

　小文字： a（アー），b（ベー），c（ツェー），d（デー），e（エー），f（エフ），g（ゲー），h

（ハー），i（イー），j（ヨット），k（カー），l（エル），m（エム），n（エヌ），o（オー），p

（ぺー），q（クー），r（エール），s（エス），t（テー），u（ウー），v（ファウ），w（ベー），
x（イクス），y（ユプシロン），z（ツェット）

　大文字：A（アー），B（ベー），C（ツェー），D（デー），E（エー），F（エフ），G（ゲー），
H（ハー），I（イー），J（ヨット），K（カー），L（エル），M（エム），N（エヌ），O

（オー），P（ぺー），Q（クー），R（エール），S（エス），T（テー），U（ウー），V（ファ
ウ），W（ベー），X（イクス），Y（ユプシロン），Z（ツェット）

紛らわしい字記号 ¶ ローマ・ギリシア・ドイツの対応する文字同士は当然紛らわしいが，その
他に，次の縦棒｜で仕切った各組みの字記号も紛らわしいので注意してほしい．

　　 ♭（フラット），b（ビー），b（べー），v（ファウ），6（ろく）｜4（三角），∆（デルタ）｜∈
（属す），ϵ, ε（イプシロン）｜∅（空集合），ϕ,φ,Φ（ファイ）｜∧（かつ），Λ（ラムダ）｜入
（いる），λ（ラムダ）｜1（いち），I（アイ），l（エル），l（エル）｜0（ゼロ），O, o（オー），
©, ◦（丸）｜ρ（ロー），p（ピー），p（ペー），℘（ペー）｜9（きゅう），q（キュー），q（クー）
｜x（イクス），r（アール）｜5（ご），s（エス）｜∪（和集合），U（ユウ）｜υ（ウプシロン），
v（ヴィ），ν（ニュー），γ（ガンマ）｜∨（または），V（ヴィ）｜ϖ（パイ），ω（オメガ）
w（ダブリュー）｜×（掛ける），χ（カイ），X, x（エックス），κ（カッパ）｜3（さん），Z

（ツェット）｜♢（菱形），�（ダイアモンド）｜2（ボックス），口（くち），ロ（カタカナ）｜
♯（シャープ），♮（ナチュラル），＃, #（ナンバー・ハッシュ），井（い）｜−（半角マイナ
ス），－（全角マイナス），一（いち），ー（長音符）｜=（半角等号），＝（全角等号），二
（に），ニ（カタカナ）｜≡（合同），三（さん）｜+（半角プラス），＋（全角プラス），十
（じゅう）｜∃（ある・存在する），ヨ（カタカナ）
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第1章 序説

¢ 数理心理学は数理科学の一典型である．すなわち，まず現代の数学は「数量や図形や関数の
学」ではなく「集合論に立脚した合理論」である．これに対し数理科学は，経験論を交えた

現象観察 → 数理模型作り → 数学研究 → 現象理解の深化発展 (1.0.1)

という流れの総体である [1]．この流れに沿って数理心理学者は，まず人間の心の働きという現象
を観察し，次いでその観察結果から経験論によって数理模型を作り，さらにその模型について数学
という合理論を行なうことにより，もとの現実の心についての理解を深め発展させようとする．こ
の章では，こういう数理心理学の全体像を，概念の正確な定義なしに大づかみに説明する．

1.1 数理心理学が目指すもの
＄ たとえどんな困難が予見されようとも根源的な問に真正面から向き合うこと，それが学問の

第一歩であるべきだろう．そして，次の一二歩をどの地点に踏み出すかが研究の成否を分ける．こ
の節では，数理心理学の始めの数歩について考える．

1.1.1 問題のありか
§ 人間の脳の細胞構造がどんなに複雑なものであっても，また，そこで起きている化学現象が

どんなに複雑なものであっても，突き詰めれば，脳は神経単位（＝ニューロン）が作る回路網に過
ぎず，その回路網の上を単純な信号が行き来しているだけだと言う．しかし脳は，人の心の，思考
し感情や意志というものを生じそれを意識するという，複雑な働きを担っている．脳の神経回路網
上の単純な信号の行き来から，どうして複雑な心というものが生ずるのだろうか．この問題が色々
な分野の科学者の関心を集めている．

[1]「数理科学とは何か」については，第 1.2.5項で紹介する「現代数理科学事典」の序文も参考になる．そこでは「数理
模型」は「数学モデル」と呼ばれている．
数理科学の流れ (1.0.1) をケプラー (Johannes Kepler)・ニュートン (Isaac Newton) 等による惑星の公転の研究に即

して説明すれば，まず現象観察に当たるのは惑星の軌道の観測であり，これによりケプラーの三法則が得られた．次に数理
模型に当たるのは，ニュートンの引力の法則と運動方程式である．次に数学研究に当たるのは，これら法則と方程式から得
られる微分方程式の研究である（ニュートン自身は微分方程式ではなく初等幾何を使った）．最後に現象理解の深化発展に
当たるのは，この微分方程式の研究によって惑星の公転について予測したりケプラーの法則を証明したりすることである．
高等学校学習指導要領は「数学科の目標」の鍵となる「数学的活動」を次の三段階に分けて説明しているが，これは数

理科学の流れ (1.0.1) を敷衍したものと解釈することができる．
1. 身近な事象の数学化：ある身近な事象を取り上げてそれを数学化し，数学的課題を設定する．
2. 数学的考察・処理：設定した数学的課題を既習事項や公理・定義などを基にして数学的に考察・処理し，その過程
で見出した色々な数学的性質を論理的に系統化し，数学的知識（定理など）を構成する．

3. 数学的知識の意味付け・活用：数学的知識を構成する過程を振り返ったり，数学的知識の意味を身近な事象に戻っ
て考えたり，数学的知識を他の具体的な事象の考察に活用する．
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しかし，脳の構造と心の関係を問う以前に問うべきことがある．それは，心とはそもそも何かと
いう問である．脳は心を実現できる幾つもの機構

、
　の
、
　う
、
　ち
、
　の
、
　一
、
　つに過ぎないだろう（丁度，鳥の身体

が空に浮くための幾つもの機構のうちの一つに過ぎないように）．だから，脳の構造や仕組みに囚われず
に「心とは何か」「思考・感情・意志・意識とは何か」を問うことが先ず必要なのだ（丁度，ニュー
トンが地球上の物体に囚われずに「落下とは何か」を問うたように [2]）．しかも心についてのこういう
問は，喧伝されている素粒子や宇宙や生命といった物質世界についての問にも増して，根源的で問
う価値のあるものに思われる．私たち一人一人にとっては何よりも切実であるはずの「自分とは何
か」という問に答えるには，心について問うより外に道はないと思うからである．
それでは，心についての

、
　学
、
　問
、
　的探究の現状はどうか．物質世界の原理を探る学問のうちでは，物

理学が特に高度の発展を誇っている．その発展を支えてきたのは数理科学の方法 (1.0.1)である．そ
れ無くしては，物理学のこれ程の発展は無かったに違いない．翻って，心の世界の原理を探る学問
としての心理学に目を向けると，物理学との大きな落差に気づく．

、
　科
、
　学
、
　と
、
　し
、
　て
、
　の心理学は，物理学

ほどには発展していないように見えるし，物理学ほどには数理科学の方法と親密でなかったように
見える（これは心理学者だけの責任ではなく，物質科学を偏重してきた数理科学者の責任が大きい）[3]．そ
して多分，この二つのことは無関係ではない．心理学には，数理科学の方法を採り入れることで進
歩する余地が残されていると思う．と言うよりは，数理科学の方法でなければ解明できそうもない
問題があると言った方がいい．心とは何かというような形而上に関わるが故に困難な問題は，まさ
にその種の問題だと思う．形のない研究対象にさえも数理模型という「複雑過ぎない形」を与える
ことによって合理論の対象たらしめようというのが数理科学の方法の精神だからである．
本書ではこういう問題意識に基づいて，「数理科学の方法によって行なう心理学」すなわち数理
心理学の，新しい，そして

、
　私
、
　流
、
　の試みを説明しよう．本書の中では，単に「数理心理学」と言って

も，それは私流の新しい数理心理学を指す（これ以外の心理学には，数理科学的か否かによらず「従来
の」を冠する）．「数理心理学者」もしばしば私自身を指す．ただし，「私流の」を「風変わりな」と
か「特殊な」とかと受け取ってほしくはない．私は，

、
　従
、
　来
、
　の数理心理学にまったく関わらないなが

らも，あくまでも数理心理学のあるべき姿を追究する積もりだからである．そして，この新しい数
理心理学は広汎なものになると期待できるからである．
数理心理学で先ず何をしなければならないかは，心理学と物理学の比較をもう少し続けると見え
てくる．物理学では数理模型を微分方程式で記述することが多い．しかし微分方程式を使うなら，
その前に微分方程式論の場としての実数体 Rや n次元数空間 Rn の概念が必要だし，そういう場
を作るためには，デカルト [4]による座標の発見が必要だった．ところが心理学では，場が何であ
るかさえ分かっているとは言い難いのである．従って，デカルト座標に当たるものを見つけて場が
何であるかを確定すること，それが数理心理学の

、
　最
、
　初
、
　の課題となる．

つまり現段階では，数理心理学はデカルト以前と言ってもいい．しかし，17世紀前半のデカル
トの時代と違って現代では，数学や科学の知識が沢山蓄積されているし，実験手段も格段に進歩し
ている．研究の方向や方法を適切に選ぶなら，数理心理学が短期間に飛躍的に発展する可能性は
ある．事実私は，何がデカルト座標に当たるかは第 1.3.3項で説明し，何が数理心理学の場かは第
1.4.1項で説明する．さらにその場の上に立って第 5章以降では，数理科学の流れ (1.0.1)に沿って

[2]地球上の物体を落下させる力と同じ法則に従う力が太陽と惑星間にも働いて惑星は太陽に向かって落下し続けている
というのがニュートンの洞察の真髄であろう．

[3]物理学と心理学についての以上の現状認識は，第 1.2.5 項で紹介する「現代数理科学事典」に基づく．
[4]René Descartes．哲学者・物理学者・数学者．数学では座標幾何学（＝解析幾何学）の開祖．座標幾何学は，座標を
使って図形を方程式で表し，それをもとにした代数計算の結果を図形的に解釈することにより図形を研究する幾何学．こ
れも数理科学の流れ (1.0.1) に沿っている．つまり，現象観察に当たるのは図形観察であり，数理模型作りに当たるのはそ
の図形を方程式で表すことであり（それ以前に R,R2,R3 はそれぞれ直線・平面・空間の数理模型である），数学研究に当
たるのはその方程式の研究であり，現象理解の深化発展は，その数学研究の結果を図形的に解釈することに当たる．
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数理心理学に相応しい数理模型を一つ作り，それについての数学研究を行なう．私はそれを，数理
心理学の最初の飛躍的発展と自負している．

1.1.2 人間機械論と巨視・抽象
§ 私が目指す数理心理学の大まかな性格は，本書の副題の四つの言葉「思考機械」「論理」「言

語」「代数系」が示している．中でも第一に挙げるべきは「思考機械」という言葉である．電脳（＝
コンピュータ＝電子計算機）という機械の存在が数理心理学の出発点だからである．
電脳は人間の思考の一部を模擬するかに見える．そういう機械を目の当たりにすれば，人脳と電

脳はどう違うのかという疑問が当然のように湧いてくる．そして，感情や意志を捨象して [5]人脳
を思考機械とみなし，この機械がどんな機械なのかを問うという観点に思い至る．この観点に立つ
なら，思考機械・人脳を数学的に抽象して代数系 [6]の概念に行き当たり，この代数系の構造を追
究することにより論理の研究に導かれ，然るべき論理学を作るために言語 [7]の観察に向かう，と
いうその後の道筋は必然的に思える．この道を行くなら，数理心理学は思考だけでなく心全般につ
いての科学となり得るだろう．諸学への応用の道も切り開き得るだろう．これが，私の眼前にいま
開けている数理心理学の道筋の展望であり，図 1.1はこの道筋を図解したものである．

図 1.1: 数理心理学の道筋とその序説での説明箇所（実際はこのように一本道ではない）

思考機械 第 1.3節−−−−−→ 代数系 第 1.4節−−−−−→ 論理 第 1.5節−−−−−→ 言語 第 1.6節−−−−−→ 心全般 − · · ·→ 応用

そういう次第で数理心理学者は，思考に焦点を合わせて人脳を思考機械とみなす．当面はさら
に，人間から脳以外のものを捨象して「人間＝思考機械」とも考える．数理心理学者はこういう意
味での人間機械論の観点に立つ（実は第 1.4.1項で説明するように，より広汎な機械論の観点に立つ）．
ただし数理心理学者は，ニューロンのような小さくて具体的なものを機械的単位とみなすのでは

ない．数理心理学者は「脳の神経回路網はどういう具合に出来ていて，そこを信号がどういう具合
に伝わって行き，その結果どうなるのか」の類のことを問題にしない．まして神経回路網の数理模
型を研究するのではない．数理心理学者は，人間の心の働きを観察することによって脳内に存在す
ると推定される，ニューロンより

、
　も
、
　っ
、
　と
、
　大
、
　き
、
　な
、
　ま
、
　と
、
　ま
、
　り
、
　を機械的単位と考える．そういう単位の実

態が具体的にどういうものかは，まだ分かっていないし，今後もそう簡単に分かるとは思えない．
しかし

、
　実
、
　態
、
　が
、
　具
、
　体
、
　的
、
　に
、
　分
、
　か
、
　ら
、
　な
、
　く
、
　と
、
　も，そういう単位を使って考えて数学的研究の場を見出そうと

する．こういう意味で，数理心理学の方法は巨視的かつ抽象的である．
こういう研究方法の一番いい例は，メンデル [8] による遺伝の研究である [9]．現在では，遺伝子
は細胞内に DNA（＝デオキシリボ核酸）の一部として実際に存在することが分かっている．しか

[5]ここで捨象した感情・意志は第 1.6 節で拾い戻して考察する．
[6]「代数系」は第 1.2.1 項で大まかに定義し第 3.1 節で正確に定義する．
[7]この「言語」は「自然言語」を指す．ただし「自然言語とは何か」は，「生命とは何か」と同程度の難問で，いま明確に
答えることはできない．便宜的に説明するなら，日本語・中国語・英語などのような「特定の社会・集団の中で心伝達（＝
コミュニケイション）のために自然発生して共有される記号の体系」が自然言語である．普通は単に「言語」と呼ぶが，人
工言語に対置したい時などに「自然言語」と呼ぶ．自然言語も人工言語も人間が作ったものだし人間も自然の一部なのだか
ら，「自然」「人工」と区別するのは実はおかしいが，それはさて措く．

[8]Gregor J. Mendel．カトリック聖職者・学者．その遺伝の研究は 1865 年に発表された．
[9]この章冒頭の脚注 [1]で数理科学の例として触れたケプラー・ニュートン等による惑星の公転の研究も巨視的・抽象的
である．なぜならこの研究では，惑星の内部構造や体積や自転を捨象し，惑星を質点とみなす．もっともそれは，惑星が肉
眼では一点として観測されることによる怪我の功名であろうから，そう目覚ましい巨視・抽象ではない．
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し，そのことが分かる遥か以前にメンデルは，エンドウの巨視的な形質の遺伝現象を観察した結
果，それら形質の発現を司る遺伝子なる機械的単位が存在すると推定し（メンデル自身は「遺伝子」
ではなく「要素」と呼んだが），その単位の実態が具体的に分からなくとも，その単位を使って考え
て数学的研究の場を見出し，その場の上での確率計算によって遺伝現象を説明することができたの
である [10]．そして「遺伝子」は，その実態が具体的に分かった現在でも，遺伝や形質発現という
現象の説明概念として重要性を失っていない．数理心理学はこの「遺伝子」に相当する巨視的・抽
象的な「心の説明概念」を発見しようとしているのだ，と言うこともできる．
なお人間機械論は，数理心理学の出発点であるばかりでなく，その道程において道を間違えない

ように私たちを導いてくれる磁針にもなる．数理心理学を行なう際には，当然のことであるが，人
間の心の働きを人間が観察して心を働かせることになる．観察者と観察対象は同種の心をもった存
在なのだ．そこでつい，観察者自身の心の働きと観察対象の心の働きを区別せずごちゃ混ぜにして
考えやすくなり，そのことから色々な考え違いが起きる．人間機械論という観点に立てば，「観察対
象は機械であって観察対象の心の働きとは機械の働きのことなのだ」とはっきり意識するようにな
るから，そういう考え違いが起きにくくなるのである（そのことの例が第 1.4.3項にある）．

1.1.3 思考機械と意識
§ 数理心理学は人間を思考機械とみなすという観点に立つ．その結果，数理心理学の出発点で

は，「意識」というものは取り敢えず重要視されない．「意識とは何か」「機械は如何にして意識を持
ち得るか」という問がいずれ考えなければならない根源的な問だということは確かである．しかし
思考機械なら，別に意識を持たなくても思考することは可能だろう．実際，現在の電脳は，人間の
ような意識を持つとは思われないが，思考に類することを行なうことができる．人脳もまた電脳と
同じように，無意識的な思考，と言うよりは計算をしているに違いない．むしろ，そういう意識下
の思考・計算は，意識に上る思考よりも遥かに膨大なものだろう．そういう思考・計算にも目を向
けなければならないと考えられる．
なぜそう考えられるのか．一つの根拠は神経心理学者による次のような指摘である．人が読み書

きしたり意識的に考える時には，一つの語を思いつくと，たとえそれを声に出さずともその語の発
声のための筋緊張が起きて，その筋緊張の情報が大脳皮質に送り返され，それでその語のはっきり
した「心像」が出来上がるのだと言う．これは意識と言葉と思考の間の関係についての興味深い指
摘である（ただしこの指摘は，曖昧なところも多いし，循環論法の気味もあるし，根拠も不明である）．も
しも意識の正体がそういうものなら，思考の内容は，有声無声の言葉として現れて始めて意識され
ることになるだろう．しかしたとえ無声でも，その言葉を発するための精妙な筋緊張の指令を出す
ためには，意識下での綿密な計算が前もって行なわれているはずなのだ．これが，意識下の思考・
計算が膨大なものだろうという考えの根拠の一つである．

[10]たとえばエンドウについて，種子を丸くする遺伝子を A で表し，種子に皺を作る遺伝子を a で表し，子葉を黄色にす
る遺伝子を Bで表し，子葉を緑色にする遺伝子を bで表し，集合 αと βを α = {A, a}, β = {B, b}と定める．そして種子
の形と子葉の色以外の面を捨象すれば，エンドウは，α の二元 x1, x2 と β の二元 y1, y2 から成る列 x1x2y1y2 と抽象さ
れる．たとえば AaBb というエンドウは，A が a に対して優性で B が b に対して優性なので，種子は丸く子葉は黄色と
なる．こういう優生原理によりまた，種子に皺があって子葉が緑色のエンドウは aabb に限る．親エンドウ x1x2y1y2 か
ら出来る雌蕊の卵細胞と雄蕊の花粉は，xiyj (i, j ∈ {1, 2})のどれかとなる．そして，卵細胞 xyと花粉 x ′y ′ から出来る子
エンドウは xx ′yy ′ となる．こういう生殖原理と先の優生原理により，どういう親からどういう子が出来るかの確率を計算
することができる．そしてその計算結果は実験結果と一致したのである．
メンデルのこの研究を数理科学の流れ (1.0.1)に沿って説明すれば，現象に当たるのはエンドウの遺伝であり，数理模型

に当たるのは，x1x2y1y2 のような記号列の全体に生殖原理に従う演算規則と優性原理に従う意味付けを与えて出来る系で
あり，数学に当たるのは確率論であり，現象理解に当たるのは，どういう形質のエンドウを掛け合わせればどういう形質の
エンドウがどういう割合で出来るかの予測である．
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課題 1.1.1 意識というものが発声筋の緊張と関係しているのなら，生まれつきの聾唖者の意識と
はどんなものなのだろうか．

「意識とは何か」を問うのを先送りしたいのは，これ以外には意識についてさしたる疑問が見当
たらないからでもある．意識についての疑問が色々あり，意識とは何かを適切に定義できたり説明
できたらそういう疑問が解消され豊かな実りが期待できるのなら，是非ともすぐに定義・説明しな
ければならない．しかし，今がそういう状況だとは思われない．
こういうわけで，本書では「意識とは何か」は問わない．しかし，将来他所でこれを問う場合に

備えて，その構想の一部をここに記しておこう．
まず，「意識」という言葉の多義性に注意しなければならない．実際この言葉は，少なくとも，「覚

醒度」「自己の思考内容の認知」「自己存在感」という三つの意味を持つ．このうちの「覚醒度」は，
単に生体の「活性度の高低」であろう．ただし活性度の高低は，当然，自己の思考内容を認知する
能力や自己存在感の強弱に関係し，その故にこそ「覚醒度」として現れるのであろう．次に「自己
の思考内容の認知」の意味の「意識」は，単に「出力の再帰的入力」であろう．従ってこの二つの
意味の「意識」は，電子計算機にも既に存在するし，改めての研究意欲をあまりそそらない．ただ
し人間の場合，「出力の再帰的入力」には前述の「発生筋の緊張」が，従って言語が関わる．また，
ゲーデル (Kurt Gödel)の不完全性定理の証明において論理式等にゲーデル数を対応させるが，こ
の対応は「出力の再帰的入力」の一種ともみなせるから，不完全性定理は思考機械の意識について
の定理ともみなせる [11]．従って，「出力の再帰的入力」の意味での「意識」に関しては，神経学・
言語学・論理学 [12]の見地からなら研究の余地はあろう．
というわけで，三番目の「自己存在感」が，最も興味を引く「意識」である．実際，「自分が存在

している」というこの感じは実に不思議なもので，これの正体を知りたいという思いは，万人の共
有するものであろう．
意外にも，「自己存在感」としての「意識」を数学的に研究するための場が何かという問題は，以

下に記すような次第で，さほど困難とは思われない．これは，第 1.1.1項で掲げた「数理心理学の
場は何か」という課題が困難であるのと対照的である．このことは，裏を返せば，「自己存在感と
は何か」という問題は，やはり数理心理学の問題だとしても，本書とは異なる観点から研究すべき
ものだということを示唆する．そして，その観点と本書の観点をどう結びつけるかが困難であろう
ことを暗示する．あるいはまた，「自己存在感」としての「意識」は，不思議なものではあっても，
数理心理学の主要問題とはすべきでないことを暗示するのかもしれない．
さて，「自己存在感という意味の意識」（これを以下，単に「意識」と呼ぶ）は，外界からの刺激

の受容と記憶から生ずると考えられる [13]．ただし，自己の身体も外界の一部である．そういう外
界からの時刻 tにおける受容刺激 f(t)は，受容器の個数が nであれば，n次元のベクトル値関数
とみなすことができる．人間の場合でも他の生物の場合でも一般に nは非常に大きい．しかし説
明の都合上，極端に単純な世界に住む極端に単純な生物を想像し，n = 1と仮定する．そうする
と，受容刺激 f(t)は実数値関数である．そして，この刺激が記憶されるということは，各時刻 tに
f(t)を受容したときに，少なくとも単位時間 [14]前の時刻 t − 1の受容刺激 f(t − 1)がまだ体内に

[11]ゲーデルの不完全性定理の一般化についての第 4.10 節参照．
[12]「論理学」は本書では「数理論理学」を指す．端書きの脚注 [8] 参照．
[13]これと似通ったことを色々な分野の科学者が言っている．たとえば，「以前の自己を記憶し，それを統合することによっ
て自己を意識できる（本間三郎）」「記憶が存在するからわれわれの意識がある（John Eccles）」「われわれが自分自身を
意識しているのは，以前の自己の状態を記憶し，それをつぎ合わせて前後の整合性を感じていることによる（塚原仲晃）」．
しかしこれらは，数学的定式化を欠くから，断片的な感想の域を出ない．
[14]ニューロンが一度発火すると，次の発火までに「不応期」がある．従って，刺激 f(t) は t について連続的に受容され
るのではなく，不応期おきに離散的に受容されると考えなければならない．そこで，不応期の長さを時間の単位とする．



第 1章 序説 6

保持されていることを意味する．そこでさらに，後退差分 g(t) = f(t) − f(t− 1) =
f(t− 1) − f(t)

−1
の値が体内で計算されると仮定する（そういう計算をする神経系を設計することは容易だ）．この差分
g(t)が「一次元の意識」の正体であるというのが私の仮説である [15]．
こういう意識 g(t)を研究するには，f(t)が任意の t ≥ 0に対して存在すると考え，後退差分 g(t)

を微分 f ′(t)で近似すればいい [16]．そうすると，一次元の意識 g(t)は受容刺激 f(t)を原始関数と
する関数である（逆に，受容刺激 f(t)は意識 g(t)の積分 ∫t

0
g(x)dxである）．従って，原始関数を持つ

関数の理論の中に既に，一次元の意識の理論があることになる．実際たとえば，そういう関数につ
いては連続関数についてと同様の中間値の定理（「ダルブーの中間値の定理」と呼ばれる）が成り立つ
が，これは，一次元の意識には途切れがないことを示すものと解釈することができる．
高次元の意識については，上記のことを一般化して考えればいい．ただしこういう意識の理論

は，「意識の振る舞い」についての知見を与えてはくれるであろうが，「意識とは何か」という問に
、
　真、

　正
、
　面
、
　か
、
　ら答えるものではないかもしれない．ニュートン力学は，運動方程式「力＝質量×加速度」

によって「力の振る舞い（力の働いた結果）」についての知見を与えてはくれるが，「力とは何か」
という問には答えてくれない．それと同様の事情が「意識」についてもあるように思われる．

1.2 他の研究分野との関連
＄ 人間の行動は心の働きによるものだから，人間の行動についての学問はすべて心理学に関連

する．また，人間は生物の一種なのだから，人間の心の働きも「生命の原理」に従うだろう．だか
ら，進化論も深いところで心理学に関わる．また，生命はこの宇宙における物質存在の一形態なの
だから，物質や宇宙の根源を探る学問も心理学と無関係ではない [17]．こう考えると，数理心理学
とまったく無関係な学問というものは余りないように思われる．しかし，数理心理学はまだ若い学
問であり，心の働き方を問う以前の，心の構造を問う段階にある．こういう段階では，数理心理学
が直接に関わり合う研究分野はそう多くない．この節では，そういう分野を概観し，そういう分野
と対比したり，そういう分野になぞらえたりしながら，数理心理学の始めの数歩についてもう少し
説明しよう．

1.2.1 なぜ代数学か
§数理心理学は人間を思考機械とみなすという観点に立つ．そして本書の副題には，「思考機械」
に続いて「論理」「言語」「代数系」という三つの言葉がある．このことが示す通り，数理心理学は
論理学・言語学・代数学と深く関わる（図 1.1参照）．
数理心理学が論理学・言語学と関わることは，読者の多くが，詳細を知らずとも当然と感ずるだ

ろう．しかし代数学と関わることは，反対に奇異と感ずる読者が多いのではないだろうか．私自身
にとっても，「心」について漠然と考え始めた頃には，代数学が関わってくるとは思いも寄らないこ
とだった．数学を代数学・幾何学・解析学に大別するが，およそ代数学ほど「心」から遠く感ぜら
れるものはなかった．しかしそれは，私が代数学の伝統に知らず縛られていたからなのだ．

[15]g(t)は場合によっては負の値を持つので，「負の意識とは何か」という疑問を持つ人がいるかもしれない．しかしそれは，
n = 1 という特殊性に惑わされての疑問である．n が一般の場合には，意識 g(t) もベクトルであって向きを持つ．n = 1

の場合の g(t) の正負の違いも，向きの違いに過ぎない．
[16]刺激が離散的にしか受容されなくとも，刺激そのものは連続的に存在する．また，不応期は短い．従って，こういう近
似の精度は高いと考えられる．
[17]生命のもととなるアミノ酸は宇宙空間で生成されて地球に飛来したという説がある．
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代数学は
、
　数
、
　の
、
　代
、
　わ
、
　りに文字を使って方程式を立てるという技法の発明から始まり，「代数学」の名

もそのこと由来する．しかしより重要なことは，方程式の解の概念が数の概念の拡張を促したこと
である．最も原始的な数の概念は自然数 1, 2, 3, . . .だが，それは x+1 = 1や x+2 = 1のような方程
式にも解を持たせるために整数 0,±1,±2, . . .の概念に拡張され，それはさらに 2x = 3のような方
程式にも解を持たせるために有理数（＝分数）の概念に拡張され，それはさらに x2 = 2のような方
程式にも解を持たせるために実数（有理数と無理数）の概念に拡張され，それはさらに x2 + 1 = 0

のような方程式にも解を持たせるために複素数の概念に拡張された．さらに，x+2y = 3, x+y = 1

のような連立一次方程式の解法の研究から生まれた行列の概念も，数の概念の拡張とみなすことが
できる．こういう「拡張された数」の集合（複素数の集合や行列の集合等）に共通する特徴は，そ
の中で加算や乗算等の全域的または局所的な算法が可能なことだが，数学の発展につれて，算法の
概念が変換の概念に包摂され [18]，拡張された数の集合に限らぬ色々な集合上の色々な変換が重要
な役割を演ずることが気づかれて，一般の集合 Aとその上の変換の族 Rの組み (A,R)としての代
数系の概念が発明された（旨いことに，「代数系」は「数に代わるものの系」と読むことができる）．こう
いう経緯で，現代の代数学は「方程式の学」を超越した「代数系の学」である．
しかし数学界では伝統的に，方程式の学で主役を演ずる群・環・体が代数系の中で最も基本的な

ものとされ，環の一種に過ぎない「多元環」に「代数 (algebra)」と僭称させることさえある [19]．
こういう伝統に縛られていれば，代数学を「心」から遠い存在と感じても不思議はない．
いま考えれば，数理心理学に代数学が関わってきたのはむしろ必然的に思える．数理心理学に論

理学や言語学が関わるのが当然なら，それに代数学が関わるのもまた当然なのだ．その理由は，「思
考機械」「言語」「論理」に応じて少なくとも三つある．
第一に，思考の対象世界も機械も数学的には代数系と抽象されるからである．しかも実は，思考

の対象世界をどういう代数系と捉えるかが数理心理学の核心なのだ [20]

第二に，自然言語は代数系と密接に関連するからである．実際，伝統的文法学者が自然言語の文
法を書き上げる作業は，普遍型付代数系を構成する作業に他ならない [21]．ただし，文法学者はそ
うとは気づいていないであろうし，その普遍型付代数系は自然言語そのものではない．
第三に，論理学は代数学に包摂されるべきだからである [22]．流布している論理学の教科書には，

論理学を代数学の中で論ずるものはあまり見かけない．そしてこれには，現代論理学の成立事情の
絡むもっともな理由もある．現代論理学は，主に数学者が数学基礎論のために発展させたものだ．
特に公理的集合論を記述するためには，一階述語言語を集合概念なしに構成しなければならない．
だから，そこに代数学を使うわけにはいかない．そこで数学者は，代数学を使わずに論理学の教科
書を書く．そして数学者以外の著者は，やむを得ずだろうが，数学者に追従する．しかし，科学や
工学のために論理学を使うのに，公理的集合論から始める必要は更々ない（ただし，公理的集合論の
教養は科学や工学にも必要だ）．だから，代数学を論理学に使うのをためらう理由は余りない．しか
も代数学を使えば，論理学を一般的・抽象的かつ明瞭に説明することが可能になる（ただし，これ
を明瞭と感ずるためには，代数系に慣れている必要がある）．
実は，代数学に論理学を包摂させるためには，変換と代数系の概念をさらに拡張しなければなら

[18]集合 A の有限個の直積の部分集合から A への写像 ρ を A の上の変換と呼ぶ（これをも第 1.3.3 項以降では算法と呼
ぶ）．また，A の元 x1, . . . , xn, y が ρ(x1, . . . , xn) = y をみたすとき，ρ は列 x1, . . . , xn を y に変換すると言う．
[19]第 1.2.5 項と第 3.34 節で参考文献として挙げる「現代数学概説 I」のあとがきに「多元環は英語で algebra と呼ばれ
ることもあるほどで，その理論は代数学の重要な分科として発展してきた」とある．
[20]機械が代数系と抽象される次第は第 1.3 節で説明する．数理心理学者が思考の対象世界をどういう代数系と捉えるか
については，第 2 章で概略を説明した後，第 5 章・第 6 章の格論理学における「世界論」として詳述する．なお，述語論
理学者が思考の対象世界をどういう代数系と捉えるかを第 1.4.1 項で説明する．
[21]このことは第 1.5.3.1 条と第 3.6.1 項で敷衍する．「普遍型付代数系」は第 3.5 節で定義する．
[22]この理由の一つを第 1.2.3 項で説明する．また，論理学が代数学に如何に包摂されるべきかが第 4 章の主題である．
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ない．すなわち，任意の集合 Aに対して，まず Aの元の有限列の全体 A∗ =
⋃∞
n=0A

n と Aの間
の任意の関係 Rを A上の広義の変換と考え，Rが Aの元の列 x1, . . . , xn を Aの元 yに変換する
とは A∗ の元 x1 · · · xn が x1 · · · xn Ryをみたすことと考える．そして対 (A,R)を広義の代数系と
考える．ただしこういう対は，「代数」を付けて呼ぶのはもはや不適当なので界と呼ぶ [23]．
さて，上記三つの理由により，代数学は数理心理学にとって不可欠の存在である．音楽にたとえ

れば，代数学は数理心理学の指揮者であり通奏低音である．
それでは代数学以外の数学はどうか．第 1.1.3項で触れたような「自己存在感としての意識」の

研究は解析学的・幾何学的なものとなるだろう．しかし数理心理学者はそういう研究を不急のもの
として先送りした．また，心理を機械論によって探るにしても，社会心理の変動を研究するのな
ら，一人一人の内面の詳細は捨象して人間を単純な入出力機械とみなし，ニューロン間の信号伝達
を研究する時を真似て回路網模型を使ったりするのが有効だろう．そういう研究も解析学的・幾何
学的なものとなるのかもしれない．しかし数理心理学者は，そういう研究にも食欲をそそられな
い．数理心理学者は，第 1.1.1項で「自分とは何か」という問を掲げたことが示すように，一人一
人の内面の詳細をこそ研究したいからである．
こういう次第で，解析学や幾何学が数理心理学で重きをなす可能性は小さいように思われる．た

とえば何らかの微分方程式で人の心を説明するというような考えは，私にはどうしても出て来な
い．そもそも，第 1.1.1項で指摘したように場が何であるかを確定することが数理心理学の最初の
課題であるが，代数学的な概念以外に場と考えられるものは未だ出て来ない．

1.2.2 なぜ言語学か
§「精神のあらゆる手段は言語の中にある．言語について省察しなかった者は，全然何も省察し
なかったも同じことだ」という辛辣な警句を残した人がいる [24]．「言葉は心の現れだ」とも言われ
る．こういう言説に数理心理学者は深く同意する．言語が精神の貴重な手段であると共に心の顕著
な現れであることは疑いない．ただし数理心理学者は，人間を思考機械とみなすから，「自然言語
という体系の構造に思考機械・人間の構造が現れている」というように考える．もう少し詳しく
言うなら，自然言語の意味構造（もの事 [25]の有様を表現する言葉の使われ方の法則）と論理構造
（思考の筋道を表現する言葉の使われ方の法則）が思考機械・人間の構造をかなりの程度に反映し
ていると考える [26]．だから，思考機械・人間の構造を探ろうという数理心理学者は，自然言語を
観察してそれをどうにか解釈しなければならない．端的に言うとこれが，数理心理学に言語学が関
わる理由である．
第 1.1.2項で数理心理学の目標をメンデル遺伝学にたとえて説明したが，そのたとえを続けるな

ら，数理心理学者が探ろうとする思考機械・人間の構造はエンドウの遺伝子型 [27]に相当し，その
探りのために数理心理学者が観察する自然言語は，エンドウの表現型に相当する．エンドウの表
現型が遺伝子型と環境の影響によって決まるように，自然言語は思考機械・人間の構造と環境（歴
史・文化などの社会環境）の影響によって決まる．数理心理学者がエンドウの表現型を観察するの
[23]以上が変換と代数系の概念の拡張であることについては例 3.24.1 参照．この拡張は真の拡張である．たとえば自然数
の組み x, y のその共通因数 z への変換は，z がただ一つとは限らないから，狭義の変換ではなく広義の変換である．
[24]フランスの哲学者アラン (Alain= Emile Chartier) と思われるが，出典は不明である．
[25]「ものごと」は漢字では普通は「物事」と書くが，「もの」で「物」と「者」の両方を表す都合で「もの事」と書く．
[26]「言葉の使われ方の法則」がいわゆる文法である．従って，意味構造も論理構造も文法の一部である．なお自然言語の
中には，もの事の有様と思考の筋道を表現する言葉の他に，話者の陳述態度・感情・意志など色々な種類のものを表現する
言葉がある．
[27]遺伝子型は生物個体の持つ遺伝子の型を指す．これに対し後出の表現型は，個体の形質の型を表す．第 1.1.2項の脚注
[10] に即して説明すれば，AaBb とか aabb とかは遺伝子型であり，種子が丸く子葉が黄色いとか種子に皺があって子葉
が緑色とかは表現型である．



第 1章 序説 9

は，その観察結果から環境の影響を捨象することによってエンドウの遺伝子型を浮かび上がらせる
ためなのである．
さて，数理心理学者は自然言語に思考機械・人間の構造が現れていると考える．しかし，思考機

械・人間の構造や状態は，言葉にだけでなく，人間の行動全体に現れているはずではないか．発話
行動 [28]だけに限ってみても，音声の波形や大小や高低・話し方の速さ・話すときの表情や身振り
手振りなどのすべてが心の現れのはずだ．ところが数理心理学者は当面，音声の波形や大小や高
低・話し方の速さ等には注意を払わない．注意を向けるのは言葉に対してだけである．それでは，
なぜ言葉だけに注意を向けるのか．数理心理学者の答ははっきりしている．数理心理学者はまず，
思考機械・人間を代数系として抽象する．そしてこの代数系の構造を問う．人間の心は確かに人間
の行動全体に現れる．しかしこの代数系の構造に限れば，人間の行動の中の代数的構造を持つ部分
に現れているはずではないか．そして人間の行動の中の代数的構造と言えば，言語行動から音声の
大小・高低等を捨象したものの中に，つまり言葉の中にしか見当たらない．だから数理心理学者は
当面，人間の言語行動の中でも，言葉にしか注意を向けないのである．
ところで，人間機械論という観点に立つ時に直ちに起きる疑問がある．それは，「機械が機械を使

うとは如何なることか」というものである [29]．人間は機械や道具を沢山使って生活している．そ
してそのことを別に不思議とも思っていない．しかし，人間をも機械とみなすなら，機械が機械や
道具を使うという現象が起きていることを認めることになるのであり，これがいったい如何なる現
象なのかを問わずにはいられない．ただし数理心理学では，人間を思考機械とみなすのだから，人
間が思考のために使う機械や道具が問題になる．そういう道具として直ぐに思い当たるのも，また
言語である．ただし，ここでの「言語」は自然言語に限らない．たとえば，数学の定理の証明を記
述するときには，私たちは関数記号や一階述語言語文もどきを自然言語に混ぜて使う．そういう人
工言語も含めて，言語は人間が思考のために使う道具である（この項冒頭のアランの警句参照）．
だから言語は，思考の現れとしてだけでなく思考の道具としても，思考機械・人間の構造をなにが
しか反映しているはずである [30]．
他方で，人間の使う道具がすべて人間の構造を良く反映しているわけではない．このことが，数

理心理学に重大な問題を提起している．自然言語の中には，思考機械・人間の構造をあまり良く反
映しない道具も混じってはいないだろうか．もし混じっていれば，自然言語を丸ごと研究しては，
必ずしも思考機械・人間の構造を研究することには成らず，場合によっては，単に人間が使う道具
の構造を研究することになる．現代，人は自動車で高速に走行することができる．だからと言って
自動車の駆動装置をいくら調べても，人間自身の走行機能を研究することには成らない．人間と自
動車の境目ははっきりしているから，人間の走行機能を研究するために自動車を研究するような人
はいない．しかし自然言語においては，思考機械・人間の構造を良く反映するものとそうでないも
のの境目は，それ程はっきりしてはいない．その境目を見定めることが，数理心理学にとっては重
大な課題なのである．そして，その境目をどの辺に置くのかと言えば，冒頭に述べた通り，自然言
語の意味構造や論理構造はこの境目の内側にあると考えるのである．
それでは，逆にこの境目の外にあるものとは何か．一番はっきりした例は外国から輸入された語

法である．日本語の場合は漢語系の複合語を思い浮かべればいい．たとえば「観桜会」という言葉
を，読者は「桜を観るための会」と理解するだろう．ここで注意すべきは，「観」と「桜」の位置が
入れ替わり「を」「ための」などの語が加わっていることである．また例えば「入園料」は，「園に
[28]「発話行動」は音声言語を表出する行動を指す．言語には音声言語の他に文字言語や手話などの身体言語がある．そ
ういう言語一般を表出する行動は言語行動と呼ぶ．
[29]この疑問には，第 3.3 節の擬写という概念によって答えることができる．
[30]そこで格論理学は，関数記号に相当する算法を備えると共に，一階述語論理学等を埋め込めるように設計してある．一
階述語論理学を埋め込めることの証明は第 5.8 節にある．
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入るための金」と理解するだろう．ここでも，「入」と「園」が入れ替わり「に」「ための」などが
加わっている．つまり，「観桜会」「入園料」という言葉の組み立て方は，日本人が考える筋道を忠
実に表してはいない．言い換えれば，思考機械・日本人の構造を忠実に反映してはいない．同様の
理由で，一般に，思考機械・人間にとって母語でない言語は，その思考機械・人間の構造を

、
　忠
、
　実
、
　に、

　は反映しない．ただし，思考機械・人間の構造は
、
　本
、
　質
、
　的
、
　に
、
　は母語によらず唯一通りであろうから，

母語でない言語も思考機械・人間の構造を
、
　間
、
　接
、
　的
、
　に
、
　は反映していることになる．

以上要するに，数理心理学には言語学が必然的に関わるが，既成の言語学ではなく，新しい観点
からの言語学が必要になるのである．このことについては第 1.5節でさらに敷衍する．

1.2.3 なぜ論理学か
§ 「なぜ論理学か」やそれ以前の「論理学とは何か」については，数理心理学の核心に関わる

ことなので，この項に限らず色々な所で，色々な方向から光を当てて説明する．
論理学の長い歴史を考えると意外であるが，「論理学とは何か」については今（2010年）も未だ

一致した意見がないようである．事実，計算機理論家や哲学者による「What is a logical system?」
という論争の書がある [31]．そこでは「logical system」は「論理学で研究すべきもの」の意味なの
で，彼らはつまり「論理学とは何か」を論争していることになる．その論争に決着が付いた様子は
ない．当然，論理学の一般論・抽象論は発達していない．それを憂える人たちが一般論理学を標榜
する「Logica Universalis」という学術誌を立ち上げたのも，ごく最近 (2007年）である．私の以
前の専門であった群論で「群とは何か」「群の公理はどう定めるべきか」の論争がとっくの昔に片
付き [32]一般論・抽象論が高度に発達していることや環論・体論でも同様であるのと比べると歯痒
い．そこでこの項以降第 4章までの「論理学とは何か」の説明は，上記のような論争に決着を付け
て論理学の一般論・抽象論まで展開する意気込みで行なう．まずここでは，第 1.2.1項で代数学を
「代数系の学」と説明した伝で説明すれば，論理学は「論理系とその上の演繹系の学」である．た
だし「論理系」は，上記の「logical system」の訳ではなく，大まかには形式言語とその意味論の
対を指す [33]．演繹系は推論規則と論理的公理系の対である．
次に「なぜ論理学か」と言えば，数理心理学者は人間が如何なる思考機械であるかを知るため
に数理科学の流れ (1.0.1)に沿って数理模型を作るのだが，思考機械・人間だけの数理模型を作る
のではない．数理心理学者は思考機械・人間とその思考の対象世界および両者の対応関係の数理模
型を作るのであり，そういう数理模型にうってつけなのが，論理系とその上の演繹系なのである．
なお，このこととこれまでの説明を合わせれば，数理科学の流れ (1.0.1)を数理心理学に特殊化し
て書き直すことができる．すなわち，数理心理学は

自然言語を介して
思考機械・人間観察 → 論理系・演繹系作り → 数学研究 → 思考機械・人間の

理解の深化発展 (1.2.1)

という流れの総体である．
以上のことについては第 1.2.4項や第 1.4節で敷衍することとし，以下この項では「なぜ論理学

か」のやや異なる一面を，哲学を引き合いに出して説明しよう．もっとも，現在の哲学がどういう
[31]Studies in Logic and Computation 4, Oxford University Press, Oxford, 1994.
[32]ただし例 3.13.1 や例 3.13.8 を見ると，確定不動と思われている群の公理についても再考の余地はある．
[33]「形式言語」「意味論」が何を指すかは第 1.4節などで説明する．論理系は第 4.7節で正確に定義する．第 3章では第
3.19節以降で，論理系と演繹系を一般化・抽象化して出来る論対 (logical space)と論拠を論ずる．なお，論対論と論拠論
を要約した私の論文「Theory of completeness for logical spaces」が上記 Logica Universalis の 2009 年号に掲載され
た．そういう論が一般論理学を標榜する学術誌に新奇な論として受け付けられたことは，裏を返せば，論理学の一般論・抽
象論がこの年まで未発達であったことのはっきりした証である．
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性格の学問なのか，私にはよく分からない [34]．しかし，哲学では「精神」が主要な研究対象のよ
うであり，「精神」と「心」はほぼ同義だから，哲学が数理心理学と近しい学問なのは間違いなか
ろう．しかし，哲学と数理心理学の考え方の差違もまた大きい．数理心理学に限らず心理学では，
「精神とは如何なるものか」を問う．そして問われる「精神」は，もちろん他者の精神を指す [35]．
これに対し，哲学は「精神は如何にあるべきか」を問うもののようであり，そうだとすると，哲学
が問う「精神」は己の精神を指すだろう [36]．このことは，思考と論理の関係についての哲学者の
言からも察せられる．たとえば，哲学畑のと思われる論理学の教科書に次の一節がある [37]．

形式論理学は，われわれの「思考」を取り扱う学問であるけれども，思考を経験的事
実として取り扱うのではない．つまり，思考というものは，われわれがもっている精
神や肉体のどの機能が，どのような仕方で現実に働いて生ずるかを観察し，われわれ
の思考が働く場合に支配している法則を見出そうとするものではない．そのようなこ
とにかかわらないで，われわれが「正しい思考」を行なうために従わなければならな
い規範または法則を設定し，それによってわれわれの思考が正しいか，正しくないか
を吟味しようとするものである．この意味で，論理学は思考の事実学ではなく，思考
の規範学である．

つまり，論理学は「正しい思考が如何にあるべきか」の学問だと言っているのだろう．しかしこれ
は，歴史的いきさつや哲学の目的がどうであれ，論理学を何とも

、
　つ
、
　ま
、
　ら
、
　な
、
　い学問と成してしまう，

視野の狭い見方と言わざるを得ない．
数理心理学者の見方はまったく違う．数理心理学者は「思考とは如何なる現象なのか」を問う．

そして，人間を思考機械とみなし，この機械がどんな機械なのかという事実学を目指すのであり，
そのために論理学を使う．数理心理学者は他の科学者や数学者と同様，論理的思考が命であるが，
自己の思考を吟味したり正当化したりするために論理学を使うことは決してない（それもあって，そ
ういう論理学を

、
　つ
、
　ま
、
　ら
、
　な
、
　いと感ずるのだ）．数理心理学者は，研究対象である人間がどんな思考機械

であるかを記述し解析するための道具として論理学を使う（丁度，力学で質点の運動を記述し解析す
るための道具として微分積分学を使うように）．なぜそう使えるかと言えば，論理学は「如何なる記号
変換能力から如何なる記号生成能力が生ずるか」を問う学問の一つだからである．
ただし「記号変換」「記号生成」における「記号」は，通常より広い意味に解さなければならな

い．「記号」と言うと通常は，個々の文字や個々の数字のような要素的なものを指す．しかし「記
号変換」「記号生成」における「記号」は，要素的でないものも含む．自然言語に即せば，個々の
文字だけでなく，文字を連ねて出来る言語表現も広い意味の記号である．2進数に即せば，0と 1

だけでなく，0と 1を連ねて出来る 2進数も広義の記号である．「記号」を数学的に定義するなら，
「任意一定の集合の元を文脈に応じて記号とも呼ぶ」とせざるを得ない [38]．
また，「記号生成」における「生成」は，何らかの記号に何らかの変換を繰り返して何らかの記号

を生み成すことを言う．ただしここの「記号」も「変換」も広義である．たとえば電子計算機は，
2進数に色々な変換を繰り返して新たな 2進数を生成する．またたとえば人は，言語表現を二つ繋
[34]現在の哲学だけでなく，過去の哲学がどういう性格の学問であったのかも，私にはよく分からない．しかし科学が未発
達の時代においては，哲学は科学に代わる「曖昧な科学」として現象界・精神界の根本原理を追究する学問であったようで
ある．それだけに，科学の発達した現在・未来に哲学がどういう性格の学問たり得るのか，私には分からない．
[35]他者と自分が同種の存在だと仮定して，自分自身を観察対象にすることもある．
[36]哲学者を自称しいわゆる哲学的な論じ方をする人でも，「他者の精神とは如何なるものか」を問うのなら，心理学者と
呼ぶべきであろう．事実，岩波「哲学・思想辞典」は哲学を，「統一的・全体的な人生観・世界観の理論的基礎を追究すべき
もの」と規定する．人生観・世界観を追究するとは，すなわち「己の精神は如何にあるべきか」を問うことだと考えられ
る．ただしもちろん，哲学者は己の精神の理想像を他者にもすすめたいのだろう．
[37]遠藤弘・白石光男共著「現代の論理学」の端書きの一節．
[38]第 1.4.1 項での説明と定理 3.7.1 の証明の文脈で「記号」を広義で使う．
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げて第三の言語表現を作るという変換を繰り返して複雑な言語表現を生成する [39]．人はまた論理
的思考において，命題の組みに推論を繰り返して新たな命題を生成する．この第三の例では，要素
的なものから複雑なものまで，命題すべてが広義の記号である．
また，「如何なる記号変換能力から如何なる記号生成能力が生ずるか」という問は，次のように数

学的に言い直される．まず，記号の集合 Aを任意にとり，A上の広義の変換 Rを任意にとる．組
み (A,R)はつまり界である．次にAの各部分集合 Xに対して，Xの元に広義変換 Rを繰り返し適
用して生成される Aの元の全体を [X]R で表す [40]．そうすると，「如何なる記号変換能力から如何
なる記号生成能力が生ずるか」という問は，(A,R)を界全体に亘らせての「写像 X 7→ [X]Rは如何
なる写像か」という問とみなされる．広義変換 Rを記号変換能力とみなしたのである．こうみな
した問を追究する論を演繹論と呼ぶ．演繹論は界 (A,R)と「如何なる」と問う内容の二者を特定
することで範囲が具体的に定まり，これら二者を色々に変えることで色々な演繹論が行なわれる．
論理学における演繹論では，Aは形式言語の命題（＝真理値を持つ元）の全体であり，Rは推論規
則の族から出来る広義変換であって，「Xの元と [X]R の元の真理値は如何に関係するか」を問う．
以上のように，論理学は「如何なる記号変換能力から如何なる記号生成能力が生ずるか」を問う
学問の一つであり，この問は，界すなわち広義の代数系についての演繹論の問とみなされる．これ
が，第 1.2.1項で「論理学は代数学に包摂されるべし」と強調した所以の一つである．
なお，論理学における演繹系の概念を拡張して，任意の集合 A上の広義変換 Rと Aの部分集

合Dの任意の組み (R,D)を，A上の生成対または論拠と呼ぶ．そうすると，演繹系論は論拠論に
拡張され，論拠論の目標は「写像 X 7→ [X ∪D]R は如何なる写像か」という問の追究となるが，R
の D包なる A上の広義変換 RD が定義されて定理 3.25.3により [X ∪D]R = [X]RD が成り立つの
で [41]，「論拠論＝演繹論」と考えていい．従って，論理学においては「演繹系論＝演繹論」と考え
ていい．そう考えれば，論理学は文法論・意味論・演繹論の三本柱で立つことになる．なぜなら，
論理学は論理系とその上の演繹系の学であり，論理系は形式言語とその意味論の対であり，形式言
語はその文法で定まるからである．
さて，哲学者の「正しい思考が如何にあるべきか」という問は，「記号＝命題」として「如何なる

記号変換能力から正しい記号生成能力が生ずるか」と言い換えられる．ただし「正しい記号生成」
とは，真なる記号からは真なる記号を導くことを言う．つまり，Aを形式言語の命題の全体とし，
Rを A上の推論規則の族の定める広義変換とするとき，Rという記号変換能力から正しい記号生
成能力が生ずるというのは，Aの部分集合 Xの各元が真であれば [X]Rの各元も真であることを言
う．そしてこう言い換えた哲学者の問は，論理学における演繹論の問に，すなわち「Xの元と [X]R

の元の真理値は如何に関係するか」という問に含まれる．哲学者が論理学を必要とするのはこのた
めである．計算機理論や数学基礎論や数理心理学も論理学を必要とする．計算機や数学者や人間一
般を研究対象として，やはり真理値に関して，「如何なる記号変換能力から如何なる記号生成能力
が生ずるか」を問わなければならないからである（数学基礎論がそう解釈されることについては第
1.2.4項参照）．従って論理学に関しては，計算機理論や数学基礎論が数理心理学と同じ観点に立
つのに対し，哲学は視野の狭い観点に立つ．
こういう違いにも拘わらず，数理心理学と哲学が行なうべき論理学には共通点が多い．哲学は正

しい思考が如何にあるべきかを問題とする．その際の「思考」は，言語での意識的な思考を指す
だろう．だから哲学では，自然言語の論理構造を探ることが必要になる．これに対し数理心理学で
[39]このため「生成」は言語学でも重要な概念である．たとえば，第 1.5.2.1条で触れるチョムスキーの生成変形文法論の
「生成」は，ここでの「生成」と同じ意味である．第 2.2.2 項「文法と生成的意味」参照．

[40]たとえば A が乗法群で R が A の乗法と逆元算法から出来る広義変換であれば，[X]R は X によって生成される A の
部分群である．一般には第 3.24 節によれば，[X]R は界 (A, R) における X の界包に等しい．
[41]こういうことができるのが，代数系を界に拡張したことの御利益の一つである．
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は，思考が如何なる現象かを問題とする．そして，人間を思考機械とみなし，この機械がどんな機
械なのかを考える．この機械の構造は自然言語に反映されているはずだから，やはりまず自然言語
の論理構造を探ることが必要になる．そして哲学と数理心理学のいずれにしても，自然言語の論理
構造を探るためには，その前に自然言語の意味構造を探らなければならない．つまり数理心理学と
哲学は，目的や考え方が全く違うにも拘わらず，自然言語の意味構造と論理構造を探らなければな
らないという同じ課題を持つことになる．
ただし，自然言語の意味構造・論理構造を探るにしても，それをもとに思考機械・人間を記述し

解析するにしても，それに相応しい論理学が必要になる．数学基礎論の道具として生まれた述語論
理学やそれに

、
　毛
、
　を
、
　ち
、
　ょ
、
　っ
、
　と
、
　生
、
　や
、
　し
、
　た
、
　よ
、
　う
、
　な論理学は相応しくない [42]．どういう論理学が相応しい

かを根本から考え直さなければならないように思われる [43]．

課題 1.2.1 「すべての少年がほとんどの少女を好く」とすれば「ほとんどの少女をすべての少年
が好く」と考えていいか．「ほとんどの少年が少女 Aを好き，かつ，ほとんどの少年が少女 Bを好
く」とすれば「ほとんどの少年が少女 Aと少女 Bを好く」と考えていいか．「Aは Bなのに今は C

している」とすれば「ほとんど何時もすべての Bは Cしない」と考えていいか．論理学が思考の
規範学だというのなら，こういう問に答える規範も提供しなければならない．そのためには，どう
いう論理学を作らなければならないか．

1.2.4 数学基礎論になぞらえて見た数理心理学
§ いつの頃か数学者の中に，数学者の思考そのものを数学的に研究しようと志す人たちが現れ

た．こういう人たちを仮に「数学思考学者」と呼ぼう．数学思考学者は，当然のことながら，まず
数学者の行動を観察した．数学者の行動とはすなわち，既成の定理の証明文を読んでそれを理解し
たり新たな定理を証明してその証明文を書いたりする行動である．つまり，数学者の行動は定理の
証明文の中に端的に反映されている．そこで数学思考学者はまず，数学の定理の証明文を観察し，
それらに共通する本質は何であるかを考え，その本質をやはり数学的に表現しようと試みた．試行
錯誤の末に得られたのは，述語言語 [44]という形式言語およびそれと数学的世界の対応関係につい
ての理論である．特に数学の定理の証明文は，正しかろうが間違いであろうが，述語言語の文で表
現することができる．逆に述語言語文は，何らかの定理の証明文（それも正しかったり間違いであっ
たりする）に書き直される．言い換えれば，証明文と述語言語文の間に対応関係がある．
ただし証明文と述語言語文のこの対応は，一対一の対応ではなく，それ故に曖昧な対応である [45]．

一つの述語言語文であっても，それに対応する証明文は一つとは限らない．なぜなら証明文という
のは，記号交じりの自然言語文であるから，同じ意味であっても語順や言葉遣いなどが人や状況に
よって変わり得るからである．証明文と述語言語文の対応には別の曖昧性もある．数学思考学者
は，数学の定理の証明文がすべて述語言語文で表現できると証明したわけではなく，経験上は証明
文はすべて述語言語文で表現できるというに過ぎなかったからである．この意味で，数学思考学者
が述語言語に導かれるまでに行なったのは経験論なのである．
数学思考学に限らず，学問は一般に経験論と合理論の混成物であり，経験論部分には曖昧性があ

る．たとえばメンデル遺伝学やニュートン力学においては，遺伝の法則や運動方程式は経験論によ

[42]「毛をちょっと生やしたような」は「様相演算子や時制演算子を付加した」を意味する．
[43]私が相応しいと考える論理学は，第 5 章と第 6 章で提示する格論理学である．
[44]一階および高階の述語言語を指す．それらは幾つかの助変数に依存し，対象とする数学理論に応じて助変数を適宜に
決めて定められる．ただし「助変数」は，一般に「パラメータ（＝限定要素＝限定要因）」を指し，数とは限らない．
[45]一対一対応でないことと曖昧性の関係については第 1.4.4 項参照
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り得られ，そこには「遺伝子とは何か」「力とは何か」などについての曖昧性がある．しかし，一
旦そういう法則・方程式が得られれば，それを基に厳密な論証によって遺伝や運動を理解したり予
測したりする合理論が行なわれる．より一般に，数理科学は

現象観察 → 数理模型作り → 数学研究 → 現象理解の深化発展

という流れ (1.0.1)の総体であるが，数理模型を作るまでに行なわれるのは経験論であり，そこに
は何かしら曖昧性がある．しかし一旦数理模型が作られれば，それをもとに数学という合理論を行
なって色々な現象を理解したり予測したりすることができる．そしてそういう予測の正しさが，数
理模型の妥当性の証となる．図 1.2は，数理科学のこういう性格を図解すると共に，上記の数理科
学の流れを敷衍するものである．

図 1.2: 数理科学研究

現象 ←−曖昧な対応−−−−−−−−→
経験論

数理模型 数学研究−−−−−→
合理論

現象の理解・予測

さて，経験論によって述語言語という研究の手掛かりを得た数学思考学者は次に，述語言語文
化された証明文を観察し，数学者が証明を考える筋道に共通する本質が何であるかを考え，それ
を数学的に表現しようと試みた．そして数学思考学者がやはり経験的に知ったのは，数学者は公
理や前提に幾つかの簡単な型の論法（＝推論規則）を繰り返し適用することによって結論を導き
出しているということであった．論法というのは，述語言語文の組みを述語言語文に変換する様
式であり，その典型は，述語言語文 aと「aなら b」を意味する述語言語文 a⇒bの任意の組み
a, a⇒bを述語言語文 bに変換するいわゆる modus ponensである [46]．こうして述語言語上の
論理学として述語論理学がフレーゲ (Gottlob Frege)・ラッセル (Bertrand Russel)・ホワイトヘッド
(Alfred Whitehead)らによって建設された．
一たび述語論理学が出来上がると，数学思考学者はいよいよ，数学者の思考を数学的に研究する

ことができるようになった．つまり述語言語文の全体を Aで表せば，まず，数学者が用いる論理
的公理系と数学者が研究の対象とする数学理論の公理系は，Aの部分集合 Dと Xと捉えられる．
次に，数学者が使う論法の全体は，A上の広義変換 Rと捉えられる．組み (A,R)は界であり，組
み (R,D)はA上の演繹系（＝論拠）であり，X∪Dの界 (A,R)における界包 [X∪D]Rが，その理
論において証明可能な命題の全体に当たる．従って数学者には，[X ∪D]R に属す命題を Xから演
繹系 (R,D)によって証明する潜在能力がある（その能力が顕在化しないことの多いのが数学者の悩みの
種であるが）．従って，三つ組み (R,D,X)を色々に選んだときに [X ∪D]R がどういう集合になる
かを研究することは，つまり (R,D,X)と [X∪D]Rの対応関係を研究することは，数学者の潜在証
明能力を研究することに当たる．そこで数学思考学者はこういう研究を証明論と呼ぶが，第 1.2.3

項に記した通り [X ∪D]R = [X]RD が成り立つので，これは界 (A,RD)についての演繹論に他なら
ない．そしてこういう研究により，ゲーデルの不完全性定理や完全性定理が得られた．たとえば完
全性定理によれば，ある具体記述可能な演繹系 (R,D)をとれば，任意の公理系 Xに対して，Xの
下で真の命題はすべて [X ∪D]Rに属す．つまり，この命題を Xから (R,D)によって導く証明が存
在する [47]．(R,D)のこの性質を完全性 [48]と言う．

[46]「modus ponens」はラテン語で「mode that affirms（肯定する様式）」を意味する．
[47]このことは第 4.9 節で証明する．
[48]「完全性」は第 3.28 節でより一般的に定義し，その意味を第 3.30.5 項で説明する．
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以上は数学基礎論において超数学として実際に行なわれたことを
、
　脚
、
　色
、
　し
、
　た物語であり，図 1.3は

この物語を図解したものである．ただし図中の「数学者の思考の枠組み」は，「数学者が数学的世界

図 1.3: 数学者の思考の研究

数学者の思考の枠組み ←−曖昧な対応−−−−−−−−→
経験論

述語論理系 演繹論−−−→
合理論

完全性定理等

を認識する仕組み」「数学的世界」およびこれらの間の「対応関係」という三者を指す．また，「演
繹論」は上記の通り「証明論」としてもいい．
図 1.3が数理科学研究の図 1.2の特殊化とみなせることは明らかであろう．つまり，「数学者の思

考の枠組み」という現象の数理模型が述語論理系（述語言語とその意味論の対）であるが，その内
訳を詳しく言えば，「数学者が数学的世界を認識する仕組み」の数理模型が述語言語であり，「数学
的世界」と「対応関係」の数理模型が述語言語の意味論である．この意味で，超数学は数理科学の
一典型である．世間一般が超数学を科学ではなく数学の一部と捉えているとしても，それは図 1.3

の経験論部分を知らぬか忘れたからに過ぎない．
なお，さっき「脚色した」と言ったのは，実は超数学者にとっては恐らく，自身の研究は数学者

の思考の研究ではなく，述語言語も「数学者が数学的世界を認識する仕組み」の数理模型ではなく，
証明文の数理模型であったからである．数学基礎論は事実，カントル (Georg Cantor)の始めた集合
論が有用でありながら逆理を発生させたのを切っ掛けに，数学を反省吟味して逆理を解消し数学の
基礎を確立する目的で始められ，ヒルベルト (David Hilbert)はその目的を，数学の各理論を公理論
化し，それを述語言語によって形式化し，その公理系の無矛盾性を証明することで達成しようとし
た．しかし，それはまさに演繹論の一部と，つまり上記のような組み (R,D,X)と [X∪D]Rの対応
関係を研究することの一部と捉えられる．なぜなら，数学理論の公理系 Xの無矛盾性を示すこと
は，述語言語文とその否定の両方が Xの下で真となることがないことを示すことに当たり，それ
は演繹系 (R,D)が完全の場合には，[X ∪D]R 6= Aを示すことに当たるからである [49]．
さてそこで，図 1.3の標題を「人間の思考の研究」と変えたら図はどう変えるべきかを考えてみ

よう．つまり，人間一般の思考を数学的に研究しようと志した数理心理学者は，どういう図式を描
くべきか．そうすると，図 1.4が類推によって直ちに得られる．ただし図中の「人間の思考の枠組

図 1.4: 人間の思考の研究

人間の思考の枠組み ←−曖昧な対応−−−−−−−−→
経験論

未知の論理系 未知の演繹論−−−−−−−→
合理論

未知の定理

み」は，「人間が世界を認識する仕組み」「人間の思考の対象世界」およびこれらの間の「対応関係」
という三者を指す．また，未知の論理系は未知の形式言語とその未知の意味論の対であり，未知の
演繹論は未知の演繹系についての数学研究である．そして，「人間が世界を認識する仕組み」の数
理模型が未知の形式言語であり，「人間の思考の対象世界」と「対応関係」の数理模型が未知の意味
論であり，「人間の思考する仕組み」の数理模型が未知の演繹系である．さらに，思考機械・人間は
「人間が世界を認識する仕組み」と「人間の思考する仕組み」を合わせた仕組みとみなすことがで
きる．なぜなら人間は，まず世界を認識し，その認識に基づいて思考し，その思考の結果をまた認

[49]このことの一般化を定理 3.30.26 と定理 3.28.1 で証明する．
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識するという過程を繰り返すからである．図 1.4についての以上の説明は，次のような「計算式」
で表すと理解しやすい．ただし，これらはもとより厳密な定義に基づいた計算ではないから，記号
=,+,≈の解釈は読者に任せる．

思考機械・人間 =人間が世界を認識する仕組み+人間の思考する仕組み
人間が世界を認識する仕組み ≈未知の形式言語
人間の思考する仕組み ≈未知の演繹系
人間の思考の対象世界+対応関係 ≈未知の意味論

さらに，第 1.2.3項で説明したことから次の「計算式」が得られる．

未知の形式言語+未知の意味論 =未知の (形式言語 + 意味論) =未知の論理系
未知の推論規則+未知の論理的公理系 =未知の (推論規則 + 論理的公理系) =未知の演繹系
未知の演繹系+未知の数学研究 =未知の (演繹系 + 数学研究) =未知の演繹論

それでは，数理心理学者が図 1.4の示唆する研究を行なうにはどうすべきか．超数学者はまず，
数学者の思考の現れである証明文を観察した．それに倣うなら数理心理学者は，人間の思考の顕著
な現れである自然言語文をまず第一に観察すべきであろう．情動など他に観察すべきものがあると
しても，それは，数理心理学を始めるに当たっては二の次としてよかろう．そうと決まれば数理心
理学者は，再び超数学者に倣って，自然言語文に共通する本質が何であるかを調べ，その本質を何
らかの形式言語文によって表し，その形式言語の意味論を定めることを試みるべきであろう．それ
によって定まる論理系（＝形式言語＋意味論）は，述語論理系が超数学者にとって研究の場になっ
たと同様，数理心理学者にとって研究の場となるであろう．超数学者が証明文と述語言語文の対応
を経験的に作り上げ，その対応に多少の曖昧性が許容されたのと同様，自然言語文とその形式言語
の文の対応は経験的に作り上げればよく，その対応に多少の曖昧性は許容される．
数理心理学者が次にすべきことは，再び超数学者に倣うなら，形式言語文化された自然言語文を

観察し，人間が考える筋道に共通する本質が何であるかを考え，それをやはり数学的に表現しよう
と試みることであろう．それも超数学者がしたと同様に経験的にすればよく，その目標は，人間が
使う演繹系（＝推論規則＋論理的公理系）の表を作り上げることである．
数学者の思考は人間の思考の一部であるから，数理心理学者がこうして作り上げる論理学（すな

わち論理系とその上の演繹系の学）は，超数学者が作り上げた述語論理学を何らかの意味で包摂す
るものでなければならない．たとえば人間が使う推論規則の表は前述のmodus ponensを含まなけ
ればならない．
こうして図 1.4に書き入れるべき未知の論理学が述語論理学を包摂するように確定できれば [50]，

数理心理学者はその未知の論理学における演繹論によって人間の潜在思考能力について研究するこ
とができ，その結果は，超数学者が述語論理学における演繹論（＝証明論）によって行なった数学
者の潜在証明能力についての研究を包摂するものになるであろう．その未知の論理学で，たとえば
完全性定理や不完全性定理に当たることは成り立つだろうか？ 超数学者ならぬ数理心理学者とし
ては，その他にどんな問題を追究すべきだろうか？ これらは有意義な問いかけに違いない．
他方，第 1.2.3項で宣言した通り，数理心理学者は

自然言語を介して
思考機械・人間観察 → 論理系・演繹系作り → 数学研究 → 思考機械・人間の

理解の深化発展
[50]格論理学は，一階述語論理学や様相論理学を埋め込めるように設計してある．第 5.8 節参照．
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という数理心理学の流れ (1.2.1)に沿って，思考機械・人間とその思考の対象世界および両者の対応
関係の数理模型を論理系とその上の演繹系によって作り，それについて数学研究を行なうが，それ
がまさに図 1.4の示唆する研究を行なうに等しいことを，上の計算式を使っての次の「計算」で示
すことができる．ただしこれも，厳密な定義に基づいた計算ではないから，解釈は読者に任せる．

思考機械・人間+人間の思考の対象世界+対応関係+未知の数学研究
=人間が世界を認識する仕組み+人間の思考する仕組み

+人間の思考の対象世界+対応関係+未知の数学研究
≈人間が世界を認識する仕組み+未知の演繹系

+人間の思考の対象世界+対応関係+未知の数学研究
≈未知の形式言語+未知の演繹系

+人間の思考の対象世界+対応関係+未知の数学研究
≈未知の形式言語+未知の演繹系+未知の意味論+未知の数学研究
=未知の形式言語+未知の意味論+未知の演繹系+未知の数学研究
=未知の論理系+未知の演繹系+未知の数学研究
=未知の論理系+未知の演繹論

以上，数理心理学の方法 (1.2.1)を数学基礎論に
、
　な
、
　ぞ
、
　ら
、
　え
、
　て説明した．つまり数理心理学のこの

方法は，図 1.4の示唆する方法に等しく，従って図 1.2の示唆する数理科学の方法に沿い，図 1.3

の示唆する超数学の方法を踏襲し包摂している．そして数理心理学は今，図 1.4の未知の論理学の
設計を確定するための経験論を試行錯誤している段階にあるのである（この試行錯誤は第 5章以降
に示す如く終わりかけているが）．
ただし以上の説明は，あくまでも

、
　な
、
　ぞ
、
　ら
、
　え
、
　で
、
　の説明であり，数理心理学の考え方の正確な説明で

はない．超数学者にとっては，述語言語文は証明文の数理模型であったろう．しかし数理心理学者
は，「図 1.4の説明に記した『人間が世界を認識する仕組み』は，脳内にあって人間の認識を司るは
ずの生理的実体であり，従って図 1.4の未知の論理系における形式言語は，自然言語の数理模型で
はなく，そういう生理的実体の数理模型であって，そういう実体が自然言語として変形表出する」
と考え，それゆえその実体の構造を探るために自然言語を観察する．
「数理心理学の方法 (1.2.1)は超数学の方法を踏襲している」というのも正確な説明ではない．な
ぜなら私は，数理心理学を始める前も始めた後もしばらくは，超数学をよく理解せず，従ってその
方法を踏襲できようはずはなかったのである．数理心理学の方法 (1.2.1)は，私が群論の研究経験
と論理学についての少々の知識に基づいて創造したものである．そしてその創造の過程で「数理心
理学の方法 (1.2.1)を数学者の思考に限定したものが超数学なのだ」という超数学理解に到達する
ことができた，というのがむしろ正確な説明である．
とは言え数理心理学の方法 (1.2.1)は，図らずも必然的にか，超数学の方法を踏襲する結果となっ
た．しかし私は，そのことを理由に数理心理学の方法を正当化する積もりはない．そういう正当化
をするなら，フレーゲ・ヒルベルト・ゲーデルら超数学の先達の権威を振り回すことになり，権威
に縋って価値を判断しようという嫌悪すべき権威主義者を納得させることはできても，自らの頭で
考えて価値を判断しようという好ましき人々を納得させることはできない．それゆえ私は次節以降
で，数理心理学の方法 (1.2.1)の価値と正当性を，基礎に立ち返って説明しようと思う．
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1.2.5 この節までの参考文献
§ 古い本ながら

脳 行動のメカニズム：千葉康則 著，ＮＨＫブックス 45, 1966年

には，脳の働きの分かりやすい解説と共に，心とは何かについての脳科学者の観点からの示唆に富
んだ見解が述べられている．
科学において数学が果たしている役割や，数理物理学と従来の数理心理学の発展振りの差，ある

いは数理科学者が物質科学を如何に偏重してきたかを知るには，たとえば

現代数理科学事典：大阪書籍，1991年

を一瞥すればいい．ただし，この事典の数理心理学関係の記述のほとんどは，本書の内容とは関係
ない．本書の内容は，むしろ，この事典が数理論理学や数理言語学に含めている事柄に関係する．
本書を読むために必要な代数学や集合論の教養を得るには，これも古い本ではあるが

現代数学概説 I：彌永昌吉・小平邦彦 共著，岩波書店，1961年

を熟読するよう薦める．この書の几帳面さ端正さも万人が見習うべきものと思う．
代数学と言語学の関係については，これも既に古い本の部類に入るが，

形式意味論入門：白井賢一郎 著，産業図書，1985年

を通読するよう薦める．これは，いわゆるモンタギュー意味論の概説書で，代数学的な概念が言語
学にどう使われるかに重点を置いて説明している．代数学者であった私は，この書を読んで目か
ら鱗が落ちるように感ずる反面，有り体に言えば「言語学者や哲学者

、
　だ
、
　け
、
　に
、
　は任せておけない」と

思った．それが代数学から数理心理学への私の転機の一つである．

1.3 思考機械から代数系へ
＄ これまでの二節では数理心理学の始めの数歩について説明した．以下の四節ではその先の歩

みについて説明しよう．
計算機からの強い影響の必然的な結果として，数理心理学は人間機械論をよりどころにし，思考

を当面の研究対象とする．つまり，「人間はどんな構造の思考機械であって，その結果どんな思考能
力を持つのか」というのが，数理心理学の当面の主問題ということになる．この節では，この問題
を数学的に述べ直すことを目標にする．機械とは何かを考えるところから始めることにしよう．

1.3.1 単能機械と多能機械
§ 手許の辞典を見ると，「機械とは変換器のことだ」というのが現代的定義らしい．つまり，機

械には一般に作業機構の他に原動機構や伝導機構や保管庫があるが，作業機構以外を捨象し，さら
に作業機構を変換器と考えるのである．この定義に従うことにする．だから，作業機構が変換器で
ないものは以下では「機械」とは呼ばないし，通常は「機械」と呼ばないものでも，変換器とみな
せるなら以下では「機械」と呼ぶ．そうするとまず，機械は，原材料を入れるとそれに変換を施し
て何か物を作り出す装置である．ただし，機械に入れ得る原材料はただ一種類とは限らない．色々
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な種類の原材料を入れるのに応じて色々な種類の物を作り出すのが普通である．また，複数の原材
料を組み合わせて変換を行なうものが多い．
さて次に，機械の中には，決まった種類の原材料からはいつでも決まった種類の物しか作り出さ

ないものがある．こういう機械を単能機械と呼ぶ．
例として，二つの数の四則計算をする機械を考えよう．つまりこの機械は，二つの数 a, bと算

法記号+,−,×,÷のうちのどれか（それを ⋆で表す）を入力すれば，数 a ⋆bを計算して出力する．
そうするとこれは，原材料として a, b, ⋆を与えれば a ⋆ bを生産する機械とみなされる．そうみな
せばこの機械は，同じ原材料を与えればいつでも同じものを生産するから，単能機械である．各種
の自動販売機も，お金と商品名を原材料として与えれば商品とお釣りの組みを生産する単能機械と
みなすことができる．
これに比べればコンピュータは，随分複雑な機械であって単能機械とは考えられない．実際，使っ

ているソフトウェアが異なれば，キーボードから同じ文字列を入力したとしても出力は異なる．つ
まり，決まった種類の原材料を与えても時によって違うものを生産する．だから単能機械ではない．
自動車組み立て工場も，工員や下請け工場まで含めて考えれば同種の機械である．生産ラインを変
えれば，同じ原材料からでも違う車種を生産する．厨房も，料理人などを含めて考えれば同種の機
械である．料理の手順を変えれば，同じ素材からでも違う料理を作り出す．
これらの機械は，決まった種類の原材料を与えても時によって違うものを生産するという共通の

特徴を持っている．そして，なぜ時によって違うものを生産できるかと言えば，生産工程を時に
よって変えることができるからである．こういう機械を多能機械と呼ぶ．
身の回りの機械を一瞥すれば，こうして「単能機械」と「多能機械」をはっきり分けることがで

きるように思われる．しかしこういう分類は，実は，機械の皮相しか見ていないからこそできるこ
となのだ．もう少し深く考えると，「単能」と「多能」の違いは余りはっきりしないことが分かる．
そのことを例で説明しよう．
まず，さっきの四則計算をする機械も多能機械とみなすことができる．つまりこの機械は，加法

工程・減法工程・乗法工程・除法工程という四つの生産工程の間で切り換えを行なうことができる．
そして，この機械に二つの数 a, bを原材料として与えれば，たとえば加法工程にあるときは a+ b

を生産し，減法工程にあるときは a− bを生産する．こういう多能機械だとみなすこともできる．
こうみなす場合，この機械の使用者が算法記号 +,−,×,÷のどれかを入力するのは，原材料を入
れる操作ではなく，どの生産工程を選択するかを機械に指令する操作だということになる．
これと反対に，さっき多能機械の例としてあげたものも，見方を変えれば単能機械となってしま

う．たとえばコンピュータの場合，使用ソフトウェアを選択するには，メニュー画面でそのソフト
ウェアの名前をクリックすればいい．つまり，ソフトウェア名と文字列の組みを入力すれば，それ
に応じて唯一つの出力が得られる．だから，ソフトウェア名と文字列の組みを原材料として受け付
ける機械とみなせば，計算機も単能機械となってしまう．自動車工場や厨房についても同様である．
要するに，同じ機械でも，見方を変えれば単能機械になったり多能機械になったりするのである．

そこで，思考機械・人間をどう見るかが問題となるが，それは次項で考えよう．

1.3.2 思考機械・人間をどう見るか
§思考機械・人間と言えども単能機械とみなすことができる．人間が一つの考えを生み出す過程
には，さまざまなものが関わっているだろう．たとえば，人間は体表に張り巡らされた感覚細胞に
よって外界からの刺激を受容している．体内の内臓壁や筋肉などからの信号も受容している．脳内
の記憶庫からの入力もある．そういう諸々のものが相合わさって一つの考えが生まれるのだろう．
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そして，生まれる考えは，外界からの刺激や体内からの信号や記憶庫からの入力などによって一意
に決まるとも考えられる [51]．そう考えると，思考機械・人間も単能機械となってしまう．
こういう考え方に反対する人も沢山いるだろう．特に，人間やその精神を何か特別な存在と考え

たい人は強硬に反対するだろう．私自身もこういう考え方には反対である．しかし，私が反対する
のは，人間を特別な存在と考えるからではない．私は人間が特別の存在だとは考えない．さっきの
見方をすれば人間も確かに単能機械だと思う．人間が生み出す考えは，外界からの刺激や体内から
の信号や記憶庫からの入力などによって一意に決まるだろう．そういう意味では，人間は単純な機
械である．実際の人間は確かに非常に複雑なものに見える．しかし複雑に見えるのは，外界からの
刺激や体内からの信号や記憶庫からの入力の全貌を観察者が把握できないからだろう．観察者が把
握できるのは，それら全貌のほんの一部でしかないだろう．一部しか把握できないことを弁えずに
観察していれば，人間が同じ状況にあってもさまざまな考えを生み出す無法則で不可解な存在に見
えても不思議はない．観察者には一見同じ状況でも実際は違うのであり，違うからこそ違う考えが
生まれるのだと私は考える．外界の状況は同じでも，価値観・目的意識という内心の状況は人に
よって違い，そういう違いが考えの違いとなって現れる．たとえば数学者は，「関数 fが有界閉区間
Kにおいて連続である」という同じ前提を与えても，「fは Kにおいて積分可能である」や「fは K

において最大値・最小値を持つ」などの色々な結論を導き出し，導き出し方も色々である．それは，
目的意識が積分論にあったり最大最小問題にあったりと違い，導き出し方についての美意識（美に
関する価値観）も違うからである [52]．価値観・目的意識を含めて状況がすべて同じなら，生まれ
る考えは同じだろう．
人間を単能機械と見ることに私が反対するのは，そういう見方によって何か有意義な結論を得る

のは大変難しいと思うからである．外界からの刺激や体内からの信号といったものは，種類も量も
膨大だろう．しかも，人間はそういう刺激や信号を絶え間なく受け入れている．観察者がそれらを
完全に把握できたとしても，それらのどこからどこまでの一区切りが一つの考えを生み出すもとで
あるかは，容易には決められない．そういう膨大で区切りのはっきりしないものを思考機械・人間
への原材料とみなす理論は，とても立ち行かないだろう．
だから私は，外界からの刺激や体内からの信号や記憶庫からの入力のうちの多くは，どの生産工

程を選択するかを思考機械・人間に指令するための入力であると考える．そして
、
　残
、
　り
、
　の
、
　入
、
　力が思考

機械・人間への原材料であると考える．前項の四則計算機械になぞらえて説明すれば，私はこの機
械を，原材料 a, b, ⋆から a ⋆ bを生産する単能機械とみなすのではなく，指令入力に応じて四つの
生産工程+,−,×,÷のどれかを選択することができて工程 ⋆の下では原材料 a, bから a ⋆bを生産
する多能機械とみなす．そうすると私は，生産工程の指令を知らない限り，この機械が今どの工程
を選択しているかを把握できないから，原材料 a, bを一組み完全に把握できたとしてもその生産
品を一意に特定することはできない．私は，あり得る生産品の範囲を特定することしか期待できな
いし，期待もしない．
上記の「残りの入力」すなわち思考機械・人間への原材料とみなすものは，思考の対象となるも

の事の記述である．「もの事」は文字通りもの（物・者）と事であり，「事」は事態や事柄を指す．そ
して，思考機械・人間の生産物についても，これまでは曖昧に「考え」と書いてきたが，これは正
確には事の記述である．考えは事の記述であってものの記述ではない．なぜなら，思考とは課題を
解決する過程であり，課題を解決するというのは色々な事の間の因果関係を見出すことであって，
因果関係自身も事だからである．私たちは，「もの事がどうであるか」という事を考えるのであり，

[51]「一意の」「一意に」「一意性」は「unique」「uniquely」「uniqueness」の訳語である．
[52]価値観・目的意識について数理心理学者がどう考えるかについては第 1.6 節参照．
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ものそのものを考えるのではない [53]．ただし「思考機械・人間」といっても，思考して考えを生
み出すだけではない．人間はまずもの事を認識し，認識したもの事について思考して考えを生み出
し，それをまた認識する．このように思考は認識と不可分であるから，認識も思考機械・人間の生
産の一部であると考えるべきであり，そう考えれば，思考機械・人間の生産物には事の記述だけで
なくものの記述もある．
もの事とは何かも記述とは何かも，今おいそれとは説明できない．なぜなら，それを説明するこ

とが本書全体の目標の一つだからである．しかし，「もの事」や「記述」が何であるにしても，私
は，思考機械・人間は多能機械であって，その原材料も生産物ももの事の記述であると考える．

1.3.3 代数系へと導く抽象
§ここでは，機械が代数系と

、
　み
、
　な
、
　さ
、
　れ
、
　ることを説明しよう．第 1.1.1項において「数理心理学の

場を確定するためにはデカルト座標に当たるものを発見すべし」と指摘したが，第 1.4.1項で説明
する理由で，この「みなし」こそがデカルト座標に当たる．従ってこの「みなし」は，単純なもの
ではあっても大変重大な意義を持つ．デカルト座標がそうであるように．
まず，単能機械について考える．単能機械は，決まった種類の原材料の組みを与えるとそれに応

じて何時でも決まった種類の物を作り出す機械だった．そうすると，これは写像に他ならない．つ
まり，この単能機械（これを αで表す）が n個の原材料の様々な組み（これを x1, . . . , xnで表す）
に変換を施して様々な製品（これを yで表す）を作り出すものだとすれば，αは (x1, . . . , xn)に y

を対応させる写像とみなされる．
もう少し正確に言えば，様々な xi (i = 1, . . . , n)と yの全存在範囲を Aで表し，αが受け付け
る原材料の組み (x1, . . . , xn)の全体から成るAnの部分集合をDで表せば，写像 αはDにおいて
定義され Aの中に値を持つ．従って，αは単に写像なのではなく第 1.2.1項で A上の変換と呼ん
だものであるが，以下では変換を算法とも呼ぶ [54]．また，nを αの項数と呼ぶ．ただし，αの定
義域DはAnと等しいとは限らず，この意味で αは

、
　局
、
　所
、
　的算法である [55]．しかしとにかく，単能

機械はすべて，ある集合上の算法とみなされる．
たとえば，生卵からゆで卵を作る機械の場合，集合 Aは二点集合 {r, b}とし，Dは単元集合 {r}

とし，αはDを定義域とし αr = bをみたす項数 1の算法とすればいい．記号「r」と「b」はそれ
ぞれ「生卵」と「ゆで卵」を表す（「raw」と「boiled」の頭文字をとった）．つまりAは，今地球上に
存在する生卵すべてとゆで卵すべてから成る集合ではなくて，すべての生卵の「生卵」という名前
rとすべてのゆで卵の「ゆで卵」という名前 bから成る集合なのである．だから，この機械が生卵
一つをゆで卵に変えた時，地球上の生卵が一つ減ってゆで卵が一つ増えるが，Aは名前の集合なの
だから変化はしない．
この例が示す通り，単能機械を算法とみなすためには，Aを具体物の集まりとするのではなく，
具体物

、
　の
、
　名
、
　前の集まりとしなければならない．しかし，一々そう説明するのは煩わしいので，以後

は「の名前」はおおむね省略する．すぐ後に出て来る工程の集合 Λについても同様である．
次に一般の機械を考える．これは幾つかの生産工程（それらの全体の集合を Λとする）の間で
切り換えを行なうことができる．しかし工程を一つ決めれば（決めた工程を λ ∈ Λとする），その
工程を選択している間はこの機械は単能機械だから，ある集合 Aλ上の算法 αλとみなされる．集

[53]「考え」と「言葉」は区別しなければならない．人が例えば「桜」と言った場合，その人は「桜が綺麗だ」「桜を観る」
の様な事態について考えたのであり，「桜」そのものを考えたのではなかろう．言葉は考えの完全な表れではない．
[54]この「算法」は「algorithm」の訳ではない．
[55]これに対し，D = An なる算法を全域的算法または汎算法と呼ぶ．
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合 Aλ も αλ の項数 nλ も，一般に λに応じて変わる．しかし，集合 Aを A =
⋃
λ∈ΛAλ と定義す

れば，すべての λ ∈ Λについて αλはA上の nλ項算法とみなされる．従ってここに，集合Aとそ
の上の算法族 (αλ)λ∈Λの組み，すなわち代数系 (A, (αλ)λ∈Λ)が出来る．集合Aをこの代数系の台
集合と呼び，算法族 (αλ)λ∈Λ をこの代数系の代数構造と呼ぶ．台集合はこの機械が

、
　受
、
　け
、
　付
、
　け
、
　る原

材料や
、
　生
、
　産
、
　し
、
　得
、
　るものの全体であり，従って，この機械の中に台集合の各元に相当する実体が存在

するとは限らない．また，Λはこの機械が選択することのできる工程の集合であり，工程 λ ∈ Λの
下で原材料 a1, . . . , anλ から生産されるものが αλ(a1, . . . , anλ)である．こうして，機械はすべて
代数系と

、
　み
、
　な
、
　さ
、
　れ
、
　る．逆に，任意の代数系は機械と

、
　み
、
　な
、
　さ
、
　れ
、
　る．

ただし，これら二様の「みなし」は，あくまでも「みなし」である．機械は代数系そのものでは
ないし，代数系は本当の機械ではない．機械を代数系とみなしたのは，言い換えると機械から代数
系を抽象したのである．その抽象の陰には，当然，捨象されたものが沢山ある．
なお，代数学で慣用の略記法を以後しばしば使う．すなわちまず，代数系 (A, (αλ)λ∈Λ)をしばし
ばAと略記する．次に，αλ(a1, . . . , anλ)をしばしば λ(a1, . . . , anλ)と略記する．それは本項の文
脈では，工程 λとその工程を選択している間の機械すなわち算法 αλを同一視することを意味する．

1.3.4 生産履歴と計算図
§ ここでは，機械が行なった生産の履歴をどう表現するかを考える．「履歴」は「過程」と言い
換えても大過はない．しかし「過程」と言うと，将来の生産の予定あるいは計算機のプログラムの
ようにもとられ兼ねない．そういうものではなく，あくまでも過去の生産の経過について考える．
そのことをはっきりさせるために「履歴」という語を使うのである．ここに数理心理学と工学の
違いがはっきり現れている．工学では，思考機械に

、
　働
、
　か
、
　せ
、
　ることが目標なので，将来の生産の予定

を表現することが重要になる．しかし数理心理学では，思考機械・人間を
、
　有
、
　り
、
　の
、
　ま
、
　ま
、
　に
、
　観
、
　察
、
　す
、
　るの

で，過去の生産の履歴を表現することが重要になるのである．
さてまず前項により，機械は代数系 (A, (αλ)λ∈Λ)とみなされる．集合 Aはこの機械が受け付け
る原材料や生産し得るものの全体であり，Λはこの機械が選択することのできる工程の全体であっ
て，工程 λ ∈ Λの下で原材料 a1, . . . , anλ から生産されるものが αλ(a1, . . . , anλ)である．従って
また，a1, . . . , anλ からの αλ(a1, . . . , anλ)の生産は，(a1, . . . , anλ)に算法 αλ を適用する演算す
なわち計算に相当する．なお「算法」と「演算」は，しばしば混同されるが異なる概念である．算
法が「計算の規則・方法」を指すのに対し，演算は計算の規則・方法に従って「計算すること」を
指す [56]．だから，前項末尾に記した通り機械の工程を算法と同一視するのが妥当なのであり，そ
の工程での生産は演算に相当するのである．
さて次に，ある一つの工程 λの下で特定の原材料 a1, . . . , anλ を使って行なわれた生産の履歴

（これを単履歴と呼ぶ）は，たとえば
a1, . . . , anλ

λ

なる図で簡単に表すことができる．しかし，多能機械は工程と原材料を色々に切り換えつつ，つま
り λと a1, . . . , anλ を色々に変えつつ生産を行なう．そして，ある工程の生産品が他の工程の原材
料として使われることもある．そういう複雑な生産の結果ある一つの物が作られた履歴（これを複
履歴と呼ぶ）をどう表現するかも考えなければならない．
そこで，集合 Aの部分集合 Xの元を原材料として幾つかの工程が実行された結果，物 tが生産

されたとする．話を簡単かつ具体的にするために，最終的に tを生産した工程が µで，その原材料
[56]このことは「算」「法」「演」本来の意味を考えれば疑いないが，念のために藤堂明保編「学研漢和大辞典」を見ると，
「算法」は「計算の方法」を意味し「演算」は「式の規則に従って計算し求める数値を出すこと」を意味するとある．
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が r, sであるとしよう．そうすると，この最終工程での生産の単履歴は
r s

µ
(1.3.1)

なる図で表現される．ここで，r, sは Xの元ではなく，それぞれ p, cと q, bを原材料として工程 µ

と νによって生産されたとしよう．そうすると，この二つの生産の単履歴は，またそれぞれ
p c

µ

q b

ν
(1.3.2)

なる図で表現される．そして tは，p, c, q, bを原材料として工程 µ, ν, µによって生産されたこと
になる．こういう生産の複履歴は，(1.3.1)における r, sをそれぞれ (1.3.2)の二つの図で置き換え
て得られる次の図で表現することができる．

p c

µ

q b

ν

µ

(1.3.3)

ここで，b, cは Xの元であるが，p, qは Xの元ではなく，それぞれ a, bと b, cを原材料として工
程 λと νによって生産されたとしよう．そうすると，この二つの生産の単履歴は，またそれぞれ

a b

λ

b c

ν
(1.3.4)

なる図で表現される．そして tは，a, b, cを原材料として工程 λ, ν, µ, ν, µによって生産されたこ
とになる．こういう生産の複履歴は，(1.3.3)における p, qをそれぞれ (1.3.4)の二つの図で置き換
えて得られる次の図で表現することができる．

a b

λ
c

µ

b c

ν
b

ν

µ

(1.3.5)

ここで aは Xの元であるとする．そうすると，(1.3.5)の上端に並ぶ原材料 a, b, cはすべて Xの元
となる．従って，Xの元を原材料とする複数の工程によって tが生産された複履歴は，(1.3.5)に
よって完全に表現される．なお，(1.3.1), (1.3.2), (1.3.4)に示した五つの図に対応して

t = µ(r, s) r = µ(p, c) s = ν(q, b) p = λ(a, b) q = ν(b, c) (1.3.6)

が成り立つから（αλを λで表す等の前項で述べた略記法を使って工程を算法と同一視している），

t = µ
(
µ
(
λ(a, b), c

)
, ν
(
ν(b, c), b

))
(1.3.7)

が成り立つ．
以上は特別な場合についての説明だったが，これを一般化して考えることは容易い．そして，X

の元を原材料とする幾つかの工程（すなわち算法）によって一つの物が作られた生産（すなわち計
算・演算）の履歴はすべて，(1.3.5)

、
　の
、
　様
、
　な
、
　樹
、
　状
、
　図でもって上端に並ぶ原材料がすべて Xの元である

ものによって表現されることが分かる．
「(1.3.5)の様な樹状図」とは，すなわち，代数系Aの元と算法記号から作られる図であり，この
図の上端に現れるAの元に図の下方に現れるAの算法を適用してAの何らかの元が得られる計算・
演算の過程を表現する．そこで，こういう図を A上の計算図または演算図と呼ぶ．その一般的で
厳密な定義と関連概念の説明は第 3.6.2項にある．特に，計算図の上端に現れるAの元（図 (1.3.5)
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では a, b, c）とその計算図に従った計算で得られる Aの元（図 (1.3.5)では式 (1.3.7)の両辺）を，
それぞれその計算図の始点と終点と呼ぶ．従って，Aの部分集合 Xの元を原材料として幾つかの
工程によって一つの物が作られた生産の履歴は，Xの元を始点としその生産物を終点とする計算図
で表現される．なお，(1.3.1), (1.3.2), (1.3.3), (1.3.4) に示した単履歴や複履歴を表現する図も，始
点は必ずしも Xの元ではないが計算図である．また，代数系A上の計算図の全体は自ずとAと同
類の代数系になる．これを A上の計算代数系と呼び C(A)で表す（「calculation」に因む）．

1.3.5 顕在能力と潜在能力
§ 機械の生産能力とは何か．それについて何を問うべきか．機械の生産能力と言うと，私たち

は普通，生産品の質や量・生産速度・費用などの面を考える．そして，たとえば自動車組み立て工
場については，実際にこういう面が重視される．しかしそれは，鉄やプラスチックやゴムから自動
車を生産する機械だということがもう決まっていて，それ以外の生産の可能性を問う必要がないか
らだろう．そういうことが決まっていなければ，そもそもどんな種類の原材料からどんな種類の物
を作り得るかを真っ先に問わなければならない．思考機械・人間がまさにそういう機械である．そ
こで思考機械・人間については，原材料と生産物の対応関係がどうであるかを知ること，それを人
間の思考能力についての

、
　最
、
　初
、
　の課題としよう．

しかしこの項ではまだ，思考機械・人間に限らぬ一般の機械について考える．
一般の機械について「原材料と生産物の対応関係がどうであるかを知る」という課題を数学的に

述べれば次のようになる．まず，機械は代数系 (A,R)とみなされる（代数構造を Rと略記した）．
集合 Aは，この機械の原材料や生産物となり得るものの全体である．そこで，Aの部分集合 Xの
元を原材料としてこの機械が生産し得るもの全体からなるAの部分集合を π(X)で表す．そうする
と πは，Aの巾集合 PAから PAへの写像を表す記号とみなされる．そして，この機械において
原材料と生産物の対応関係がどうなっているかを知るには，πがどういう写像かを調べればいい．
そこでこの写像 πを，この機械の顕在能力あるいは単に能力と呼ぶ．
前項で説明した通り，この機械が集合 Aの部分集合 Xの元を原材料として一つの物を生産した

履歴は，その生産物を終点とし Xの元を始点とする A上の計算図で表現される．従って π(X)は，
Xの元を始点とする A上の計算図の終点となり得る元からなる集合（これを仮に Y で表す）に含
まれる．集合 Yがどういうものかは問題 3.6.3と問題 3.2.7 – 問題 3.2.9により分かる．それによれ
ば Y は，Xの元に Rに属す算法を繰り返し適用することによって生成される元の全体に，すなわ
ち第 1.2.3項で [X]Rと書いたものに等しい．これを以後は Xの Aにおける算包と呼び [X]で表す．
従って次の式が成り立つ．

π(X) ⊆ [X] (1.3.8)

等式 π(X) = [X]は必ずしも成り立たない．すなわち，Xの元を始点とする A上の計算図の終点
であっても，Xの元を原材料としてこの機械で

、
　実
、
　際
、
　に生産できるとは限らない．なぜなら，この機

械から代数系 A を抽象する過程で，色々な物や事を捨象している．そして，そういう物や事がこ
の機械の生産に色々な制約（これを外的制約と呼ぶ）を課している．そのため，この代数系だけか
ら作られる計算図の表す生産は，必ずしもこの機械に実行可能とはならないからである．外的制約
とは，たとえば自動車工場では，格納庫の容量や原材料の運搬手段や動力の供給量の多寡による制
約を指す．思考機械・人間では，記憶量や想起力や根気の多寡に当たるだろう．
いま述べたことをもう少し数学的に説明しよう．そのために，A上の計算図のうちで，それの表
現する生産がこの機械に実行可能なものの全体を E(A)で表す（「enabled」に因む）．そうすると，
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さっき述べたことは要するに，一般に外的制約のために E(A)は計算代数系 C(A)の真部分集合だ
ということである．また，式 (1.3.8)の前に述べたことを C(A)と E(A)を使って述べ直せば，[X]

は Xの元を始点とする C(A)の元の終点になり得る元の全体に等しく，π(X)は Xの元を始点とす
る E(A)の元の終点になり得る元の全体に等しい．だから，もしも E(A) = C(A)なら π(X) = [X]

が成り立つが，実際は外的制約のために E(A) ⊂ C(A)だから [57]必ずしも π(X) = [X]とは限らな
い，というわけである．
しかしここで，この機械から外的制約を少しずつ取り除き，外的制約をゼロに限りなく近づけて

行ったとしよう．それは実際にはできないことだから，仮想的にそういうことをするのである．そ
うすると E(A)が C(A)に限りなく近づき，従って π(X)は [X]に限りなく近づくだろう．こういう
意味で，[X]は π(X)の極限と考えられる．
以上のことを踏まえ，機械の潜在能力を次のように定義しよう．すなわち，代数系 Aと抽象さ

れた機械の潜在能力とは，各 X ∈ PAにその Aにおける算包 [X]を対応させる写像 X 7→ [X]のこ
とを言う．従って，潜在能力は Aの代数構造だけによって決まる．また，機械の潜在能力を調べ
ることは，代数系 Aについての演繹論を行なうことに他ならない．
なお，「外的制約が何もなく，原材料さえ供給されれば任意の計算図の表す生産を実行できる機

械」というものを考えると便利である．それは，実際には存在しない空想的または
、
　理
、
　想
、
　的
、
　な機械で

ある．そこで，そういう機械を理想機械と呼ぶ．そうすると，機械の潜在能力とは，その機械から
外的制約をすべて取り除いて出来る理想機械の顕在能力に等しいことになる．
さて，これまでは思考機械・人間に限らぬ一般の機械について考えてきたが，次節以降では数理

心理学の観点に特化し，一般の機械ではなく思考機械・人間を抽象した代数系 Aについて，しか
も顕在能力 πではなく潜在能力 X 7→ [X]を考察の対象とする．
この項の始めに「思考機械・人間については，原材料と生産物の対応関係がどうであるかを知る

ことを人間の思考能力についての最初の課題とする」旨を書いた．これはつまり，「代数系 Aにつ
いては，顕在能力 πがどうであるかを知ることを最初の課題とする」ということである．それにも
かかわらず次節以降では顕在能力 πではなく潜在能力 X 7→ [X]を考察しようというのは，何か本
筋からそれる行為のように読者は思うかもしれない．しかしそうではない．むしろ潜在能力を考察
する過程でこそ，数理心理学の

、
　根
、
　幹
、
　の問題を純粋な形で抽出することができるのである [58]．顕在

思考能力 πの考察は，そういう根幹問題の考察が終わった後で行なうべきものである．しかもそう
いう考察は，理論的のものだけでなく模擬実験的のものが重要となるだろう．つまり，理論に基づ
いて何らかの機械をロボットとしてか計算機の中にか実際に製作し，それが人間と同じように行動
するか否かを調べることで理論を検証して行くことになる．なぜなら顕在思考能力というものは，
文字通り顕に存在する能力だから，それについての理論なら何であれ，実験で検証されなければな
らないからである．対照的に潜在思考能力は，潜んで存在する能力であるから，その研究は理論的
のものとなるのである．

課題 1.3.1 「機械」を抽象した概念には「オートマトン」もある．これは本節とどう関連するか．

1.4 代数系から論理へ
＄ 前節での機械についての一般論により，思考機械としての人間も代数系 Aと抽象され，人間
の潜在思考能力についての問は，Aの代数構造についての問と，Aの各部分集合 Xにその算包 [X]

[57]記号 ⊂ で真部分集合を表す．その理由については端書き参照．
[58]数学基礎論でも，

、
　暗
、
　に数学者の潜在能力を考察する．第 1.2.4 項参照．



第 1章 序説 26

を対応させる写像 X 7→ [X]についての問に翻訳された．なお，第 1.3.2項の末尾に記したように，
思考機械・人間の原材料も生産品ももの事（ものと事）の記述であり（ただし思考機械・人間が生
産する「考え」は事の記述である），第 1.3.3項での機械から代数系への抽象の一般論により，集
合 Aは思考機械・人間が受け付ける原材料や生産し得るものの全体である．従って，Aはもの事
の記述の全体であると考えていい．
この節では，代数系 Aについての根本的な仮説を述べ，その仮説の下では Aについての上記の

問が論理学の問に帰着することを説明する．またそのために，「論理学とは何か」を一般的に論ず
る．その過程で，「数理心理学の場は何か」という第 1.1.1項で提起した課題への中間的解答を示す．
さらに，この課題の最終解決のために考えるべき基本問題を提起する．従ってこの節は，人間の潜
在思考能力についての問だけに関わるのではなく，数理心理学の根幹に関わる内容を持つ．
なお以後，文脈に応じて「認識」を「記銘」と言い換えることがある．国語辞典的に説明するな

ら，あるもの事を認識するとは，そのもの事をはっきり見分けられるように知ることを指す．しか
し「もの事をはっきり見分けられるように知る」ということの脳科学的の説明を思い浮かべたり人
間機械論の観点を意識したりした時には，「認識」という言葉がそぐわないことがある．そういう
場合には「認識」の代わりに「記銘」を使う．脳科学的に説明するなら，あるもの事を記銘すると
は，そのもの事を知覚するのに応じて興奮する一定の生理的単位（ニューロンあるいはその組み合
わせ）が脳神経系の中に出来ることを指す．このことについては第 1.4.2項で敷衍する．

1.4.1 論理学へと導く仮説
§ 大づかみの説明から始めることにしよう．どういう思考にも，必ずその対象になるもの事か

ら成る世界がある．思考機械としての人間は，その世界のもの事を認識すなわち記銘し, その結果
出来たもの事の記述をもとに推論を行なって「考え」すなわち事の記述を生み出す．つまり，まず
世界のもの事から来る色々な入力を何らかの形に一次記述し，次に，そうやって得られた記述の中
でも事の記述に何らかの変換操作を施して，それら事記述と因果関係にある事記述を二次的に作り
出そうとする．しかし，代数系と抽象された思考機械に可能なのは Aの元（それはすなわちもの
事の記述であるが，以下では「記号」とも呼ぶ [59]）に変換を施すことだけだから，世界のもの事
を一次記述するのも，事記述からそれと因果関係にある事記述を作り出すのも，すべて記号への変
換操作で行なわれる．そこで，Aにおける変換すなわち算法を次の二種類に分ける．ただしこれ
は，排他的分割ではない [60]．

　 (a) 世界のもの事を一次記述するための算法

　 (b) 事記述からそれと因果関係にある事記述を作り出すための算法

そして，(a)に属す算法だけを集合Aに与えて出来る算部分系を心言語と呼ぶ [61]（心言語もAで
表す）．また，(b)に属す算法を心論法と呼び，その全体を心論理構造と呼び，事記述すべてから成
る Aの部分集合 Bに代数構造として心論理構造を与えて出来る部分系を心論理代数系と呼ぶ（心
論理代数系も Bで表す）．そうすると，この節冒頭に述べた Aについての基本的な問は，次の三
つに分割されることになる．ただし厳密には，これは等価な言い換えではない．
[59]名前を変えるだけだから，「記号」の日常語的意味に囚われてはいけない（第 1.2.3 項の「記号」の説明参照）．特に，
「頭の中に記号が本当にあるのだろうか」などと問うてはいけない．それは，「染色体の上に A, a, B, b, . . . という記号が本
当にあるのだろうか」という問と同じ位の愚問である（第 1.1.2項の脚注 [10]参照）．驚くことに一流と目される学者でさ
えそういう問を発するが，それに惑わされてはいけない．
[60]たとえば述語論理学では，二つ論理式 a, b からそれらの論理積 a∧ b を作る算法は，(a) にも (b) にも属す．
[61]「算部分系」やすぐ後に出てくる「部分系」や関連する概念は第 3.2 節で定義する．
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基本問題 1 心言語の代数構造は如何なるものか．

基本問題 2 心論理構造は如何なるものか．

基本問題 3 心論理代数系において，部分集合とその算包との対応関係は如何なるものか．

第 1.1.1項で宣言した通り，場が何であるかを確定することが数理心理学の最初の課題であるが，
心言語という代数系こそが数理心理学の場である．従って，基本問題 1に答えることが数理心理学
の場を確定することに他ならない．また，心言語なる場は，第 1.3.3項で説明した「機械を代数系
とみなす」という考え方から得られた．だからそこで述べた通り，この「みなし」が数理心理学に
おけるデカルト座標に当たるのである．
さて，基本問題をこう三つに分割すると，心についての最初の数学的仮説を述べることができる．

仮説 1 心言語は普遍型付代数系である．

なお，心言語については基本問題 3に相当する問を掲げなかったのは，そういう問が普遍型付代数
系については自明なものになってしまうからである（第 3.8節参照）．
仮説 1は基本問題 1への中間的な答であって，最終的な答ではない．「普遍型付代数系」は非常

に広い範囲の代数系の総称であり，基本問題 1は，この普遍型付代数系の構造を特定するまでを求
めているのである．しかし特定するとは言っても，心言語の構造は一定不変のものではない．何ら
かの助変数に依存して変わるものである．その助変数依存性を込めた心言語の構造を特定しなけれ
ばならない．ただし，心言語における助変数とは，時刻とかの物理量を指すのではない．それらは
物質世界の助変数であって，心言語にとっての助変数ではない．心言語の構造を決める助変数の中
で一番重要なものは思考機械・人間の「関心」であり，だから基本問題 1への答は，関心とは何か
をよく説明するものでなくてはならない [62]．
仮説 1は，自然言語に心言語の元が何らかの変形を受けた後に表出しているというもう一つの仮

説（それは第 1.5節で改めて述べて敷衍する）と自然言語の観察から得られる．ただし，自然言語
には心言語の元だけが表出するのではない．心論理代数系 B上の計算代数系 C(B)の元を推論図ま
たは推論過程と呼ぶが，自然言語には推論過程も表出する（他にも色々なものが表出しているが，
それら表出元もその表出先も現時点では捨象してある [63]）．第 1.2.2項において自然言語の意味構
造（もの事の有様を表現する言葉の使われ方の法則）と論理構造（思考の筋道を表現する言葉の使
われ方の法則）に言及し，他方で代数系 Aの算法を (a)と (b)の二種に分割して心言語と心論理
代数系なる概念を得たが，心言語と心論理代数系は実は意味構造と論理構造に対応する．つまり，
心言語の元はもの事の有様を表現する言葉として表出し，推論過程は思考の筋道を表現する言葉と
して表出する（図 1.5参照）．また，第 1.2.1項において「伝統的文法学者が自然言語の文法を書
き上げる作業は，普遍型付代数系を構成する作業に他ならない」と述べたが，その「文法」は，実
は意味構造を指していた．心言語が意味構造に対応し文法学者の意味構造論が普遍型付代数系を構
成する作業であったのなら，心言語も普遍型付代数系ではないか．仮説 1は，こういう常識的な考
えを述べたものに過ぎない．
文法学者が文法を書き上げる際に構成する普遍型付代数系は，自然言語そのものではなく，その

背後にあると想定されるものである．だから文法学者は，この代数系の存在をまったく意識しない
か，意識しても何か架空のものとして扱うかもしれない．しかし数理心理学の観点から見ると，こ
れは架空のものではない．もしも

、
　然
、
　る
、
　べ
、
　く定義したなら，これこそが心言語だと考えられる．そし

[62]この考えを第 5 章以降で敷衍する．第 2.1.3 項に関連する説明がある．
[63]捨象した表出元については第 1.6 節参照．捨象した表出先には，話者の陳述態度・感情・意志などの表現がある．
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図 1.5: 自然言語に表出するもの

人間 自然言語
心言語の元 表出−−−→ もの事の有様の表現
推論過程 −−−→ 思考の筋道の表現

捨象してあるもの −−−→ 捨象してあるもの

てこの心言語というものは，思考機械・人間を抽象して得たという意味で，
、
　れ
、
　っ
、
　き
、
　と
、
　し
、
　た実在物な

のだ．だから，文法学者にとっては架空のものかもしれないこの代数系を心言語という実在物とし
て捉えよう，というのが仮説 1の意味だと言ってもいい．
なお，第 1.3.3項で注意した通り，集合Aは思考機械・人間が

、
　受
、
　け
、
　付
、
　け
、
　る原材料や

、
　生
、
　産
、
　し
、
　得
、
　るも

のの全体であり，従って，脳の中に集合 Aの元に相当する実体がすべて存在するのではない．存
在するのは，思考機械・人間の

、
　現
、
　実
、
　の生産の原材料と生産品であり，それは Aの一部に過ぎない．

だから，心言語という普遍型付代数系に相当する実体が脳の中に存在するのでもない．ただし定理
3.5.1により，普遍型付代数系はその型代数系 T と素元系 S および Sの分割 S =

⋃
t∈T Stによって

定まる [64]．だから，T と St (t ∈ T)に相当する実体が脳の中に存在すれば，Aのすべてが脳の中
に実在すると仮想することはできる．さらに，B上の計算代数系 C(B)は Bを素元系かつ型代数系
とする普遍型付代数系であるので，C(B)のすべてが脳の中に実在すると仮想することもできる．
以下，基本問題 1, 2, 3について，もう少し立ち入って説明しよう．
まず，基本問題 1の問うている心言語の代数構造は，人間にとっての認識の対象世界が如何なる

ものかによって決まる．なぜなら，心言語は世界のもの事を認識・記銘した結果を記述するための
装置であり，従って進化の過程で認識の対象世界に適応してきたはずだからである．だから実は基
本問題 1と同時に，と言うよりは基本問題 1に先立って，次の大問題を考える必要がある．

基本問題 4 人間にとっての認識の対象世界とは如何なるものか．

これを言い換えれば「人間は世界というものをどう認識しているか」となるが，これを解く鍵も基
本問題 1と同様に自然言語の中に隠されている．なぜなら図 1.6で図解するように，世界のもの事
が心言語により記述され，心言語が自然言語として変形・表出する（図 1.5参照）．その当然の帰
結として，世界というものを人間がどう認識しているかが自然言語に現れているからである．

図 1.6: 世界と心言語と自然言語の間の関係

世界 記述−−→ 心言語 変形・表出−−−−−−→ 自然言語

なお先に記した通り，脳の中に集合 Aの元に相当する実体がすべて存在するのではなく，存在
するのは Aの一部に過ぎない．その存在する一部のものを第 7章では観念・概念と呼ぶ．だから，
図 1.6の「心言語」「記述」を「観念・概念」「認識」と書き換えて図 1.7のような図を描いても，
間違いではないし，それの示唆するものも無いではない．言語学者などがこの類の図を描くことが
ある．しかしこの図からは，思考機械・人間を代数系と抽象するという，これまで説明してきたよ
うな考え方は読み取れない．そこにこの図の難点がある．
[64]普遍型付代数系に付随する「型代数系」「素元系」等の概念は第 3.4 節と第 3.5 節で定義する．
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図 1.7: 世界と観念・概念と自然言語の間の関係

世界 認識−−→ 観念・概念 変形・表出−−−−−−→ 自然言語

さて認識の対象世界は，すなわち思考の対象世界であって，もの（物・者）と事から成る．それ
ではものと事とは数学的には何だろうか．一階述語論理学の考え方によれば，ものの全体は何らか
の集合 Sであり，一つ一つの事は S上の何らかの多項関係である．そして S上の n項関係は，Sの
n個の直積 Snから T = {0, 1}への写像とみなせるが，それはさらに S∪T上の算法とみなせる [65]．
従って，認識の対象世界としては S∪Tのような集合をとればよく，それは自ずと代数系とみなさ
れる．しかし一階述語論理学によるこういう世界の定義は，数理心理学の観点から見ると単純過ぎ
て妥当ではない．なぜなら，図 1.6で図解したように世界の構造が自然言語に現れているはずであ
るが，自然言語の観察から窺い知れる世界の構造はもっと複雑だからである．
しかし，認識の対象世界を代数系と捉えるという一階述語論理学の考え方は，数理心理学にとっ
ても大いに参考になる．ものと事から成る認識の対象世界は自ずから何らかの代数系の構造を持
ち，人脳は進化の過程でそれに適応して何らかの代数系の構造を持ったに違いない．そう考えれ
ば，第 1.3.3項の終わり辺りに記した通り代数系は機械とみなされるから，人脳が機械とみなされ，
それで，数理心理学が第 1.1.2項で人間機械論の観点に立ったことがめでたく正当化される．だか
ら基本問題 4に答えるには，認識の対象世界を何らかの代数系として特定すべきと考えられる．た
だし特定するとは言っても，心言語と同様に認識の対象世界も一定不変とは限らないから，何らか
の助変数依存性を込めた代数構造を特定するのである．そうすれば，それに近しい構造を持つ代数
系として心言語を特定することができるであろう．
なお，認識の対象世界を何らかの代数系として特定すれば，代数系は機械とみなされるから，認

識の対象世界も機械とみなされる．従って数理心理学者は，人間・人脳だけでなく認識の対象世界
も
、
　暗
、
　に機械とみなし，そういう意味で人間機械論より広汎な機械論の観点に立つ．
さて次に，心言語の元の中でも，世界における事（事柄・事態）を記述する元を，これまでは

「事記述」と呼んできたが，改めて文と呼ぶ [66]．そうすると，文の中には真の文と偽の文がある
はずである．つまり，認識の対象世界での現実の事柄・事態に合う文と合わない文がある．実は，
この真偽に関する次の問を，基本問題 1, 4と基本問題 2 の間に挿入しなければならない．

基本問題 5 心言語の文の真偽は如何にして決まるのか．

思考機械・人間は世界のもの事を記銘し，記銘されたもの事に対応する記号が心言語上に存在す
る．そういう記号に心言語の算法を適用して作られる文には真のものと偽のものがある．どう作ら
れた文が真なのかを基本問題 5は問うているのである．
真偽の概念が定まると，真なる文から真なる文を導くことのできる算法としての健全な論理の範

囲が定まる．基本問題 2 における心論理構造は，この健全な論理の中に探ればいいと考えられる．
なぜなら，ヒトという種は健全な論理を進化させてきたはずだからである（第 1.4.3項参照）．
ただし，個々の思考機械・人間が常に健全な論理を使っていると言うのではない．意識的な思考

でも，意識下の計算でも，不健全な論理を使うという誤作動が少なからずある（誤作動の少ない機械
へとヒトは進化して行くだろうが）．また，健全な論理を使えないという病的な思考機械も存在し得

[65]一階述語論理学ではさらにものからものへの変換を考えるが，それも S ∪ T 上の算法とみなせる．
[66]これも A の元を「記号」と呼ぶと同様，名前を変えるだけだから，「文」の日常語的意味に囚われてはいけない．
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ている．さらに，一個の人間でも，時間・年齢と共に変化して行く．人間という思考機械は未完成
品として生まれ来てだんだん完成品になるのだろう．つまり思考機械・人間と一口に言っても，そ
の性能は個々の機械や時間や場合によって甚だしく異なる．だから，基本問題 2 にどう答えたらい
いかということは，実はそう簡単なことではない．どの範囲の思考機械の心論理構造を調べたらい
いのか，ということが先ず問題になる．これと同様の問題は，心言語の構造についての基本問題 1

についても生じてくる．一般化して言うなら，広い範囲に亘って変化分布する研究対象のどの範囲
に焦点を絞るべきかという問題である．と言うよりは，どうしたら焦点が絞れるかと言った方がい
いかもしれない．この問題は，数理心理学だけでなく，生物学・医学・心理学・言語学など，およ
そ生き物に関わるすべての学問分野に共通の問題である．
それでは，数理心理学ではこの問題にどう対処すべきか．答は，数理心理学が若い学問であるこ

とを考えれば，常識的なものに成らざるを得ない．つまり，統計的に一番多数を占める範囲にまず
焦点を合わせるべきだろう．言い換えれば，観察者の周囲に一番多く見られる範囲を研究対象にす
るのだ．どう言い換えても曖昧だけれども，この曖昧さは，決して批判されるべきものではなく，
研究対象の複雑さの指標とみなすべきものなのだ（第 1.2.4項参照）．
基本問題 2を解く鍵も，基本問題 1, 4と同様に自然言語の中に隠されている．自然言語には心

言語の元だけが表出しているのではなく，推論過程すなわち心論理代数系での演算の過程も表出し
ているはずだからである（図 1.5参照）．
基本問題 1, 4と基本問題 5の間にも，まだ大きな問題が隠されている．と言うのは，心言語文

の真偽というものは，絶対的に定まるものではなく，心言語と世界の対応関係に相対的に定まるか
らである（図 1.6参照）．この対応関係がどういうものかが定まらなければ，文の真偽も定まらな
い．だから，隠されていた問は次のように述べられる．

基本問題 6 心言語と認識の対象世界の対応関係は如何なるものか．

思考機械・人間は世界のもの事を記銘し，記銘されたもの事に対応する記号が心言語上に存在す
る．つまり，世界の幾つかのもの事と心言語の幾つかの元とが対応している．それでは，その幾つ
かの元に心言語の算法を適用して得られる元は世界のどういうもの事に対応するのか．その対応は
始めの幾つかの対応とどういう関係にあるのか．そういうことを基本問題 6は問うているのであ
る．ただし，心言語と認識の対象世界を一つ定めたとしても，両者の対応関係は一定不変とは限ら
ないから，助変数依存性を込めた対応関係を考えなければならない．
以上，数理心理学の基本的な問を六つ提起したが，これらについて考えるということは，実は論

理学を行なうことに他ならない．つまり，まず心言語がこの論理学における形式言語であり，これ

図 1.8: 論理学としての数理心理学の三本柱と基本問題

文法論
基本問題 1

意味論
基本問題 4, 6, 5

演繹論
基本問題 2, 3

を先取りして「心言語」という名を使ったのである．次に，第 1.2.3項で説明した通り論理学の三
本柱は文法論・意味論・演繹論であるが，基本問題 1の求めているものが心言語の文法論であり，
基本問題 4, 6, 5の三問に答える論が心言語の意味論であり，基本問題 2, 3の求めているものが心
論理代数系についての演繹論である．
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要するに，代数系 Aと抽象された思考機械・人間の潜在能力についての問は基本問題 1 – 6に
分割され，これらについて仮説 1の下で考えるということは，心言語という形式言語の上の論理学
を研究することに他ならない [67]．逆に，任意の形式言語の上の論理学は，何らかの思考機械の潜
在能力を研究するための学問とみなすことができる．
しかしこう言い切るためには，「論理学とは何か」についてもう少し詳しく説明しなければなら

ない．次項でその義務を果たしながら，これまでの大づかみの説明を敷衍することにする．

注意 1.4.1 推論過程の有限列を思考過程または思考履歴と呼ぶが，これが人脳において起きてい
る思考という現象を数学的に抽象したものであることを説明しよう．
まず，第 1.3.4項で説明したように，代数系と抽象された一般の機械については，一つ一つの物

の生産履歴は計算図で表現される．しかし複雑な機械は，複数の物を同時に生産することが珍しく
ない．たとえば自動車組み立て工場の中には，複数の車種を同時に生産するために複数の生産ライ
ンを動かすものもある．厨房でも複数の料理を併行して作ることがある．思考機械・人間でもそう
いう現象が実際に起きていることだろう．こういう複数の生産を併行する機械の生産履歴を表現す
るのは，一般には面倒である．
しかし思考機械・人間の場合は，その特殊性が幸いし，併行する複数の生産の履歴表現も余り面

倒にならない．なぜならまず，思考機械・人間の「考え」はすべて事の記述である．従って，思考
機械・人間がたとえ複数の工程による生産を併行して複数の事の記述 f1, . . . , fmを同時に生産した
としても，数理心理学者は，「かつ (and)」を意味する二項算法∧を心論理構造に属させることによ
り，これらm個の事記述を一つの事記述 f1∧ . . .∧ fm として扱うことができる [68]．従って，思
考機械・人間の「考え」すなわち事記述なら，時間の経過につれて一つ一つ順番に生産されるとみ
なすことができる．そこで，事の記述 f0, f1, . . . , fnがこの順番に生産されたとしよう [69]．それぞ
れの事記述 fiの生産履歴は心論理代数系 B上の計算図 Iiによって表現され (i = 0, 1, . . . , n)，従っ
て事記述 f0, f1, . . . , fn の生産履歴は，思考過程 I0, I1, . . . , In によって完全に表現される．この意
味で思考過程は，人脳において起きている思考という現象を数学的に抽象したものなのである．
なお，人脳において起きている演繹的思考・帰納的思考という現象も，次のように数学的に抽象する

ことができる．すなわち，Iiを推論過程とし，Iiの始点集合と終点をSiと fiで表し (i = 0, 1, . . . , n)，
Sを Bの部分集合とし fを Bの元とするとき，思考過程 I0, I1, . . . , In が Sからの fの演繹過程で
あるとは，fn = fであって各 i ∈ {0, 1, . . . , n}に対して Si ⊆ {f0, . . . , fi−1} ∪ S の成り立つことを
言う．また，I0, I1, . . . , Inが fからの Sの帰納過程であるとは，f0 = fであって各 i ∈ {0, 1, . . . , n}

に対して Si ⊆ {fi+1, . . . , fn} ∪ S の成り立つことを言う．
第 1.3.4項の例に即せば，a, b, c, p, q, r, s, tが事記述で λ, µ, νが心論法なら，

r s

µ

p c

µ

q b

ν

a b

λ

b c

ν
(1.4.1)

は tからの {a, b, c}の帰納過程であり（(1.3.6)参照），これの順番を逆転した
b c

ν

a b

λ

q b

ν

p c

µ

r s

µ
(1.4.2)

[67]この研究を第 5 章と第 6 章とで実行する．
[68]この事記述は厳密には，算法 ∧を適用する順番を明示するために括弧を使って，たとえば (. . . ((f1 ∧ f2)∧ f3) . . . )∧ fm
のように表さなければならない．
[69]「事の記述は時間に関して離散的にではなく連続的に生産されるであろうから f0, f1, . . . , fn ではなく f(t) (0 ≤ t ≤ a)
のように表すべきだ」と考える人がいるだろう．しかし，事記述の生産は結局はニューロンの発火によるのであり，一度発
火すれば次の発火まで不応期があるので，事記述は離散的に生産されるとしてよいと考える．
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は {a, b, c}からの tの演繹過程である．また，(1.3.5)は {a, b, c}からの tの演繹過程であると同時
に tからの {a, b, c}の帰納過程である．
一般化して言えば，I0, I1, . . . , Inが Sからの fの演繹過程であることは，In, . . . , I1, I0が fから

の Sの帰納過程であることと同等 [70]である（問題 3.6.4参照）．実はさらに，Sからの fの演繹過
程が存在するためにも，fからの Sの帰納過程が存在するためにも，始点が Sに含まれて fを終点
とする推論過程の存在することが必要十分であり（問題 3.6.5参照），そういう推論過程は，Sか
らの fの演繹過程であると同時に fからの Sの帰納過程である．また，そういう推論過程が存在す
るためには，fが Sの算包 [S]に属すことが必要十分である（問題 3.6.3参照）．従って，演繹過程
を論ずることも帰納過程を論ずることも，基本問題 2, 3を論ずることに，すなわち心論理代数系
Bについての演繹論に包摂される．
以上のような数学的抽象の下では，演繹的思考も帰納的思考も推論の連鎖であって，引き続く推

論間の前後関係が逆という違いしかないから，演繹と帰納をことさらに分ける理由はない．しかし
この抽象の際に捨象した面では，演繹と帰納の間には大きな違いがある．思考には記憶の想起が
関わるが，演繹と帰納では想起の仕方が違う．たとえば (1.4.2)の表現する演繹的思考が実際に行
なわれるためには，記憶庫内に沢山ある原材料すなわち事の記憶の中から a, b, cが選択・運搬す
なわち想起され，沢山ある工程の記憶の中から λ, µ, νが然るべき順序 ν, λ, ν, µ, µ で想起されて実
行されなければならないが，(1.4.1)の表現する帰納的思考が実際に行なわれるためには，さらに
p, q, rが想起されなければならないからである．
この例が示すように，人脳において演繹的や帰納的の思考が実際に如何なる仕組みで行なわれる

かは，記憶・想起・根気などの外的制約に関わるので顕在思考能力の問題であり，従って本書では
問うことはしない．

1.4.2 論理学としての数理心理学
§ 前項で説明した通り，基本問題 1 – 6は論理学の問題と捉えられる．第 1.3.5項で触れた顕在
思考能力の問題や後出の基本問題 7や第 1.6節が示す通り数理心理学の基本問題は 1 – 6だけでは
ないし，論理学も数理心理学だけのものではないから，数理心理学と論理学はどちらも他方を包摂
しないが，数理心理学と論理学の重なりが大きいことは確かである．そこでここでは，「論理学とは
何か」と共に数理心理学と論理学の関係について，もう少し詳しく説明しよう．ただし，本書では
「論理学」は「数理論理学」を指すので，「論理学とは何か」については論理学の数学的構造の説明
に限定する．
第 1.2.3項に記した通り，論理学は「如何なる記号変換能力から如何なる記号生成能力が生ずる

か」を問う学問の一つであるが，論理学における「記号」は形式言語の元を指す．そして「形式言
語」は，最も一般的には，普遍型付代数系のうちで素元系が定数系 Conと変数系 Varに分割され
ているものを指す [71]．ただし本書では第 4章で，このように極度に一般的ではなく
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　な形式言語上の論理学を論ずる．また，素元系の Conと Varへの分割は後述のように意味論と結
び付けなければ無意味であるし，意味論は変数が豊富になければ不自由なものになる．他方，Con

は空集合であってもいいので，任意の普遍型付代数系は素元系全体を Varとする形式言語とみな
せる [72]．

[70]「同等」は論理学では，二つの命題Ａ・Ｂに関し，ＡならＢであってその逆も成り立つことを言う．数学で「同値」を
「同等」の意味で使うのは言葉の誤用であろう．

[71]「定数」「変数」は「constant（＝不変のもの）」「variable（＝変化するもの）」を指し，数とは限らない．
[72]たとえば自然数の全体 N さえも形式言語とみなせる．問題 4.1.1 と問題 3.5.4 と問題 3.8.1 参照．
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このように形式言語の範囲は広大だから，あらゆる種類の形式言語が論理学の研究に値するので
はない．研究に値する形式言語の種類は
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　て自ずと限られるから，如何なる形式言語

を取り上げて研究すべきかを論ずる文法論がまず必要になる [73]．そして論理学は，取り上げる形
式言語の種類によって，命題論理学・述語論理学等に区分される．たとえば，命題論理学では命題
言語なる形式言語を取り上げるが，これは，素元系全体を Varとし二項汎算法 ∧,∨,⇒と単項汎
算法 ♢だけから成る代数構造を持つ普遍汎代数系である [74]．しかし数理心理学の問題意識の下で
は，命題論理学や述語論理学は，参考にはなっても深い研究には値しない．
さてそれでは，数理心理学における文法論は如何にあるべきか．この問に答えることが，取りも

直さず，「心言語は普遍型付代数系である」という仮説 1の下で「心言語の代数構造は如何なるもの
か」という基本問題 1に答えることなのである．この問への私の答は「心言語は格言語なる形式言
語である」というものであり，これについては第 5章以降で詳述する．ここでは，心言語の構造が
特定されたと仮定して先へ進む．
前項で説明したように，基本問題 1に答えるためには，まず「人間にとっての認識の対象世界と

は如何なるものか」という基本問題 4に答えなければならない．つまりその後に敷衍した通り，認
識の対象世界を何らかの代数系として特定しなければならず，それができれば，認識の対象世界に
近しい代数系として心言語を特定することができるはずである．基本問題 4への私の答は「人間
にとっての認識の対象は格世界なる代数系である」というものであり，これについてはやはり第 5

章以降で詳述する．ここではこの問の代わりに，「人間にとって如何なる世界が認識可能か（人間
は如何なる世界を認識する潜在能力があるか）」という問を考えてみよう [75]．人間の認識対象世
界はもちろん人間にとって認識可能な世界であるが，人間は認識可能世界のすべてを認識の対象と
してはいないだろうから，この問を考えるのも無意味ではない．
人間機械論の立場で考えれば，この問への答は基本問題 4に比べてかなりはっきりしている．つ

まり，如何なる世界が認識可能かは，単に世界を認識・記銘する機械としての人間の構造，すなわ
ち心言語の代数構造で決まるはずである [76]．とすれば，認識可能の条件も代数的概念で書かれな
ければならないだろう．つまり，認識対象世界が心言語に近しいという意味を包摂する意味で，認
識可能世界は心言語に近しい代数系のはずである．そして代数学には「近しい代数系」に一見ぴっ
たりの概念がある．心言語と同型（どうがた）の型付代数系を認識可能世界と定義すればいいよう
に思われる [77]．しかしこの定義は妥当ではない．なぜなら，格言語の代数構造には変数系 Varの
元を助変数とする算法（そういう算法を可変子と呼ぶ）があって，それに相当する算法を格世界に
おいて然るべく定義することができないため，格言語と格世界は同型ではないからである．
心言語以外の形式言語についても同様に認識可能世界を考えることができる．前項で注意した通

り，任意の形式言語の上の論理学は何らかの思考機械の潜在能力を研究するための学問とみなすこ
とができ，その思考機械にとっての認識可能世界というものが当然考えられるのである．ただ後々
の理論の展開のためには，認識可能世界は極端に小さいものであっては都合が悪い．そこで一般
に，形式言語から可変子を除いて出来る算部分系と同型の型付代数系であって大きさについてのあ
る付加条件をみたすものを，その形式言語にとっての認識可能世界と定義する（格世界はこの意味
で格言語にとっての認識可能世界である）．なお，形式言語を一つ決めても，それにとっての認識
可能世界は一般には複数存在する．

[73]この「文法論」は「構文論」「統語論」「統辞論」とも呼ばれる．自然言語の文法論とに違いについて端書き参照．
[74]本書では，否定の意味を表す論理記号として ¬や ∼ではなく ♢を使う．その理由については端書き参照．「普遍汎代数
系」の定義ついては問題 3.5.3 参照．
[75]この「潜在能力」は第 1.3.5 項で説明した機械の生産についての潜在的能力とは異なる意味である．
[76]潜在的な認識能力を問うているのだから，特に，目耳鼻皮膚などの感覚器官や神経系に障害のない場合を考えている．
[77]「同型」「型付代数系」は第 3.4 節で定義する．「同型（どうがた）」は「同形（どうけい）」とは異なる概念である．



第 1章 序説 34

たとえば，命題言語には可変子がなく型も一つしかないので，一般の形式言語にとっての認識可
能世界の上記定義によれば，命題言語にとっての認識可能世界は，空でない集合W に命題言語の
算法と同類の算法を，すなわち二項汎算法∧,∨,⇒と単項汎算法 ♢ を与えて出来る代数系に限られ
る．集合W もそれらW 上の算法も任意であっていいので，W としてたとえば命題言語自身や任
意のブール束をとることができる．しかし命題論理学においては，Wを最小のブール束 T = {1, 0}

に限定する．同じく形式言語の一つである一階述語言語には，可変子として限量子 ∀xと ∃xがあっ
て，型として項の型 ϵと論理式の型 ϕがある．このため，一階述語言語にとっての認識可能世界
は，空でない集合WϵとWϕの直和W =Wϵ qWϕに一階述語言語の限量子以外の算法と同類の
算法を，すなわち ∧,∨,♢,⇒と関数記号と述語記号を局所算法として然るべく与えたものに限ら
れる．集合WϵとWϕは任意であって，算法∧,∨,♢,⇒はWϕ全域で定義されて値がWϕの中に
ありさえすればいいので，Wϕとしてたとえばやはり論理式の全体や任意のブール束をとることが
できる．しかし一階述語論理学においては，Wϕ はやはり Tに限定する．つまり命題論理学や一
階述語論理学においては，かなり狭く限られた範囲の認識可能世界だけを考える．
これらの例と同様にその他の論理学においても，
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認識可能世界だけを考える．そこでそういう範囲に属す認識可能世界を，その論理学の形式言語
にとっての認識対象世界と呼ぶ．つまり論理学を行なうに当たっては，認識対象世界の範囲を認識
可能世界の範囲より狭めて設定しなければならず，如何に狭めて設定するのが妥当かを考える世界
論が必要になる．それでは，心言語のための世界論は如何にあるべきか．この問に答えることが，
「心言語は普遍型付代数系である」という仮説 1の下で「人間にとっての認識の対象世界とは如何
なるものか」という基本問題 4に答えることに他ならない．そして私は前述の通り第 5章以降で，
格言語にとっての認識対象世界は格世界であるという世界論を行なうのである．
さて，心言語の構造が特定されてそれにとっての認識対象世界の範囲が設定されたとしよう．そ

うすると次に考えるべきは，この二者間の対応関係についての基本問題 6である．幸いなことに
この問への答は，心言語に限らず
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　な形式言語に適用できる簡潔な代数学的「対応論」

として存在している．その概略と背景は次の如くである．
まず，形式言語Aの定数系Conから認識可能世界Wへの写像Φで型を保存するものを定付値と

呼び，同様に，変数系 VarからWへの写像 vで型を保存するものを変付値と呼ぶ．そして，変付
値の全体をValで表す（記号「Val」は「valuation」に因む）．なお形式言語Aと認識可能世界Wを
一組み決めても，AからW への定付値と変付値は一般には複数存在する．
これら概念の背景を心言語とそれにとっての認識対象世界に即して説明しよう．まず，心言語な

る形式言語 Aは世界を認識・記銘するための脳内装置の数理模型であり，認識対象世界なる型付
代数系W は，名前の通り，人間が認識の対象とする世界の数理模型であった．それと同様に，定
数系・変数系なる集合も，定付値・変付値なる写像も，単なる数学的概念ではなく，脳の内外に有
形あるいは無形に実在するはずのものの数理模型なのである．どういうことかと言えば，人間が外
界の特定のもの事からの特定の刺激を繰り返し受容すると，人間はそのもの事を記銘する．すなわ
ち，そのもの事を知覚するのに応じて興奮する

、
　一
、
　定の生理的単位が脳神経系の中に出来る．と言う

よりは，その生理的単位が興奮することがすなわちそのもの事を知覚することなのである．そうい
う生理的単位の実態もそれがどういう仕組みで出来るかもよく分からないが，それを定記銘単位と
呼び，定記銘単位の各々に記銘相手のもの事を対応させる写像を定記銘写像と呼ぶ．定数系 Con

と定付値Φは，定記銘単位の全体と定記銘写像の数理模型に他ならない．
例えば，私たちが犬を見て犬と知覚できるのは，犬からの視覚刺激によって興奮する一定の「犬

ニューロン」が私たちの脳神経系の中にあるからだという（犬ニューロンは単一のニューロンではなく
ニューロンの組み合わせかもしれない）．犬ニューロンは生まれたばかりの赤ん坊にはない．しかし，
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赤ん坊が母親に抱かれて外出して犬に出会った時に母親が「ほらワンワン」などと赤ん坊に話し掛
けるのは良く見かける光景である．色々な犬に対してそういう経験を重ねることによって赤ん坊に
犬ニューロンが出来るのであろう．実際，赤ん坊はそのうちに，どんな犬でも犬を見れば母親に話
しかけられずとも「ワンワン」と言うようになる [78]．つまりこの例では，犬を見ると興奮する犬
ニューロンという生理的単位が定記銘単位として脳神経系の中に出来る．それがすなわち犬という
外界の物を記銘することなのである．同様に猫ニューロンやまんまニューロンなどの色々な定記銘
単位が出来るのであろう．また，「ベス」という特定の犬や「チャム」という特定の猫に対応するベ
スニューロンやチャムニューロンなどの定記銘単位も出来るであろう．さらには，「犬が走る」や
「猫が鳴く」などの事に対応する「犬が走るニューロン」や「猫が鳴くニューロン」なども出来る
であろう．そして定記銘写像は，犬ニューロン，猫ニューロン，ベスニューロン，. . .という定記
銘単位に，それぞれ犬，猫，ベス，. . .という記銘相手のもの事を対応させる写像である．従って
定記銘写像は，（犬ニューロン，犬），（猫ニューロン，猫），（ベスニューロン，ベス），. . .等々の，
ニューロンとそれを興奮させるもの事の組みの全体と同一視される．
なお，「一定」というのも時間の尺度に相対的なことである．人間の心は日々に成長退化して行

くのだから，定記銘単位の全体も各定記銘単位の記銘相手のもの事も長い間には当然変わる．しか
し，思考機械・人間の観察者である私には，時間の尺度を自由に変えて定記銘写像なる概念につい
て論ずることが許される．
脳神経系の中には，やはり外界のもの事を記銘するための生理的単位でありながら，記銘相手

のもの事がまだ決まっていないものもあるに違いない．そういう生理的単位を変記銘単位と呼ぶ．
変数系 Varは変記銘単位の全体の数理模型に他ならない．各変記銘単位 xはそれぞれ，外界の何
らかのもの事wxを記銘相手として選んで定記銘単位となる可能性がある．xを変記銘単位全体に
亘って動かしたときのそういう組み (x,wx)の全体は，変記銘単位の各々にもの事を対応させる写
像とみなされる．それを変記銘写像と呼ぶ．変付値は変記銘写像の数理模型に他ならない．各変記
銘単位 xの有り得る記銘相手wxは不特定多数存在するから，変付値も不特定多数のものを考えな
ければならない．そこで，変付値の全体 Valを考えるのである．
さて，形式言語Aにとっての認識可能世界Wの巾代数系WValは，巾代数系の定義 [79]によれば

Wと同型（どうがた）の型付代数系である．従ってWValの代数構造には，Aの可変子に相当する算
法は入っていない．しかしWが然るべき条件をみたせば，Aの可変子に相当する算法をWValの代
数構造に然るべく付け加えて，WValを Aと同型の型付代数系にすることができる．その結果，A
からW への定付値Φを任意にとると，Aの普遍型付代数系としての普遍性により，AからWVal

への保型準写Φ∗が出来る．そこで，こういう然るべき条件をみたす認識可能世界をAにとっての
認識対象世界と定め，写像Φ∗を定付値Φの定める意味写像と呼ぶ．意味写像Φ∗はAからWVal

への写像であるが，WVal が ValからW への写像の全体 Val→W に含まれるので，v ∈ Valなら，
任意の a ∈ Aに対して (Φ∗a)vはWに属す．また，Φ∗の出来方により，a ∈ Conなら (Φ∗a)vは
Φaに等しく，a ∈ Varなら (Φ∗a)vは vaに等しい．さらに巾代数系の定義によれば，各 b ∈WVal

にそれによる vの像 bv ∈W を対応させるWVal からW への写像は（それは vによるいわゆる射
影である），可変子以外の算法については保型準写である．そこで，各 a ∈ Aに (Φ∗a)vを対応さ
せるAからWへの写像を仮にΦvで表す．そうするとΦvは，定付値Φと変付値 vが定数と変数
をWの元に対応付けるのに応じて，各 a ∈ AをWの何らかの元に対応付ける（第 1.4.4項参照）．
たとえば，Aの定数 c, c ′と変数 xがΦと vによってそれぞれW の元w,w ′と uに対応付けられ
[78]始めのうちは猫を見ても「ワンワン」と言うような間違いもあるが，母親がその都度「あれはニャンニャン」などと直
していれば間違いはなくなる．従って，母親の「ほらワンワン」「あれはニャンニャン」などという話し掛けは，種々様々
な個々の犬を抽象して出来る「犬」という概念を赤ん坊に授ける役割を果たしているのだから，実に重要である．
[79]「巾代数系」と後出の「保型準写」は第 3.10 節と第 3.3 節で定義する．
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a ∈ Aが Aの二項算法 λ, µ, νによって

a = µ
(
µ
(
λ(c, x), c ′

)
, ν
(
ν(x, c ′), x

))
(1.4.3)

と表示されるとする．そうすると，λ, µ, νが可変子でないなら，Φvが λ, µ, νについては保型準写
であることから，aはΦv によってW の元

µ
(
µ
(
λ(w,u), w ′), ν(ν(u,w ′), u

))
(1.4.4)

に対応付けられる．この元は形式的には，aの表示式の右辺における c, c ′, xをそれぞれ w,w ′, u

で置き換えることによって得られる．もしも λ, µ, νの中に可変子があれば，Φvによる aの対応付
けられ先は，上記の元とは異なるが，やはり λ, µ, ν,w,w ′, uによって表される．
以上が，

、
　程
、
　よ
、
　く
、
　一
、
　般
、
　的
、
　な形式言語とそれにとっての認識対象世界との対応論の概略と背景であ

る．読者は，これを心言語とそれにとっての認識対象世界に即して読めば，この対応論が基本問題
6への答になっていることを察せられるだろう（基本問題 6直後の解説参照）．
そうすると次に考えるべきは，心言語の文の真偽についての基本問題 5である．幸いなことに基

本問題 6と同様にこの問への答も，心言語に限らず
、
　程
、
　よ
、
　く
、
　一
、
　般
、
　的
、
　な形式言語に適用できる簡潔な

「真偽論」として存在している．その概略は次の如くである
まず，形式言語Aの元の型の中に特定の型ϕがあってAのϕ型の元を「文」と呼ぶものと仮定す
る．次にAにとっての認識対象世界Wは，そのϕ型部分Wϕが「真偽」に相当する集合T = {1, 0}

に等しいものに限定する．さらに，AとW の間に上記のような対応論が適用できるものと仮定す
る．そうすると，ΦをAからWへの定付値とすれば，意味写像Φ∗は保型写像であるので，Aの
各文 aをWVal の ϕ型の元の成す部分集合 Val→Wϕ = Val→Tの中へうつす．従って v ∈ Valな
ら，(Φ∗a)vは Tの元 1と 0のどちらかに等しい．つまり，AからW への対応付けの写像Φvは，
aを 1か 0に対応付ける．そこで，Φva = 1のとき，aは (Φ, v)の下で真であると言う．この定
義は，基本問題 6の前に「心言語文の真偽というものは，絶対的に定まるものではなく，心言語と
世界との対応関係に相対的に定まる」と記したことに呼応する．また，Aから任意の認識対象世
界Wへの任意の定付値ΦとAからWへの任意の変付値 vの下で aが真であるとき，aは恒真で
あると言う．たとえば aが (1.4.3)のように表示される場合，aが恒真であるためには，(1.4.4)が
W,w,w ′, uによらずに 1に等しいことが必要十分である．これが

、
　程
、
　よ
、
　く
、
　一
、
　般
、
　的
、
　な形式言語の真偽

論である [80]．
以上のような世界論と対応論と真偽論を「意味論」と総称する．なお真偽論では，0と 1以外の
真理値を設けることもある．たとえば，0と 0.5と 1の三つを真理値としたり，実数の区間 [0, 1]を
真理値集合としたりする論理学がある．それにも拘らず数理心理学者は心言語のための真偽論で 0

と 1だけを真理値とするが，それは，心言語にとっての認識対象世界は外界の数理模型であって，
外界には真と偽の中間のものはないと考えるからである．人間が事の真偽の判断に迷うことは確か
にある．しかしそれは，外界に真と偽の中間のものがあるからではない．人間が外界について持つ
知識の確度が色々だからである．それゆえ数理心理学者は，心言語のための真偽論では 0と 1だけ
を真理値とする．そして知識の確度は，心言語上の論理学に基づきながらも，異なる枠組みで論ず
る目論見である（第 1.6節参照）．
形式言語 Aの意味論が上記のように定まると，A上の健全な論理なるものが次のように定義さ

れる．すなわち，文に文を対応させる A上の算法 ρが健全な論理であるとは，Aから任意の認識
対象世界Wへの任意の定付値ΦとAからWへの任意の変付値 vに対し，(Φ, v)の下で真なる文
[80]これについて詳しくは第 4.7 節で説明する．
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を ρで変換して得られる文がやはり (Φ, v)の下で真であることを言う．従って，恒真文を健全な
論理で変換して得られる文はやはり恒真文である．
さてそうすると，心言語とその認識対象世界の構造を然るべく特定することができれば，以上の

説明のようにして心言語上の健全な論理の範囲が定められる．そして，「心論理構造は如何なるも
のか」という基本問題 2に答えるには，基本問題 5の後に指摘した通り，健全な論理の一部を然る
べく特定すればいいと考えられる．そして心論理構造が特定されると，いよいよ基本問題 3に取
り掛かることができる．そこに，思考能力に関わる根本的な問題が待ち受けている．典型的な問題
は，特定された心論理構造が完全かという問題である．
しかし，健全な心論理構造の完全性などが主要な問題となるのは，統計的に一番多数を占める思

考機械・人間に焦点を合わせた当面の研究の場合である．そうでない思考機械にまで範囲を広げた
研究も視野に入れて置かなければならない．つまり，不健全な論理も含めて心論理構造を色々に設
定して基本問題 3を考えなければならない．そして，これが心言語上の論理学の最終目標である．
「論理学は『如何なる記号変換能力から如何なる記号生成能力が生ずるか』を問う学問の一つだ」
と第 1.2.3項で述べたのは，この辺のことを指している．ただし，この最終目標たる問題は数学的
に大変難しい．どんなに難しいかは，群論での同様の問題を思い浮かべてみれば直ぐに分かる．群
は算法が唯一つ（逆元算法も入れれば二つ）の代数系である（例 3.13.1参照）．しかし，群 Gと
その部分集合 Xを具体的に与えられたとき，Xの Gでの算包の性質を調べることは，大抵は絶望
的なほどに難しい．しかし如何に難しくとも，数理心理学者は，こういう問題を無視することはで
きない．

1.4.3 心言語の意味論への要請
§ 第 1.4.1項で名付けた通り，基本問題 4・5・6に答える論が心言語の意味論である．その核心
は，これまでの説明が示すように，「人間にとっての認識の対象世界とは如何なるものか」という
基本問題 4にどう答えるかにある．そして，どう答えるかは大変難しい．しかし難しいながらも，
そこには一つの要請が看て取れる．仮説 1の後で言及したもう一つの仮説の下で，特に心言語文は
自然言語文へと変形・表出するが，認識の対象世界の構造は，恒真の自然言語文へと表出する心言
語文がその世界で真となるものでなければならないのである．
この要請をもう少し正確に言い換えると次のようになる．色々な自然言語文に対して，私はそれ

が恒真であるかどうかを
、
　理
、
　性
、
　ま
、
　た
、
　は
、
　直
、
　観
、
　に
、
　よ
、
　っ
、
　て判定することができる（この恒真の概念は形式言

語文の恒真の概念とは当然違う）．思考機械・人間の心言語を研究する私は，私が恒真と判定する
自然言語文 S（それは

、
　比
、
　較
、
　的
、
　に
、
　簡
、
　単
、
　なものに限られる）へと表出する思考機械・人間の心言語文 T

が
、
　心
、
　言
、
　語
、
　の
、
　意
、
　味
、
　論
、
　に
、
　よ
、
　っ
、
　て恒真となるように，思考機械・人間の認識の対象世界の数理模型を作ら

なければならない．
ただし，この要請には一つ曖昧なところがある．どういう心言語文がどういう自然言語文として
変形・表出するのかが前もって分かってはいないからである．それをはっきりさせるのは次節で心
言語の変形論と名付ける論の課題であるが，この変形論を行ないつつ認識の対象世界の数理模型を
作らなければならないのである．
なお，恒真かどうかを私が的確に判定できる自然言語文はほぼ国語文に限られる（第 1.5.2.3条参

照）．外国語を幾らか知っているにしても，それは世界中の言語のほんの一部に過ぎない．従って，
これまで思考機械・人間とその認識の対象世界および自然言語に言及した際には，実は暗に思考機
械・日本人とその認識の対象世界および日本語を考えていたのであり，これからもそうする．そう
しても以下の論は，思考機械・人間とその認識の対象世界についての論としては一般性を失わない
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だろう．なぜなら，第 1.2.2項で触れた通り，思考機械・人間の構造は
、
　本
、
　質
、
　的
、
　に
、
　は母語によらない

だろうし，認識の対象世界についても同様だからである．
さて，心言語の意味論作りが先の要請に従うべきだという考えは，実は絶対に確かではなく，不
確かな仮説や推測の幾つかに基づいている．絶対に確かと思う読者は，安易に考え過ぎているか，
数理心理学とは違う観点から見ているか，または第 1.1.2項で触れたように，観察者自身の心の働
きと観察対象の心の働きを区別しないための考え違いを犯しているのである．国語文が恒真かどう
かを観察者の私が判定することと観察対象の思考機械・人間の心言語の意味論の間に，なぜそうい
う強い関係がなければならないのか．私の考えを説明しよう．ただしこの説明は，読者にとっては
この序説で一番位に難解であろうし，私にとってもこの序説で一番位に苦労であった．
まず，論理学の内部には，形式言語の意味論はこうでなくてはならないという決まりは無い．恣

意的に意味論を作っても，数学的に矛盾がなければ何らかの論理学は出来る．だから，意味論を限
定するものは，論理学の外側からの要請以外にはない．たとえば，人間に奉仕する思考機械を工学
者が作りたいとすれば，人間に奉仕させたいという要請が，この思考機械に持たせる論理や知識を
限定する．そういう論理・知識はもちろん健全・真でなくてはならない．従って，この思考機械に
対応する形式言語の意味論が限定される．
心言語の意味論の場合，外側からの要請は二つある．一つは，思考機械・人間がそれを観察する

私と同種の存在であり，私と同じ世界に住んでいるという事実である．もう一つは，生物は環境に
適応した方向に次第に進化してきたという進化論の仮説である．
この二つの要請が心言語の意味論をどう限定するかを考えるには，まず，国語文 Sが恒真かどう

かを思考機械・私が判定するとはどういう過程なのかを考えなければならない．思考機械・私は，
たとえば「犬は犬だ」という国語文を恒真と判定する [81]．もう少し複雑な国語文が恒真かどうか
を判定することもできる．判定の過程には少なくとも数種類の異なるものがあると思われる．し
かしいずれの過程でも，思考機械・私は，まずこの国語文 Sをある心言語文 Uとして記述し（第
1.4.1項で説明したように，思考機械・人間が世界のもの事を認識・記銘するのは，すべて心言語
での記述によるからである），その後で Uに対して何らかの操作を行なっているのだろう．そし
て，Sが「犬は犬だ」のような簡単な国語文の場合は，記憶庫に蓄えられている何種類かの例文と
Uとを単に照合しているのだろう．照合して一致する例文が見つかったときに，思考機械・私は S

を恒真と
、
　思
、
　うのである．なぜそう考えるかと言えば，たとえば「犬は犬だ」を恒真と判定するとき

に，私は理性を働かせているのではなく直観的に判定しているように思われるからである．別の
言い方をすれば，犬はなぜ犬なのかを私は説明できないからである．Sがもう少し複雑な国語文だ
と，明らかに，私は直観的に判定するのではなく理性を働かせている．それは恐らく，蓄えられて
いる例文に心論法を適用して心言語文 Uが得られるかどうかを試しているのだろう．得られたと
きに，思考機械・私は Sを恒真と

、
　思
、
　うのである．

しかし，どんな方式で判定するにせよ，判定結果は間違ってはいないはずである．正確に言え
ば，その判定機構は間違いない判定を下す

、
　潜
、
　在能力を備えている（だから，その能力が顕れないで

判定を間違えるときもある）．つまり，判定機構が正常かつ十分に働いたなら，思考機械・私が国
語文 Sを恒真と判定した場合，Sから変換された私の心言語文 Uは，実際にどの世界においても
真，つまり，どの認識対象世界へのどの定付値とどの変付値の下でも Uは真のはずである．
なぜなら，思考機械・人間は思考機械・私と同種なのだから，その心言語文 Uに対して思考機
械・私と同様の機構での判定を行ない，思考機械・私と同様の判定結果を得て，その判定に基づい
て行動する．だから，ある世界において Uが偽であれば，つまりその世界の現実に合わなければ，
[81]正確には，「犬」という言葉が何を指そうとこの文が真であると判定する．従って実は，「犬」を変数 X で置き換えた
「X は X だ」という変数入り文を恒真と判定していることになる．
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その世界の中で思考機械・人間が行動したときに不都合が起きる．そういう不都合を起こす思考機
械・人間は，当然生存率が低くなるから，下等動物の頃からの長い進化の過程で淘汰されてきただ
ろう．だから，現存の思考機械・人間の恒真性判定機構は，間違いない判定を下す潜在能力を備え
ているはずなのである．つまりたとえば，記憶庫に蓄えられている恒真性判定のための例文や，そ
れに心論法を適用して得られる心言語文は，どの世界においても真のはずなのである．正確に言え
ば，思考機械・人間

、
　が
、
　関
、
　わ
、
　る
、
　こ
、
　と
、
　の
、
　で
、
　き
、
　る世界は，蓄えられている例文やそれに心論法を適用して

得られる文が真となる世界
、
　だ
、
　けのはずなのである [82]（これは，基本問題 5の後で述べた「心論理

構造は健全な論理から成る」という考えの根拠にもなる）．
最後に，私が恒真と判定する国語文 S（それは

、
　比
、
　較
、
　的
、
　に
、
　簡
、
　単
、
　なものに限られる）へと表出する思

考機械・人間の心言語文 T と Sから変換された私の心言語文Uとの関係を考えなければならない．
結論を先に言えば，T とUは等しいはずである．より詳しく言えば，思考機械・私が国語文 Sを心
言語文 Uに変換記述する過程と思考機械・人間の心言語文 T が国語文 Sとして変形表出する過程
とは，Sが

、
　比
、
　較
、
　的
、
　に
、
　簡
、
　単
、
　なために互いに逆過程であり，特に T と Uは等しいはずなのである．そ

してそうだから，私が恒真と判定する国語文 Sへと表出する思考機械・人間の心言語文 T は，心
言語の意味論によって恒真でなければならないのである．
いま述べた T と Uが等しいという結論は，進化論の仮説から以下のように演繹することができ

る．まず，どの自然言語文も話者の考えの現れであり，聞手はその自然言語文から何らかの理解を
得るが，数理心理学者は，「考え」も「理解」も心言語の元であると考える．つまり，自然言語文
Sへと変形・表出する話者の心言語文 T が，Sに込められた話者の「考え」であり，他方，自然言
語文 Sから変換・記述された聞手の心言語文Uが，Sから聞手が得た「理解」なのである [83]（第
1.5.2.2条参照）．次に，人間の言語機能も言語も，環境に適応した方向に進化してきただろう．そ

図 1.9: 考え・自然言語文・理解

心言語文 T（＝考え） 変形・表出−−−−−−→ 自然言語文 S
変換・記述−−−−−−→ 心言語文 U（＝理解）

して，どういう言語機能と言語が環境に適応したかと言えば，考えを効率的に伝達できる機能と言
語が適応したに違いない．つまり，考えを正確に言葉に変える身体機能と言葉を正確に理解する身
体機能および考えを正確に表現できる言語とが環境に適応しただろう．そうであるなら，現存の思
考機械・人間と言語については，Sが

、
　比
、
　較
、
　的
、
　に
、
　簡
、
　単
、
　な場合には，話者の考え T と聞手の理解 Uと

は一致しなければならないと考えられるのである．
冒頭に掲げた心言語の意味論への要請は，このように進化論を含めた多くの仮説・推測に基づい

ており，その点で根拠薄弱なものと難詰することもできるだろう．しかし，仮説 1などと同様この
要請は，数理心理学全体を視野におさめたうえで妥当かどうかを判断すべきもので，この要請だけ
を取り出して妥当性を云々すべきものではない．この要請に基づいて築き上げた数理心理学が全体
として妥当なものとなれば，この要請もやはり妥当なものと言わざるを得ないのである．

1.4.4 意味と意味論
§第 1.4.2項では形式言語の意味論について説明したが，意味論の概念は，形式言語だけでなく
任意の集合 Aに対して一般化することができる．
[82]そうでない世界も，宇宙のまだ人間が関わっていないどこかには有るかもしれない．
[83]S, T, U はそれぞれ「Sentence」「Thought」「Understanding」の頭文字に当たる．
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すなわちまず，Rが Aと集合 Bの間の関係であるとき [84]，Rを Aから Bへの意味対応と呼び，
Bを Rの意味域と呼ぶ．次に，各 a ∈ Aに対して，

Ra = {b ∈ B | aRb}

の元を Rの下での aの指象と呼ぶ（「指象」は「指示対象」の略である）．逆に各 b ∈ Bに対して，

R−1b = {a ∈ A | aRb}

の元を Rの下での bの表象と呼ぶ（「表象」は「表示形象」の略である）[85]．そして，集合 Aの意味
対応 Rを特定してから Aの元の指象について行なう色々な論を，Aについての広義の意味論と総
称する．この意味論の概念は広過ぎて実用的ではない．しかし，「意味論」がこう定義できること
（あるいはこうしか定義できないこと）を認識するのは重要だろう．
なお，指象が「意味」と呼ぶべきものであるが，「意味」が日常語で使い古されていて学術用語

には適さないので「指象」と言い換えるのである．しかしこの項に限って，「指象」を「意味」と
呼び換える．つまり，Aの元 aの Rの下での意味とは，aRbなる Bの元 bのことに他ならない．
従って aの意味は，唯一つとは限らないし無い場合もある．これに対し Bの元 bの表象は，「bを
意味する Aの元」と呼ぶべきものである．そしてやはり，bを意味する Aの元は，唯一つとは限
らないし無い場合もある．なお，Aの元 aの意味が二つ以上あるとき，aの意味が曖昧であるとか
aの意味に曖昧性があるとか言う．
意味論の典型は，当然ながら国語辞典の中にある．国語辞典は，たとえば「すべて」「全部」「皆」

を同様に使って構わないと説明する．そこで，二つの語 a, bを同様に使って構わないとき aRbと
書くことにすれば，Rは語全体の集合 Jにおける関係であり，従って Jから J自身への意味対応
である．そして国語辞典は，R(すべて)に「全部」「皆」が含まれることなどを論ずるから，意味
論を行なっていることになる [86]．そして，

、
　こ
、
　の
、
　辞
、
　典
、
　の
、
　説
、
　明
、
　の
、
　限
、
　り
、
　で
、
　は Rは同値関係であるから，

「aRb ⇐⇒ Ra = Rb」が成り立つ．つまりこの意味論においては，語 bを語 aと同様に使って
構わないときに aと bの意味が同じなのである．ただし，辞典は一般に，私たちの実際の語法を
正確には記述していない．私たちの実際の語法では，たとえば「すべて」「全部」「皆」はまったく
同様に使われるのではなく状況に応じて使い分けられるから，Rは実際は推移律をみたさず，従っ
て同値関係ではないであろう．「この辞典の説明の限りでは」というのは，そういう意味である．ま
た，国語辞典は意味論だけを行なうのではない．国語辞典は，たとえば格助詞の「が」が名詞に後
置されれば主語を表すことを説明する．これは「が」の意味を説明しているのではなく，「が」の役
割を説明しているのである．国語辞典はまた，言葉すべての意味を説明してはいないから [87]，完
全な意味論を行なってはいない．
一つの集合Aに対しても，意味域 Bと意味対応 Rを色々にとれば，色々な意味論を行ない得る．

しかしもちろん，どんな意味論でも妥当なのではなく，妥当な意味論は
、
　問
、
　題
、
　意
、
　識
、
　に
、
　応
、
　じ
、
　て限られる．

第 1.5.2.2条では，数理心理学の問題意識の下では語の集合 Jに対して如何なる意味論が妥当かを
説明する．
第 1.4.2 項で説明した形式言語の意味論も，この項で定義した広義の意味論に包摂される．第

1.4.2項では，形式言語 Aから認識対象世界W への定付値Φと変付値 vを一組み定めると，意味
[84]「関係」と関連概念については第 3.9 節で説明する．
[85]指象・表象の概念は問題 3.18.28 で一般化される．
[86]国語辞典の「すべて」の項には「全部」「皆」と書いてあり，「全部」の項には「すべて」「皆」と書いてあり，「皆」の項
には「すべて」「全部」と書いてある．この類の説明は「循環論法であり何の説明にもならない」と批判され勝ちである．
しかしこの項の観点から見ると，こういう説明も立派な意味論なのである．
[87]「自動車」「工場」の意味は説明しても「自動車工場」の「自動車を作る工場」という意味は説明しなかったりする．
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写像 Φ∗ ∈ A→WVal を介して AとW の対応関係 a 7→ (Φ∗a)vが出来ると説明した．そこで，A
からW への意味対応 RΦ を次のように定義する [88]．

aRΦw ⇐⇒ (Φ∗a)v = wなる v ∈ Valがある (a ∈ A, w ∈W)

そうすると，形式言語 Aからある認識対象世界W への定付値Φを定めてから (Φ∗a)v (v ∈ Val)

について考察することは，意味対応 RΦ の下での Aの広義の意味論を行なうことに等しい．そう
いう意味論は，たとえば第 5.5節などにある．
ただし，色々な論が広義の意味論に包摂されることには何の不思議もない．広義の意味論という

概念が大変に広く定義してあるからである．

1.4.5 この節の参考文献
§論理学は色々な分野に関係するため，教科書も色々な分野の人々が著している．ここでは，哲
学・数学基礎論・計算機工学という三つの分野に関係すると思われる著者による教科書を一冊ずつ
挙げよう．

1. 現代論理学：安井邦夫 著，世界思想社，1991年

2. 数理論理学：前原昭二 著，培風館，1973年

3. 情報科学における論理：小野寛晰 著，日本評論社，1994年

これらの教科書の論理学は，第 5章以後の数理心理学のための論理学とは見掛けは大変異なる．し
かしこれらいずれの論理学も，基本部分では第 4章で論ずる

、
　程
、
　よ
、
　く
、
　一
、
　般
、
　的
、
　な形式言語上の論理学の

特殊化であり，その意味では互いに相異なるものではない．

1.5 論理から言語へ
＄前節までに，思考機械・人間の構造と潜在能力についての基本的な問が心言語という形式言語
の上の論理学に帰着することを説明した．この節では，これが自然言語の研究すなわち言語学と，
なぜ，そしてどう結びつくのかを説明する．

1.5.1 言語学へと導く仮説
§科学的理論が妥当かどうかは，観察される現象を如何に説明し得るかで判定される（課題 1.5.4

参照）．心の科学的理論としての数理心理学の場合，観察すべき現象
、
　の
、
　第
、
　一は言語現象，つまり人

間の言語行動だろう．なぜなら，言葉は人間の心の一番はっきりした現れだからである．
しかし，言葉が心の現れだと言っただけでは非常に漠然としている．これを明確に表現しなけれ

ば，科学として先へ進むことができない．そこで私は，これをまず次のように表現したい．

仮説 2 自然言語には心言語の元が何らかの変形を受けた後に表出している [89]．

[88]哲学や従来の心理学で曖昧に「表象」と呼ぶものは，心言語 A に対してのこの意味対応 RΦ の下での表象として厳密
に再定義すべきものに思われる．第 7.1 節参照．
[89]これを第 7.1 節の仮説 6 では「自然言語には観念が何らかの変形を受けた後に表出している」と言い換える．
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この節冒頭に述べた通り心言語は何らかの形式言語であるから，仮説 2はつまり，「心」という漠
然としたものの代わりに，形式言語という数学的にはっきりした概念を持ち出したのである．ただ
し，心と心言語が同義だと言っているのではない．言うなら，心言語は「心の座」である．また，
自然言語は心言語からだけの表出でもない．なぜなら，心言語は外界のもの事の記述のための装置
であるが，言葉にはもの事の記述以外のもの，たとえば推論の過程や話者の陳述態度・感情・意志
などの表現が多く含まれているからである（図 1.5参照）．また，心言語の元すべてが自然言語に
表出するのでもない．表出するためには色々な制限が課せられる．なぜなら自然言語は，音声言
語・文字言語・身体言語等のいずれにしても，心身能力の限界に縛られているからである．

課題 1.5.1 推論の過程を表すと考えられる言葉の例を収集せよ．

課題 1.5.2 話者の陳述態度・感情・意志を表現する言葉の例を収集せよ．

仮説 2は，言い換えれば，自然言語という体系の構造が心言語の代数構造を反映していると主張
しているのだが，その反映の度合いが大きいとは，はっきり述べていない．しかし，もちろん私は，
反映の度合いはとても大きいと確信している．そして，反映の度合いが大きければ，当然，心言語
の構造は言語現象をうまく説明するものでなくてはならないし，うまく説明する心言語の理論を作
るためには，自然言語をよく観察し，そこでどういう現象が起きているかを見出さなければならな
い [90]．つまり言語学が必要になる．これが，数理心理学が言語学と結びつく端的な理由である．
しかし，自然言語が心言語の構造を反映する度合いがそれ程大きくないという可能性は本当にな

いだろうか．たとえば，自然言語には心言語のほんの一部しか表出していないという心配や，心言
語が自然言語へと表出するときの変形が甚だしいという心配はないだろうか．
実際，一見すると，心言語から自然言語への変形は非常に大きいようにも見える．なぜなら，心

言語というものは世界を記銘する機械としての人間を数学的に抽象したものだから，心言語の代数
構造は

、
　本
、
　質
、
　的
、
　に
、
　は母語によらず唯一通りと考えていいだろう [91]．それに対して自然言語は，日本

語・中国語・英語などというように千差万別なのだ．また，同じ日本語でも，使う人・地域・時・
状況に応じて様々に変化する．
しかし自然言語のこの多様性は，心言語の変形の方向の多様性を示すものであって，心言語の変

形の程度の大きさを示すものではないとも考えられる．「心言語から日本語へ」「心言語から中国語
へ」などのように変形の方向を定めれば，その方向の変形はさほど大きくないかもしれない．また，
日本語と英語のように系統的に離れた言語の間にも，色々な類似性が認められる．これは，変形の
方向が違っても変形の仕方には共通の傾向があることを示すのかもしれない [92]．つまり，心言語
から自然言語への変形は，甚だしくもなく，そこに普遍的傾向さえ見出されるかもしれないのだ．
そう考えると，自然言語が多様であるからと言って直ちに仮説 2を否定することはできない．
自然言語には心言語のほんの一部しか表出していないのではないかという心配については，たと

えば次のようなことが考えられる．人間は実は，思考の対象になる複数の世界W1,W2, . . .に対応
して複数の心言語 A1, A2, . . .を持っていて（より大きい心言語の部分系となっているものは除外
しても），自然言語として表出するものは，そのうちのわずかなのかもしれない．世界W1,W2, . . .
[90]ケプラーが惑星の公転を観測して三法則という現象を見出したことになぞらえるといい．それと同様に，言語という
膨大な観察資料の中からどういう現象が起きているかを見出すのは簡単ではない．
[91]これに関連する説明が第 2.1.2 項の末尾や第 7 章にある．
[92]共通の傾向と言えるものは少なくとも一つはある．心言語の元は形式言語の元だから，算法を適用する順番を示す括り
記号を幾対か含む（第 3.7節参照）．しかし，世界中のどの言語にも，恐らくそういう括り記号はない．つまり，心言語は
自然言語として表出するときに括り記号の喪失という変形を起こす（ただし息継ぎなどは括り記号の名残と考えられる）．
これは，ヒトの短期記憶能力が低いために，遠く離れた一対の括り記号を一対のものと認識できないためだと考えられる．
これに対し，記憶能力の限界に縛られないプログラミング言語には，括り記号が不可欠に存在する．
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図 1.10: 心言語から個別言語への変形・表出
日本語
変形
x

中国語 変形←−−−− 心言語 変形−−−−→ 英語

変形の方向（矢印の向きに擬せら
れる）は多様でも，その程度や傾向
（矢印の長さや形状に擬せられる）
の違いは小さいとも考えられる．

についての思考が行なわれる時には，心言語 A1, A2, . . .のそれぞれにおいて心論法が施されるの
だろうか．そうではない可能性も大きい．なぜなら，そういう設計は設計者の観点から見ると拙劣
であって，そういう設計が進化の過程で選択されたとは思えない．そうではなくて，心論法専用の
心言語 A? があって（これも複数個かもしれない），A1, A2, . . .における記号は皆 A? の記号に翻
訳されて，A? においてだけ心論法が施されるのではないだろうか．そして，自然言語となって表
出するのは A? だけかもしれない．
しかしそうであっても，A?の構造がそれ以外のAn (n = 1, 2, . . .)の構造と甚だしく異なるとは

言い切れない．むしろ，A? とそれ以外の An の違いは，そこで心論法が施されるか否かだけであ
り，代数構造の違いはないと考える方が妥当に思われる．だから，自然言語として表出する A?の
構造を調べることは，それ以外のAnの構造を調べることにもなると思われる．また，進化の過程
で人間がかなりの思考能力を得てから，つまり心言語と心論理構造がかなり出来上がった後で，そ
の構造の上に言語能力が生まれたと想像されるから（かなりの思考能力を持ちながら言語能力の乏しい
高等霊長類が存在するから，この想像もあながち間違いではないと思う），自然言語として表出するか否
かが A1, A2, . . .の構造を大きく左右するとも思えない．
仮説 2に対しては，他にも懸念・反駁の種はあるかもしれない．しかし，心とは何かを考える上

で，この仮説以上に有力な手掛かりが他にあるだろうか．他に手掛かりを見出し得ないまま明確な
根拠もなしに反駁・懸念し腕を拱いたり枝葉の問題にかかずらっているよりは，この仮説が提起す
る根幹の問題を追究する方が遥かに実り多いと思う．そして私は，かなりの実りが実際にあること
を示せると思っている．

課題 1.5.3 心言語が複数個あるかもしれないということに関連して，次のような疑問が起きる．数
の認識を司る心言語の構造が如何なるものかについては，ペアノ (Giussepe Peano)の公理がいい示
唆を与えてくれる（問題 3.8.1参照）．それでは，空間図形の認識を司る心言語についてはどうか．
たとえばヒルベルトによる幾何学基礎論はどんな示唆を与えてくれるか．

課題 1.5.4 科学理論の可否が観測結果と合致するか否かで決められるべきものなら，可とされる
科学理論は，暗に私達の観測能力を込めて理論化しているのであろうか．

1.5.2 心理言語学の旗揚げ
§ 前項では，数理心理学がなぜ言語学と結びつくのかを説明した．次に，数理心理学がどんな

言語学と結びつくのかを説明しよう．

1.5.2.1 心理言語学とその近縁の言語学

‡ 数理心理学のために必要な言語学は，伝統的な言語学とは自ずと異なる．伝統的言語学では，
自然言語が研究対象であると同時に観察対象でもある．それに対し数理心理学の下での言語学は，
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心言語という形式言語を研究対象とする（正確には心言語とその上の心論理構造を研究するのだ
が，煩わしいので，以下では心論理構造には余り言及しない）．しかし，心言語は直接には観察で
きない．そこで，心言語の変形表出先の自然言語を観察し，その観察結果から心言語の代数構造を
推定する．従って，数理心理学のための言語学では，次の二つの作業が同時進行することになる．

1. 心言語の文法論を行なうこと．これには心言語の世界論が伴う．

2. 心言語の元が言葉となって表出する際に起きる変形についての理論を作ること．これは心言
語の変形論と呼べるだろう．

ただし，自然言語には心言語以外のものも表出しているから，この二つの作業のためには，心言語
の表出とそれ以外のものとを弁別することが必要になる（図 1.5参照）．こういう趣旨の言語学を，
以後，標題に掲げたように心理言語学と呼ぶ．
ここで言語学を見渡してみると，同様の考えに基づくと思われる研究がすでに行なわれているこ

とが分かる．その中で第一に注目すべきものは，いわゆるモンタギュー意味論に端を発し自然言語
のモデル論的意味論と呼ばれるものに至る流れである．モンタギュー (Richard Montague)のそも
そもの目標は，第 1.4.4項で「広義の意味論」と呼んだものを自然言語について行なうことだった
ようである．そのためにモンタギューは，まずある形式言語の意味論を作り，それを使って自然言
語の意味を論じようと試みた．第 1.5.4項で説明する理由で，そういう試みは論理矛盾を孕み成功
しないかもしれない．しかし，モンタギューは実は心言語を形式言語として提示してその意味論を
作ったのだと解釈するなら，彼の理論は心言語の文法論や意味論や変形論のいい参考になる．これ
が，モンタギュー意味論を注目すべきものと考える理由である．
ただし，モンタギューが使った形式言語やその意味論をそのまま数理心理学に使えるのではな

い．彼の理論はあくまでも言語哲学の観点からのものであり，心理学からの問題意識は無いようで
ある．しかも，言語現象を十分に説明できているとも言い難い．数理心理学を目指す私たちは，彼
の理論の骨格だけを参考にして，細部については想をまったく新たにして考える必要がある．
自然言語のモデル論的意味論に次いで注目すべきは，チョムスキー (Noam Chomsky)の創始に

よる生成変形文法論である [93]．この理論では，言語現象を説明するために「深層構造」等の意識
下の言語の存在を模索するが，これは心言語の概念に通ずる考え方ではないだろうか．もっとも，
チョムスキーは深層構造等を形式言語や代数系としては提示していないようであり，それは心理言
語学の考え方とは大きく異なる．心理言語学での心言語は，思考機械を抽象したものだから，代数
系となるのは必然なのである．それでも私は，チョムスキーは心理言語学を目指したのだと考えた
い．特に，生成変形文法論における「普遍文法」という概念は，心言語の代数構造に当たるものと
解釈したい．そう解釈するとチョムスキーの言うことが納得できるような気がするし，彼も自身の
言語学を心理学の一部と規定しているからである．
しかしいずれにしても，普遍文法論を形式言語の理論として行なわないことが，チョムスキーの

生成変形文法論の致命的な欠陥なのだ．なぜなら，数理心理学で人脳という実在物を抽象して代数
系に至ったのに相当する根本の考えを恐らく欠いているために，普遍文法というものに実体が伴
わず，その出処が大変に曖昧だからである．しかも，形式言語の理論として行なわないために満足
な意味論が無く（この「意味論」も「広義の意味論」を指す），満足な意味論が無いために満足な論理
学も無く，満足な論理学が無いために第 1.4.2項で説明したような手順に沿って思考について研究
して行く道も切り開かれず，第 1.6節で説明するような思考以外の心の側面についての研究もでき
ず，従って，

、
　心
、
　理
、
　学
、
　と
、
　し
、
　て
、
　は形骸的な論に止まらざるを得ないからである．

[93]この「生成」は第 1.2.3 項で触れた「生成」と同じ意味である．
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1.5.2.2 言葉の心理学的意味

‡ 自然言語について論ずる時，「言葉の意味とは何か」という問題を避けて通ることはできない．
意味についての論が意味論であり，「意味論とは何か」は第 1.4.4項ではっきりさせた．しかし，そ
の項に記した通りこの意味論の概念は大変に広いから，これに従えば，極端に言えばどんな論でも
「意味論」になるし，どんなものでも「意味」になる．だからどういう意味論が妥当かを，

、
　問
、
　題
、
　意、

　識
、
　に
、
　応
、
　じ
、
　て改めて考えなければならない．そこでこの条では，心理言語学の問題意識の下ではどう

いう「言葉の意味論」が妥当かを説明しよう．
国語辞典は確かに言葉の意味を説明する．そしてその説明は，正しいものと一般に認められてい
る．しかしこれは，言葉の意味というものが何か客観的に定まったものとして存在することを意味
しない．国語辞典に記された「言葉の意味」は，辞典の日本人編纂者がその言葉を

、
　聞
、
　い
、
　た
、
　り
、
　読
、
　ん
、
　だ、

　り
、
　し
、
　て
、
　理
、
　解
、
　す
、
　る主観的意味を記載したものである．辞典の日本人使用者がその記載を読めば，記載

内容に違和感を感ずることはほとんどない．そういう意味では辞典の意味記載は客観的である．し
かしそれは，編纂者と使用者が日本人として

、
　母
、
　語
、
　や
、
　文
、
　化
、
　を
、
　共
、
　有
、
　す
、
　るからである．編纂者はその言葉

を聞いて理解する主観的意味を記載する．辞典の使用者は，その言葉を読んでやはりある意味を主
観的に理解する．編纂者と使用者が母語や文化を共有するために，その二つの主観的意味がほとん
どの場合一致する．これが，国語辞典の意味記載の客観性の実態である．
そこで問われるのは，「人が母語の言葉を聞いたり読んだりして理解する意味」とは何かである．
こういう「意味」を言葉の心理学的意味と呼ぶ．以下，この問への私の答を説明しよう．
「言葉の心理学的意味とは何か」という問は，当然，次の問に関係する．

基本問題 7 人間が言葉の意味を理解する過程とは如何なるものか．

これは大変難しい問で，どう答えたらいいか，今はよく分からない（課題 1.5.8の前の注意参照）．
しかし，言葉が心言語の元に変換される過程というものがあって，それが言葉の意味の理解される
過程の最終段階を成すと考えられる．つまり，言葉が心言語の元に変換された状態，それがすなわ
ち
、
　心
、
　言
、
　語
、
　と
、
　抽
、
　象
、
　さ
、
　れ
、
　た
、
　思
、
　考
、
　機
、
　械
、
　・
、
　人
、
　間
、
　がその言葉の意味を理解した状態だと考える．人間の脳の中

に居る
、
　何
、
　者
、
　かが言葉の意味を

、
　理
、
　解
、
　す
、
　るなどと考えるのではない（そういう考え方では，「何者か」につ

いてさらに説明しなければならない上に， それを説明しても，その何者かが「理解する」とは如何なること
かはまだ説明されない）．従ってまた，言葉が変換されて心言語の元となったもの，それがすなわち、
　こ
、
　の
、
　思
、
　考
、
　機
、
　械
、
　・
、
　人
、
　間
、
　に
、
　と
、
　っ
、
　て
、
　のその言葉の意味だと考える．だから特に，「言葉の意味」は，心言語

の元という脳内の何らかの実在物であり，仮想のものではない．これが「言葉の心理学的意味とは
何か」という問への私の答である（第 1.4.3項参照）．
なお，以上において，正確には，心言語だけでなく心論理代数系にも言及しなければならない．

つまりまず思考機械・人間は，心言語とだけ抽象されるのではなく，心言語ないしは心論理代数系
と抽象される．人が話をすれば，その人の心言語の元がもの事の有様の表現となって表出するが，
それだけではなく，推論過程（すなわち心論理代数系上の計算図）も思考の筋道の表現となって表
出し，人間を思考機械と抽象する際に捨象してあるものも，話者の陳述態度や感情や意志の表現と
なって表出する（図 1.5参照）．だから基本問題 7の「言葉の意味」には，もの事の有様だけでな
く，思考の筋道や話者の陳述態度や感情や意志も含まれる．そしてその言葉を他の人が聞けば，そ
の言葉に含まれるもの事の有様や話者の陳述態度や感情や意志の表現は聞手の心言語の元に変換さ
れるが，その言葉に含まれる話者の思考の筋道の表現は聞手の心論理代数系上の計算図へ変換され
る（第 7.2節参照）．そう変換された状態がすなわち，心言語・心論理代数系と抽象された思考機
械・人間がその言葉の意味（もの事の有様や話者の思考の筋道や陳述態度や感情や意志）を理解し
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た状態だと考える．しかし，そのように心言語と心論理代数系の両方に一々言及するのは煩雑なの
で，これまではもっぱら心言語だけに言及したのであり，今後もおおむねそうすることにする．
さて，「言葉の心理学的意味」をこう定めると，これをどう論ずべきかは自ずと明らかである．す

なわち，言葉が心言語の如何なる元に変換されるかの論を以て「言葉の心理学的意味論」としなけ
ればならない（こういう「言葉の心理学的意味論」も第 1.4.4 項で定義した広義の意味論に包摂されるが，
それは重要なことではない）．そして心理言語学の観点から見れば，自然言語の意味論として行なう
べきものは，言葉の心理学的意味論に尽きるのである．なお，言葉が心言語の元に変換される過程
は，第 1.4.3項で示唆した通り，心言語の元が言葉へと変形・表出する過程の逆過程と考えられる．
従って，前条で提起した心言語から自然言語への変形論は，言葉の心理学的意味論とみなすことが
できる．
この条冒頭で「国語辞典の編纂者と日本人使用者が言葉を同じ意味に解するのは二人が

、
　母
、
　語
、
　や
、
　文、

　化
、
　を
、
　共
、
　有
、
　す
、
　るからである」という趣旨のことを記したが，この記述中の「意味」も，いま定義した

「言葉の心理学的意味」を指す．この二人の心言語はもちろん別物であるが，どちらも格言語であ
るという意味で本質的には同じであり，二人が母語や文化を共有すれば，言葉から双方の心言語へ
の変換過程は同様だと考えられる．と言うよりは逆に，「言葉から心言語への変換過程が同様」とい
うことが「母語や文化を共有する」ということの実態だと考えられる（第 7.3.9.2条参照）．そし
てそうだから，この二人が同じ言葉 Sを聞けば，Sは双方の心言語の同じ元 Uに変換される．つ
まり，この二人は Sを同じ意味 Uに解するのである（図 1.9参照）．

1.5.2.3 心理言語学の観察対象と観察態度

‡ どんな言語学でも，言語現象すなわち人間の言語行動の観察から始まる．それでは，心理言
語学ではどういう言語行動を観察すべきなのか．このことについて説明する．
まず，心言語の構造について考えるという当面の目標のためには，第 1.2.2項で述べたように，

声の大小や高低・話し方の速さ・話すときの表情・身振り手振りなどは観察対象から外し，いわゆ
る言葉だけを観察すればいいだろう．しかしそうだとしても，言葉のうちの何を観察すべきかは明
らかなことではない（言葉とは何かも明らかではないが，それは差し置く）．なぜなら私たちは，
どんな音素列でも，それが私たちの器官で発声可能なものなら，そしてそれを発声しようという意
志を持てば，発声することができるからである．たとえば，

ピーターがレタスを食べる (1.5.1)

のようなまともな意味と形態をもった言葉だけでなく，

レタスがピーターを食べる (1.5.2)

のようなおかしな（レタスという野菜はピーターという兎を食べないから）意味をもった言葉も，

食べるピーターがレタスを (1.5.3)

のような，(1.5.1)の語順を変えたけれどそれ程おかしくない言葉も，

がピーター食べるをレタス (1.5.4)

のような国語の語法に沿わない（英語の語法には沿っている）言葉も，

とぽちたわへけそみぐあろ (1.5.5)
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のような滅茶苦茶な言葉さえも発することができる．こういう色々な言葉の中の一体どういうもの
を観察対象とすべきなのか．
心理言語学からの答はこうである．私たちは，(1.5.1), (1.5.2)のような，意味を

、
　苦
、
　労
、
　な
、
　し
、
　に理解

できてしかも
、
　崩
、
　れ
、
　た
、
　感
、
　じ
、
　を
、
　与
、
　え
、
　な
、
　い言葉を観察すればいい．(1.5.2)の意味も大して苦労なしに理

解できる．理解できた意味が現実と合わないから，おかしいと感ぜられるだけである．(1.5.3)の
ような表現は，会話ではまま使われることがあり，意味も大して苦労なしに理解できる．しかし，
崩れた表現と感ぜられるので，観察対象からは外していい．
それでは，「意味を苦労なしに理解できて崩れた感じを与えない言葉」を観察すればいいのはな
ぜか．その理由は当然「人間が言葉の意味を理解する過程とは如何なるものか」という前条の基本
問題 7に関係するが，その直後に記した通り，言葉が心言語の元に変換される過程というものが
あって，それが言葉の意味の理解される過程の最終段階を成すと考えられる．言葉が変換されて心
言語の元となったもの，それがすなわち，その人にとってのその言葉の意味である．そうすると，
意味を苦労なしに理解できる (1.5.1), (1.5.2)のような言葉は，心言語の元に変換され易いものであ
り，従って心言語の構造をよく反映しているだろう．その反対に，意味を苦労なしには理解できな
い (1.5.4), (1.5.5)のような言葉は，心言語の構造をあまりよく反映していないだろう．一般化して
もう少し正確に言えば，意味を理解するのに苦労の要らない言葉ほど心言語の構造をよく反映して
いると考えられる．(1.5.3)のような表現は，意味は大して苦労せずに理解できるのだから，心言
語の構造をかなりの程度に反映しているのだろう．しかしその反面で崩れた表現だという感じを与
えるのは，心言語の構造を反映しない程度もかなりのものだからだろう．
だから，心言語の構造を探ろうとしている今は，意味を苦労なしに理解できてしかも崩れた感じ

を与えない言葉を観察すればいいのである．そこで，そういう言葉を適格表現と呼ぶ．
「苦労なしに」や「崩れた感じを与えない」という判定基準が主観的だと言って悩む必要はない．
言語学者と違い数理心理学者は，自然言語そのものについて客観的な論を行なおうとしているので
はない．数理心理学者は，自然言語は単に観測資料として扱い，心言語の構造をこそ探ろうとして
いるのだ．
「適格表現」という呼び方には注意を要する．従来の言語学では「適格表現」と言えば

、
　文
、
　法
、
　に
、
　適、

　う言語表現を意味するらしいからである．しかし，「文法に適う」とは一体何を意味するのか．私
には，それがこれまでは，ともすれば不適切に考えられてきたように思われる．
数理心理学者はこう考える．「自然言語の文法」を「言葉の中に見出される法則性」と捉えてはい

けない．そういう捉え方が一般的だけれども，それは言語の表層に囚われ過ぎている．なぜなら，
私たちがヒトという生命体の構造・仕組みによって認識し思考し，その結果や過程が言葉として出
て来るのだ．だから，言葉を生み出し言葉の形態を決める大本のものは，生命体ヒトの認識・思考
する仕組みなのであり，その仕組みの中にこそ「文法」がある．その仕組みを数理心理学では心言
語（ないしは心論理代数系）と抽象する．そういう数理心理学の考え方からすれば，「文法」とは心
言語の代数構造のことに他ならない．そしてさっき述べた通り，その代数構造に適う言語表現が，
意味を苦労なしに理解できてしかも崩れた感じを与えないものなのだろう．だとすると，そういう
言語表現こそが「文法に適う」ものだということになる．要するに，心理言語学の観点からは，「文
法に適う」と「意味を苦労なしに理解できて崩れた感じを与えない」は同義なのである．
こういうわけで，心理言語学では適格表現を観察する．つまり，眼前の言語表現を，意味が苦労

なしに理解できるか否かと，崩れた感じを与えるか否かとを判定しながら観察するのだ．そういう
判定は，当然，言葉についての直感に基づくものになる．直感的ということは科学では一般に排斥
されるけれども，心理言語学の立場で言語を観察する場合は，直感に基づいても構わない．否むし
ろ，直感に訴えることが必要になる．直感に基づかなければ，外から与えられた何らかの判定基準
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（それを規範文法と呼ぶ）に従うことになる．しかしそれでは，真の意味の文法を，すなわち心言
語の構造を探ることにならない．すべてを言葉についての直感に従って判定することが是非とも必
要なのだ．なぜなら，その直感に観察者自身の心言語の構造が現れるからである．
以上のことから，心理言語学では観察者自らの母語を観察しなければならないことが明らかであ

る．非母語の表現を鑑賞したり意味を理解したりする場合，私たちは意識せずとも教わった規範文
法を基準にするからである．外国語に堪能であれば外国語を観察していいのでもない．いくら外
国語に堪能でも，表現の美醜や微妙な意味の違いをすべて感じ取ることはできないだろう．たとえ
ば，国語における「が」と「は」の使い分け方を外国人に理屈で説明するのは至難の業だが，説明
できなくても，私たち日本人は間違いなく簡単に使い分けることができる．母語に対して持ってい
る理屈では説明し難いそういう感覚が，心理言語学では絶対に必要なのだ．
だから，完全な多言語使い (=multilingualist)でなければ，外国語の観察は補助的な手段に止めな

ければならない．英語の観察・研究が世界の主流だからそれに従おうというのは，論外の考え方で
ある [94]．日本の古語も，地理や民族を隔てたのではなく時を隔てた一種の外国語だから，やはり
観察対象から外さなければならない [95]．と言うわけで，心理言語学でまず必要なのは，現代国語
を十分に観察することである [96]．
しかしだからと言っても，ことさらに現代文学作品などから観察材料を集める必要はない．観察

範囲を偏らせないために文学作品などを参考にするのは結構である．しかし心理言語学ではあくま
でも，自分自身がどんな状況でどんな言葉を使うのかの観察に徹すればいい．そうすることで観察
者は，自らの心言語を覗き見て自らを研究材料にすることができるのだ．
これも，心理言語学が伝統的言語学，特に文法学と大きく違う点の一つである．文法学者も眼前

の言語表現を，それが適格かどうか（この「適格」の意味はさっきとは違う何かである）判定しな
がら観察するのだが，文法学者は自然言語そのものについての客観的な学問を目指しているのだか
ら，適格か否かを直感で判定することはできない．しかも文法学者は，如何なる言語表現が適格な
のかの規則を発見しようとするのだから，判定規則を前もって用意することもできない．もし用意
したら循環論法になるからである．従って文法学者は，世間一般で多く用いられている言語表現を
適格表現とせざるを得ない．つまり，文法学者にとっての適格表現とは統計的に多数を占める表現
なのであり，だから伝統的文法学者は，文学作品や新聞などの言語世間に観察材料の多くを求める
のだろう（しかし，彼らが直感を完全に排除できているかどうかは，甚だ疑わしい）．
ところで言葉というものは，心伝達（＝コミュニケイション）の道具として生まれ，その後思考

の道具としても使われるようになったものだろう．これに対し，心理言語学の研究対象である心言
語は，思考のために外界のもの事を記銘する装置であり，心伝達とは本来無関係のものである．心
言語は心伝達の有無にかかわらず存在し得る．実際，高等の霊長類の中には，かなり高機能の思考
機械なのに心伝達の機能は至って貧弱なものが居る．また，生まれつきの機能障害のために喋るこ
とができなくても知的障害はない人たちもいる [97]．つまり，心伝達の機能がなくても立派な心言
語が存在し得るのである．
だから心言語の文法論では，心伝達のためにしか使わない言語表現は観察対象から外して構わな

い．たとえば，自然言語文を平叙文・疑問文・命令文・感嘆文などに分類するが，疑問文・命令文・
感嘆文はもっぱら心伝達時に使われる表現である．心言語は認識の対象世界を記述するためのもの
[94]生成変形文法論や自然言語のモデル論的意味論は，これまでに説明したように心理言語学に非常に近い研究分野だが，
これらの分野の日本人研究者の中には，英語を主たる題材にして研究している人が多い．
[95]古語を観察対象とはしなくとも，古語の知識は必要である．第 7.3.8.3 条参照．
[96]国語辞典も現代語に重点を置いたものを使わなければならない．国語辞典では「広辞苑」がいいとの定評があるようだ．
しかし，広辞苑に限らず大きな国語辞典は，古典からの引用文が多いため大変使いにくい．古語辞典ならいざ知らず，国語
辞典に古典という「外国語」文献を引用しなければならない理由，していい理由が，果たしてどれだけあるのだろうか．
[97]これは障害児施設で実際に働いている人の証言による．
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だから，そこには平叙文に相当するものしか存在しない．従って，心言語の文法論では平叙文を観
察すべきであり，疑問文・命令文・感嘆文については，心言語の文法論が定まって後に，それに基
づいて別途に考えるべきものである．
要するに，心理言語学の観点に立つなら，どんな言語を観察してもいいのではないし，言語のあ

らゆる相の観察を併行する必要もない．当面の観察対象とすべきものは自ずと限られる．また観察
態度も，従来の言語学とは自ずと異なってくるのである．

課題 1.5.5 (1.5.1)から (1.5.5)までのうち，どれからどれまでを言葉と呼ぶべきか．より一般に，
「言葉とは何か」という問にどう答えるべきか．

1.5.2.4 狭義・広義の変形論とそれへの要請

‡ 仮説 2によれば，心言語の元は何らかの変形を受けた後に音素列として表出して言葉となる．
その変形・表出の仕方に隠された傾向や法則を追究するのが心言語の変形論である．そして，現代
国語を観察しつつ心言語の文法論と変形論を同時進行させ，心言語の文法すなわち代数構造を確定
提示する．そこまでが心理言語学の当面の目標である．
さてそうすると，心言語の文法論の範囲は前条までに説明したように割合に狭く限られるから，

それと同時進行する変形論の方は，当然それに反比例して範囲の広い難しいものになる．しかも，
こういう変形論は実は狭い意味の変形論であって，これだけで変形論を終わらせることはできな
い．変形論は，心言語の文法や認識の対象世界の模型を提示した後で，その文法や模型の妥当性を
示すために更に継続して行なう必要があるのである．こういう広義変形論は，範囲のなおさら広い
難しいものになる．なぜなら，心理言語学では心言語という人類普遍のもの [98]を研究対象とした
ために，広義変形論では，心言語から

、
　あ
、
　ら
、
　ゆ
、
　る言語への変形論を視野に入れなければならないので

ある．だから，
、
　そ
、
　れ
、
　ぞ
、
　れ
、
　の言語を母語とする人々との協同研究もいずれは必要になる．

いま「あらゆる言語」「それぞれの言語」と言ったが，この言い方の背後にも困難な問題が潜ん
でいる．自然言語は，実は一つ二つと数えることができないのだ．なぜなら，そもそも言葉という
ものは，使う人・地域・状況によって異なり，時と共にどんどん変化して行くものである．話し言
葉もあれば書き言葉もある．敬語もあれば友達言葉もある．一体どの相を捉えて一つの言語と呼べ
ばいいのか．たとえば敬語と友達言葉をまぜたら，まともな日本語とは言えないような言葉にな
る．このことからも分かるように，日本語と一口に言っても，実は一つの言語体系としてあるの
ではなく，人・地域・状況・時に応じて変わる無数の言語体系の総体として存在しているのである
（第 1.5.3.1条参照）．これは，日本語に限らず，一つの言語とみなされているものについて一般的
に言えることだろう．そして，無数の言語体系に共通の構造を探るのは心言語の文法論の課題であ
り，心言語の変形論では，無数の言語体系そのものを相手にしなければならないのである．
また，前条でも指摘したように，そもそも言葉とは何かが明らかではない．(1.5.1)から (1.5.5)

までのうち，どれからどれまでを言葉と呼ぶべきだろうか．使い捨てにされる新造語や新語法も言
葉と考えるべきだろうか．数学の教科書の関数記号混じりの文章も言葉と考えるべきだろうか．ど
の問にも容易には答えられない．
要するに，自然言語と一口に言っても，その範囲や実態は茫漠としている．茫漠としたものを対

象とする変形論を如何に行なうべきかは，大変難しい問題なのである．
しかし難しいながらも，変形論がみたすべき要請が幾つか看て取れる．まず，第 1.4.3項で示唆

したように，そこで説明した心言語の意味論への要請は，裏を返せば変形論への要請なのである．
[98]普遍と言っても，全く同一だと言うのではない．第 2.1.2 項の末尾参照．
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すなわち，心言語の変形論は，恒真の自然言語文へと表出する心言語文が恒真となるものでなけ
ればならない．この要請をもう少し正確に言い換えると，第 1.4.3項でと同様に次のようになる．
色々な自然言語文に対して，私はそれが恒真であるかどうかを

、
　理
、
　性
、
　ま
、
　た
、
　は
、
　直
、
　観
、
　に
、
　よ
、
　っ
、
　て判定するこ

とができる（この恒真の概念は形式言語文の恒真の概念とは当然違う）．思考機械・人間の心言語
を研究する私は，私が恒真と判定する自然言語文 S（それは

、
　比
、
　較
、
　的
、
　に
、
　簡
、
　単
、
　なものに限られる）へと

表出する心言語文 T が
、
　心
、
　言
、
　語
、
　の
、
　意
、
　味
、
　論
、
　に
、
　よ
、
　っ
、
　て恒真となるように，心言語の変形論を作り上げな

ければならないのである．
この要請の逆もまた

、
　あ
、
　る
、
　制
、
　限
、
　の
、
　下
、
　で正しい．つまり，心言語の変形論は，恒真の心言語文から表

出する自然言語文が恒真となるものでなければならない．より正確に言い換えれば，思考機械・人
間の心言語を研究する私は，

、
　心
、
　言
、
　語
、
　の
、
　意
、
　味
、
　論
、
　に
、
　よ
、
　っ
、
　て恒真となる心言語文 T から表出する自然言

語文 Sが私の
、
　理
、
　性
、
　ま
、
　た
、
　は
、
　直
、
　観
、
　に
、
　よ
、
　っ
、
　て恒真と判定されるように，心言語の変形論を作り上げなけ

ればならない．
ただしこの第二の要請は，すべての恒真心言語文 T に適用されるのではない．適用される心言語
文は

、
　比
、
　較
、
　的
、
　に
、
　簡
、
　単
、
　なものに制限される（さっき「ある制限の下で」と述べたのはこのことを指す）．

なぜなら，当然のことながら，私の理性や直観には限界があるからである [99]．「比較的に簡単な」
という言葉の意味が曖昧だから，この第二の要請は第一の要請ほど明確なものではなく，これを適
用するときには

、
　妥
、
　当
、
　な判断というものが求められる．

この第二の要請は，心言語の意味論への要請が進化論などの推測に基づいていたように，私たち
の言葉の話し方についての次のような推測に基づく．
私たちが言葉を話すときには，何の思考もなく言葉が湧き出て来るのではない．意識せずとも，
何らかの思考が伴っている．つまり，何を話すかを予め考え演習をする．そういう予行演習に掛け
る時間は，たとえば結婚式の祝辞の練習をするときのように長いものとは限らない．本人も意識し
ないほどに短い時間であることが多い．そしてそういう予行演習は「無声の言葉」で行なわれる．
第 1.1.3項で紹介した神経心理学者による指摘によれば，私たちが一つの語を思いつくと，たとえ
それを声に出さずともその語の発声のための筋緊張が起きて，その筋緊張の情報が大脳皮質に送り
返され，それでその語のはっきりした心像が出来上がるのだと言う．そういう神経過程が，予行演
習の際にも起きている．つまり私たちは，自分自身の無声の言葉を耳を通してではなく発声筋を通
して聞き [100]，その言葉の意味を理解し，真偽を判定し，そのうえで有音の言葉として再発声す
る．私たちが言葉を話している時には，そうやって，少し後に話すことの予行演習を無声で行なっ
ていると考えられる．
こういう推測には根拠がある．たとえば，「煙突から出る煙が」と言う積もりだったのに，せいた

ために「えんとつけむが」と言ったりする．言ってしまった後で，「煙突から出る煙が」と自分は言
いたかったのかと気づく．そいうことを私はときどき経験する．これは，言葉を話すことと予行演
習との時間調整（＝タイミング）が狂ったために，話している言葉の中に予行演習の内容が紛れ込
む現象と解釈できるのである．
さてそこで，こういう推測を全部認めるとしよう．そうすると，思考機械・人間の心言語の恒真

文が言葉として表出するときには，それに先立って無声の言葉に変換され，その無声の言葉が発声

[99]このことを述語論理学になぞらえて敷衍しよう．数学理論の定理は，論理的公理系やその理論の公理系を使って論理式
として表せば恒真文となる．他方，その定理を数学者が証明するということは，その論理式に当たる自然言語文が恒真で
あると理性または直感によって判定することに当たる．しかし理性や直感の限界のために，そういう判定をすることので
きない場合がしばしばある．
[100]私たちが言葉を話すときには，音声の情報が耳を通して脳に送られるのと同時に，その音声を発するための筋緊張の
情報も脳に送られると言う．そうすると，それら二つの情報が脳内で互いに関連づけて記憶されることになるだろう．その
結果，発声筋の緊張の情報だけが送られたときでも，それと関連づけられた音声情報の記憶が呼び出され，音声を実際に
聞くときと同様の状態になり得るだろう．「発声筋を通して聞く」というのは，そういう状態のことを指す．
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筋を通して聞き取られ，理性や直観によって
、
　恒
、
　真
、
　と
、
　判
、
　定
、
　さ
、
　れてから，改めて有声の言葉として表出

することになるだろう．そうだとすると，心言語の比較的に簡単な恒真文から表出する自然言語文
は，理性や直観によって

、
　恒
、
　真
、
　と
、
　判
、
　定
、
　さ
、
　れるものでなければならないのである．

このように第二の要請は，第一の要請ほど明確でないだけでなく，第一の要請よりさらに多くの
推測に基づいており，その点で根拠薄弱なものと難詰することもできるだろう．しかし，第一の要
請や心言語の意味論への要請と同様この要請も，数理心理学全体を視野におさめたうえで妥当かど
うかを判断すべきもので，この要請だけを取り出して妥当性を云々すべきものではない．

1.5.3 国文法論から心理言語学へ
§ 前項では，心理言語学なるものが数理心理学にとって必要であることを説明した．心理言語

学は心言語の文法論と狭義・広義の変形論から成る．そして，心言語の文法論と狭義変形論を同時
進行させ心言語の文法すなわち代数構造を提示すること，それが心理言語学の当面の目標である．
そこでこの項では，心言語の文法論と狭義変形論をどう行なうべきかを説明する．
私自身の心言語の文法は第 5章と第 6章とで提示する．これは私が行なった心言語の文法論の結

論である．この結論に至るまでの経過や，これと同時進行した狭義変形論は，この項と第 2章で概
略を説明する以外には取り立てて説明しない．文法論の経過は心言語の文法を確定するまでの言わ
ば試行錯誤の過程であるから詳しく説明すべきものでもなく，狭義変形論は第 7章で行なう日本語
について広義変形論に包摂されるからである．

1.5.3.1 国文法論の実際

‡ 心言語の文法論と狭義変形論で行なうべきことは，実は，国語の伝統的な文法論すなわち国
文法論からそう懸け離れていない．国文法論に少し反省を加えると，自ずと心言語の文法論と狭義
変形論へ導かれる．そこでこの条では，国文法論とはどんな学問なのかについての私の解釈を説明
しておこう．ただし，第 3.6.1項でも説明するので，ここでは概略だけに止める．
国文法論にも色々違う目的があって一概には言えない．しかしいずれの国文法論でも，どういう

国語表現が「適格」であるかや使われているかを記述するのであり，それは通常次のような手順で
行なわれる．

　手順 1. どれだけの品詞が在るかを記述する．

　手順 2. 各品詞に属す語句がどういう語形変化をしてどういう組み合せで並ぶとどういう名前の
言語表現になるかの規則を記述する [101]．

　手順 3. どの基本単語がどの品詞に属すかを記述する．

これだけの手順を踏めば国語の適格表現の全体が定まる，というのが国文法論の考え方だろう．
ところが手順 1, 2, 3は，まさに，第 3.5節で説明する普遍型付代数系を構成する手順そのもの

なのである（手順 1, 2は型代数系を定め，手順 3は素元系を定める）．だからこの手順を行なう文
法学者は，それと意識せずとも，何らかの普遍型付代数系を構成することになる．第 1.4.2項の始
めに記した通り普遍型付代数系は形式言語とみなされ，端書きで説明したように，形式言語を構成

[101]学校文法で言語表現に付ける名前には，「名詞」「動詞」「形容詞」「副詞」等の品詞名の他に，「名詞句」「動詞句」「形容
詞句」「副詞句」のような句名や「文」「文節」などの名前がある．
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する作業がすなわち形式言語の文法論である．従って，手順 1, 2, 3により自然言語の文法論を行
なうことは，何らかの形式言語の文法論を行なうことに他ならない．
要するに，手順 1, 2, 3により行なう国文法論は，自然言語を論じているように見えて，実は心

理言語学と同様に形式言語を論じているのである．
なお，国文法学でこれまでに提案された様々な理論（文法学者の数だけ文法理論があると言う）は，

手順 1, 2は皆含むものの，普通は手順 3すなわち品詞分類を含まない．これは次のような理由に
よると思われる．まず，ある文法理論が一つの品詞分類表（これを sで表す）を定めれば，sに応
じた適格表現の全体が一意に定まる（これを Asで表す）．そしてこの文法理論は，この一意に定
まる集合Asが日本語の適格表現の全体だと主張することになる．しかしこれは妥当ではない．な
ぜなら，前項で指摘したように，日本語というものは一つの言語体系として存在しているのではな
く，時・人・地域・状況に応じて決まる無数の言語体系の総体として存在しているのである．そこ
で，次のように考えてみよう．すなわち，日本語とは品詞分類表 sを助変数とする族 (As)sのこと
であると．そして，助変数 sは時・人・地域・状況などの指標であると．たとえば，諏訪地方で用
いられている言葉を集めて品詞分類表（これを suwaで表す）を作れば，Asuwaは諏訪地方で使わ
れる日本語，すなわち諏訪方言になる [102]．
要するに，手順 1, 2だけからなる文法論は，日本語の時・人・地域・状況などに左右されない面

を論じている．数学的に言い換えれば，形式言語の族 (As)s に共通の型代数系の構造を論じてい
る．そう解釈できるのである．

1.5.3.2 なぜ文法が書けるか

‡ 前条冒頭で示唆したように，国文法論に少し反省を加えると，自ずと心言語の文法論と狭義
変形論へと導かれる．以下の三条では，このことについて説明しよう．
一般に，自然言語の文法論は言語の形態についての論だと受け取られているようである．文法学

者の仕事は，どんな種類の語とどんな種類の語がどんな結びつき方をすればどんな種類の表現にな
るか，という類のことを論ずることだと思われている．実際，前条で示した国文法論の手順 1, 2,

3は確かにそうなっている．しかし私は，自然言語の文法論は意味についての論であるべきだと考
える．そして，この考えに徹することが心言語の文法論と狭義変形論へ至る道だと考える．
その理由の一端は第 1.5.2.3条で説明した．数理心理学の観点から見れば，文法に適う言語表現と

は，意味が苦労なしに理解できて崩れた感じを与えない言語表現のことでなければならない．従っ
て当然，文法論は意味についての論だということになる．以下では，これとやや違う観点から，文
法論が意味についての論でなければならない理由を説明する．そのために，架空の文法学者を登場
させよう．彼にとっての文法論の目的は，あくまでも言語表現の形態に見出される法則性の追究で
ある．
日本人の文法学者Ｘ氏がまったく未知の外国語（これを「Ｙ国語」と名付ける）に遭遇した場合

を考えよう．この場合，もちろん，Ｘ氏はＹ国語の文法を書くことはできない．それどころか，Ｘ
氏にとって，Ｙ国語はただの記号の羅列にしか思えないだろう（私はアラビア文字を見るときそう思
う）．同様に，日本語を知らないＹ国人にとっては，日本語がただの記号の羅列に思えるだろう．
なぜそうなのか．なぜＸ氏は，Ｙ国人にとっては記号の羅列に過ぎない日本語の文法なるものを書
き下すことができるのだろうか．その理由は明らかである．Ｙ国人が日本語の意味を読み取れない
のに対し，Ｘ氏は日本語の意味を読み取っているからである．
[102]従って，品詞分類表を作るという手順 3 は，国語辞典から品詞分類を抜き書きする作業と同一ではない．普通の国語
辞典は，どの語がどの時・人・地域・状況に相応しいかに無頓着に語を並べたものであり，また，どういう文法理論に基づ
いているかも定かでないことが多いからである．
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このことは日本語に限らない．何語の言語表現であれ，意味を離れて
、
　形
、
　態
、
　だ
、
　け
、
　を
、
　見
、
　るなら，有限

個の記号で生成される記号列でしかない．意味を取り去った言語表現からは，個々の記号の出現確
率以外には，法則と呼べるものが見出せない．何語であれ，その文法を書くことができるのは，そ
の言語の意味を読み取れたときなのだ．
このことは簡単な実験で確かめられる．次の記号列は，ある意味を表現し明確な文法に従って書

かれた文章である．しかし読者は，その文法を簡単には見出せないだろう．言語表現の「形態だけ
を見る」とは，いま読者が直面しているこういう状況を指しているのである．

みすち にる せぜすき．や うのきる みすち かをる．えあばえきう ひ くゆえ きり ひ
ゆけ いし．ぎ そうな ちつ は ぎてさえ やてと ん めすわ みすち どきこ ぬ ぎてさえ．

これと対照的に，もしも「が あき た き．ました なり すずしく」という文章を示されれば，日本
人の読者は「が」「あき」「た」「き」「ました」「なり」「すずしく」という個々の記号の意味や役
割が分かっているから，この文章全体の「秋が来た．涼しく成りました」という意味が分かり，こ
の言語の文法がどういうものか容易に推定できるだろう（それは英語の文法にとても近い）．つまり，
意味が先に分かって，後から文法が分かるのである [103]．

1.5.3.3 形態か意味か

‡ しかし，文法家Ｘ氏は日本語表現の意味ではなく形態を論じているのだと飽くまでも主張し，
周囲も大方はその主張を容認するかもしれない．そして，彼らが何故そう主張するのかと言えば，
それは，特定の形態が特定の意味を表すという理由かららしい（たとえば，文の最後尾に付いた
「だろう」という形態は推量の意味を表す，というように）．つまり，意味を論ずるにしても形態
を論ずれば済むという考えである．
しかしここで，極めて重要なことが見落とされている．それは，意味と形態の対応が一対一で

はないということである．一番いい例は，いわゆる連体助詞の「の」の用法に見ることができる．
表 1.1に例をあげよう．表中で，等号の左辺は連体助詞の「の」を使った表現であり，その意味を
「の」を使わずに表現したのが右辺である．ただし，意味の取り方は他にもあり得る．

表 1.1: 連体助詞の「の」の用例

算数の先生＝算数を教える先生 三時の出発＝三時にする出発
森の道＝森に在る道 森の遊び＝森でする遊び
砂の穴＝砂を掘って作られた穴 放射能の影響＝放射能から受ける影響
君の手紙＝君から来た手紙 明日の営業＝明日に行なう営業
樅の木＝樅と呼ばれる木 雨の日＝雨が降る日
鍬の音＝鍬が出す音 国語の時間＝国語を教える時間
石塀の所＝石塀が在る所 出会いの場所＝出会いが起きる場所

課題 1.5.6 表 1.1の各式の右辺にある共通性を見出せ．逆に，右辺の表現をさらに細かく分類せ
よ．さらに，これらの例と違う「の」の用法を見出せ．
[103]ジャン＝フランソワ・シャンポリオン（Jean-Francois Champollion) がロゼッタ・ストーンの碑文のヒエログリフ
（聖刻文字，hieroglyph）を解読できたのも，意味の分かるギリシア語文が併記されていたからである．



第 1章 序説 54

表 1.1の例で明らかなことは，様々な意味を持つ表現を短縮して表すための省略記号として，連
体助詞の「の」が使われているということである．つまり，「の」という一つの形態が「を教える」
「に在る」「を掘って作られた」等の無数の意味に対応する．これは，一つの形態が複数の意味に対
応する著しい例だと言えよう．

課題 1.5.7 省略記号と考えられる語の例を収集せよ．

なお，表 1.1の「の」の用例は省略表現だから意味が曖昧のはずだが，その意味を私は曖昧とも
思わず理解することができた．これは世界のもの事についての知識（「先生」は何かを教える人で「算
数」は教えられるものだという類の知識）を私が十分に持っていたからである．一般化して言えば，言
語表現の意味を理解するには，膨大な知識を蓄えそれを

、
　適
、
　切
、
　に引き出す能力が必要になる．そうい

う能力の実態を知ることは，「人間が言葉の意味を理解する過程とは如何なるものか」という基本
問題 7 について考えるために必要になる．ところがその実態は，人間の言語行動などを観察して分
かることではない．模擬実験的な研究によってのみ解明できるものだろう．そこで次の課題を提起
する．

課題 1.5.8 表 1.1の各式の左辺を右辺に書き直す能力を機械に与えるにはどうしたらいいか．

本題に戻ろう．一つの形態が複数の意味に対応する例は他にも沢山ある．そしてそれらは意味の
曖昧性 [104]を生ずる（逆に複数の形態が一つの意味に対応していても，曖昧性は生じない）．たと
えば，自然言語の単語は一般に複数の意味を持つから，一つの形態に複数の意味が対応し曖昧性が
生ずる．具体例はあげるまでもないだろう．この種の曖昧性は語彙的曖昧性と呼ぶことができる．
また例えば「黒い川と山」と言っても，山が黒いかどうかが曖昧で分からない．これは，括り記号
で区別される「黒い（川と山）」「（黒い川）と山」という二通りの意味が，括り記号を失った一つ
の形態「黒い川と山」に対応しているからである．この種の曖昧性は，構文的曖昧性と呼ぶのが適
当だろう．また例えば「政治家が好きな女」と言っても，政治家が女を好むのか，それとも女が政
治家を好むのかが曖昧で分からない（この例文は実際の醜聞報道からとったものであり，その醜聞では女
が政治家を好んだのである）．この二つの意味は英語だったら関係代名詞や語順で区別されるが，日
本語にはそれに相当する語法が無いからである．これも構文的曖昧性と呼べるだろう．
なお，一つの形態が複数の意味に対応しながら曖昧性のあまり生じない例もある．たとえば，格

助詞の「に」には実に様々な意味・働きがあって，動詞が表す動作・作用の向かう対象を示したり，
動作・作用の行なわれる場所を示したり，動作・作用の行なわれる時を示したり，動作・作用の行
なわれる程度・様態を示したりする．しかし，これら様々な意味の紛れることはあまりない．
さて，形態を重んじ形態を論じている積もりの文法学者Ｘ氏は，表 1.1の「の」の用例のすべて

を「名詞・の・名詞」と分類して済ますのだろうか．しかしそれでは，言語表現の意味を読みとる
ことで文法を書けているにも拘わらず，「の」については意味を無視することになる．それはまこと
に
、
　ち
、
　ぐ
、
　は
、
　ぐ
、
　で奇妙な態度と言わざるを得ない．

以上を要するに，私は次のように考える．
� 言語表現の意味を読みとらなければ文法を書くことができない．ところが，

� 言語表現は一般に意味の
、
　不
、
　完
、
　全
、
　な表現である．従って，

� 言語表現
、
　そ
、
　の
、
　も
、
　の
、
　の文法を追究することは無意味であり，

� 言語表現の意味を
、
　こ
、
　そ追究しなければならない．

[104]第 1.4.4 項参照
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1.5.3.4 意味に専心すれば

‡ そこで，言語表現を意味に専心して観察し，意味に即して書き直していったとしよう．つま
り，一つの形態に複数の意味が対応していたら，この一つの形態を意味に応じた複数の形態に書き
直すのだ（逆に一つの意味が複数の形態に対応している場合は，それら複数の形態を一つにまとめる必要は
ない）．たとえば，「名詞・の・名詞」という表現は，

（名詞・格助詞・動詞）名詞 （名詞・が・（動作名詞・する））こと

等の，「の」を含まず括り記号を使った表現に書き直す [105]．また例えば「形容詞・名詞・と・名
詞」という表現は，括り記号を使って次の二通りに書き直す．

（形容詞・名詞）・と・名詞 形容詞・（名詞・と・名詞）

また例えば格助詞の「に」は，その様々な意味・働きに応じて，「に１」「に２」. . .のように分別す
る．こういう作業を日本語の隅々まで行なうのだ．
そうすると，どういうことが起きるだろうか．まず，これは形態を無視することにはならない．

なぜなら，ある場合には一つの形態が一つの意味に対応するのだから，その場合には形態がそのま
ま残る．また，連体助詞の「の」の多くがそうだったように，ある種の語は消え去ってしまうだろ
う．その逆に，元々の日本語には無かった種類の語，たとえば英語の関係代名詞のような語が現れ
てくることもある．変数が現れることもある．また，語のつながり具合が変わることもある．つま
り，日本語が色々に変形して行くことになる．
それでは，こうして得られた変形日本語は，いったい何者なのだろうか．私には，これこそが，
心言語そのものと言えないまでも，心言語に非常に近い構造をもった代数系なのではないかと思わ
れるのだ．そして，日本語が変形していく過程を逆から見たものが，心言語が日本語に変形表出す
る過程に非常に近いのではないかと思われるのだ．
なぜそう思うかと言えば，もとの日本語表現において存在した形態と意味の不対応や曖昧性は，

その表現の観察者から見た不対応や曖昧性なのだ．その表現の話者の心の中では，すなわち心言語
では，曖昧性はなくて意味と一対一に対応する形態があったはずなのだ．また，人が日本語表現の
意味を読み取るときには（基本問題 7参照），意味と一対一に対応付けられた変形日本語という世
界を認識するはずだから，変形日本語は心言語という形式言語の認識対象世界であり，従って心言
語に近い代数系でなくてはならないと考えられるのだ（第 1.4節参照）．
なぜ変形日本語が心言語に非常に近いと思うかについては，このくらいの説明で十分だろう．し

かし，これは私の直観なのであり，本当は，直観の理由を説明する必要はなかった．リンゴが落ち
るのを見て万物が引き合うという直観を得た理由を説明する必要がニュートンにないのと同じであ
る．直観に甚だしい論理的飛躍があっても（飛躍があるからこそ直観なのだが），直観に基づいて何
かしらの理論が生まれ，その理論が実験で検証されたり，あるいは観察される現象をうまく説明で
きれば十分だと考える．科学とは本来そういうものなのである．
以上を要するに，心言語の文法論と狭義変形論は，次の仮説に従って行なうべきと考える．

仮説 3 日本語を意味に即した形態に変形して行くときに現れる形態的規則が心言語の構造を近似
している．また，この変形の過程を逆に見たものが，心言語の元が言葉として変形・表出する過程
を近似している．

[105]ただし，「警察官である兄」の意味で「警察官の兄」と言う用法の「の」は，書き直さずに残すべきものと考えられる．
こういう「の」は心言語たる格言語の算法記号 ⊓ の表出と考えられる．第 7.3.6.1 条参照．
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1.5.4 「自然言語のモデル論的意味論」批判
§ 第 1.5.2.1条において，モンタギュー意味論を始めとする自然言語のモデル論的意味論は読み
方によっては心言語の文法論や意味論の参考になると述べた．しかし実は私は，逆に自然言語のモ
デル論的意味論の方がより深刻に，心言語の理論を見習うべきだと考える．理由を説明しよう．
まず第一に，自然言語のモデル論的意味論というものは，無視できない論理的危うさを孕んでい

るように見える．なぜなら，この論を行なう言語学者や論理学者は，自然言語を直接に論ずるので
はなく，自然言語を何らかの形式言語にまず翻訳し，つまり翻訳論を行ない，その形式言語のモデ
ル論的意味論を行なう．そして彼らの最終目標は，その形式言語のモデル論的意味論を使って自然
言語表現の意味の異同を論じたりすることであるらしい．しかしそうだとしたら，きっと

、
　ど
、
　こ
、
　か
、
　で

循環論法を犯すことになるだろう．なぜなら彼らは，翻訳論を行なうときに既に，自然言語表現の
意味を解釈してしまっているはずだからである．
始めから文法を定めて定義した形式言語のモデル論的意味論は，何の論理矛盾もなく行なうこと
ができる．しかし自然言語は，文字通り自然にいつの間にか出来たものだから，その文法を調べる
ことから始めなくてはならないし，第 1.5.3.2条で「なぜ文法が書けるか」と題して説明した通り，、
　意
、
　味
、
　を
、
　見
、
　ず
、
　に純粋に形態だけを見て文法論を行なうことはできないのである．しかも自然言語は，

外界のもの事の記述だけでなく，話者の推論の過程や陳述態度など様々なものの表現を含んでい
る．そういうものすべてを形式言語で表してモデル論的意味論の対象にしようと企てるのは間違っ
ている（第 7.3.10項参照）．だから，自然言語から形式言語への翻訳論を行なうには，翻訳すべき
自然言語表現を取捨選択しなければならない．そのためにも既に意味の分析が必要なのである．
こういう危うい論を言語学者や論理学者が行なうのは，恐らく，意味論に先立って自然言語から

形式言語への翻訳論を行なっていることを，はっきりと認識していないからだろう．そして実際，
確固たる翻訳論が行なわれている風には見えない．そもそも自然言語というものは大変に茫漠とし
た存在だから，確固たる翻訳論なるものがそう簡単に行なわれ得るはずはないのである．
なお，自然言語のモデル論的意味論が例えば機械翻訳のような技術の役に立っても，それは自然

言語のモデル論的意味論が循環論法を犯していないことの証明にはならない．一般化して言えば，
何らかの理論が技術の役に立つことは，その理論が循環論法を犯していないことの証明ではない．
「理論」と「技術」は別物なのである．そのことを数学における同様の例を使って説明しよう．
関数 f, gに対して lim

x→a f(x)/g(x)を計算する場合，大抵は次の式で計算することができる．

lim
x→a f(x)g(x)

=
lim
x→a f(x)
lim
x→ag(x)

例外はこの式の右辺が 0/0, ±∞/ ±∞となる場合である（この場合，極限 lim
x→a f(x)/g(x)は

、
　不
、
　定、

　形であると言う）．しかしこの場合でも， lim
x→a f ′(x)/g ′(x)が存在すれば，然るべき条件の下で

lim
x→a f(x)g(x)

= lim
x→a f

′(x)

g ′(x)

が成り立つとの定理がある（これを「不定形の極限定理」と呼ぶ）．そこでたとえば，

lim
x→0

sin x

x
= lim
x→0

(sin x) ′

x ′
= lim
x→0

cos x

1
= 1

と計算することができる．しかし，この計算を lim
x→0 sin x/x = 1 の証明に採用したら循環論法を

犯すことに成り兼ねない．なぜなら，高校の標準的教科書では，(sin x) ′ = cos xなることを証明
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するのに lim
x→0 sin x/x = 1なることを使うからである [106]．つまり，不定形の極限定理は不定形の

極限値を機械的に計算したい「技術者」には大変役に立つが，この定理を使ってさっきのように
lim
x→0 sin x/x = 1などを証明する「理論家」は循環論法を犯しているかもしれないのである．
以上のことから，自然言語のモデル論的意味論に論理的破綻をきたさないためには，次のように

行なわなければならない．つまりまず，自然言語から然るべき形式言語 Aへの翻訳論を
、
　念
、
　入
、
　り
、
　に

行なう．次に Aのモデル論的意味論を作る．そしてそれで終わりである．終わりにしないで，A
のモデル論的意味論を使って自然言語表現の意味の異同を論じたりすると，たちまち循環論法に陥
る危険が生ずる．循環論法を犯していないという証明も困難だろう．
しかし言語学者や論理学者は，Aのモデル論的意味論作りで終わりにして満足だろうか．たぶん

満足できないだろう．そこで終わりにしたら，言語学としても何としても中途半端と思うだろう．
確かに，そこで終わりにしたらその研究に一体どういう意義があるのか，私にも分からない．
しかし，自然言語そのものを理論的に研究しようとする限り，中途半端で居ざるを得ないのであ

る．逆に言えば，中途半端でなくしたければ，言語学・論理学という枠から出なければならない．
そして幸いなことに，枠のいい出方がある．それは，数理心理学へ転ずることである．すなわち，
形式言語Aを心言語として捉えて

、
　然
、
　る
、
　べ
、
　く定義し直すのである．そして実はこれこそが，第 1.4.1

項で基本問題 1や仮説 1として提起したことなのだ．この問題提起に従うなら，Aのモデル論的意
味論として行なったことは心言語の意味論に生かすことができ，第 1.4.1項の基本問題 2，基本問
題 3，さらにその先へと研究を発展させて行くことができる．しかもこれは，大変に有意義な発展
に違いない．さらにまた，自然言語からAへの翻訳論として行なったことは，第 1.5.2.2条で説明
した「言葉の心理学的意味論」やその逆の「心言語の変形論」に生かすことができるし，「人間が
言葉の意味を理解する過程とは如何なるものか」という基本問題 7を考えるのにも役立つだろう．
要するに，数理心理学の観点から見れば，自然言語のモデル論的意味論と称して行なわれている

ことは，どれも，心言語の文法論や意味論や変形論へと昇華させるべきものに見えるのである．「昇
華」という言葉はここで使うのに相応しい．なぜなら，言語学の目的も，本来は人間の心を研究
することのはずだからである．言葉というものは，人間にとって確かに重要な意味を持っている．
しかし，言葉が無ければ心も無いのではない．言葉が無くても心は有り得るのだ．だから，心を研
究したいのなら，自然言語は心の観測のための資料に留め，心言語の理論にこそ邁進すべきだと思
う．つまり，言語学者・論理学者から数理心理学者へと脱皮すべきだと思う．

1.5.5 この節の参考文献
§心理言語学にとって第一に必要な言語資料は，理論言語学者の解釈が沢山加わったものではな
く，生の言語現象を分類収集した「一次資料」である．たとえば，ブラーエ [107]による惑星の位置
観測資料のようなものがほしい．残念ながらそういうものはなかなか手に入らない．もっとも，物
理現象とは違って言語現象は，手間ひまを厭わなければ誰にでも楽に観測できるのが救いである．

1. 現代形容詞用法辞典：飛田良文・浅田秀子 著，東京堂出版，1991年

2. 現代副詞用法辞典：飛田良文・浅田秀子 著，東京堂出版，1994年

3. 研究資料日本文法 1-10：明治書院，1985年
[106] lim

x→0(ex − 1)/x = lim
x→0(ex − 1) ′/x ′ = lim

x→0 ex/1 = 1 と計算するのも同様の例である．(ex) ′ = ex を証明するのに
lim
x→0(ex − 1)/x = 1 なることを使っていたら循環論法になる．
[107]Tycho Brahe．デンマークの天文学者．その惑星観測資料はケプラーが三法則を導く元となった．
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4. 自然言語：郡司隆男 著，日本評論社，1994年

5. 形式意味論入門：白井賢一郎 著，産業図書，1985年

6. ことばとこころ：川本茂雄 著，岩波新書 988, 1976年

7. 言葉を生み出す本能 上下：S.ピンカー 著，ＮＨＫブックス 741, 1995年

文献 1, 2は貴重な一次資料だろう．こういう辞典を見ると，普通の国語辞典が如何に通り一遍の
ものかが分かる．文献 3は伝統的国文法論についてのものである．第 7巻の「助詞・助動詞辞典」
は貴重な一次資料だと言いたいところだが，古語に重点を置いているのはいただけない．文献 4は
生成変形文法論の概説書で，文献 5 は第 1.2.5項でも引用したモンタギュー意味論の解説書である．
文献 3, 4, 5の文献表から他の文献をたどることができる．文献 6, 7は，それぞれ言語学者と発達
心理学者による言葉と心についての啓蒙書で，チョムスキー理論を強く意識して書いてある．

1.6 思考機械の感情と発達
＄これまでは専ら思考に焦点を合わせて，思考機械 → 代数系 → 論理 → 言語 という数理心
理学の道筋を説明してきたが，この道筋を歩むなら，数理心理学は思考だけでなく心全般について
の科学になり得ると考えられる（図 1.1参照）．つまり，心言語の構造や心論理構造が然るべく特
定されれば，心言語という場の上で，感情・意志・意識などの心の側面についても科学的に研究し
て行く道が開けると思われる．
ただしそういう研究は，少なくとも二つの点で，本書で説明しようとしている研究と異なるも

のになるだろう．まず第一に，心の座は確かに脳であり，それを本書では，思考機械ないしは心言
語・心論理代数系と抽象して研究しようとしているのだが，心全般の仕組みは，実は脳だけで説
明できるものではなく，それ以外の身体部分も考え合わせなければ説明することができない．第二
に，感情・意志・意識などの面についての研究は，理論的と言うよりは多分に模擬実験的なものに
なるだろう．つまり，何らかの機械をロボットとしてか計算機の中にか実際に製作し，それが人間
と同じように行動するか否かを調べることで人間自身について考えて行くことになる．ただし，人
間のように特別に複雑な機械がそう簡単に実現できるはずはないから，ごく簡単な機械から始めて
徐々に複雑にしていくのが現実的なやり方だろう．
そこでこの節では，そういう研究の将来を占うために，心言語 Aの構造や心論理構造が確定し

たと仮定したうえで，思考機械にどんな装置を追加していったら人間らしい感情や意志を持たせら
れるかという工学的構想を語り，その構想が提起する課題を述べる．つまり，これまではまず人間
から脳以外のものを捨象して人間を思考機械とみなし，さらにそれを心言語・心論理代数系へと抽
象してきたのだが，そうする過程で捨ててきたはずの機構を少しずつ拾い戻していくときに，思考
機械がどういう感情機能を回復していくかを考える．ただし，捨ててきた機構がどういうものかが
いま分かっているのではない（だから「捨ててきたはずの」と言ったのである）．それがどういうもの
かをこれから考えようというのがこの節の趣旨である．しかし，それは心理学的にも数学的にも大
変難しいことだから，これから述べる構想も，推測を沢山交えた断片的で大雑把なものにならざる
を得ない．
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1.6.1 感情の装置
§心言語Aの構造や心論理構造は確定したと仮定しているが，実際にはまだ確定していない（確
定するための作業は第 5章から始まり継続中である）．特に，Aの文の全体Aϕがどういうものか
も確定していない．しかし，それでは話がしにくいので，Aϕには，少なくとも「なら」の意味を
表す二項算法⇒と否定の意味を表す単項算法 ♢があるものとする．しかし，心論理構造は特に具
体的に設定しない．
思考機械に感情を与える機構について説明しよう．まず，Aϕ の有限部分集合

B = {b1, b2, . . . , bn}

を適当に選んで，これを評価系と名付ける．各 bi には正値の重み ci を与え (i = 1, 2, . . . , n)，n
次ベクトル c = (c1, c2, . . . , cn)を重みベクトルと呼ぶ．次に，Aϕ の部分集合 Dをもう一つ適当
に選んで，これを知識系と名付ける．Dの各元 dには 0から 1の間の確度 p(d)を与える．
思考機械は，Aϕ の任意の元 xに n 次ベクトル

e(x) =
(
e1(x), e2(x), . . . , en(x)

)
を対応させるものとする（これを xの評価ベクトルと呼ぶ）．対応させる方式には色々のものが考
えられる．例として三つの方式を挙げよう．

例 1.6.1 (直列方式) Dのある元 d1, . . . , dmと xに心論法を適用して一定の計算時間内に biが導
けたら

ei(x) = cip(d1) · · ·p(dm)

と定める．導けないときは bi の否定 bi
♢ が導けるかをやはり一定時間試し，導けたら

ei(x) = −cip(d1) · · ·p(dm)

と定める（ただし，この二式でm = 0の場合には p(d1) · · ·p(dm)は 1を意味する）．それも導け
ないときは ei(x) = 0と定める．この方式を順直列方式と呼ぶ．この逆に bi

♢が導けるかを先に試
す方式を逆直列方式と呼ぶ．

例 1.6.2 (並列方式) Dのある元 d1, . . . , dmと xに心論法を適用して biが導けるかを一定時間試
し，導けたら

e ′i(x) = cip(d1) · · ·p(dm)

とし，導けなかったら e ′i(x) = 0とする．同様に bi
♢ が導けるかを一定時間試し，導けたら

e ′′i (x) = −cip(d1) · · ·p(dm)

とし，導けなかったら e ′′i (x) = 0とする．そして

ei(x) = e
′
i(x) + e

′′
i (x)

と定める．
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例 1.6.3 (偏方式) Dのある元 d1, . . . , dm と xに心論法を適用して一定時間内に bi が導けたら

ei(x) = cip(d1) . . . p(dm)

と定め，導けなかったら ei(x) = −ciと定める方式を順偏方式と呼ぶ．また，Dのある元d1, . . . , dm
と xに心論法を適用して一定時間内に bi

♢ が導けたら

ei(x) = −cip(d1) . . . p(dm)

と定め，導けなかったら ei(x) = ci と定める方式を逆偏方式と呼ぶ．

この三例のようにすれば，bi と bi
♢ が共に導けるという理論的にはあり得る場合について悩む

必要もない．これが工学的に考えることの利点の一つである．
思考機械は，次に，評価ベクトル e(x)と重みベクトル c の間の角 θ = ∠(e(x), c)の余弦 cos θを
計算する．これを xの評価値と名付け f(x)で表す．すなわち，

f(x) =
〈e(x), c〉

‖e(x)‖ · ‖c‖

であり，|f(x)| ≤ 1が成り立つ．ただし，〈 · , · 〉は内積を表し，‖ · ‖は長さを表す．評価ベクトル
e(x)の計算方式によっては e(x) = 0なる場合もあるだろう．そのときは，この式では f(x)が定ま
らないが，別途適宜に |f(x)| ≤ 1なるよう定めればいい．評価値の定め方にも他に色々の方式があ
り得るが，いずれの方式にしても，評価ベクトル・評価値の計算装置を評価器と呼ぶ．
以上が，思考機械に感情を持たせるための仕組みのすべてである．この仕組みの背景的意味を，

詳しいことは後回しにして，取り敢えず大雑把に説明しよう．まず，評価系 Bは思考機械にとっ
て「都合のいい」外界の事象の記述集であり，重み ciは biの都合の良さの程度を表す数値である．
人間になぞらえて言えば，Bは「願望」や「価値観」などの記述に相当する．また，知識系 Dは
外界のもの事についての思考機械の知識集であり，Dの元 dの確度は文字通り知識 dの確からし
さの度合いである．そして，xは思考機械への外界からの入力を表し，評価値 f(x)は入力 xの思
考機械にとっての都合の良さの度合い（人間になぞらえれば「快感度」）である．
なお，いま外界からの入力と言ったが，これは外界からの生の物理的刺激を指すのではなく，そ

れらが何らかの機構によりAϕの元に変換されたものを指す．この変換器を認識器と呼ぶ．これに
対して，生の物理的刺激の検出装置は受容器と呼ぶ．受容器や認識器の構造については今は問わな
い．認識器とは，たとえば人の声を文字に変換する機械や航空写真から建物の輪郭だけを抽出する
機械のような，いわゆるパターン認識機械に近い．そういう機構は思考機械に必要だし，それにつ
いて問うことはもちろん重要だろう．しかし，これは機械工学や生理学に属す問である．数理心理
学を目指す私たちは，そういう問題を大胆に捨てなければならない．
また，「外界からの入力」とか「外界の事象」と言うときの外界とは，思考機械の外部だけを指

すのではなく，思考機械内部の各部分も外界の物であり，思考機械自身の行動や各部の状態・運動
も外界の事象である．だから評価系は，人間になぞらえれば，自身の身体や行動についての願望や
価値観の記述も含むと考えなければならない．そういう願望や価値観の対象には，細胞内部の状態
や本能的行動のような原始的なものから，いわゆる情操のように複雑高度なものまでが含まれる．
同様に知識系は，思考機械・人間が自身の身体各部について持っている知識（それは意識されるも
のとは限らない）に相当するものも含むと考えなければならない．

例 1.6.4 (数学者) Aは一階述語言語だと仮定する（後で理由を説明するが，これは人の心言語に
ついての仮定としては間違っている）．従って，Aの文の全体Aϕは論理式の全体に等しい（例 4.1.2
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参照）．次に，評価系 Bは単元集合 {b}だとし，bの重みを cとする．知識系Dの各元の確度は 1

だとする．そして，Aϕの元 xに評価ベクトル e(x)を対応させる方式としては並列方式を採用する．
つまり，Dの元と xに心論法を適用して bが導けるかを一定時間試し，導けたら e ′(x) = cとし，
導けなかったら e ′(x) = 0とする．同様に b♢が導けるかを一定時間試し，導けたら e ′′(x) = −cと
し，導けなかったら e ′′(x) = 0とする．そして

e(x) = e ′(x) + e ′′(x)

と定める．評価値 f(x)は，e(x) 6= 0のときにはさっきの規定通りに f(x) = cos∠(e(x), c)と定める
が，e(x) = 0のときには f(x) = 0と定める．そうすると，f(x) = 1となるのは bが導けて b♢ が
導けない場合であり，f(x) = −1となるのは b♢ が導けて bが導けない場合であり，これ以外の場
合には f(x) = 0となる．
Dは数学のある理論体系，たとえば自然数論における公理系であり，bはその理論体系における

命題であると考えてみよう．そうすると，この機械にとっては，x⇒bがその理論体系における、　自、
　明
、
　で
、
　な
、
　い定理なのを証明できるような入力 xが最大の評価値すなわち快感度のもとになる．だから

この思考機械は，その理論体系において a⇒bなる形の自明でない定理を発見したいという願望を
持った機械，すなわち一種の数学者だと考えられる．そこで，以後この機械をMで表す [108]．た
だしMは，x⇒bが定理となるような入力 x をただひたすら待ち続けるだけの機械，いわば「棚
ぼた数学者」である．また，そういう入力があっても，それがMに何か影響を及ぼすのでもない．
評価値がMに何か影響を及ぼすような機構は，Mにはまだ与えられていないからである．
ここで数学の理論体系を持ち出したのは，話をわかりやすくするための便宜に過ぎない．A,D

がどんなものだろうと，この機械は，x⇒bが外界についての自明でない真理であるような入力 x

をひたすら待ち続ける機械であることには変わりがない．ただしこれは，Dが外界の真理の記述
であり，かつこの機械の心論法が健全な場合の話である．

問題 1.6.1 例 1.6.4に出て来た「自明でない定理」とはどういう意味か．

問題 1.6.2 e(x)の計算方式として直列方式，並列方式，または順偏方式をとる．また，e(x) = 0
のときには f(x) = 0と定める．このとき，f(x) = 1となるのは Dの元と xに心論法を適用してす
べての bi (i = 1, . . . , n)が導かれる場合に限る．

問題 1.6.3 e(x)の計算方式として順直列方式をとるとき，e(b1), e(b2)が一次従属なら，次の二
条件のどちらかが成り立つ．ただし，X ⊆ Aϕ のとき，[X]は，Xの元に心論法を適用して導かれ
る Aϕ の元の全体を表す（第 3.2節の「算包」の定義参照）．

1. [D ∪ {b1}] = [D ∪ {b2}]

2. b2
♢ ∈ [D ∪ {b1}]かつ b1

♢ ∈ [D ∪ {b2}]

課題 1.6.1 e(x)の計算方式として順直列方式をとるとき，e(b1), e(b2), . . . , e(bn)が一次独立にな
るための十分条件を問題 1.6.3にならって求めよ．

[108]記号「M」は「mathematician」の頭文字である．
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1.6.2 自我仮説
§ 前項で私たちは，思考機械に感情の装置として評価系や知識系や評価器などの仕組みを与え

た．記述の便のため，これらの仕組みをまとめて思考機械の自我と呼ぶ．そうすると，標記の仮説
は次のように述べられる．

仮説 4 (自我仮説) 思考機械・人間には自我が存在する．そして，人間の感情に関することは自我
によって説明できる．

この仮説の前半の意味は明らかだろう．そこで以下，仮説後半の意味を敷衍する．そのためにま
ず，「感情」が従来の心理学では何を意味するかを概観してみよう．そうすると，この短い言葉が実
に様々なものを意味していることが分かる．
感情という言葉から私たちが直ぐに思いつくのは，怒り・恐れ・喜び・悲しみなどの「一時的で

激しい心の動き」である（これを「情動」と呼ぶ）．これらは，外部からの何らかの刺激によって生
じ，皮膚の毛細血管が収縮したり拡張したりというような生理的変化を伴い，顔が青くなったり赤
くなったりというような身体の表面的変化によって，その存在を外部から観測することができる．
しかし，これら以外にも感情と呼ばれるものがある．たとえば，「今日はなんとなく鬱陶しい気

分だ」というときの「気分」も感情の一つに数えられる．これは，持続的かつ微弱で，しかもきっ
かけのはっきりしない，「心の状態」である．また，何かに関心を持つとか，何かをしようという衝
動にかられるとか，何かをしたいという欲望・情熱を持つとかの，「心の動き」一般も感情の一種
とされる．さらに，学問や芸術を好む好まないとか道徳観念が高い低いとかいう，社会的価値基準
に照らして捉えた「心の傾向」も感情の一種とされる（これを「情操」と呼ぶ）．情操は，関心・
衝動・欲望・情熱などが穏やかで持続的なものに変化して生ずると考えられる．
このように，「感情」という言葉は実に様々なものを意味している．しかも「感情」は，それだ

けを取り出して論ずれば済むものでもない．なぜなら人は，こういう心の状態や動きや傾向に応
じて「行動」する．そして，これら心の状態や動きや傾向が時や人によって異なるために，「気分」
や「気質」や「性格」の違いが生まれる．さらに，「性格」は経験や教育によって変化して行く．つ
まり，人間のほとんどすべての面が「感情」と関わっているのである．感情に関わるこういうこと
すべてを，自我という機械的仕組みに溯って説明できる（あるいは，説明すべきである）というの
が自我仮説後半の趣旨である．もう少し詳しく言うなら，自我の構成要素には評価系・重み・知識
系・確度・評価器の計算方式や計算能力などがあるが，これらの構成要素の属性（たとえば，評価
系の中の文の種類や個数・重みの値・計算方式の種類等）の定め方・組み合せ方によって，感情に
関わる様々なことが説明できるのではないか，というのが自我仮説後半の意味である．
自我仮説は，心言語の代数構造や心論理構造を特定した後で，長い時間を掛けて検証していくべ

きものである．しかし今の段階でも，多少の思考実験をすれば，自我仮説が妥当なものだという感
触を得ることができる．次項以降でそのことを示そう．

1.6.3 情動の装置
§ 私たちは思考機械に自我という仕組みを与えた．この仕組みにより，思考機械は各入力 xに

対して評価ベクトル e(x)と評価値 f(x)を出力する．思考機械に与えるものが自我だけなら，起き
るのはこれだけのことである．しかし，もしも e(x), f(x)の値の如何が思考機械に影響を及ぼすよ
うな機構を思考機械に与えれば，事情はもちろん違ってくる．たとえば，思考機械に人間の効果器
（筋肉や分泌腺）に相当するものを与え，それらが e(x)の値に連動して働くような機構を与える．
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そうすると，e(x)の値に応じて，人間の行動や身体の生理的変化に相当する色々な変化が起きる．
そういう変化は，効果器の設計によっては，怒り・恐れ・喜び・悲しみの現れのように観察者の目
に映るだろう．
そこで，e(x)の値に連動して思考機械に起きる変化をひっくるめて情動と呼び，情動を思考機

械に発現させる装置を情動装置と呼ぶ．思考機械・人間にもそういう装置があるのだと考えると，
人間の「いわゆる情動」について観察される色々な現象が割合とうまく説明されるからである．
たとえば，0 ≤ g ≤ 1なる数 gを適当にとって，g < |f(x)|なる場合に限って e(x)に連動する情

動が発現するように情動装置を設計したとする（こういう gを情動閾と呼ぶ）．そうすると，e(x)
に連動する情動は，情動閾が小さいほど発現し易いことになる．こうして，情動が発現し易いか
否かという属性を思考機械に与えることができる．思考機械・人間の場合は，情動閾が個々の人に
よって違う値に初期設定されていて，それが人の「いわゆる気性」の激しさ（あるいは，穏やかさ）
の違いを生む仕組み

、
　の
、
　一
、
　つだと考えられる．

なお，情動閾 gを −1 ≤ g ≤ 0なるようにとって，f(x) < gなる場合に限って e(x)に連動する
情動が発現するように情動装置を設計することもできる．もしも情動というものが外界の不快な状
況からの回避やそれへの対決の為の仕組みだとしたら，こういう設計の方が相応しい．しかし人間
の場合は，こういう設計にはなってはいないと考えられる．なぜなら，f(x)が 1に近いとき，すな
わち入力 xの快感度が非常に高いとき，人間は満足・喜び・歓喜というような情動を示すからであ
る．つまり人間の場合は，情動は回避や対決の為

、
　だ
、
　けのものではない．また，進化論の考え方によ

れば，人間の情動装置も環境に適応した方向に向かって進化してきたはずである．そうすると人間
の場合は，満足・喜び・歓喜の情動を示す情動装置は環境に適応していたことになるだろう．それ
がなぜかということ，また情動とは何の為のものかということは，人間の本性や人間と動物の違い
を考える上で，なかなか重要な問題に思われる．
次に，評価ベクトル e(x)の計算方式として，たとえば直列方式や並列方式や偏方式を採用した

としよう．この場合 e(x)は，重みベクトル cが長いほど長くなる．従って，e(x)に連動して発現
する情動の「大きさ」が e(x)の長さ ‖e(x)‖に比例するように情動装置を設計したとすれば（それ
は一番常識的な設計に思える），発現する情動は cが長いほど大きくなる．つまり，‖c‖を調節するこ
とにより情動の大きさを調節することができる．思考機械・人間の場合は，‖c‖が個々の人によっ
て違う値に初期設定されていて，それも人の気性の激しさの違いを生む仕組み

、
　の
、
　一
、
　つだと考えら

れる．
いまのように，思考機械に発現する情動の大きさを ‖e(x)‖に応じて決めるよう情動装置を設計

した場合，思考機械に発現する情動の「種類」は e(x)の向き [109]に応じて決まるよう設計するの
が，やはり一番常識的な設計法だろう．そう設計した場合，思考機械に発現させられる情動の種類
は，すべての評価ベクトル e(x) (x ∈ Aϕ)が生成する Rnの部分空間の次元が大きいほど飛躍的に
多くなるだろう．この次元が nに近い値であると仮定しよう [110]．そうすると，思考機械に発現さ
せられる情動の種類は，評価系 Bの元の個数が多いほど多くなるだろう．そして，思考機械・人間
においては実際にそうなっているのだと考えると非常に都合がいい．なぜなら，評価系は「願望」
や「価値観」の記述であり，特に人の情操面の性格を決める．だから，評価系の元の個数が多いほ
ど思考機械に発現させられる情動の種類が多いということは，情操が豊かであればあるほど感情の
発露も複雑微妙なものになるという，私たちの人間観察の結論と一致するのである．
さて私は，自我仮説において「感情に関わることは自我によって説明すべきだ」と主張し，いま

情動に関わることの幾つかを自我によって説明して見せた．しかし，「説明する」とはそもそも何
[109]n 次ベクトル p, q に対して q = tp なる正数 t があるとき，p と q の向きは同じであると言う．
[110]課題 1.6.1 はこの仮定に関係する．
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を指すのか．そう考えてみると，説明において最初に求められるのは，概念をはっきりさせること
だということが分かる．そして，情動についてのいまの説明を振り返ってみると，「情動装置」とい
う概念も「情動」という概念も，はっきりしているとは言い難い．そこで，これらに改めて次の数
学的定義を与えよう．すなわち，情動装置とは Rnのある部分集合 Iからある集合 Jへの写像 hの
こととし，評価ベクトル e(x)に連動する情動とは hによる e(x)の像 h(e(x))のこととする．そう
すると，思考機械・人間の情動について第一に問うべきは，hの始集合 I，終集合 Jおよび定義式
がどうかであろう．情動についてのさっきの説明は，こういう問への部分的な答やその根拠とみな
すことができる．
自我による「情動」の説明をもう少し続けよう．
人は，活力が弱まったとき，外界からの刺激に対して喜怒哀楽の感情を現わしにくくなる傾向が

ある．これも自我と情動装置の仕組みによって説明することができる．思考機械の評価ベクトルの
計算方式として，たとえば直列方式や並列方式を採用したとしよう．そうすると，もしも思考機械
の計算能力が下がれば，計算の制限時間内には入力 xとDの元から bi を導けない可能性が高い．
bi

♢についても同様である．従って ei(x) = 0なる可能性が高くなり，評価ベクトル e(x)は零ベク
トルに近いものになるだろう．評価値 f(x)も当然 0に近くなるだろう．従って，さっきのように
「気性の激しさの仕組み」を与えておけば，e(x)に連動する情動は希にしか表出せず，しかもその
表出は小さいだろう．そういうわけで，思考機械・人間の感情反応が鈍い状態とは，評価器の計算
能力が落ちた状態だと考えられる．
直列方式と並列方式では，計算の制限時間が二つ設けられている．この二つの時間は，別に等

しい必要はない．そこで，この二つの時間を色々に変えてみよう．たとえば順直列方式において，
bi を導くための計算時間を長くとり，bi♢ を導くための計算時間を短くしたとしよう．また，思
考機械の計算能力は高いとしよう．そうすると，入力 xに対して，ei(x) ≥ 0となる可能性の方が
ei(x) < 0となる可能性より高くなるだろう．従ってまた，f(x) ≥ 0となる可能性の方が f(x) < 0

となる可能性よりも高くなるだろう．逆直列方式，並列方式でも事情は同じである．しかし，逆に
bi を導くための計算時間を短くし bi

♢ を導くための計算時間を長くすれば，これと反対のことが
起きるだろう．だから，計算の制限時間の長さを変えることにより，ei(x), f(x)が非負の値をとる
可能性を調節することができる．従って特に，e(x)に連動する情動の大きさや種類の定め方をさっ
きのようにしておけば，計算の制限時間の長さを変えることにより，入力 xに対応して発現する情
動を調節することができる．人間になぞらえれば，これは，外界からの刺激に対して生ずる情動の
種類や，その刺激が快感を生じやすいか不快感を生じやすいかを調節できることを意味する．思考
機械・人間の「気分」を変える仕組みには，こういう機構が関わっていると考えられる．

問題 1.6.4 任意の x ∈ Aϕ に対して [D ∪ {x, x♢}] = Aϕ が成り立つと仮定する．また，Dの各元
の確度は 1であるとし，評価器の計算能力は高いとする．

1. B ⊆ Dが成り立つ場合に，x ∈ Aϕに対して，直列方式・並列方式・偏方式の下での e(x)の
値について考察せよ．

2. b1
♢ ∈ Dが成り立つ場合に，直列方式・並列方式・偏方式の下での e(b1)の値について考察

せよ．

1.6.4 精神発達
§ 人は，その一生を通じて，

、
　精
、
　神
、
　的
、
　に成長したり退行したりする．たとえば，生まれたばかり

の赤ん坊は，話すことも歩くこともできない．しかし，ある年齢に達すれば，言葉を発し，よち
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よち歩きを始める．しゃべったり歩いたりできるようになるには，もちろん筋肉という効果器が発
達しなければならない．しかし，それ以上に，効果器に指令を発する脳の発達が重要だろう．そう
いう意味で，しゃべったり歩いたりできるようになることは精神的な成長とみなすことができる．
人が社会（家族や学校や職場）による教育を受けて精神的に大変成長することは言うまでもない．
そしてそういう成長には，知識が増加するとか，思考力が増すとか，関心の範囲や価値観が広がる
とか，感情を抑える力が増すとかの，色々な側面が観察される．その反対に加齢や病気や良からぬ
教育によって精神的退行が起きることも，残念ながら事実である．こういう，人の一生を通じての
精神的な成長や退行をひっくるめて「精神発達」と呼ぶ．
これはしかし，従来の心理学での説明と定義に過ぎない．人間機械論をよりどころにする数理心

理学は，こういう精神発達の機械的仕組みを数学的に説明しなければならない．そして前項で注意
したように，その説明は，精神発達という概念を

、
　数
、
　学
、
　的
、
　に定義する作業から始めるべきである．し

かし幸い，この作業は難しくない．私は，思考機械の精神発達とは自我の構成要素の中の評価系・
重みベクトルの向き・知識系・確度の変化であると定義すればいいと考える．つまり，人間の「い
わゆる精神発達」の実態は，評価系・重みベクトルの向き・知識系・確度の変化であると考える．
そしてこれが，従来の心理学で「自我の発達」と呼ばれているものの実態でもあるだろう．以下，
この考えの根拠を少し説明しよう．
例 1.6.4 の数学者Mについて考える．だから，Mの評価系 Bは唯一つの元 bから成り，その重

みは cである．Mは入力 xの快感度つまり評価値 f(x)が 1のときに（それは e(x) = cのときであ
る），そうと観察者にはっきり分かる情動を示すとしよう．また，Mは自然数論について考えてい
るとしよう（A,Dを然るべく定める）．そうすると，bをたとえば

∃v
(
u2 = 4v

)
と定めたら（ただし u, vは変数），Mは u2が 4の倍数になるための条件を知った時に最大の快感
を得ることになる．だから，他のまっとうな数学者から見たとき，Mはいかにも「志の低い」数
学者だということになるだろう．しかし，もしも bをたとえば

∃v∃w
(
u = v+w∧(v > 1∧(∀y(∃z(v = yz)⇒(y = v∨y = 1))))

∧(w > 1∧(∀y(∃z(w = yz)⇒(y = w∨y = 1))))
)

に変えたら（ただし u, v,w, y, zは変数），Mは uが二つの素数の和になる条件を知った時に最大
の快感を得ることになる．だから，他のまっとうな数学者から見たとき，Mは「志は高くなった」
かもしれないが「向こう見ず」にもなったということになるだろう．つまり，Mの評価系の変化
は，然るべき外部観察者の目には，願望や価値観の変化として観察されるのである．
数学者Mは評価系が唯一つの元からなるという特殊な例だが，一般の思考機械についても，今

の考察から得られた結論は正しいだろう．つまり，情動装置を備えた思考機械の評価系 Bの変化
は，外部観察者の目には，願望や価値観の変化という精神発達として観察されると思われる．ま
た，重みベクトル cの向きや知識系の元の確度の変化も同様に観察されると思われる．なぜなら，
評価器の計算方式としてたとえば直列方式をとった場合，cの向きや知識系の元の確度が変化すれ
ば，入力 xが同一であっても評価ベクトル e(x)の向きが変化する．従って，e(x)に連動する情動
の種類を e(x)の向きによって決めるよう情動装置を設計してあれば，同一の入力 xに対しても以
前と異なる種類の情動が現れることになる．それは，外部観察者の目には願望や価値観の変化とし
て観察されるだろう．
しかしここで，重要なことがもう一つ分かったと思う．さっき「他のまっとうな数学者から見た

とき」とか「然るべき外部観察者の目には」と書いたことから分かるように，思考機械の評価系の
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変化が成長であるか退行であるかは，同じく思考機械である外部観察者の評価系の如何によるので
ある．たとえばさっきの数学者Mも，非数学者の目で見れば，志が高くなったのではなくて，「相
変わらず志が低い．なんとくだらないことに血道を上げているのか」ということになり兼ねない．
だから，以上の考察から言えることは唯一つ．自我や情動装置の設計によっては，願望や価値観

の変化という精神発達の実態は評価系などの変化だと理解されるということである．個々の精神発
達を成長と呼ぶべきか，退行と呼ぶべきか，もしくは別の名で呼ぶべきかについては，何とも言う
ことができない．

課題 1.6.2 幼い子供や知恵遅れの人たちから，私たちは，純真だとか無垢だとかという印象を受
けることが多い．その反対に，知恵が普通に発達した人からは，時として心の醜さを感ずることが
ある．こういう現象は，この項の観点からはどう解釈できるか．

課題 1.6.3 私たちは，自分を犠牲にして人のために尽くす人を高く評価することが多い．こうい
う現象は，この項の観点からはどう解釈できるか．

1.6.5 数理発達心理学
§ 前項では，思考機械の精神発達（以後単に「発達」と呼ぶ）とは自我の構成要素の中の評価

系・重みベクトルの向き・知識系・確度の変化であると定義した．こういう意味の発達について研
究する学問分野を，標題に掲げたように数理発達心理学と呼ぶ．
数理発達心理学の課題は次の二つに分けられる．

1. 思考機械・人間においては，発達の機構はどうなっているか．

2. ある発達機構を与えられた思考機械は，どういう環境に置けばどう発達するか．

どちらの課題も大変難しい．しかし難しい理由はそれぞれ異なる．第一の課題について言えば，発
達の機構を想像して色々な数理模型を作ることはそれほど難しくない．しかし，色々の模型のうち，
どれが実際の人間の機構なのかを決める直接の手懸かりがない．つまり，外部からの観察によって
思考機械・人間の発達の機構を窺い知ることが難しいのである．心言語の構造や心論理構造を推定
するのだったら，人間の言語行動が大変いい資料になり，それを観察するのもたやすい．しかし，
発達の機構については，そういう資料が無いのである（脳科学では，観察も困難な上に微視的資料しか
得られず，資料の分析総合自体が困難になる）．
それに対し，第二の課題が難しいのは，研究対象自体が複雑過ぎて数学の力が及びにくいからで

ある．課題 2に登場する「環境」という概念を数学的に定義することはできる．単に，思考機械へ
の入力の列 x0, x1, . . . , xn を環境と定義すればいいと思われる．これは，日常語における「環境」
の概念を拡張し抽象したものである．こういう意味での環境を思考機械が受け取ったときに思考機
械がどんな発達をするかを考えればいい．しかしそうするためには，環境や発達の質・量などの計
測法を数学的にはっきりさせなければならない．まずそこに困難がある．また，環境と発達の関係
を追究すると言っても，具体的にどこから手を着けたらいいかは茫漠としている．
しかし，これは理論上の困難である．理論が出来なくても模擬実験を進めることはできる．発達

機構を備えた思考機械を実際に制作して，それに色々の環境を与えて発達振りを観察することはで
きるだろう．そして，観察結果から人間についてなにがしかの洞察を得ることもできるだろう．つ
まり，これこれの設計の思考機械がこれこれの発達をし，その発達振りが人間の発達振りと

、
　よ
、
　く
、
　似、

　て
、
　い
、
　るから，人間の設計も同じではないかという類の洞察である．
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ただし，模擬実験から得たそういう結論は評価が難しい．「よく似ている」の意味をよほど厳密
に考えるのでなければ，誤った結論を信ずることになるだろう．また，人間について意義ある洞察
を得るには，思考機械に与える環境をある程度複雑なものにしなければならないだろう．他方で，
思考機械に与えた環境とその環境での思考機械の発達との関係を分析するには，思考機械に与えた
環境を研究者がよく把握できなければならない（たとえば，ロボットに建物内を動き回らせて何らかの
発達実験をしても，建物内という複雑な環境の本質を研究者が把握できなければ，環境と発達との関係を探る
ことはできない）．ある程度に複雑でかつ研究者が把握できるという相反する性質をもった環境を
選択することは，なかなか難しいことに思われる．
こういう色々な困難は予想される．しかし，困難は半面では楽しみでもある．心言語や心論理代

数系の構造を然るべく特定した後には [111]，数理発達心理学という広大で楽しみな研究分野が待
ち受けている．

1.6.6 この節の参考文献
§ 従来の心理学用語の意味は，学派によってもかなり異なるし，非常に曖昧なものが多い．そ

の辺の事情については，たとえば次の辞典が参考になる．

誠心「心理学辞典」：外林大作（他）編，誠心書房，1981年

数理心理学者としては，この節で試みたように，従来の用語法にとらわれずに数学的に厳密に再定
義するよう心掛けなければならない．第 1.6.2項における「自我」の定義とこの辞典の「自我」の
説明を読み比べれば，数理心理学と従来の心理学との違いがよく分かるだろう．

1.7 この章の要約
＄ これまでの節で詳しく話したことも，あまり詳しく話さなかったことも，全部ひっくるめて

要約しよう．第 1章は本書の要約だと言ってもいいのだから，この節は要約の要約である．
数理心理学は数理科学の一典型である．すなわち数理心理学者は，まず人間の心の働きという自

然現象を観察し，次いでその現象を抽象して数理模型を作り，さらにその模型についての数学を研
究することにより，心という現実についての理解を深め発展させようとする．
数理心理学の目標は，脳の具体的な構造や仕組みから離れて「心とは何か」を数学的に追究する

ことである．そして最初の課題は，「数理心理学の場は何か」を決めることである．
数理心理学の場を求めての長い旅は，「思考機械→代数系→論理→言語」という道筋を辿る．

つまり，数理心理学者は先ず人間を思考機械とみなす．機械は単能機械とも多能機械ともみなせる
が，思考機械・人間は多能機械とみなすのが妥当である．多能機械としての思考機械・人間は代数
系とみなされる．その台集合はもの事の記述の全体であり，その代数構造は，自然言語の中の意味
構造と論理構造として変形表出する．それに応じてこの代数系を，もの事の記述のための代数系で
ある心言語と，既存の事記述からそれと因果関係にある事記述を導くための代数系である心論理代
数系に分ける．心言語が数理心理学の場である．
心言語 Aは普遍型付代数系の一種の形式言語であり，自然言語を意味に即した形態に変形して

行くときに現れる形態的規則が Aの代数構造を近似している．従って，Aの代数構造を定めるた

[111]心言語の構造を特定する前に，暫定的に心言語がたとえば一階述語言語だと仮定して実験的研究を行なうことにも，な
にがしかの意義はあるだろう．
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めには，自然言語を意味に専心して内省的に観察するという心理言語学が必要になる．心理言語学
は母語について行なわなければならない．そして心理言語学に基づいて，Aの代数構造を定め，か
つ，認識の対象世界W の構造や AとW の対応関係についての理論，すなわち意味論を作り上げ
なければならない．
意味論では，Wを適当な型付代数系として定義する．そうすると，Aの定数をWの元に対応付

ければ，Aの代数的普遍性を介して Aの元がW に対応付けられ，それにより Aの文についての
W での真偽の概念が定まり，認識対象世界や対応付けによらず真である文，すなわち恒真文の概
念が定まる．他方，心言語文は自然言語文として変形表出する．意味論の要点は，恒真なる自然言
語文には Aの恒真文が対応するように認識対象世界W の代数構造を定義することである．
心言語の代数構造と意味論が定まれば，健全な論理の範囲が定まり，それに基づいて心論理代数

系の研究に向かうことができる．その第一の課題は，心論理代数系の部分集合にその算包を対応さ
せる写像の性質を調べることである．これにより，思考機械・人間の潜在能力を探ることができる．
以上を要するに，数理心理学の当面の課題は，心言語という形式言語の上の論理学を研究するこ

とである．その論理学が適切なものであるかどうかは，何よりもまず，その論理学が言語現象をう
まく説明できるかどうかで検証されなくてはならない．
以上が当面の数理心理学の理論的部分である．この理論は人間の潜在思考能力を主題とするが，

この理論を踏まえれば，人間の顕在思考能力や感情・意志・意識などの心の側面についても模擬実
験的に研究することができ，そういう研究によって数理心理学の人工知能工学などへの応用の道が
開けるであろう．
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¢ 前章では数理心理学の基本的な考え方を説明した．特に第 1.5節までに，数理心理学の基本
問題

、
　の
、
　幾
、
　つ
、
　かが心言語という形式言語上の論理学（それを標題のように心論理学と呼ぶ）の問題と

して捉えられることと，それを解決するには自らの母語の観察が必要であることを説明した．そこ
でこの章では，心論理学の設計構想の一部を，言語的側面に照明を当てて具体的に説明する．
第 1.4.1項で触れたように論理学の三本柱は形式言語の文法論・意味論・演繹論であるが，「論理学

の設計」は，文法論と意味論を行なうことを指す．心言語の文法論はすなわち「心言語の代数構造
は如何なるものか」という第 1.4.1項の基本問題 1に答える論である．これについては，第 1.5.3.4

条の仮説 3までに，「現代国語を意味に専心して観察・変形して行けば，心言語の構造が浮かび上
がって来る」という考えを説明した．第 1.4.1項ではまた，基本問題 1に先立って「人間にとって
の認識の対象世界とは如何なるものか」という基本問題 4について考える必要のあることを指摘
した．この問題に答えることが心言語の意味論の要であるが，図 1.6で図解した次第で，基本問題
4を解く鍵も自然言語の中に隠されている．つまり，心論理学の設計のためには，自らの母語を観
察することが必要なのである．
読者は，ここまでの私の考え方に賛成するなら，ためらうことなく，国語を意味に専心して観

察する作業を始めるべきである．そういう観察に基づいて心論理学の設計に取り掛かるべきであ
る [1]．もちろん私自身も，そういう観察と設計を進めている．そうして私が得た心論理学の設計
図は，第 6章で格論理学と名付けて示す予定である．

2.1 算法記号は何か
＄ 数理心理学者が国語を観察する際には，旧来の言語学に囚われることなく，数理心理学の然

るべき観点に立たなければならない．そういう観点の中でも，今までの言語学には欠けていた思わ
れるものを仮説の形で述べよう．

仮説 5 自然言語には心言語の元が何らかの変形を受けた後に表出している [2]．そして，心言語は
形式言語であるから，そこには算法記号が存在している．従って，表出に際して変形があるにして
も，心言語の算法記号の名残が自然言語表現の中にあるはずである．

これは，心言語の意味論を行なうためには不可欠の観点である．なぜなら，形式言語の意味論で
は，「意味」を与えられるのは形式言語という代数系の元であって，元でない算法記号は「意味」を
与えられない．算法記号に与えられるのは，「役割」または「機能」である．だから，自然言語表現
の中の何が心言語の算法記号の表出・名残であるかを考えることが，心言語の意味論のために不可
欠なのである．

[1]ただし，この作業のためには，かなり高度の数学的理論構築能力が求められる．端書きに「数学科三年次位の代数学の
知識と代数学的思考訓練が必要」と書いたが，これは本書の内容を理解するための要件である．この分野で創造的な研究
を行なうためには，さらに何年間かの，本式の代数学の修行が必要だろう．

[2]ここまでは第 1.5.1 項の仮説 2 である．
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それでは，自然言語表現の中にある心言語の算法記号の表出・名残とはいったい何だろうか．話
を具体的にするために，次の文を考えてみる．

(1) ピーターがレタスを食べる

これがある心言語文の表出であって変形があまり加わっていないとすれば，心言語の算法記号が
残っているはずではないか．どれが算法記号だろうか．私の考えを順を追って説明しよう．

2.1.1 動詞は算法記号か
§ 「食べる」を二項算法記号とみなすのは一つの考え方だろう．つまり，文 (1)は算法「食べ

る」を「ピーター」と「レタス」に適用して得られた心言語文

食べる (ピーター,レタス)

の表出だとする（心言語の語を，それに相当する国語の語，すなわちそれの表出先の語で表してお
り，以後も一々断らずにそうする）．ただし算法記号の置き場所は，これ以外にも

(ピーター)食べる (レタス) (ピーター,レタス)食べる

の二種類あり，さらに「ピーター」と「レタス」を入れ換えることができる．そして，国語では
（「日本人の心言語では」と言うのが正確）三番目の語順が選ばれ，英語では二番目の語順が選ばれ
る [3]．この考え方では，文 (1)の中の格助詞「が」と「を」は引数の位置を表す記号に過ぎない，
ということになる．そして，一階述語言語はこの考え方に基づいて作られていると思われる．
しかし，数理心理学の観点からは，こういう考え方に賛成することができない．その理由を，素

朴・直感的なものから始めて幾つか述べよう．ただし，ここに述べるのは現段階で述べられるもの
だけであり，他のもっと重要な理由は後で折に触れて説明することになる．なぜなら，一般に，あ
る考え方の良し悪しの理由はそう簡単に説明できるものではない．特に科学においては，より多く
の現象をより簡潔に説明できる理論が良い理論だから，ある理論の良し悪しを知るには，その理論
全体を深く学ばなければならない．「食べる」のような動詞を算法記号の表出とする理論がよくな
いことを説明するにも，それに代わるより良い理論を詳しく説明しなければならない [4]．そして，
その説明をすることこそが，本書全体の目標なのである．
さてまず，心言語の算法というものは，記銘機械・人間における変換あるいは工程に相当するも

のであり，原材料に相当するものではない．ところが，「食べる」のような動詞は，「ピーター」「レ
タス」のような名詞と同様に，工程ではなくて原材料に相当するもののように私には感ぜられる．
これは私のまったくの直感だから，読者は納得できないかもしれない．しかし，そういう直感は私
の心言語の構造から出て来るはずのものだから，心言語の構造を探ろうとしている今，それを無視
することもできないのである．
次に，もしも「食べる」のような動詞が算法に相当するとすれば，用言の仲間である形容詞と形

容動詞も算法に相当することになるだろう（だから，心言語の算法は用言の個数に応じて非常に沢山あ
ることにもなる）．そして，人間はその生涯のかなり後期になっても新しい用言概念を学習・獲得し
続けるから，もしも用言が算法記号に相当するとすれば，心言語の代数構造が，つまり記銘機械・

[3]一番目の語順を取る言語もあると言う．大修館書店刊「世界のことば小辞典」参照．
[4]コペルニクス (Nicolaus Copernicus) が，天動説より地動説が優れているのを説明するのに，「天体の回転について」
という

、
　六
、
　巻
、
　の書を要したことを思い浮かべてほしい．
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人間における変換の種類や数が長い年月の間変化し続けることになるだろう．しかし私は，人間機
械論の立場をとる以上，心言語の代数構造は長期に安定していると考えたいのである．
さて次に，国語では語順の変更がかなり自由にできる．たとえば，「ピーターがレタスを食べる」

と言うことも「レタスをピーターが食べる」と言うこともできる．従って，この二種類の国語文に
相当する心言語文が存在する．「食べる」が心言語の算法記号に相当するという考え方で，語順の
変更についてのこういう現象をどう説明したらいいのだろうか [5]．「食べる」に対応する算法が時
によって変化すると考えざるを得ないと思う．そうすると用言に対応する沢山の算法が

、
　個
、
　々
、
　に変化

することになるが，さっき述べたように，心言語の代数構造が変化するとは考えたくない．
それでは次に，先ほどの文 (1)を含めた次の六つの文を観察しよう．なお，これらの中には，い
わゆる主語や目的語を欠いているものがあり，それらは文ではないと思われるかもしれない．しか
しこれらは，いずれも然るべき質問への意味の通ずる答になり得るものだから，文と呼んで差し支
えない（どう呼ぶかは，今は重要なことではないが）．

(1) ピーターがレタスを食べる

(2) 食べる

(3) ピーターが食べる

(4) レタスを食べる

(5) ピーターが畑でレタスを食べる

(6) ピーターが昼に畑でレタスを食べる

さて，もしも「食べる」が心言語の算法に相当するなら，「食べる」は少なくとも 4項の算法で
あって，文 (6)は心言語の

食べる (ピーター,レタス,畑,昼)

なる文の表出だということになるだろう（「食べる」に掛かり得る連用修飾語の種類はまだまだあるから，
「食べる」の項数はもっと多いことになるのだが）．算法「食べる」が変化するという考えは，さっき述
べた通り好ましくない．だから，算法「食べる」の項数が変化するとは考えにくい．そうすると，
やはり述語論理学の考え方をとり入れて，文 (6)以外の文は，「ピーター」「レタス」「畑」「昼」の
うちの幾つかを変数に換えたものと考えざるを得ないように思われる．たとえば，文 (1)は

∃x∃y食べる（ピーター,レタス,x, y)

なる心言語文の表出だと考える．しかし，限量子 ∃xを使うこういう考え方は，数理心理学には相
応しくないように思われる．なぜなら，私たちが日常の思考の際に ∀x, ∃xのような記号を操作し
ているとはとても思われないからである．私たちは数学的思考の際にこういう記号を使うことが確
かにある．しかしそれは道具として使うのであって（第 1.2.2項参照），心言語にそういう記号が
あるとはとても考えられない（第 2.3節参照）．
以上，用言が算法記号に相当すると考えられない理由を幾つか説明したが，同時に私は，述語論

理学を数学以外の用に使うことを批判した積もりである．そもそも述語論理学というものは，私の
解釈では，数学者が数学基礎論を研究するという限られた目的のための道具として発展させてきた
ものである（第 1.2.4項参照）．それを，大した変更もなしに，心理学や言語学や哲学のために使
えると期待する方が間違っていると言わざるを得ない（数学基礎論に使うのが妥当かどうかについてさ
え，私は疑念を持っている）．数学者が人間の心や自然言語にも関心を持っていたら良かったかもし
れない．しかしそうではなかったのだ [6]．

[5]格論理学はこの現象を説明できるように設計されている．
[6]現在でも，物理学に関心を持つ数学者は沢山いても，心や自然言語に学問的関心を持つ数学者は希である．これまで
の数学のほとんどは，物理学のための（そうでなければ数学自身のための）道具だと言っても言い過ぎではない．
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2.1.2 格助詞が算法記号だ
§ それではどう考えたらいいのか．私は，文 (1) – (6)を素直に眺めるなら，これらの文におけ
る算法記号は格助詞「が」「を」「で」「に」だと考えるのが自然ではないかと思う．つまり文 (1) –

(6)は，それぞれ次の心言語文の表出だと考えるのだ [7]．ただし先の通り，心言語の元をその表出
先の国語の語で表している．

[1] ピーターが (レタスを食べる)

[2] 食べる

[3] ピーターが食べる

[4] レタスを食べる

[5] ピーターが (畑で (レタスを食べる))

[6] ピーターが (昼に (畑で (レタスを食べる)))

この意味は明らかと思うが，もう少し説明しよう．まず，「が」「を」「で」「に」はどれも二項算
法記号である．そしてたとえば，文 [4]は二項算法「を」を「レタス」と「食べる」に施したもの
であり，文 [1]は二項算法「が」を「ピーター」と文 [4]に施したものだと見る．そして，文 [2]は
算法が施されていない素元だと見る [8]．この考え方によれば，

[7] ピーターがレタスを

なる心言語文は存在しない．なぜなら，算法「を」は二項算法なので，「を」の右側に何か記号がな
ければならないからである．文 [7]は，然るべき問への答となり得るから，自然言語文としてはあ
り得る．これは，心言語文 [1], [5],または [6]が語の消失という変形を受けて表出したものとみな
すことができる．
なお，試みに心言語文 [5]を計算図で表すと図 2.1のようになる [9]．ちなみに，生成変形文法論

図 2.1: 「ピーターが (畑で (レタスを食べる))」の計算図

ピーター
畑 レタス 食べる

を
で

が

でも「木構造」などと呼ばれる似た図が使われる．しかし，その使い方は大変に曖昧のように見え
る．そもそもこの種の図は，何らかの代数系が始めに定めてあってこそ

、
　厳
、
　密
、
　に定義できるものであ

る．つまり，図に使う記号の種類と図の描き方の規則をはっきりとさせなければならない．そうい
う事についての考察がなければ，論理無しに誤魔化し誤魔化されているに過ぎない（第 3.6.2項末
尾参照）．
国語における心言語の算法記号の痕跡と考えられるものには，「が」「を」「で」「に」の他に

� 残りの格助詞の幾つか

� いわゆる接続（助）詞の幾つか

� 否定の助動詞「ない」

� 断定の助動詞「だ」

[7]この考えは第 5 章以降で詳しく説明する．
[8]「素元」は第 3.5 節で定義する．
[9]「計算図」は第 3.6.2 項で定義する．普遍型付代数系の元は計算図とみなすことができる．問題 3.8.18 参照．
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等があげられる．この他に，国語文への表出の際に消失すると考えられる算法記号も幾つかある．
これらのことについては，本論において改めて詳しく論ずることにする．
助詞や助動詞を算法記号の名残とみなすのは，意味論を考えれば至極当然のことでもある．形式

言語の意味論では，「意味」を持つのは形式言語という代数系の元であって，元でない算法記号は
「意味」を持たない．算法記号が持つのは，「役割」または「機能」である．だから，自然言語にお
いても，単独では意味を持たず役割・機能を持つ助詞や助動詞は，算法記号の名残だと考えられる
のだ．その反対に単独で意味を持つ名詞や動詞は，算法記号の名残とは考えられない．
助詞や助動詞を算法記号の名残とみなす考え方は，実は，伝統的国文法論からもそう懸け離れて

はいない．助詞や助動詞が名詞や動詞と違う性格の語だということは昔から国語学者に気づかれて
いたし，性格の違いを説明する試みもされている．たとえば，岩波国語辞典の品詞概説にある「助
詞の大部分は，句や文を組み立てるわくのような働きをする」という記述には，算法という概念に
通ずるものがある．また橋本進吉 [10]は，助詞が「文節のきれつづき」において果たす役割で助詞
を分類しようと試みた [11]．これは算法記号の名残である助詞をもとの算法の項数と定義域で分類
することに当たる，というのが私の解釈である [12]．
ただし，橋本の分類表の中の「終助詞」「間投助詞」は心伝達時に意志や感動の意などを添える
ためのものである．これらを，枠のような働きをする「格助詞」や「接続助詞」などと一緒に「助
詞」として括るべきではないし，まして「きれつづき」で分類すべきものではない．両者は全く違
う性格の語である．この性格の違いは，数理心理学の観点に立てば，更にはっきり説明することが
できる．格助詞や接続助詞が心言語の算法記号の名残なのに対し，終助詞や間投助詞は，心言語文
が自然言語文となって表出するときに加わる変形・修飾とみなすべきものなのだ．
ここで参考のために，外国人の心言語についても少し考察してみよう．たとえば，文 (5)に相当
する英語文を

(5e) Peter eats lettuces in the garden

だとしてみる [13]．これに相当する英国人の心言語文はどうなっているだろうか．

[5e] ((Peter λ eats) µ lettuces) in thegarden

だとするのが一つの考え方だろう．つまり，λ, µ, inがそれぞれ二項算法記号だが，英語文となっ
て表出するときに算法記号 λ, µは消失し inだけが表出すると考えるのだ．心言語文 [5e]を終点と
する計算図は図 2.2のようになる．語尾変化や定冠詞のことを無視しているので，もっと精密に考

図 2.2: 「((Peter λ eats) µ lettuces) in thegarden」の計算図

Peter eats

λ
lettuces

µ
thegarden

in

える必要もあるし，他の考え方もあるかもしれない（実際，この考え方は第 7章で修正する）．し
かしいずれにしても，日本人と英国人の心言語がまったく同じだと考えることはできない．しか
し，これらの二つの心言語の間に，型付代数系としての保型同形のような何らかの関係があり，そ
[10]国語学者．その文法論は教育界の標準文法であると言う．
[11]橋本進吉博士著作集 第八冊「助詞・助動詞の研究」岩波書店
[12]「項数」「定義域」は第 3.1 節で定義する．
[13]ただし，英語を母国語としない私にはこれが

、
　正
、
　し
、
　い英語文だという

、
　直
、
　感はない．第 1.5.2.3 条参照．
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の意味で同一視できるという可能性は大きい（第 7.3.4.2条参照）．第 1.5.1項で心言語の代数構造
は
、
　本
、
　質
、
　的
、
　に
、
　は母語によらず唯一通りだろうと述べたのも，この可能性を考えてのことである．

2.1.3 格・関心・部分系
§ ここでは，格助詞「が」「を」「で」「に」などを算法記号とする考え方が好ましい理由をもう
一つだけ説明しよう．
かって，ある文法学者が「格は客体界の秩序である」と喝破した．しかし心理言語学の観点に立

てば，「格は話者の関心である」となる．そして，「が」「を」「で」「に」を算法記号とする考え方を
とると，心言語の部分系という概念で「話者の関心」がうまく説明される [14]．
前出の文 (1) – (6)について再び考えてみよう．読者の多くは，文 (2)には何かが欠けていると

感じても（実際，いわゆる主語と目的語が欠けている），文 (1)についてはそういう感じを持たな
かっただろう．しかし，文 (1)とても欠けたところが無いのではない．ピーターが何処で何時にレ
タスを食べるかに読者が関心を持っている場合には，読者は文 (1)にも欠けたところが有ると思う
だろう．同様に，ピーターとレタスのことが話題になっていることは既知で，食べるか食べないか
だけに読者の関心がある場合には，読者は文 (2)に足りないものがあるとは感じないし，他の文は
冗長だとさえ思うだろう．
当然のことであるが，文の聞手が文に欠けたところがあると感ずるか否かは，聞手の関心がどこ

にあるかによるのだ．人は，たぶん，文 (1)には欠けたところが無く，その他の文はどこか欠けて
いるか，またはどこか冗長だと感ずる場合が多いだろう．それは，「食べる」という行動について考
えるときには，人は普通，「誰が」「何を」という二つのことに一番関心を持ち，「何処で」「何時に」
にはそれ程関心を持たないという傾向があるからではないか．
以上は，文の聞手がその文についてどう感ずるかという話だった．文の話者がどう感ずるかは全

く別の話である．話者にとっては，文 (1) – (6)に含まれる情報は，故意に情報を隠したりした場
合以外，いずれも必要十分なものであり，欠けたところがあるとも冗長だとも感じないだろう．話
者は自分の関心の範囲に応じた話し方をするからである．
つまり，こういうことになる．動詞「食べる」は格助詞「が」「を」「で」「に」などを伴い得る．

しかし，常にこれらのすべてを伴うのではない．日常の会話では，その折々で話者が強い関心を持
つ「食べる」の側面に関わる格助詞だけを伴い，それ以外の格助詞は伴わないのが普通なのだ．こ
れが「格は話者の関心である」ということの意味である．

課題 2.1.1 格を人の関心の順に並べたらどんな順になるかを統計的・実験的に調べよ．

さて，文 [1]は心言語の｛が，を｝を算法記号系とする算部分系の，さらに「ピーター」「レタ
ス」「食べる」で生成される台部分系に含まれる [15]．つまり，文 [1]は，「が」「を」「ピーター」「レ
タス」「食べる」で決まる心言語の部分系に含まれる．そして，この部分系は，文 [1]の話者の関心
の対象である「が」「を」「ピーター」「レタス」「食べる」という五つの記号で決まるから，話者
の関心の範囲を表す指標とみなすことができる．これが，心言語の部分系という概念が「話者の関
心」を説明すると述べたことの意味である．
ところで，今まで「話者の関心」という言葉を使ってきたが，私たちは人間機械論で考えている

のだから，「話者の関心」という類の人間的な表現を使って安易に納得してしまうわけにはいかな
い．関心とは機械における何であるのかまでを考えなくてはならない．そこで，記銘機械・人間を
[14]仮説 1 の後の注意参照．
[15]「台部分系」は第 3.2 節で定義する．
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数学的に抽象して心言語に至った道を逆に辿って，機械のところまで戻って考えよう．そうすると，
いま考えていた部分系は，文 [1]がこの機械で生産される時に実行された工程とその工程の原材料
の組みに対応する．だから，文 [1]が定める部分系を話者の関心の範囲の指標と考えるのは，全く
理にかなっている（第 1.3節参照）．

2.2 語構成法と文法
＄私たちが言葉を使うときには，一般に要素的な語一つ以上幾つかから別の言語表現を作る．た
とえば，「ピーター」「が」「レタス」「を」「食べる」という五つの語をつなげて「ピーターがレタ
スを食べる」という文を作ったりする．また，「明るい」という一つの形容詞の語尾を変形して「明
るさ」という名詞を作ったりする．そして，どういう語をどう組み合わせていいか，あるいはどう
変形していいかという規則がある．

、
　い
、
　わ
、
　ゆ
、
　る文法というのは，そういう規則である．しかし，文法

だけがそういう規則なのではない．要素的な語を組み合わせたり変形させたりして言語表現を作る
という操作は，文法だけに従って行なわれるのではない．たとえば，「め」という名詞と「たつ」と
いう動詞をつなげて「めだつ」という動詞を作る．また，「はかる」という一つの動詞を変形して
「はかり」という名詞を作る．そして，こういう作り方にも何らかの規則がある．しかし文法学者
は，そういう規則を文法の中には入れないで語構成法などと呼ぶ．
なお，文法と語構成法を区別せず，すべての規則を文法と考えて論ずるのは妥当でない．なぜな
ら，国語には漢語系の複合語が沢山入り込んでいるからだ．たとえば，「不」と「快」をつなげて
「不快」という形容動詞語幹を作る．また，「殺」と「人」をつなげて「殺人」という名詞を作る．
これは明らかに中国語の文法に従った作り方だ（しかも，ここで使われた中国語の文法は，形容動詞や
名詞を作るための規則ではない）．和語の作り方なら「快くない」「人殺し」となるだろう．だから，
すべての規則を文法と考えて論ずるなら，中国語やその他の外国語の文法までも論ずることにな
る [16]．だから，文法とそれ以外の規則の境目をどこかに置かなければならないのは確かだろう．

2.2.1 語構成法と心言語
§ 文法学者はある規則を文法と呼び，その他の規則を語構成法と呼んで区別する．それがなぜ

かの説明は当の文法学者にまかせよう．数理心理学者がここで第一にすべきことは，数理心理学の
立場ではいわゆる文法や語構成法をどう扱うべきかを考えることである．そこで，数理心理学の観
点からは言語をどう見るべきかを復習しよう．数理心理学では，自然言語そのものの文法論や形態
論を行おうというのではない．自然言語を観察するのは，心言語が自然言語に現れているという基
本的な仮説 2に基づいて，心言語の代数構造を推定するための資料を得るのが目的だった．そうす
ると，文法や語構成法についてここで考えるべきは唯一つ．「いわゆる文法や語構成法は心言語の
代数構造の現れなのか」という問である．
語構成法について答えるのは難しくない．語構成法は心言語の代数構造の現れではない．なぜな

ら，心言語の文法論を行なうために設けた仮説 3によれば，自然言語表現を意味に即した形態に変
形して行くときに現れる形態的規則が心言語の構造を近似している．ところが，一つの語構成法に
よって作られた語でも，意味に即した形態に変形して行くと，多種多様に変形され，初めに規則と
見えていたものは消滅してしまう．言い換えると，形式上は同じ語構成法で作られた語でも，その

[16]外来語は，原語における品詞が何であれ，国語においてはすべて名詞として働くと言う．「広辞苑」の国文法概要参照．
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意味的特徴は同じではない．だから，心言語上には語構成法に対応する算法はないと考えるべきな
のである．
例で説明しよう．まず，動詞の連用形は一般に名詞に転ずることができる（このように品詞を変

えて新しい語を作るのは，語構成法の一種で転成と呼ばれている）．さっき例にあげた「はかり」
はそうしてできた名詞である．ただし，動詞の連用形がすべて名詞として使われるのではない．た
とえば，「見る」「書く」「聞く」の連用形は，単独では名詞として使われない（「様子見」「読み書
き」「ご用聞き」のように，他の語と複合して使われることはある）．しかし，動詞の連用形から
出来る名詞はとても沢山あって，もちろん，動詞の連用形というはっきりした共通の形態的特徴を
持っている．
ところが，そういう名詞には共通の意味的特徴が無い．動詞「～する」の連用形は「～するこ

と」という意味で使われることがある．しかし，そういう抽象的意味だけで使われるのはむしろ希
で，色々な具体的・派生的な意味が付け加わっていることが多く，派生的な意味でしか使われない
語も多い．そして，その派生的意味が実に様々なのである．表 2.1に思いついたまま例をあげよう
（＝の右に派生的な意味を幾つか示す）．

表 2.1: 動詞連用形から転じた名詞

はかり＝重さをはかるための道具 すわり＝安定
かえ＝代えて使うもの ゆき＝目的地に行くまでの道中
くみ＝組み合わせて一揃いになるもの はしり＝あるもの事の始め
はじめ＝あるもの事の最初の段階 ひき＝縁故
たたき＝土間，包丁で細かくたたいた魚肉 ひねり＝色々考え巡らすこと
あがり＝利益，収入 あて＝目的，成算，期待
きり＝切れ目，終わり うたがい＝疑う気持ち
あじわい＝うまみ，面白み ひらき＝懸隔，魚の腹をひらいて干した食品
はなし＝話す内容，物語，相談，わけ，事情 よみ＝将来の事態についての予想

複合動詞の連用形から転じた名詞の意味は，さらに複雑かつ多様である．そのことは，たとえば
次の語の意味を考えてみれば分かる．

ひきだし，押し込み，行き倒れ，成り上がり，組合，受取り，取組，たたき上げ，飲み
込み，取り込み，抱き合わせ，押し出し

こうしてみると，動詞の連用形から作られた名詞には，何らかのもの（物・者）または事を表して
いるという名詞共通の特徴以外には，共通の意味的特徴が何も無いということが分かるだろう．動
詞の連用形という共通の形態は，共通の意味的特徴を表すものではなく，多種多様な意味を表す言
語表現を短縮・省略することによって生じたものに過ぎない．連体助詞の「の」を使った「名詞・
の・名詞」という形態が様々な意味を持つ表現の短縮・省略によって生ずるのと同様である [17]．
「自然言語表現を意味に即した形態に変形して行くときに現れる形態的規則が心言語の構造を近似
している」という仮説 3に従うなら，連体助詞の「の」の多くが心言語の構造の現れと考えられな
いと同様に，動詞の連用形を名詞に転ずる変換を心言語の算法の現れと考えることはできない．
語構成法には，いまの例のように一つの語から一つの語を作るものの他に，複数の語をつなげて

一つの語を作るものもある（この語構成法は複合と呼ばれている）．たとえば，二つの名詞や動詞
[17]このことは第 1.5.3.3 条で説明してある．
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をつなげて名詞や動詞を作ることができるが，その作り方には次の三通りがある．

1. 名詞に名詞をつなげて名詞を作る：たとえば，「父」と「親」をつなげて「父親」を作ったり，
「天」と「地」をつなげて「天地」を作る．動詞の連用形を名詞に転じたものを使って「恋
人」「心変わり」「別れ話」などの語を作るのも，これに含める（この三つの例では，「恋」「変
わり」「別れ」「話」が動詞の連用形に由来する名詞である）．

2. 名詞に動詞をつなげて動詞をつくる：たとえば，「目」と「立つ」をつなげて「目立つ」を作っ
たり，「魂（たま）」と「消える」をつなげて「たまげる」を作る（この例のように，語形変
化を伴う複合もある）．「背負う」「乳繰る」「鼻白む」もこうして作られた．

3. 動詞（の連用形）に動詞をつなげて動詞をつくる：たとえば，「ひきだす」「押し込む」「行き
倒れる」「成り上がる」「組み合う」「受取る」「取り組む」「たたき上げる」「飲み込む」「取
り込む」「抱き合わす」「押し出す」はこうして作られた．

こうして作られる語も，意味に即して変形して行くなら，多種多様な形態に変形されてしまう．た
とえば，上記 3 に示したような，動詞 A の連用形と動詞 B をつなげて出来る複合動詞は，「A か
つ B」とか「A して B」とかの意味を持つことが比較的多いが，それ以外の意味を持つことも多
い．「取り組む」は「取って組む」の意味ではないし，「駆け出す」は「駆けて出す」の意味ではない
し，「見つける」は「見てつける」の意味ではない．上記 1, 2 の型の複合語の意味はさらに多彩で
ある．つまり，名詞・名詞，名詞・動詞，動詞・動詞という形態的特徴は，やはり共通の意味的特
徴を表すのではなく，多様な意味を持つ言語表現を短縮・省略することによって生じたのである．
だから，こういう語構成法も，心言語の代数構造の現れと考えることはできない．

2.2.2 文法と生成的意味
§ 語構成法が心言語の代数構造の現れと考えられないのに反し，いわゆる文法の多くは心言語

の代数構造の現れと考えられる．たとえば，冒頭で例として使った「ピーターがレタスを食べる」
という文も「明るさ」という名詞も文法に従って作られた言語表現であり，ここで使われた文法規
則は心言語の算法の現れだと考えられる．
それがなぜかと言えば，これらの言語表現の意味が，個々の要素的語の意味から，

、
　文
、
　法
、
　に
、
　並
、
　行、

　す
、
　る規則に従って導かれるからである．つまり，「ピーターがレタスを食べる」という文の意味は，

「ピーター」「レタス」「食べる」という要素的な名詞や動詞の意味，およびこれらを結びつける「が」
「を」という助詞の働きだけから決まる．また，「明るさ」という名詞の意味は，「明るい」という形
容詞の意味と「さ」という接尾詞の働きだけから決まる．これは，使う名詞・動詞・形容詞によら
ない．たとえば，「ピーター」と「レタス」を交換して作った「レタスがピーターを食べる」という
文の意味も，要素的な語の意味と助詞の働きだけから決まる．もちろん，レタスがピーターを食べ
るような事態はあり得ないから，こんな文はおかしいと思う読者もいるだろう．しかし，そう思っ
たのは，そういうおかしい文の意味でも，要素的な語の意味をつなぎ合わせて理解することができ
たからである．
一般に，「Aが Bを C」の「A」「B」に名詞を入れ「C」に他動詞を入れてできた文の意味を名詞

「A」「B」の意味と動詞「C」の意味から決めるための何らかの一般的規則がある（その規則を私
たちが

、
　意
、
　識
、
　し
、
　て使うと言っているのではない）．しかもその意味規則は，「A」「B」「C」「が」「を」

から「Aが Bを C」を作るための文法規則と並行している．つまり，「A」を「a」に変えて出来る
文「aが Bを C」ともとの文の意味の違いは，「A」と「a」の違いから生ずるものだけであり，「B」
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「C」についても同様である．このように要素的な語の意味から決まる意味を生成的意味（または
構成的意味）と呼ぶ．
「生成的意味」の意味を理解するには「生成的でない意味」の例を見るのがいいが，その例はす
でに前項で示してある．つまり，語構成法で作られた言語表現（これを語構成法表現と呼ぶ）の意
味は生成的でない．語構成法表現の意味を使われた語構成法と要素的な語の意味だけから知る一般
的な規則はない．そういう一般的規則があるとすれば，たとえば，「父親」の意味が「父である親」
だと知った人は，「娘婿」を「娘である婿」と解釈して不可解に思うだろうし，「使用人」の意味が
「使用される人」だと知った人は，「料理人」を「料理される人」だと解釈してしまうだろう．そう
いう事情は，程度の差こそあれ，前項で例にあげた語構成法表現のどれについても同様である．そ
こでは，同じ語構成法で作られた語でも意味的特徴は同じでないと述べたが，この言い方は実はか
なり曖昧であり，より正確には，語構成法表現の意味は生成的でないとか，語構成法は生成的意味
を生じないとか言うべきだったのである．これが語構成法表現本来の特徴なのであり，語構成法表
現の意味は一つ一つ学ばなければ知ることができないとか，語構成法表現は慣用語としてしか使わ
れないとかの他の特徴は，すべて語構成法表現の意味が非生成的であることの結果に過ぎない．
さて，文法に従って作られた言語表現（これを文法表現と呼ぶ）の意味は

、
　概
、
　し
、
　て生成的である．

そして，生成的意味を生ずる文法規則は心言語の算法の現れと考えなくてはならない．なぜなら，
自然言語表現を意味に即して変形して行くときに現れる形態的規則が心言語の構造を近似してい
ると私達は考えている．そうすると，生成的意味を生ずる文法規則に従って作られた言語表現は，
変形するまでもなく意味に即しているのだから，その文法規則がそのまま心言語の算法の現れと考
えられるのである．
ただし，文法表現は必ずしも生成的な意味

、
　だ
、
　けを持つのではない．どんな言語表現でも，たとえ

ば比喩（たとえ）や見立て（なぞらえ）によれば，非生成的な意味を持つことができる．「骨を折
る」は「苦労や努力をする」ことを意味し，「手を汚す」は「悪いことをする」ことを意味し，「足
を洗う」は「よくない仕事をやめて正業につく」ことを意味するの類である．こういう意味は，要
素的語の意味だけからは知ることができない．しかし，こういう表現には生成的な意味が元々あっ
たのだから，こういう表現を作る文法規則は心言語の構造の現れと考えることができる．
文法に従って作られたのに非生成的な意味を持つ言語表現の例は，こういう比喩的な表現をあげ

るまでもなく，いたるところに見られる．なぜなら，言語表現は一般に意味の
、
　不
、
　完
、
　全
、
　な表現であり，

従って，その正確な意味を要素的な語の意味だけから知ることができない方が普通なのである．た
とえば，「鳥は空を飛ぶ」と言うが，これは意味の完全な表現ではない．より完全な表現は「鳥は
たいてい空を飛ぶ」だろう．しかしそれが分かるのは，ダチョウとかの飛ばない鳥もいるがそうい
う鳥は僅かだという知識があるからである．知識がなければ，この表現だけから正しい意味を知る
ことはできない．つまり，この表現の意味は生成的ではない．言語表現には

、
　必
、
　ず何か数量的な意味

が含まれていて，国語では数量を表す語がたいてい省略されるから，国語表現の意味はたいてい非
生成的だということになる．また例えば「政治家が好きな女」と言えば，政治家が女を好むとも，
逆に女が政治家を好むともとれる（この例文は第 1.5.3.3項でも使った）．もしもこの表現が生成的意
味を生ずる規則に従って作られたのなら，意味は唯一通りになるはずである．だから，この表現は
生成的意味を生ずる規則に従って作られたものではない．
しかし，だからといって，「鳥は空を飛ぶ」や「政治家が好きな女」のような表現を作る文法規則

が心言語の代数構造を反映していないと考えるのは妥当ではない．こういう表現の意味をより正確
に表すように変形して行けば，つまり，意味が生成的になるように変形して行けば，そこに現れる
形態的規則が心言語の構造を反映しているというのが，やはり妥当な考えに思われる．そして，こ
の考えに従うなら，仮に自然言語自身の意味論を行なうとしても（それは形式言語の意味論のよう
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に厳密・客観的なものにはなり得ないが），それは生成的意味論として行なわなければならない．
そういう意味論こそが，私たちを心言語の意味論へと導いてくれるのである（第 1.4節参照）．
なお，いわゆる自然言語のモデル論的意味論も生成的（または構成的）意味論である．そしてこ

れを，生成変形文法論者の一部は「生成的意味論に過ぎぬ」と言って批判する．しかし，チョムス
キーに倣って言語学を心理学の一部とみなすなら，こういう批判はまったくの的外れである．なぜ
なら，自然言語のモデル論的意味論は，然るべく昇華させるなら，どれも心言語という心理学的存
在の意味論になり得るからである（第 1.5.4項参照）．

2.3 限量語の正しい扱い
＄ 次の三つの英文を比べてみよう．

John loves Mary Every boy loves Mary A boy loves Mary

「John」は固有名詞，「every boy」は「すべての少年」，「a boy」は「ある少年」という違いはある
が，これらの三つの文は，形態も意味もよく似ている．ところが，これらの文の意味を一階の述語
論理式で表すと，

love(John,Mary) ∀x
(
boy(x)⇒ love(x,Mary)

)
∃x
(
boy(x)∧ love(x,Mary)

)
となって，もとの英文の間にあった形態と意味の類似性がまったく失われてしまう．これは一階述
語言語が自然言語の意味を表すのに適さないことを示す端的な例として，言語学者の間でよく使
われるものらしい [18]．モンタギューが彼の文法を考え出した動機もここにあったようである．実
際，彼の主要論文に「The proper treatment of quantification in ordinary English」というものが
ある．論理記号 ∀xと ∃xは

、
　数
、
　量
、
　の
、
　範
、
　囲
、
　を
、
　限
、
　る働きを持つので限量子 (quantifier)と呼ばれる．これ

によって「every」と「a」の意味を表そうというのが述語論理学の考え方である．その考え方がよ
くないからよりよい論理学を作り出そう，というのがモンタギューの問題意識だったのだろう．
ただしこの例の提示の仕方は，一階述語言語が自然言語の意味を表すのに適さないことを過度に

強調しているので適切ではない．一階述語論理学の考え方では，用言を述語記号という名の算法と
みなす（例 4.1.2参照）．この例の場合，「(to be a) boy」が単項算法記号で，「(to) love」が二項算
法記号である．これらの置き場所を英語式にそれぞれ引数 Johnまたは xの後ろに移せば（第 2.1

節参照），さっきの三つの述語論理式は

(John)love(Mary) ∀x
(
(x)boy⇒(x)love(Mary)

)
∃x
(
(x)boy∧ (x)love(Mary)

)
となる．これなら，少なくとも単語「John」「love(s)」「Mary」「boy」はもとの英文と同じ順番に
ならんでおり，その点では三つの英文の間の形態的類似性が保たれている．
それでもやはり，一階述語言語が自然言語の意味を表すのに適さないことは，認めざるを得ない．

限量子だけでなく論理記号⇒,∧までも動員しなければ「すべて」と「ある」の違いが表せないの
は，言葉についての私たちの直感から懸け離れているように思われる．私たちが日常の何気ない思
考において上記の述語論理式のように考えているとは，とても思われない．数学の証明を書くとき
などに述語論理的に考えることは確かにある．しかし，それは特殊な状況と考えるべきだろう．述
語論理的に考えられるのが訓練を受けたごく少数の人でしかないことは，教育の場にあれば容易に
気づくことである．また，自然言語には「すべて」「ある」以外にも「かなり」「ちょっと」のよう
[18]第 1.5.5 項の文献 5, p.21 参照．
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な
、
　数
、
　量
、
　の
、
　範
、
　囲
、
　を
、
　限
、
　る働きを持つ語（これを限量語と呼ぶ）が色々あるのに，述語論理学にはそうい

う語を表現する記号がない．述語論理学が数学の証明を形式化するための道具として発展してきた
ものだからだろう（第 1.2.4項参照）．数学の証明には「かなり」「ちょっと」などの語は現れない
から，そういう語を述語論理学において表現しようという動機付けも無かったと想像される．そう
だとしたら，一階述語言語が自然言語の意味を表すのに適さないのは，むしろ当然なのである．
数理心理学の観点から見れば，以上のことは一階述語言語が心言語には相応しくないことを示す

ものであり，相応しくないことに何ら異論はない．限量をどう解釈するかが重要な問題だというこ
とにも異論はない．心言語の文法論と意味論は，自然言語の中の色々な限量語の意味を適切に表現
するものでなければならない．つまり，限量語に関わる意味論がうまく行くように心言語や認識対
象世界の代数構造を定めなければならない．

2.3.1 限量語の意味
§それでは，心言語と認識対象世界をどう定めれば限量語の意味がうまく表されるだろうか．そ
の答のヒントを得るために，国語の限量語にどういうものがあるかを観察してみる．そうするとま
ず，学校文法には限量語という概念のないことに気づく．限量語は，数詞・連体詞・形容詞・形容
動詞・副詞・名詞などの中に分散している．例をあげよう．

数詞：一・二・三・. . .・十・百・千・万・. . .．これらに人・匹・本・枚・. . .のような助数詞を付
けた語も含む．ただし学校文法では，数詞は名詞とみなされる．

連体詞：あらゆる

形容詞：おびただしい・多い・数多い・少ない・数少ない

形容動詞語幹：一杯・かなり・些少・少量・小量・甚大・多大・多量・大量・沢山・莫大・膨大・
厖大・無数・僅か・まれ・微々

副詞：あまた・あらかた・幾分・一杯・大方・多く・数多く・かなり・少し・すべて・大概・大体・
大抵・沢山・ちょっと・ちょっぴり・どっさり・ほとんど・ほぼ・僅か・常に

名詞：あまた・あらかた・幾分・いささか・一杯・大方・多く・数多く・かなり・少数・小数・少
し・すべて・全部・多数・大概・大多数・大体・大抵・大部分・ちょっと・なにがしか・一握
り・ほとんど・皆（みんな）

ただしこれは，「ATOK辞書」から探し出したままのものだから，国語辞典の説明とは必ずしも一
致しないし，適切な例と言えないものも含んでいる．たとえば，形容詞の項にあげてある「数多
い」「数少ない」などは，学校文法では連語に入れられるべきものだろう．連語を許すなら，限量
語はまだまだある．思いつくままに例をあげよう．

連語：どれも・どれか・だれも・だれか・いつも・いつか・どこも・どこか・幾つも・幾つか・幾ら
も・幾らか・何も・何か・何人も・何人か・一つも・少しも・少なくとも一つ・一つ残らず・少
なからず・一二・二三・四五・. . .・八九・数え切れない・数知れない・十個以上・百人足らず

ここにあげた例の中で注意すべきは，時間や場所に関する言葉である．たとえば，形容動詞語幹
の項にあげた「まれ」，副詞の項にあげた「常に」，連語の項にあげた「いつも」「いつか」「どこ
も」「どこか」などがそれに当たる．これらの語は，何らかの事柄の起きている時間や場所の長短
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や多少を表現するので，やはり限量語である．ただし，時に関する語でも「ときどき」「しばしば」
は限量語とは考えられない．これらの語は，何らかの事柄の起きている時間の長短だけでなく，そ
ういう時間の全時間における分布の様態をも表すからである．
次に，限量語の意味について考える．
限量語は何らかの数量 xの範囲の限界を表現する語である．数量の範囲には，たとえば

x ≤ a x ≥ a a ≤ x ≤ a ′

などがある．ただし，a, a ′は定数である．また，この例の ≤や ≥をそれぞれ <や >に置き換え
て得られる範囲がある．もちろん，もっと複雑な範囲がいくらでも考えられる．そういう複雑な範
囲も，限量語を色々に組み合わせれば表現できるだろうし，組み合わせて出来た語も限量語に違
いない．だから私たちは，最も基本的な限量語（それを素限量語と呼ぶ）とは何かを考えなければ
ならない．ただし，どういう語を素限量語とするかも，それらをどう分類するかも，唯一通りで
はない．色々な考え方があり得る．文法学者なら，たとえば「幾らか」「一つ残らず」のような連
語は，複数の語を組み合わせたものであるという理由で素限量語の中には入れないかもしれない．
しかし第 1.5節で説明した通り，数理心理学者は言葉の形態ではなく意味に注目しなければならな
い．特に心言語の文法論や意味論をどう行なうかという観点から見ると，数量範囲の上記三例に合
わせて，上限語・下限語・両限語の三種の限量語を素限量語とするのが妥当に思われる．これら三
種の限量語について以下の三条で説明しよう．

2.3.1.1 上限語

‡ これは x < aまたは x ≤ aなる範囲の上側の限界 aを示す語を指す．たとえば，「ピーター
はレタスをすべて食べる」は「ピーターが食べないレタスは

、
　零
、
　枚
、
　以
、
　下である」ことを意味するだろ

う．だから「すべて」は，x ≤ 0なる範囲を表す上限語である．同様に，「ピーターはレタスを一枚
も食べない」における「一枚も」も，x ≤ 0なる範囲を表す上限語である．「ピーターが食べるレタ
スは

、
　零
、
　枚
、
　以
、
　下である」ことを意味するからである．時間に関する語の中では，たとえば「いつも」

が x ≤ 0なる範囲を表す上限語である．「ピーターは昼間はいつも遊ぶ」は「ピーターが遊ばない
昼間の時間は

、
　零
、
　以
、
　下である」のようなことを意味するからである．

さっき例に挙げた限量語の中から上限語を抜き出せば次のようになる．

� あらゆる・すべて・全部・皆・一つも・少しも・幾らも・一つ残らず・常に・どれも・だれ
も・いつも・どこも・何も・百人足らず

ここで注目すべきことが二つある．一つは，これらの上限語のほとんどは x ≤ 0なる範囲を表
す語だということである．0 < aなる aに対して x < aまたは x ≤ aなる範囲を表す上限語は，
x < 100を表す「百人足らず」以外にはない（離散的な数量の場合は x < 1が x ≤ 0と同等のこと
があるが）．次に注目すべきことは，これらの上限語のほとんどはその文に現れる用言が示す行為
の主体や対象に

、
　な
、
　ら
、
　な
、
　いものの数量の範囲を限る語だということである（そういう語を逆限語と呼

ぶ）．たとえば「すべて」は，「ピーターがレタスを～
、
　食
、
　べ
、
　る」の「～」に入れられれば，

、
　食
、
　べ
、
　な
、
　い

レタスが零枚以下であることを示し，「ピーターがレタスを～
、
　食
、
　べ
、
　な
、
　い」の「～」に入れられれば，、

　食
、
　べ
、
　るレタスが零枚以下であることを示す（「すべて」ではなく「一枚も」などを使う方が普通だ

が）．また「一枚も」は，「ピーターがレタスを～
、
　食
、
　べ
、
　る」の「～」には入れられないが，「ピーター

がレタスを～
、
　食
、
　べ
、
　な
、
　い」の「～」に入れられると，

、
　食
、
　べ
、
　るレタスが零枚以下であることを表す．例
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外はやはり「百人足らず」である．「同志を百人足らず
、
　集
、
　め
、
　ただけで反対運動を始める」における

「百人足らず」は，
、
　集
、
　め
、
　た同志が百人より少ないことを示すから逆限語ではない．

なお，「ピーターはレタスを
、
　す
、
　べ
、
　て
、
　は食べない」における「すべては」を限量語と考えることはで

きない．この文では，「～は～ない」が「ピーターはレタスを
、
　す
、
　べ
、
　て食べる」という文全体を否定す

る．そして，「ピーターはレタスを
、
　す
、
　べ
、
　て食べる」における限量語「すべて」は，やはり，ピーター

が
、
　食
、
　べ
、
　な
、
　いレタスの量が零枚

、
　以
、
　下であることを表す．従って，「ピーターはレタスを

、
　す
、
　べ
、
　て食べる」

を否定した「ピーターはレタスを
、
　す
、
　べ
、
　て
、
　は食べない」は，「ピーターが

、
　食
、
　べ
、
　な
、
　いレタスの量が零枚、

　よ
、
　り
、
　多
、
　い」ことを表す．

2.3.1.2 下限語

‡ これは x > aまたは x ≥ aなる範囲の下側の限界 aを示す語を指す．たとえば，「ピーターは
レタスを沢山食べる」は「ピーターが食べるレタスは十枚

、
　よ
、
　り
、
　多
、
　い」のようなことを意味するだろ

う（「十枚」は，場合によって「二十枚」や「三十枚」だったりするかもしれないが）．だから「沢
山」は，x > 10とか x > 20とかの範囲を表す下限語である．また，「ピーターはレタスを幾らか
食べる」は「ピーターが食べるレタスは零枚

、
　よ
、
　り
、
　多
、
　い」を意味する．だから「幾らか」は，x > 0

なる範囲を表す下限語である．同様な理由で，「いつか」「どこか」は，それぞれ時・場所について
x > 0なる範囲を表す下限語である．「数え切れない」も x ≥∞なる範囲を表す下限語である．た
だしこの無限大∞は，微分積分学における無限大とは異なり，人間が特定の数として認識しない
多数量を意味し，その厳密な定義には，第 3.32.1項で説明する量系の概念が必要になる．
さっき例に挙げた限量語の中から下限語を抜き出せば次のようになる．
� どれか・だれか・いつか・どこか・幾つか・幾らか・何か・何人か・なにがしか・少なくとも
一つ

� 幾つも・何人も・一杯・多く・多い・数多く・数多い・かなり・少なからず・沢山・多数・多
大・多量・どっさり

� あまた・甚大・大量・莫大・膨大・厖大・おびただしい

� 数え切れない・数知れない・無数

� 十個以上
これらの下限語は，先ほどの上限語の例とは対照的に，その文に現れる用言が示す行為の主体や

対象に
、
　な
、
　るものの数量の範囲を限る（そういう語を順限語と呼ぶ）．たとえば，「ピーターはレタス

を～
、
　食
、
　べ
、
　る」の「～」に入れられた下限語は，ピーターが

、
　食
、
　べ
、
　るレタスの量の下限を示す．「ピー

ターはレタスを～
、
　食
、
　べ
、
　な
、
　い」の「～」に入れられた下限語は，ピーターが

、
　食
、
　べ
、
　な
、
　いレタスの量の下

限を示す．
なお，「ピーターはレタスを

、
　沢
、
　山
、
　は食べない」における「沢山は」を限量語と考えることができな

いのは，「ピーターはレタスを
、
　す
、
　べ
、
　て
、
　は食べない」における「すべては」を限量語と考えることがで

きなかったのと同様である．

2.3.1.3 両限語

‡ これは a < x < a ′ なる範囲またはこれの <を ≤に置き換えて得られる範囲の上下の限界
a, a ′ を示す語を指す．たとえば，「ピーターはレタスをほとんど食べる」は「ピーターが

、
　食
、
　べ
、
　な
、
　い
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レタスは一枚か二枚である」のようなことを意味するだろう（「一枚か二枚」は，場合によって「一
枚から三枚」だったりするかもしれないが）．つまり「ほとんど」は，1 ≤ x ≤ 2とか 1 ≤ x ≤ 3

のような範囲を表現する両限語である．x ≤ 2とか x ≤ 3のような範囲を表す上限語ではない．な
ぜなら，「ピーターはレタスをほとんど食べる」は，ピーターがレタスをすべて食べる可能性，つ
まり x = 0なる可能性があることを意味しないからである．また，「ピーターはレタスを少し食べ
る」は「ピーターが

、
　食
、
　べ
、
　るレタスは一二枚である」のようなことを意味するだろう（「一二枚」は，

場合によって「二三枚」などだったりするかもしれないが）．だから「少し」も，1 ≤ x ≤ 2とか
2 ≤ x ≤ 3のような範囲を表す両限語である．数詞もすべて両限語である．なぜなら，数詞は x = a
なる範囲を表現するが，これは a ≤ x ≤ aなる範囲に等しいからである．
さっき例に挙げた限量語の中から数詞以外の両限語を抜き出せば次のようになる．これらの中に

は，たとえば「ほとんど」のように逆限語もあれば，たとえば「少し」のように順限語もある．

� あらかた・大方・大概・大体・大多数・大抵・大部分・ほとんど

� 幾分・少ない・数少ない・少数・小数・少量・小量・少し・ちょっと

� いささか・一握り・些少・ちょっぴり・微々・僅か・まれ

� 一二・二三・四五・. . .・八九

課題 2.3.1 国語に下限語であって逆限語であるものはあるか．

限量語と紛らわしい語に注意しなければならない．岩波国語辞典（第五版）は，「図書館を三つも
回って調べた」の「三つも回る」を「ピーターはレタスを一枚も食べない」の「一枚も食べない」
と同類のものと説明する．限量語として同類という意味ではないようだが，甚だ不適切な説明だと
思う．「図書館を三つも回って調べた」という文から私が理解するのは，話者が図書館を

、
　丁
、
　度
、
　三
、
　つ

回り，かつ，回ったことに何かしらの感懐（自慢・呆れ・驚き・意外等）を持っているということ
である（「も」がその感懐を表している）．そして，どうしてそういう感懐が生まれたかと言えば，
多分，普通の人は図書館一つで済ますからだろう．「

、
　普
、
　通
、
　の
、
　人
、
　の一つ」と比較して「

、
　話
、
　者
、
　の三つ」が

多いから色々な感懐が生まれるのだろう．しかし，
、
　話
、
　者
、
　が
、
　回
、
　っ
、
　た図書館の数についてだけなら，「三

つも回る」は「三つ回る」と同じ意味を持つ．「三つも」は，数量だけについては「三つ」と同じ意
味である．つまり，回った図書館の数 xが x < 3とかの範囲にあることを示すのではなく，あくま
でも x = 3であることを示す．「ピーターはレタスを一枚も食べない」の「一枚も」が x < 1なる範
囲を表すのとは事情が異なる．要するに，「一枚も食べない」の「一枚も」と「図書館を三つも回
る」の「三つも」とは，まったく違う性格の言葉なのである．
「餅を一つしか食べなかった」の「一つしか」にも注意を要する．この文の話者は，やはり餅を、
　丁
、
　度
、
　一
、
　つ食べ，かつ，そのことに何かしらの感懐（不満・未練等）を持っている．話者が食べた餅

の個数についてだけなら，「一つしか食べなかった」は「一つ食べた」と同じ意味であり，「しか～
ない」は感懐を表すに過ぎない．「少ししか」「僅かしか」などについても同様である．

2.3.2 限量語の文法的役割
§前項では限量語自身の意味について考えた．ここでは，限量語と同じ文中の他語との関係（こ
れを文法的役割と呼ぶ）について考える．そのためにまず，次の英文を観察してみよう．これは，
Beatrix Potter 作の「The Tale of Peter Rabbit」の一節である．ただし，要所に下線を付す．
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First he ate some lettuces and some French beans; and then he ate some radishes;

and then, feeling rather sick, he went to look for some parsley.

さて，この文の中には限量語「some」が四ヶ所使われている．この「some」は文法的にはどういう
役割を果たしているだろうか．こう質問されると，恐らく 99.9. . .% の人は，「some」は「lettuces」
「French beans」「radishes」「parsley」を修飾する，そして「some lettuces」などの名詞句を作っ
ていると答えるのではないだろうか．しかし実は，これが大変な間違いの元なのである．そのわけ
を順を追って説明しよう．
まず，数理心理学では外国語ではなく国語を第一に観察しなければならない [19]．そこで，さっ

きの英文に代えて次の国語文を観察してみよう．これは堀辰雄の小説「麦藁帽子」の一節である．
ただし，旧字体・旧仮名遣いは新しいものに改め，傍点も加えてある．

毎年の夏をその高原で暮らすその詩人は，そこで
、
　多
、
　く
、
　の少女たちとも知合いらしかっ

た．私はその詩人に通りすがりにお時宜をしてゆく，
、
　幾
、
　た
、
　り
、
　か
、
　の少女のうちの一人が，

いつか私の恋人になるであろうことを，ひそかに夢みた．

この中には「多くの」と「幾たりかの」という二つの限量語がある．これはどういう文法的役割を
果たしているだろうか．さっきの英文のときと同様に，どちらも「少女」を修飾すると考える人が
殆どだろう．
ひとまずこの考えを認めることにしよう．そうすると，私たち日本人は「多くの少女」や「幾た
りかの少女」というものを実在として認識していることになるだろう．一般化して言えば，私たち
日本人は，名詞Aに限量語「多くの」や「幾たりか」を付けた「多くのA」や「幾たりかのA」と
いうものを実在として認識していることになる．
しかし，本当にそうだろうか．私は，そうではないと考える．なぜなら，私たちは「Bは多くの

Aだ」というような文も「Bは幾たりかの Aだ」というな文も，殆ど作らないからである．私た
ちが「多くの A」や「幾たりかの A」を実在と認識しているなら，私たちはこういう文を頻繁に
作るのではないだろうか．これと対照的に，私たちは「あどけない少女」や「美しい少女」という
ものは確かに実在として認識している．そしてそうだからこそ，「Bはあどけない少女だ」とか「B

は美しい少女だ」というような文を頻繁に作るのではないだろうか．
いまここに少女が百人いるとしよう．この中から「あどけない少女」だけを抜き出せと言われれ
ば，何らかの基準に従って抜き出すことができる．そうして，「あどけない少女」という言葉に対
応する集合が

、
　唯
、
　一
、
　つ出来る．しかし，たとえば「多くの少女」を抜き出せと言われたら，唯一つ

の集合を作って済ますことはできない．「多くの」がたとえば「80人以上の」を意味するとすれば，∑100
n=80 100Cn通りの集合が「多くの少女」という言葉に対応する．「あどけない少女」と「多くの

少女」という二つの言葉の意味するものは，集合論的に見れば，はっきりと違うのである [20]．
だから私は，限量語は名詞を修飾するものだとは考えない．
ではどう考えるのか．それを説明するために，さっきの英文の石井桃子による訳を引用しよう．
ただし，原文はすべて平仮名だが，ここでは漢字や片仮名も使い，要所に傍点と下線を付す．

それから，まず，レタスを
、
　何
、
　枚
、
　か食べ，それから，さやインゲンを食べ，それから，二

十日大根を
、
　何
、
　本
、
　か食べました．その内，ちょっと胸がムカムカしてきましたので，パセ

リを捜しに行きました

[19]そのわけは第 1.5.2.3 条で説明した．
[20]「あどけない少女」は少女の集合 G の巾集合 PG の元に対応し，「多くの少女」は P(PG) の元に対応する．
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この訳では，四つの「some」のうちの二つが「何枚か」「何本か」と訳出されている．ここで注目
すべきことは，この二つの言葉が被修飾語と思われた「レタス」「二十日大根」と直接につながら
ずに，「を」を間に挟んでいることである．修飾語が被修飾語となぜ隣り合わないのだろうか．
訳がいけないのだと考える人がいるかもしれない．「何枚かのレタスを」「何本かの二十日大根を」

と訳して「何枚か（の）」「何本か（の）」が「レタス」「二十日大根」と直接につながるようにす
べきだったと．確かに，「何枚かのレタスを食べる」という言い方も国語では許される．堀辰雄の文
章における「多くの少女」や「幾たりかの少女」もそういう言い方である．
しかし，これはいかにも西欧語あるいは漢文の翻訳調の言い方であり，石井桃子の「レタスを何

枚か」「二十日大根を何本か」という言い方の方が国語本来の言い方に思われる．実際，堀辰雄の
文体は西欧作家の影響を強く受けていると指摘されている [21]．さっきの堀辰雄の文章も全体が確
かにバタくさい．それが悪いと言うのではない．ただ石井桃子は，読者すなわち子供を日本語らし
い日本語に触れさせることに，堀辰雄以上に意を注いで翻訳したはずなのである．また，志賀直哉
の文章を少し観察してみると，彼も少しバタくさい作家らしいが，それでもやはり「レタスを何枚
か」式の語順の方がかなり多い．例をあげよう [22]．ただし，旧字体・旧仮名遣いは新しいものに
改め，傍点を打つために「皆」は「みんな」と書き換える．

� 「西洋人が
、
　沢
、
　山来るから会話の稽古になるぜ」「昨日停車場へ行ったら馬が

、
　沢
、
　山来ていた」

「（前略）箱根細工の玩具を
、
　沢
、
　山もっていた」「その頃は浪六の小説も

、
　総
、
　て読み上げたが（後

略）」「そしてそれで美しい花を
、
　幾
、
　つ
、
　も作り（後略）」

� 「子供が
、
　二
、
　三
、
　人（中略）それへ石を投げる」「そして嚔（くしゃみ）が

、
　二
、
　つ
、
　三
、
　つ続けざまに出

た」「（前略）大工が
、
　三
、
　四
、
　人せっせと働いて居た」「（前略）風景画を

、
　二
、
　三
、
　枚かけて置くのだ」

� 「（前略）何人かが宿屋
、
　二
、
　軒に分れて陣取っていた」「二階の座敷

、
　三
、
　つにあるものは（後略）」

なお，これらの例では格助詞と限量語の順番を変えられるものがある．たとえば，第二群の「子
供が二三人」「風景画を二三枚」は「子供二三人が」「風景画二三枚を」とも言い換えられる（ただ
しこの語順はややぎごちなく，当然，志賀直哉の文には殆ど見られない）．そして，「が」「を」をそれ以外
の格助詞「に」「へ」「で」「と」などに変えた場合は，普通は後者の語順のみが許される [23]．つま
り，第三群の例の「宿屋二軒に分れて」を「宿屋に二軒分れて」とは言わない．「座敷三つにある」
を「座敷に三つある」とは言わない．言い換えると意味が変るか奇妙になる．このように限量語と
のつづき方の面で，格助詞の「が」「を」とそれ以外の格助詞の間には違いがある [24]．と言うよ
りはむしろ，「が」「を」の方が特殊な格助詞だと考えられる．
しかしとにかく，「レタスを何枚か」「子供が二三人」のような言い方の方が「何枚かのレタスを」

「二三人の子供が」のような言い方より日本語らしい言い方だということは確かなようである．す
ぐれた文芸家が二人そういう言い方を選んでいるし，私自身もこの二人と同じ国語感覚を持って
いる．だから，日本人は元来「レタスを何枚か」「子供が二三人」

、
　の
、
　よ
、
　う
、
　に
、
　考
、
　え
、
　て
、
　い
、
　ると思われる．

そして数理心理学では，「人がどう考えるか」こそが重要なのだ．なぜなら，それを探ることが心
言語の構造を知ることにつながるからである．「何枚かのレタスを」「二三人の子供が」のような語
法は，心言語の構造を反映するのではなく，思考の「道具」に過ぎないだろう（第 1.2.2項参照）．

[21]新潮社刊「日本文学全集 31 堀辰雄集」の福永武彦による解説参照．
[22]岩波書店刊「志賀直哉全集」より．
[23]時に関する限量語「いつも」「いつか」などは例外である．また，連語の項にあげた限量語「どれも」「どれか」などは，
「どれにも」「どれにか」のように格助詞を間に挟んで使うこともでき，「どこも」「何も」はこういう使い方しかできない．

[24]その他にも，たとえば副助詞とのつづき方の面で，「が」「を」は他の格助詞と異なっている．第 7.3.1.3 条参照．
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さてそれでは，「レタスを何枚か」において「何枚か」が「レタス」を修飾していると言えるだ
ろうか．「子供が二三人」において「二三人」が「子供」を修飾していると言えるだろうか．国語
においては，「あどけない少女」のように修飾語は被修飾語の前につく，つまり主要部が後置され
るのが原則だろう．私には，「を」や「が」を挟んだり主要部を前置して修飾していると言うのは，
どうしても不自然に思われる．修飾しているのではなく「レタスを，何枚かを」「子供が，二三人
が」という同格表現だと考える人がいるかもしれない．また，「何枚か」や「二三人」は「食べる」
「投げる」に掛かる副詞だと言う人もいるかもしれない．しかしどちらの考えも，事態を一層錯綜
させるだけで，「心論理学の設計において限量語をどう扱うか」という問題の解決には結びつかな
いように思われる．特に副詞的用法だと考えると，たとえば「子供二三人に飴をやる」という用法
では，「飴をやる」に掛かるはずの副詞「二三人」が「子供に」を「子供」と「に」に分断している
ことになる．これは大変不自然な考え方だと言わざるを得ない．
限量語の文法的役割についての私の結論をそろそろ言おう．私は，「レタスを何枚か」における

「何枚か」は「を」を修飾し「子供が二三人」における「二三人」は「が」を修飾していると見る
のが自然ではないかと考える．「修飾している」ではなく「組みになっている」と言うべきかもし
れない．そして，「子供二三人に飴をやる」「子供二三人と遊ぶ」などにおいても，「二三人」は「子
供」を修飾しているのではなく，「に」「と」と組みになっているのだと考える．
一般化して言えば，「格助詞を後置詞とする後置詞句において格助詞と組みを成す」というのが

限量語の文法的役割である．そして，なぜそう考えるかと言えば，先に例示したような日本語らし
い日本語において限量語は，格助詞の前後に付いて格助詞と決して離れることはないが，格助詞以
外の語とは離れることがあるからである．
読者は，これはとんでもない突飛な考え方で，とても受け入れられないと思うかもしれない．し

かし，一見突飛な考え方でも，国語現象全体をうまく説明できるものなら受け入れなければならな
い（万物が引き合うというのも，当初は大変突飛な考えだったはずだが，私たちは受け入れてきた）．私は
この考えに基づいて第 5章以降で，心論理学の設計図として格言語という形式言語上の論理学すな
わち格論理学を提示するが，それは実際，限量語に関わる国語現象を大変うまく説明することがで
きるのである．また，ここではもう説明しないが，こういう考え方は国語だけでなく外国語にも十
分適用できるものと期待できる．「some」が「lettuces」「French beans」「radishes」「parsley」を
修飾していると考えるのは間違いなのである（第 7.3.4.2条参照）．
こういう考え方が国語の観察から得られたのはいい教訓である．もしも英語を観察していたら，

特に日本人が英語を観察していたら，こういう考えにはなかなか辿り着けないだろう．私たちは，
いたずらに外国語を観察せず，日本語を母語とする幸運をまず生かすようにすべきなのだ．ただ
し，日本語を母語とするための不運を自覚することも重要である．国語では限量語は省略すること
が多いから，国語だけを観察していたら限量語の重要性に気づかなかったかもしれない．
終わりに，以上の考察に関連する課題を三つ出そう．まず，言語の研究では特定の品詞とか特定

の意味の語をすべて辞書から抜き出し分類することが必要になる．それを個々の研究者が人力で行
なうのは大変なことである．しかし，「ATOK辞書」や CD国語辞典の検索機能も，こういう用途
には十分でない．そこで，

課題 2.3.2 国語研究のために十分な検索機能をもった CD国語辞典を作れ．

「何枚かのレタスを」のような翻訳調の言い方も，いずれ国語の正当な表現として受け入れられ
て行くだろう．これまでも，古くは中国語式の，最近では西洋語式の表現が国語の中に入り込んで
いる．たとえば，「どちらの可能性がより高いか」「Bが Aによって Cされる」はどちらも西洋語
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の翻訳口調であると言う [25]．それでは，

課題 2.3.3 外国語式の表現法を取り入れることで国語の「文法」は変化してきていると考えるべ
きだろうか．それとも，語彙が増えただけと考えるべきだろうか．

2.4 重ねて使われない語
＄ 国語には重ねて使われない語が色々ある．典型的な例は格助詞である．たとえば，「ピーター
がフロプシーがレタスを食べる」のように格助詞「が」を重ねて使うことは，崩れた会話ではあり
得ても，正当な国語では許されない．つまりこれは，より正当な「ピーターがレタスを食べ，フロ
プシーもレタスを食べる」のような表現が語の節約のためにか崩されたものであろう．もちろん，
何をもって「崩れた」と言い，何をもって「正当な」と言うかは曖昧である．しかし私たちは，日
本語を母語とする者の直感で，「が」を重ねることを「崩れた」と感じ，「が」を重ねない表現を「正
当」と感ずる．そしてこの直感は，私たちの心言語の構造が「が」を重ねることと相容れず「が」
を重ねないことに合致することによるはずである．だから，心言語の構造を探ろうとしている今，
この直感を無視するわけには行かない．
なお，「これからが大変だ」とか「これまでを反省しよう」のように異種の格助詞の「から」「が」

「まで」「を」などを重ねて使うことがある [26]．そしてこれからは，崩れたという感じをあまり受
けない．しかしこれも，崩れによる重ねである．なぜなら，これらの表現の意味を正確に表そうと
思えば，たとえば「これからの仕事が大変だ」とか「これまでの行ないを反省しよう」のように語
を補わなければならないだろう．さらに，「の」は前述のように省略表現だから [27]，たとえば「こ
れからしなければならない仕事が大変だ」のように語を補わなければ意味が正確にならない．つま
り，「しなければならない仕事」が省略されていたから「が」と「から」が重ねて使われたように見
えただけなのである．
この機会に，重要なことだから，前に述べたことを繰り返そう．まず仮説 3によれば，日本語を

意味に即した形態に変形して行くときに現れる形態的規則が心言語の構造を近似している．次に，
言語表現は一般に意味の不完全な表現である．だから数理心理学においては，言語表現そのものの
形態を論ずることに大した意義はない．いまの例に即せば，語が省略されていることを無視して
「から」と「が」は重ねられるなどと指摘しても何の意義もないのである．
なお，たとえば「来週水曜日にゼミを行なう」は，意味に即せば，「来週に水曜日にゼミを行な

う」のように格助詞の「に」を重ねた表現に変形することもできる．このような例を挙げて，「日
本語を意味に即した形態に変形して行くときに現れる形態的規則が心言語の構造を近似している
のなら，心言語では時を表す格助詞『に』に当たるものが重ねて使われ得る」と考える読者もいる
であろう．しかし，「来週水曜日にゼミを行なう」や「来週に水曜日にゼミを行なう」よりは，「に」
を重ねずに「の」を使った「来週の水曜日にゼミを行なう」の方が正当な国語表現であり，これを
省略表現「の」の意味に即して変形したものの方が，心言語の構造をよりよく近似していると考え
られる．この意味で，時を表す「に」を重ねて使うのは，やはり崩れた表現である．
場所を表す格助詞の「に」を重ねて使うのも，やはり崩れた表現である．その例を示そう．岩波

国語辞典によれば，古文には「山崎のあなたに水無瀬（みなせ）といふ所に宮ありけり」のように
「に」を重ねて使う例があり，現代語でも「入って左手に，一段高くなった所に畳が敷いてある」

[25]「岩波国語辞典」による．
[26]この用法の「まで」は本書では格助詞とみなす．端書き参照．
[27]そのことは第 1.5.3.3 条で説明した．
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のような例がある．しかしこれは，「入って左手に畳が敷いてある」と言いかけてから「入って左
手に」を補足するために「一段高くなった所に」を挿入した表現と解される．つまりこの表現は，
「入って左手に畳が敷いてある」「一段高くなった所に畳が敷いてある」という二つの正当な表現を
複合するために崩したものと解されるのである．
時や場所を表す異種の格助詞を重ねて使っても崩れた感じを与えない場合がある．「朝から晩ま

で働く」のように「から」と「まで」を重ねるのがその例である．そうすると，心言語のこれらに
相当する語は重ねて使われると考えるべきであろうか．実はこの問に答えるには，仮説 3だけで
は不足で，人間の認識の対象世界の幾何構造についての仮説が必要になる．たとえば，世界の中の
時間というものが一次元のユークリッド空間であるとする．そして，このユークリッド空間の二点
a, bの定める閉区間を Cで表せば，「aから bまで」というのは「Cに」と同じ意味となる．つま
り「から」「まで」は，時・場所についての本質的な格助詞ではなく，本質的な格助詞「に」の代
用的な格助詞である．だから，「から」と「まで」が重ねて使われることを心言語の文法論に反映
させる必要はない．

、
　本
、
　質
、
　的
、
　な格助詞はやはり重ねられないと考えていいのである．

さて，格助詞の他にも色々重ねられない語の例がある．たとえば，過去または確認の意味を表す
助動詞の「た」も重ねられない．「ピーターがレタスを食べたたたたた」というような言い方は，ど
もりでもなければ絶対しない．限量語も重ねられない．「レタスをみんな，ほとんど，少し，僅か
食べた」などと言うことはない．程度を表す副詞も重ねられない．「とても，ちょっと，かなり楽し
い」などと言うことはない（「とてもとても」のように同じ語を重ねて強調するのは例外である）．
いま例に挙げたような言語表現を耳にすれば，私たちはそれを奇妙だとか意味不明だとか感ず

る．それは，これらの表現が心言語の構造と相容れないものだからに違いない．だから私たちは，
これらの語が重ねられない理由を心言語の文法論で説明しなければならない．
そう考えると，従来の論理学が数理心理学に必ずしも相応しくないことが直ぐに分かるだろう．

たとえば，文 Xに過去演算子 Hや未来演算子 Fを適用した文 HXや FXで時制を表す論理学があ
る（モンタギューもこれを用いた）．しかしそれでは，HHHHHXのような文が出来てしまう．こ
れは「ピーターがレタスを食べたたたたた」と言うようなものである．このことだけでも，この種
の論理学は根本的に間違っていると言わざるを得ない．
さてそれでは，格助詞や「た」や限量語や程度の副詞などが重ねて使われない理由は何だろう

か．それぞれ別の理由からだろうか．それとも同じ理由からだろうか．これも心論理学の設計の根
幹に関わる重大な問に違いない [28]．

2.5 実在とは何か
＄ 第 1.4.1項で，心言語の代数構造を問うためには，それに先立って「人間にとっての認識の対
象世界とは如何なるものか」という基本問題 4について考えなければならないと述べた．認識の
対象世界とは人間が認識の対象とするもの事から成る世界であり，もの事とはもの（物・者）と事
を指している．そして，事とは事柄や事態あるいは現象であり，ものとは人間にとっての実在を，
つまり，実在すると人間が認識するものを指している．人間は「実在」に関わる「事」について思
考する．
ただし，人間にとっての実在は，個々の犬とか個々の猫のような具体的なものばかりではなく，

抽象化という操作で得られた概念をも含んでいる．たとえば，「ベス」という特定の犬，「チャム」と
いう特定の猫等から，人間は色々な抽象概念を次々に作ることができる．たとえば，今の文に既に

[28]この問への私自身の答は第 5 章以降で説明する．
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「犬」「猫」という抽象概念が現れている．その他にも「ビーグル犬」「シャム猫」「ペット」「盲導
犬」「哺乳類」「生物」などの抽象概念が，それこそ無数に作られる．そして，これらの概念を人間
は実在と感じている．
だから，心言語の構造を問うためには，「実在とは何か」「抽象とは何か」「事とは何か」という

問を避けては通れない．これらの問は，第 1.4.2項で基本問題 4を敷衍して述べた「数理心理学で
は認識対象世界の範囲を如何に設定すべきか」という問の核心を成す問だと言ってもいい．
この節では，実在とは何かという問についての私の考え，つまり実在論を説明しよう [29]．

2.5.1 数学的実在論へ
§ 先ず，実在とは何かという問は，自然言語だけで論じられるような問題ではない．自然言語

だけに頼って論を進めるなら，いずれ無定義用語の山に埋もれるか，際限なく堂堂巡りをすること
になる．先ずこのことを，手もとにある二種類の辞典を引き合いに出して説明しよう．
実在とは何かを言葉で説明するためには，「概念」とは何かを定義または説明しなくてはならな

いだろう．そこで二つの辞典でこれについて調べてみると，次のような説明が見つかる．

� 『同類のもののそれぞれについての表象から共通部分をぬき出して得た表象』

� 『判断において結合される表象を，主観における表象作用から切り離して把握するとき，そ
の内容を概念という』

しかし，これだけでは「概念」の定義とは言い難い（解りにくい定義だということはさておいても）．
なぜなら，「同類の」「もの」「表象」「共通部分」「抜き出して得る」「判断」「結合」「主観」「作用」
「切り離す」「把握」「内容」などの言葉の定義が無いからである．定義を知るためにさらに辞典で
調べたとしよう．たとえば，二つの説明に共通の「表象」という言葉について辞典の一つで調べる
と（「表象」以外に共通の言葉が無いのは驚きだ），表象とは『現在の瞬間に知覚してはいないもの事
や現象について，心に描く像』だという心理学的な説明をしている．そしてここには，「知覚」「事」
「もの」「現象」「心」「描く」「像」などの未定義用語が現れている．重大なのは「心」「もの」とい
う語が現れていることである．私たちは，「心とは何か」という問題を考えようとしていて，その
ために「ものとは何か」「概念とは何か」を考えている．ところが，辞典の説明をたどって行くと
「心」「もの」という語に突き当たってしまう．これはまさに堂堂巡りである．
それでは，どうしたらいいのか．答は唯一つ，数学の経験に学ぶことである．数学でも，何か

を定義できないということはしばしば起きる．たとえば，ユークリッド幾何学では「点とは何か」
「直線とは何か」「点が直線の上にあるとは如何なることか」等を定義できない．そこでどうする
かと言えば，定義せずに，点や直線の間の関係について成り立つべき事柄を公理（または公準）と
して認め，その公理だけを出発点として論を進める．常識的には「点」「直線」と考えられないよ
うなものもその公理をみたすかもしれない．つまり「点」「直線」に常識はずれの例外が出て来る．
しかし，そうであっても構わない．例外を含めて論じてしまえばいい．こういう公理論は，数学の
世界では広く行なわれ成功している．
こういうわけで，実在論は数学で行なわなければならないと考える．ただし，数学でとは言って

も，公理的集合論をもって実在論に代えることもできない．集合論は「数学における実在論」だけ
れども，「数理心理学における実在論」には成り得ない．なぜならたとえば，集合論に矛盾をきた
すような概念であっても，私達には実在と感ぜられるからである．
[29]哲学における「実在論」と混同しないように．
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私自身の数学的実在論は，第 5章以降の心言語の文法論や意味論の中にある．ただしそこでは，
「実在とは何か」についての公理を掲げるのではない．また，実在論を単独で行なうのでもない．
実在論は，「抽象とは何か」「事とは何か」についての論と共に，心言語の文法論や意味論に包摂さ
れるべきものだと考える．この節の説明はその前座の，しかも非数学的で曖昧な説明に過ぎない．

2.5.2 モンタギューの実在論の難点
§ 数学的実在論は，すでに何人もの人が行なっていると想像する．たとえば，モンタギュー意

味論の背後にも数学的実在論がある．しかしこれは，数理心理学に相応しいものではない．その理
由を説明しよう．
モンタギューは次のような考え方に依っているように見える．
人が抽象概念を作るときには，ある実在の集合 S0の部分集合 Xを取り出す．たとえば，すべて

の「生物」の集合から，ある特徴をそなえた生物だけを取り出して集合 Aを作り，Aに属すもの
を「蟻」と呼んだりする．同様に，「豚」「カラス」等に相当する部分集合 B, C等を取り出す．こ
うやってどんな部分集合も取り出し得るから，S1 = PS0の元も実在の中に含めなくてはならない．
さらに，S1のある部分集合を取り出してその元を「哺乳類」と呼んだりする．だから，S2 = PS1

の元も実在の中に含めなくてはならない．こういうことは際限なく続くから，結局 Sn = PSn−1

として得られる集合族 Sn (n = 1, 2, . . .)の和⋃n≥0 Sn の元はすべて実在の中に含めなくてはなら
ない．それだけではなく，たとえば P(S1 ∪ S0)のような集合の元も実在の中に含めなくてはなら
ない．
こういう考え方は，数学者にとっては当然の考え方であっても，数理心理学には相応しくないと

私は考える．そう考える理由は色々あるが，ここでは素朴な理由を二つ挙げよう．
先ず，もしも人間にとっての実在の集合が ⋃

n≥0 Snのようなものを含んでいるとしたら，人間
は Snの添数 nに対応する無数の型（＝抽象度）を厳密に区別していることになるだろう．しかし
私には，思考機械・人間が，意識的にせよ無意識的にせよ，そういう細かな区別をしているとはと
ても思われない．
第二の理由をさっきの例に即して説明すれば次のようになる．たとえば「哺乳類」が「脊椎を持

ち雌が乳で子を育てる生物」を意味するとしよう．そうすると，人間が「哺乳類」という概念を得
る過程というものは，「脊椎を持つ生物（＝脊椎動物）」の集合から「雌が乳で子を育てるもの」か
ら成る部分集合を取り出す過程ではなく，「生物」の集合から「脊椎を持ち雌が乳で子を育てるも
の」から成る部分集合を取り出す過程だと考える．言い換えれば，人間は「哺乳類＝脊椎を持つ生
物の中で雌が乳で子を育てるもの」と考えるのではなくて，「哺乳類＝生物の中で脊椎を持ちかつ
雌が乳で子を育てるもの」と考えているように思うのである．さらに言い換えれば，S1 の元「脊
椎動物」の部分集合としてではなく，S0 すなわち「生物」の部分集合として「哺乳類」という概
念を得ているように思うのである．念のために言えば，私は動物分類学者が「哺乳類」をどう定義
するかを説明しているのではなく，人間の考え方の傾向をたとえ話で説明しているのである．
その他もろもろの理由で，私はモンタギューの意味論を数理心理学の目的のために採用すること

はできない．しかし，それはむしろ当然だろう．なぜなら，モンタギューの目的は数理心理学では
なかったのだから．彼の目的は自然言語の意味解析であって，彼が使った形式言語はそのための数
学的「道具」に過ぎない．道具を使うなら，性能の一番いい道具を使うのが当然である．彼の使っ
た形式言語は，一番性能の良さそうな道具として選び取られたのだろう．ところが，数理心理学で
の形式言語は，記銘機械・人間を抽象して得られた心言語という形式言語でなければならず，性能
の善し悪しを考える余地はない．標語的な言い方をするなら，モンタギューの形式言語は思考機
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械・人間を観察する側の道具なのに対し，数理心理学における形式言語は，観察される記銘機械・
人間

、
　そ
、
　の
、
　も
、
　のなのだ．

2.5.3 基本概念の可変性と上位下位関係
§集合⋃n≥0 Snの元を実在の中に含めるという，数理心理学には相応しくない考え方をもう少
し続けることにしよう．そうすると，S1, S2, . . .の元はすべて S0 から作られるのだから，S0 の元
を基本概念と呼び S1, S2, . . .の元は派生概念と呼ぶのが適切だろう．
しかし，人の認識の対象世界そのものも，その中のどの概念が基本でどの概念が派生なのかも，

絶対的に決まっているのではなく，人の関心の有り様によって変わるものなのだ．たとえば，身の
回りにいるペットについて考えているときには，「ベス」という名の一匹の犬，「チャム」という名
の一匹の猫，「太郎」という名の一羽の鳥等が基本概念であり，「哺乳類」「鳥類」などの概念は派生
概念だろう．しかし，生物進化の系統図について考えているときには，「哺乳類」「鳥類」「昆虫類」
などが基本概念であり，「脊椎動物」「節足動物」などが派生概念かもしれない．また，場合によっ
ては，「ベス」「鳥類」「脊椎動物」のように抽象化の段階が異なる概念が基本概念のこともあり得る
だろう．この場合には，基本概念同士の間に，「ベスは脊椎動物に属す」「鳥類は脊椎動物に属す」
というような基本概念同士の上位下位関係がある．
だから，S0は人間の関心の範囲に応じて変化すると考えなくてはならないし，S0は単なる集合

ではなく，上位下位という関係が定まっている集合だと考えなくてはならない．ただし，S0が変化
すると言っても，人間自身がこれを変化させると言うのではない．変化するのは記銘機械・人間す
なわち心言語という形式言語の素元系であり，その変化が S0の変化と同じ意味を持つように，心
言語の文法論と意味論を行なわなければならない．
そこで，S0 が時によって変化するとしよう．そうすると人間は，PS0 ∪ S0 すなわち S1 ∪ S0 に

ついて考えることができさえすれば，⋃n≥0 Snについても P(S1 ∪ S0)についても考えることがで
きる（問題 2.5.1参照）．つまり，1, 0というたった二つの型（＝抽象度）を区別することができ
れば，如何様にも複雑な型の概念について考えることができるのである．
以上，実在とは何かということについて私の考えの一部を説明してきたが，日常言語での説明は

この辺までが限度である．後は，第 5章以降の数学的説明を読んでほしい．

問題 2.5.1 集合 Xに対して X0 = X, Xn+1 = PXn ∪ Xn (n = 0, 1, . . .) と定義すると PnX ⊆ Xn

が成り立つことを示せ．

2.6 抽象化とは何か
＄ 思考機械・人間は，抽象化という操作によって色々な概念を作る．ここでは，これを心言語

の文法論や意味論でどう説明したらいいかについて，私の考えを説明しよう．ただし，これも日常
言語による曖昧な説明に過ぎない．厳密な数学的な説明は，やはり第 5章以降にある．ただし第 4

章で示すように，抽象化を説明する論理学は，心言語に限らない広範な形式言語を基にして構築す
ることもできる．
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2.6.1 抽象化と変数入り文
§ 抽象化とは，たとえば，あらゆる「施設」の中から「料金を取って人を泊める施設」を取り

出して「旅館」という概念を得たり，「大勢の患者を収容して診察・治療を行なう施設」を取り出
して「病院」という概念を得たりすることを指す．これを少し数学的に言い直せば，すべての「施
設」の集合 S0の中から「料金を取って人を泊める施設」をすべて取り出して部分集合を作ったり，
「大勢の患者を収容して診察・治療を行なう施設」をすべて取り出して部分集合を作ったりするこ
とが抽象化だということになる．
つまり，抽象化とは S1 = PS0の元を取り出す操作である．ただし，取り出すと言っても，人間

自身が集合 S0 や S1 を操作すると言うのではない．記銘機械・人間に可能なのは心言語上の算法
という操作だけだから，その算法が S1の抽象操作と同じ意味を持つように，心言語の文法論と意
味論を行なわなくてはならない．
そのために，具体的にはどう考えて行なったらいいのか．それは第 1.5.3.4条で説明してある．つ

まり，言語表現を意味に即して書き直して行けば心言語の構造が分かってくると考えられる．しか
し，意味に即して書き直すと言っても，書き直し方は色々あり得る．たとえば，「料金を取って人を
泊める施設」をどう書き直すのが正解かは，そう簡単に判断できることではない．試行錯誤を重ね
てやっと分かってくることなのだ．その試行錯誤の過程を説明するのは，教育的にはとても有意義
なことだと思う．しかし，それは大変な労力を要する作業なので，取り敢えずは委細を省略し正解
だけを示そう．しかし読者は，与えられた正解を理解するだけで満足せず，なぜこれ以外に正解が
無いかを，時間をかけて自分の頭で是非考えてみてほしい．
正解を示そう．まず，「料金を取って人を泊める施設」を「施設の所有者が人から料金を取って施

設に人を泊める，その施設」と書き直す．この書き直しの要点は，コンマ以前の「施設の所有者が
人から料金を取って施設に人を泊める」が主語・述語等を全部備えた文になっているということで
ある．次に，この文の中の「施設」を変数 xに変えて，「xの所有者が人から料金を取って xに人
を泊める，その x」なるなる表現を作る．そうすると，この表現には「xの所有者が人から料金を
取って xに人を泊める」なる変数入り文が含まれる．これはもう国語本来の文ではなく，心言語の
文であるとみなさなければならない．しかし，もしも xのところに施設の固有名詞を何か入れた
ら国語の文が出来て，その文は真であったり偽であったりする．そして，真の文が出来れば，その
名詞の意味するものは旅館であり，逆に，偽の文が出来れば，その名詞の意味するものは旅館では
ない．たとえば，xに「帝国ホテル」を入れれば真の文が出来るから「帝国ホテル」は「旅館」で
あるが，「皇居」を入れれば偽の文が出来るから「皇居」は「旅館」ではない．だから，変数入り
文「xの所有者が人から料金を取って xに人を泊める」は名詞に真偽値を対応させる関数とみなせ
て，xに代入されたときの値が真となるのが「旅館」で，偽となるのが「非旅館」だということに
なる．これを少し数学的に言い直せば次のようになる．この変数入り文を F(x)で表し，真と偽を
それぞれ 1, 0で表せば，F(x)は施設の集合から T (= {0, 1})への関数とみなせて，集合

{x | F(x) = 1}

が旅館の集合だということになる．こういう集合を F(x) λxで表す．これはすなわち，「xの所有者
が人から料金を取って xに人を泊める，その x」から成る集合であり，λxは「その x」に相当する
記号である．
以上のことから，抽象化とは変数入り文 F(x)から集合 F(x) λxを作る操作だと考えることがで
きる．ただし，F(x)は心言語の文であるのに対し，集合 F(x) λxは心言語の認識対象世界の元であ
る．そして，心言語として抽象された記銘機械・人間に可能なのは，心言語文 F(x)を心言語の何
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らかの元に変換することだけである．そこで，第 5章以降では，F(x)を F(x)Ωxなる心言語の元
に変換する算法を心言語の中に定義し，意味写像によって F(x)Ωxが F(x) λxに対応するように心
言語の意味論を作る（第 5.3.4項参照）．

2.6.2 概念と命名
§ さっき，変数入り文 F(x)の xのところには固有名詞を入れると考えた．ここに抽象名詞を入
れることは考えなくていいのだろうか．たとえば，ここに「病院」を入れていいだろうか．これは
つまり，「xの所有者が人から料金を取って xに人を泊める」という関数の定義域をどう設定すべき
かという疑問である．数学的に言えば，心言語という型付代数系において変数 xの型をどう設定す
るかという問題になる．あるいは，xに S0の元だけでなく PS0の元を代入できるとすべきか，と
も言いかえられる．あるいは，基本概念だけでなく派生概念も代入できるとすべきかと言ってもい
い（前項参照）．これも心言語の文法論の根幹に関わる重要な問題である．
xに「病院」を代入したものは国語文としてはあり得るのだから，心言語においても，xに PS0

の元を代入できるとすべきようにも思われる．しかし実は，xに代入できるのは S0 の元だけであ
ると規定して構わない．なぜなら，基本概念の範囲は変化し得るからである（前項参照）．派生概
念は，これに命名するしないによらずに存在するが，命名した途端に基本概念に変わって，基本概
念の集合 S0が大きくなると考えればいい．たとえば，「大勢の患者を収容して診察・治療を行なう
施設」という派生概念は，これに「病院」と命名した途端に基本概念になると考えるのだ．そうす
れば，xに「病院」を代入して出来る「料金を取って人を泊める病院」という派生概念も，S0の部
分集合を取り出したものとみなせる．また，もしも「大勢の患者を収容して診察・治療を行なう施
設」という派生概念に「病院」とも何とも名前を付けない場合，これを xに代入すれば「料金を
取って人を泊め，かつ，大勢の患者を収容して診察・治療を行なう施設」という派生概念が出来る
が，これはもちろん，S0 の部分集合を取り出したものに他ならない．
なお今の説明は，国語表現を題材に使っていても，本当は心言語やその認識対象世界についての

説明である．命名ということも，人が外界のもの事に国語の語を割り当てることを意味するのでは
なく，心言語の素元系における何らかの変化を指している．

2.7 格論理学の要点
＄ 以上，心論理学の設計のために私の行なった国語観察と，それから得られた格論理学という

設計図の一部を説明してきた．しかし，日常言語による説明はもう限界なので，格言語の文法論と
意味論の要点説明を以てこの章を結ぶことにする．後は，第 3章・第 4章で数学的・論理学的の予
備知識を得てから，第 5章以降の格論理学の説明を読んでほしい．

2.7.1 文法論の要点
§ 一階述語言語の文法では，

ソクラテスは人だ．人は皆死ぬ．故にソクラテスは死ぬ． (2.7.1)

という文章を矢式では
H(s),∀x

(
H(x)⇒M(x)

)→M(s)
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と表すだろう（「故に」と言っているので，本当は，矢式ではなく推論図にしないといけないが）．
ただし，sが「ソクラテス」に対応する定項で，H(x)とM(x)とがそれぞれ「xは人だ」と「xは
死ぬ」とに対応する述語である [30]．これに対し格言語の文法では，同じ文章が

sπ(h4), h(π∀)m→ sπm (2.7.2)

なる矢式で表される．ただし，sと hとは「ソクラテス」と「人」とに対応する体元で，mは「死
ぬ」に対応する用元である [31]．また，πは係り助詞「は」や格助詞「が」に対応し，4は助動詞
「だ」や連語「である」に対応し，∀ は「皆」や「すべて」に対応し，これらは格言語の算法記号
やその一部を成す．たとえば πは，単独でも算法記号であるが，∀と組みになっても算法記号 π∀
を成す．∀は格言語の限量記号の一つである．
なお，いまもしたし今後もあちこちで，心言語の元が自然言語表現

、
　に
、
　対
、
　応
、
　す
、
　るという言い方をす

るが，その意味には注意を要する．これまでに説明した通り数理心理学者は，論理学者や言語学者
のように「(2.7.2)が (2.7.1)の意味を表す」と考えるのではなく，「(2.7.1)を思い浮かべた日本人の
脳には (2.7.2)に当たる生理的実体が出来ている」「脳にそういう実体の出来ることが即ち (2.7.1)

を思い浮かべることである」「そういう実体が (2.7.1)のような言葉となって表出する」というよう
に考えるのである（仮説 2参照）．
さらに例を挙げれば，「ソクラテスがペンで字を書く」は格言語の文法では

sπ(pδ(lωw))

と表される．ただし，pと lとは「ペン」と「字」とに対応する体元で，wは「書く」に対応する
用元である．また，δとωとは格助詞「で」と「を」とに対応し，πと同様，格言語の算法記号で
あると共に限量記号と組みになって別の算法記号を成す．これら同種の算法記号 π, δ,ω等を「格
助詞」に因んで格と呼び（πは特に主格と呼ぶ），それが「格論理学」という名の由来である．
国語では「ソクラテスがペンで字を書く」を「ペンでソクラテスが字を書く」「字をソクラテス

がペンで書く」等のように語順を変えて言うことができるが，これに対応して格言語の文法では，

pδ
(
sπ(lωw)

)
lω
(
sπ(pδw)

)
等の表現も許される仕組みを備えている．
もう一つ例を挙げれば，「ソクラテスがペンで書くもの」は，格言語では(

sπ
(
pδ(xωw)

))
Ωx

と表される．xは日本語の言葉とは対応しない変数である．Ωxは「ソクラテスがペンで書くもの」
における「もの」に対応し [32]，格言語の算法記号である．
これらの例から察せられると思うが，格言語の文法は，記号の種類や並び方が日本語そのままに

なるよう定めてある．格言語の文法はまた，日本語に見られる「ほとんど」「すこし」などの多様
な限量語に対応するために，限量記号を ∀や ∃以外にも多数備えている．要するに，格言語の文
法は日本語に密着したものなのである．
格言語の文法が日本語に密着したものなら，その他の多様な自然言語との関係は逆に希薄ではな

いか，と思う読者がいるかもしれない．しかしそうではない．そのことをここでは微分積分学にな
ぞらえて説明しよう（さらなる説明が第 7章にある）．
[30]記号 H とM はそれぞれ「human」と「mortal」の頭文字である．「mortal」には適切な訳語が無い．
[31]「体元」「用元」という名は国文法における「体言」「用言」に因む．
[32]英語になぞらえれば，Ωx と x とは関係代名詞とその先行代名詞とに相当する．
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微分積分学では，一変数関数を sin xや ax等の様々な記法で表し，二変数関数を x+yや f(x, y)
等の様々な記法で表す．それと同様に，代数系において単項算法 αを xに施したものは αxや xα

や xα等の様々な記法で表せるし，二項算法 βを x, yに施したものは β(x, y)や xβyや (x, y)β等
の様々な記法で表せる．そして，異なる記法を使えば，実質は等しい代数系でも見かけは異なる．
より一般的に言えば，互いに同形な代数系は，見かけが異なっても実質的には同じものである．た
とえば，実数の全体 Rに加法+を与えて代数系としたものと，正の実数の全体 R+に乗法×を与
えて代数系としたものとは，指数関数 exによって同形であるから，見かけは異なっても実質は等
しい代数系である．格言語という代数系にもこの説明が当てはまる．そして，格言語のこういう見
かけの多様性が自然言語の多様性に反映しているのだと私は考える．ただし，自然言語の多様性は
格言語の見かけの多様性だけで説明できるものではない．数理心理学者は，論理学者や言語学者と
は異なり，格言語に当たる生理的実体が脳に存在してそれが言葉として表出するのだと考えるが，
格言語が言葉として表出する際には，記号の喪失等の格言語の変形が起きる．たとえば英語では
（「英国人の心言語からの表出では」と言うのが正確），主格πは常に喪失する．そういう変形の
多様性も自然言語の多様性に反映しているのだと私は考える．この太字部二つを実証するには世界
中の言語を調べなければならないが，以上のような理由で，格言語の文法は日本語以外の自然言語
にも密着していると私は信じる．

2.7.2 意味論の要点
§ 以上のような次第で，たとえば「ピーターがレタスを畑で食べる」という文における心言語

の算法記号の現れ名残は，格助詞の「が」「を」「で」であると考える．それでは，これに対応して
格言語の意味論をどう行なうべきか．これについての私の考えの要点を説明しよう．
数学では，たとえば 3変数関数 fの値は f(x, y, z)で表し，それで用が済む．しかし，fを右端に

置いて (x, y, z)fと書いても一向に差し支えない [33]．次に，この関数 fにおいて x, y, zにそれぞれ
a, b, cを代入して得られる値は，もちろん (a, b, c)fであるが，これを次のように解釈することが
できる．先ず，(x, y, z)fにおける zだけを cに定めた (x, y, c)fは，xと yとを変数とする 2変数関
数の値とみなせる．そこでこの関数を c3fで表すことにする．cと fとの間に 3を置いたのは，三
番目の変数 zを cと定めたということを明示するためである．そうすると (x, y, c)f = (x, y)(c3f)

が成り立つ．次に，(x, y)(c3f)における yだけを bに定めた (x, b)(c3f)は，xを変数とする 1変
数関数の値とみなせる．そこでこの関数を b2(c3f)で表すことにする．bと (c3f)との間に 2を置
いたのは，さっきと同じ理由からである．そうすると，(x, b)(c3f) = (x)(b2(c3f))が成り立つ．次
に，(x)(b2(c3f))における xを aに定めた (a)(b2(c3f))は，定値すなわち 0変数の関数であるか
ら，これまで同様 a1(b2(c3f))で表すことにする．そうすると結局，次の式が成り立つ．

f(a, b, c) = (a, b, c)f = (a, b)(c3f) = (a)(b2(c3f)) = a1(b2(c3f))

数学の普通の考え方では fという 3変数の関数しか考えないところを

f c3f b2(c3f) a1(b2(c3f))

という 3変数から 0変数までの四つの関数を考えるところが味噌である．次に，記号 f, a, b, c, 1, 2, 3
をそれぞれ「食べる」「ピーター」「レタス」「畑」「が」「を」「で」に置き換え，括弧を除く．そう

[33]一変数関数に即して言えば，関数 f の x における値を fx と書くのは欧語式である．たとえば sin x は「sine of x」等
の略記法であろう．日本語式なら「xの正弦」と語順が逆転する．従って，関数の値も日本語式なら xfと書くべきである．
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すると，上の四つの関数から次の四つの日本語文ができる．

食べる 畑で食べる レタスを畑で食べる ピーターがレタスを畑で食べる

記号を置き換えただけなので，これらの日本語文もそれぞれ上記の関数を表す．
「日本語文というのは総て，こういうように何らかの関数の表現になっているのではないか」とい
うのが，心言語の意味論を行なうに当たっての私のそもそもの発想である．そうすると，a1(b2(c3f))
における 1, 2, 3は格助詞「が」「を」「で」に当たるので数字で表すのはもう妥当ではないから，た
とえば「π」「ω」「δ」のような文字で表すことにする．「が」が主格を表すので「principal」の頭
文字「p」に当たるギリシア文字「π」を「が」に当て [34]，音の類推から「ω」と「δ」とを「を」
と「で」とに当てたのである．
なお，この種の考え方は，たとえばモンタギュー意味論の中に既にあり（それは英語についての

ものであるが），私もそれから着想を得た．しかし，第 2.3節で説明したような「限量語が助詞と
組みを成す」と考えてそれに対応する意味論を行なうという発想は，モンタギューにもその他の研
究者にも無かったものと思われる．
ただし，限量語に関わるそういう意味論についても，格言語の算法Ωxに対応する意味論につい

ても，ここではもう要点の説明をしない．読者にとって，要点説明ではなく第 5章以降の精密な説
明に直接当たる方が，理解の早道であろう．

[34]英文法では「主格」を「nominative case（指名格，任命格）」と呼ぶ．
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第3章 論理代数学

¢ 第 1章で数理心理学の基本的な考え方を説明した中で，数理心理学の
、
　当
、
　面
、
　の課題は心言語と

いう形式言語上の論理学すなわち心論理学を研究することであると述べた．そして私自身の心論理
学の設計図は，第 6章で格論理学と名付けて示す予定である．しかしその設計図は，提示後も数理
心理学の発展に応じて変更されてゆく可能性が大きい．そのため，格論理学という特殊な論理学が
目標であっても，一般的な論理学の見地に立っておくことが望ましい．そこでまずこの章で，論理
学を一般的に論ずるために必要な代数学について説明する．ただし，代数学は通常は「代数系」の
学と解され（第 1.2.1項参照），また「全域的な」代数系が用いられることが多いが，この章の代
数学の主役は，全域的代数系の程よい一般化である「型付代数系」と，通常の代数系をさらに抽象
して出来る「界」である．第 1.4.1項で触れたように論理学の三本柱は形式言語の文法論・意味論・
演繹論であるが，型付代数系は主に文法論と意味論に関連し，界は意味論と演繹論に関連する．

3.1 代数系
＄ 「代数系」は集合と「算法」族の組みであるので，算法と関連概念の定義から始める．

定義 3.1.1 集合Aの直積Anの部分集合DからAへの写像αをA上の算法と呼び (n = 1, 2, . . .)，
D,αDそれぞれをαの定義域・値域と呼ぶ．定義域をDomαで表し，値域を Imαで表す [1]．D 6= ∅
のとき，nを αの項数と呼ぶ．D = ∅のときは（このとき，端書きに記した空集合律により α = ∅
である），αは空算法であると言い，任意の自然数が αの項数であると考える [2]．また，D = An

のとき，αを汎算法と呼んだり αは全域的であると言ったりする [3]．
自然数 nが算法 αの項数であるとき，αは n項算法であると言う [4]．ただし，一項算法は単項
算法とも呼ぶ．算法は写像の一種であるから，算法の記法は写像の通常の記法に準ずる．つまり，
αが集合 A上の n項算法 (n ≥ 1)であるとき，(a1, . . . , an) ∈ Domαに算法 αを適用して出来る
Aの元は α(a1, . . . , an)で表す．ただし，αが二項算法の場合には，これまた慣例に従って α(a, b)
を aαbと書くことが多い．また単項算法の場合は，やはり慣例に従って，α(a)を αa, aα, aαな
ど様々な記号で表す．他方，慣例に反して，括弧はできるだけ使わない．たとえば，先程の値域
αDは α(D)と書くのが慣例である．

例 3.1.1 第 1.3節で説明した通り，機械・工場が実行できる工程は，原材料と生産物の全体上の算
法として抽象される．数理心理学の観点から見れば，これが算法の最も重要な例である．こういう
算法は全域的でないものが多い．

[1]記号「Dom」と「Im」はそれぞれ「domain」と「image」に因む．
[2]項数のこの定義に不満の読者は，D ̸= ∅ のときは単元集合 {n} を α の項数と定義し，D = ∅ のときは自然数の全体 N
を α の項数と定義して，以下を適宜に読み換えればいい．

[3]従って汎算法は，A = ∅ でない限り空算法ではない．
[4]従って空算法は，任意の自然数 n に対して n 項算法である
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乗法群や加法群における逆元算法 x−1 や −xは単項汎算法である．半群・群・環 [5]・体におけ
る乗法 x · yや加法 x + yはもちろん二項汎算法であるが，群・環・体の通常の定義には現れない
除法 x/y = xy−1 や減法 x − y = x + (−y)も二項算法であり，環・体における除法は全域的では
ない．また，環 Rの元を成分とするあらゆる大きさの行列の全体をM(R)で表すと，行列の加法
と乗法もM(R)上の二項算法であり，どちらも全域的ではない（問題 3.4.1参照）．
なお，体 K上の線形空間 V における k ∈ Kと v ∈ V の積 kvは，通常は Kを作用団とする V 上
の「外的算法」として扱い，定義 3.1.1の意味での V 上の算法とは考えない．しかし，これとても
V 上の単項算法とみなすことができる．つまり，V には加法の他に Kを添数集合とする単項算法
族 (αk)k∈Kがあって kvの kは αkの略記であると考えるのである．こう考えれば，外的算法は一
般に，定義 3.1.1の意味での単項算法とみなすことができる．

定義 3.1.2 集合 A上の n項算法 αについて，Aの部分集合 Bが

α(Bn ∩Domα) ⊆ B

なる条件をみたすとき，Bは αで閉じているとか，αは Bを閉ざすとかと言う [6]．このときまた，
α|Bn∩Domαは B上の算法とみなせる．そうみなしたものを αの Bへの制限と呼ぶ．対照的に Bが

α−1B ⊆ Bn ∩Domα

なる条件をみたすとき，Bは αで外に閉じているとか，αは Bを外に閉ざすとかと言う [7]．そこ
で，上記通常の意味の「閉じている」「閉ざす」には「内に」を冠することもある．

問題 3.1.1 集合A上の算法 αに対し，Aの部分集合 Bi (i ∈ I)がすべて αで閉じていれば，交わ
り⋂i∈I Biも αで閉じている．また，Bi (i ∈ I)がすべて αで外に閉じていれば，和⋃i∈I Biも α

で外に閉じている．

注意 3.1.1 代数系に関わる概念を「有限性の制約」を外すことによって拡張できる場合がある．定
義 3.1.1と定義 3.1.2で定めた算法についての諸概念もそうであり，特に n項算法なる概念と，そ
れで内外に閉じているという概念を，nが順序数の場合にまで拡張することができる（順序数につ
いては第 3.33.2項参照）．拡張するには任意の集合Aに対して直積Anを定義すればいいが，それ
は，有限順序数の場合に倣って次のようにすればいい．ただし，Oは順序数の全体の領域を表す．

An = {i ∈ O | i < n}→A
こう定義される順序数を項数とする算法を広義の算法と呼ぶ．
たとえば，数列の極限は広義の算法である．つまり，非負整数の全体 Z0を普通に順序集合とみ

なしたときの順序型を ωで表せば，実数の全体 Rの直積 Rω は実数列 (an)n=0,1,... の全体であ
り，収束実数列 (an)n=0,1,...に極限 lim

n→∞anを対応させる写像は，R上の非全域的なω項算法で
ある．そして，Rの部分集合 Sが算法 lim

n→∞で閉じていることは，Sが閉集合であることに他なら
ない．なお Rの完備性により， lim

n→∞の定義域は完備列（コーシー列）の全体に等しい．
極限の概念は有理数の全体QにおいてもRでと同様に定義されるから，Qにおいても算法 lim

n→∞
が定義されるが，Qは完備ではないから，Qでの lim

n→∞は Rでの lim
n→∞の制限とは異なる．

[5]環には乗法についての単位元があるものとする流儀とそうでない流儀がある．本書では前者の流儀をとる．
[6]従って Bn ∩Domα = ∅なら，たとえば B = ∅なら，Bは αで閉じている．また，αが空算法なら，Aの任意の部分
集合は α で閉じている．なお，「閉じている」という言い方は位相空間論に因む（注意 3.1.1 参照）．

[7]従って α−1B = ∅ なら，たとえば B = ∅ なら，B は α で外に閉じている．
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なおこの定義によれば，nが有限順序数の場合には，An = {0, 1, . . . , n− 1}→Aとなるので，An
の元は (a0, a1, . . . , an−1)と書くべきである．しかしそれでは添数の記法が煩わしいので，やはり
An = {1, . . . , n}→Aと定めて，An の元は (a1, . . . , an)と書くことにする．

定義 3.1.3 集合 Aとその上の算法族 (αλ)λ∈Λ の組み (A, (αλ)λ∈Λ) を代数系または系と呼び [8]，
A, Λ, (αλ)λ∈Λそれぞれを，この代数系の台（詳しくは台集合）・算号系・代数構造と呼ぶ [9]．た
だし，算号は算法記号を指す．また，すべての λ ∈ Λに対して αλが汎算法であるとき，この代数
系を汎代数系と呼んだり，この代数系は全域的であると言ったりする [10]．さらに，Λを算号系と
する代数系とその代数構造を Λ代数系・Λ代数構造とも呼ぶ．以上の定義において Λ = ∅の場合
は除外しない．すなわち，∅代数系は集合に他ならない [11]．誤解の恐れの無い場合には色々な略
記法を用いる．たとえば，例 3.1.1で既にしたように算法 αλ を算号 λで表したり，次の定義での
ように，代数系をその台のみで表したりする．

定義 3.1.4 二つの代数系A,Bが共通の算号系Λを持ち，各 λ ∈ Λに対応するA,Bの算法が共通
の項数を持つとき，Aと Bは同類の代数系であると言う．

注意 3.1.2 同類という関係は反射律と対称律に従う（第 3.9.2項参照）．つまり，代数系はそれ自
身と同類であり，代数系 Aが代数系 Bと同類なら，Bは Aと同類である．しかし，同類という関
係は推移律には従わない．つまり，Aと Bが同類の代数系であり Bと Cが同類の代数系であって
も，Aと Cが同類とは限らない．なぜなら，A,B,Cの代数構造は同一の算号系Λによってそれぞ
れ (αλ)λ∈Λ, (βλ)λ∈Λ, (γλ)λ∈Λ とは書けるが，βλ が空算法の時には，αλ と γλ が共通の項数を
持つとは限らないからである．ただし，各 λ ∈ Λについて次の二つのことのいずれかが成り立て
ば，Aと Cは同類である．

1. αλ, γλ のいずれかは空算法である． 2. βλ は空算法でない．

なぜなら，αλ, βλ, γλのいずれも空算法でなければ，これらが共通の
、
　唯
、
　一
、
　の項数を持つからである．

例 3.1.2 第 1.3節で説明した通り，機械は代数系として抽象される．すなわち，この機械が実行
できる工程の全体が代数構造に相当し，原材料と生産物の全体が台に相当する．数理心理学の観点
から見れば，これが代数系の最も重要な例である．その次に重要な例は普遍型付代数系であるが，
これについては第 3.4節以降で説明する．こういう代数系は全域的でないものが多い．
半群と群は，通常のように加法のみまたは乗法のみが代数構造を成すとみなせば，互いに同類の

汎代数系である．環と体も，加法と乗法が代数構造を成すとみなせば，互いに同類の汎代数系で
ある．ただし環・体は，除法を代数構造に入れれば汎代数系ではない．体 K上の線形空間も，例
3.1.1に沿って加法だけでなく Kを添数集合とする単項算法族 (αk)k∈Kも代数構造に含まれるとみ
なせば，互いに同類の汎代数系である．

注意 3.1.3 集合 A上の算法とは，ある自然数 nに対して An のある部分集合から Aへの写像の
ことであった．これの類似概念に，A+ =

⋃
n∈NA

nのある部分集合DからAへの写像もある．し
かし，こういう概念について考察する必要はないと思われる．なぜなら，αがそういう写像なら，

[8]たとえば「部分代数系」の様に，「代数系」に形容詞句を付けると長たらしくなる場合に「代数」を省略して「部分系」
と呼んだりする．「線形空間」に対して「部分線形空間」を「部分空間」と略すのと同様である．

[9]「代数系」を「代数的構造」と呼ぶ学派があるようなので注意を要する．
[10]従って，汎代数系の代数構造に属す算法は，台が空集合でない限り空算法ではない．
[11]定義の論理的帰結で，∅ 代数系は汎代数系でもある．
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αのAn ∩Dへの制限を αnで表すとき，αnはA上の n項算法であって (n ∈ N)，組みA,αにつ
いて考察することは恐らく，代数系 (A, (αn)n∈N)について考察することに当たるからである．

3.2 部分系
＄ この節を通じて，そうでない旨断らない限り，(A, (αλ)λ∈Λ)を任意の代数系とし，nλと Aλ

をそれぞれ αλ の項数と定義域とする [12]．
「部分系」の概念は部分群・部分環・部分体などの概念を一般化するものである．ただし，部分
群・部分環・部分体がもとの代数系と同類の代数系であって空集合でないのに対し，代数構造が沢
山の算法から成る代数系の理論では，もとの代数系と同類でない部分系も重要な役割を演じ，次の
定義によれば空集合は部分系となる．

定義 3.2.1 算号系Λをその部分集合Mに制限すれば，代数系 (A, (αµ)µ∈M)が出来る．これをも
との代数系の算部分系と呼び AM で表す．
Aの部分集合 Bがすべての λ ∈ Λについて αλ で閉じていれば，すなわち⋃

λ∈Λ

αλ(B
nλ ∩Aλ) ⊆ B (3.2.1)

をみたせば，αλのBへの制限βλによって代数系 (B, (βλ)λ∈Λ)が出来る．これをもとの代数系の台
部分系と呼ぶ．従って，台部分系はもとの代数系と同類の代数系である [13]．
算部分系の台部分系を部分系と呼ぶ．より詳しくは，算部分系AMの台部分系をM部分系と呼

ぶ．算部分系の定義においてM = Λの場合と，台部分系の定義において B = Aの場合とは，どち
らも除外していないから，算部分系と台部分系は部分系の一種である．なお，(3.2.1)は B = ∅で
あれば自明にみたされるから，∅は任意のMに対してM部分系である．
部分系も代数系であるので，それを台のみで表示することもある．また，台部分系は条件 (3.2.1)

をみたす部分集合によって定まるので，そういう部分集合のことを台部分系と呼ぶこともある．以
下の説明中の「台部分系」がこの意味なのか本来の意味なのかは，文脈から判断してほしい．
以上の定義において，定義 3.1.3と同様，Λ = ∅の場合は除外しない．すなわち，∅代数系は集

合に他ならないが，その部分系も部分集合に他ならない．

例 3.2.1 例 3.1.2で触れた機械を抽象して得られる代数系においては，算部分系は，その機械が実
行できる工程を減らした機械に相当する．これに対し台部分系は，工程はそのままで原材料の範囲
を制限する（それに応じて生産品の範囲も制限される）ことによって得られる．
環と体を通常のように加法と乗法が代数構造を成すものとみなせば，部分環・部分体はそれぞれ

環・体の台部分系である．群についても同様である．しかし逆は正しくない．なぜなら，群の部分
集合が部分群であるためには，逆元算法によっても閉じていることが必要だからである．それや
これやの理由で，群の代数構造には逆元算法も含まれるとみなす方が合理的である（例 3.13.1参
照）．環の可逆元の全体は乗法に関する算部分系である． 終

定義 3.2.1の下で成り立つ基本的な事柄を以下に述べるが，これらは群論の知識があれば容易に
類推でき，しかも多くは第 3.24節で界についての事柄へと一般化する．そこでここではすべてを，
証明無しに，あるいは略解付の問題として述べる．
[12]Aλ ̸= ∅ なら nλ は αλ の唯一つの項数であるが，Aλ = ∅ なら，nλ は αλ の項数の一つである．
[13]Aλ ≠ ∅ であっても，Bnλ ∩ Aλ = ∅ なら βλ は空算法となるが，その場合も nλ は βλ の項数の一つである．
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問題 3.2.1 BがAの台部分系でM ⊆ Λなら，BはAMの台部分系である．B,CがAの台部分系
で C ⊆ Bなら，Cは Bの台部分系である．Bが Aの台部分系で Cが Bの台部分系なら，Cは A

の台部分系である．

問題 3.2.2 部分系の定義において，算部分系を作る操作と台部分系を作る操作を任意の順に何回
も繰り返して得られるもの，たとえば台部分系の算部分系や，算部分系の台部分系のそのまた算部
分系などは顧慮する必要がない．

略解 算部分系を作る操作と台部分系を作る操作をそれぞれ Oと Sで表せば，二続きの操作 SO

とOOと SSはそれぞれOSとOと Sで置き換えられる．

問題 3.2.3 Aはそれ自身が Aの台部分系であり，Aの台部分系の交わりは Aの台部分系である．

略解 問題 3.1.1による．

定義 3.2.2 問題 3.2.3により，Aの任意の部分集合 Sに対して，Sを含む最小の Aの台部分系が
存在する．Sを含む Aの台部分系すべての交わりがそれである．これを，Aにおける Sの算包と
か，Aの Sによって生成される台部分系とかと呼び [14]，通常は [S]で表すが，AやΛを明示する
必要があるときは，[S]A や [S]Λ を使い，A算包とか Λ算包とかと呼ぶ．A = [S]のとき，Aは S

で生成されるとか，Sは Aの生成系であるとかと言う．また，Aが有限部分集合で生成されると
き，Aは有限生成であると言う．なお，この定義によれば [∅] = ∅, [S]∅ = Sである．

問題 3.2.4 BをAのM部分系 (M ⊆ Λ)とし S ⊆ Bとする．そうすると [S]B ⊆ [S]Aが成り立つ．
M = Λすなわち Bが Aの台部分系の場合には [S]B = [S]A が成り立つ（問題 3.2.11参照）．従っ
て [S]B = [S]AM = [S]([S]A)M，特に [S]A = [S][S]A が成り立つ．

略解 A ′ = [S]A, B
′ = [S]Bと定める．そうすると，A ′ ∩BはAMの台部分系であり，従って Bの

台部分系であって Sを含むから，B ′ ⊆ A ′ ∩B ⊆ A ′が成り立つ．BがAの台部分系なら，B ′はA

の台部分系であって Sを含むから，B ′ ⊇ A ′，従って B ′ = A ′が成り立つ．そこで特に B = A ′と
すれば，A ′ = [S]A ′ を得る．Aを Bに変えて同様に B ′ = [S]B ′ を得る．これと B ′ が AM と A ′

M

の台部分系であることから，B ′ = [S]AM = [S]A ′
M
を得る．

問題 3.2.5
⋃
λ∈Λ Imαλ ⊆ B ⊆ Aなら，Bは Aの台部分系である．

略解 ⋃
λ∈Λ αλ(B

nλ ∩Aλ) ⊆
⋃
λ∈Λ αλ(Aλ) =

⋃
λ∈Λ Imαλ ⊆ Bだからである．

問題 3.2.6 S ⊆ A, M ⊆ Λ なら [S] ⊆
[
S ∪

⋃
λ∈Λ−M Imαλ

]
M
が成り立つ．従って特に [S] ⊆

S ∪
⋃
λ∈Λ Imαλ が成り立つ（このことは問題 3.2.7と問題 3.2.8により精密化される）．

略解 問題 3.2.5とM算包の性質により [S ∪⋃λ∈Λ−M Imαλ
]
M
が Aの台部分系であって Sを含

むからである．

[14]「算包」は「算法によって出来る包」の意味である．「台部分系についての包」と考えれば「台包」と呼ぶのがいい（第
3.18.2 項参照）．「生成される」と言う理由は問題 3.2.7 – 問題 3.2.9 を見れば分かるであろう．
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問題 3.2.7 Aの任意の部分集合 Sに対して，Aの部分集合 Sn (n = 0, 1, . . .)を次のように帰納
的に定め，Sn を Sの n包と呼び，S0, S1, . . .を Sの包列と呼ぶ．すなわち，まず S0 = Sと定め，
n ≥ 1であって Sn−1 が定められたとき，

Sn = Sn−1 ∪
⋃
λ∈Λ

αλ
(
(Sn−1)

nλ ∩Aλ
)

と定める．このとき [S] =
⋃
n≥0 Snが成り立つ．また，SがAの台部分系であるためには，S1 ⊆ S

なることも S1 = Sなることも必要十分である．

注意 3.2.1 実は，n = 1, 2, . . .について Sn = S ∪
⋃
λ∈Λ αλ

(
(Sn−1)

nλ ∩ Aλ
)，従って [S] = S ∪⋃

λ∈Λ αλ
(⋃

n≥1(Sn−1)
nλ ∩Aλ

) が成り立つ．
略解 定義により S1 = S ∪

⋃
λ∈Λ αλ(S

nλ ∩ Aλ) であるので，Sが台部分系であることは S1 ⊆ S

なることとも S1 = Sなることとも同等である．
B =

⋃
n≥0 Snと定める．任意のnに対して Sn ⊆ [S]なることがnについての帰納法で容易に示さ

れるから，S ⊆ B ⊆ [S]が成り立つ．他方，λ ∈ Λ, (a1, . . . , anλ) ∈ Bnλ ∩Aλとすれば，ai ∈ Sli な
る liがあり (i = 1, . . . , nλ)，定義により S0 ⊆ S1 ⊆ · · · が成り立つので，n = max {l1, . . . , lnλ }+1

と定めれば，αλ(a1, . . . , anλ) ∈ Sn ⊆ Bが成り立つ．これは Bが台部分系であることを示す．従っ
て [S] = Bが成り立つ．

注意 3.2.2 (広義の帰納法) 通常の帰納法は，自然数の全体 Nの部分集合 P で次の二条件をみた
すものが Nに限ることによる（問題 3.8.1参照）．

1. 1 ∈ P 2. n ≥ 2で n− 1 ∈ Pなら n ∈ P

しかし，条件 1と次の条件 3をみたす Nの部分集合 Pが Nに限ることが（帰納法で）示される．

3. n ≥ 2で 1, . . . , n− 1 ∈ Pなら n ∈ P

そしてこのことにより帰納法が拡張される．たとえば次の問題 3.2.8の略解での「帰納法」は広義
の帰納法を指す．ただし狭義・広義いずれの帰納法でも，問題 3.2.7や問題 3.2.8でのように，Nの
代わりに非負整数の全体 Z0 などを使うこともある．

問題 3.2.8 Aの任意の部分集合 Sに対して，Aの部分集合 Sn (n = 0, 1, . . .)を次のように帰納
的に定め，Sn を Sの n圏と呼び，S0, S1, . . .を Sの圏列と呼ぶ．すなわち，まず S0 = Sと定め，
n ≥ 1であって S0, . . . , Sn−1 が定められたとき，Sn を集合{

αλ(a1, . . . , anλ)
∣∣ λ ∈ Λ, (a1, . . . , anλ) ∈ Aλ, ai ∈ Sli (i = 1, . . . , nλ), n =

∑nλ
i=1 li + 1

}
と定める．このとき [S] =

⋃
n≥0 Snが成り立つ．また，SがAの台部分系であるためには，S1 ⊆ S

なることが必要十分である．

略解 定義により S1 =
⋃
λ∈Λ αλ(S

nλ ∩Aλ)であるので，Sが台部分系であることは S1 ⊆ Sなる
ことと同等である．
B =

⋃
n≥0 Snと定める．任意の nに対して Sn ⊆ [S] なることが nについての帰納法で容易に示

されるから，S ⊆ B ⊆ [S]が成り立つ．他方，λ ∈ Λ, (a1, . . . , anλ) ∈ Bnλ ∩Aλとすれば，ai ∈ Sli
なる liがあり (i = 1, . . . , nλ)，n =

∑nλ
i=1 li + 1と定めれば，αλ(a1, . . . , anλ) ∈ Sn ⊆ Bが成り立

つ．これは Bが台部分系であることを示す．従って [S] = Bが成り立つ．
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問題 3.2.9 Aの元 aと部分集合 Sが a ∈ [S]をみたすためには，Aの元の列 a1, . . . , an (n ≥ 1)で

ai ∈ S ∪
⋃
λ∈Λ

αλ
(
{a1, . . . , ai−1}

nλ ∩Aλ
)

(i = 1, . . . , n)

と an = aをみたすものの存在することが必要十分である（こういう列を aの S生成列と呼ぶ）．

略解 a1, . . . , an が aの S生成列であれば，a1 ∈ Sであり，a1, . . . , ai は ai の S生成列である
(i = 1, . . . , n)．そこで，長さ nの S生成列を持つ元は [S]に属すことが，nについての帰納法で示
される．また，a = αλ(a1, . . . , anλ)であって a1, . . . , anλ のそれぞれに S生成列があれば，それ
ら S生成列を繋げて最後に aを付け加えた列が aの S生成列になる．そこで，Sの n包に属す元
には S生成列のあることが，n (≥ 0)についての帰納法によって示される．

問題 3.2.10 A の部分集合 S と U が U ⊆ S をみたせば，S,U の包列と圏列それぞれについて
Un ⊆ Sn が成り立ち (n = 0, 1, . . .)，従って [U] ⊆ [S]が成り立つ．

問題 3.2.11 Bが Aの部分系で S ⊆ Bなら，Sの Bにおる n包は Sの Aにおる n包に含まれ
(n = 0, 1, . . .)，特に BがAの台部分系の場合には，Sの Bにおける包列は SのAにおける包列に
等しい．以上は圏列についても同様に成り立つ（問題 3.2.4参照）．

略解 BがAのM部分系 (M ⊆ Λ)であるとし，各 µ ∈Mに対して，αµの Bへの制限を βµで表
し，Domβµを Bµで表す．Sの A,Bにおける n包をそれぞれ Sn, SB,nで表すと，n ≥ 1のとき，
各 µ ∈ Mに対して βµ

(
(SB,n−1)

nµ ∩ Bµ
)
= αµ

(
(SB,n−1)

nµ ∩ Aµ
)が成り立つので，SB,n ⊆ Sn

であることと，B が台部分系の場合には SB,n = Sn であることが，n についての帰納法で示さ
れる．次に n圏については，Sの A,Bにおける n圏を Sn, SB,n で表せば，Bが台部分系の場合，
(a1, . . . , anλ) ∈ Aλ, ai ∈ Sli , Sli = SB,li (i = 1, . . . , nλ)であれば (a1, . . . , anλ) ∈ Bnλ∩Aλ = Bλ

であることに注意すればいい．

問題 3.2.12 Aの部分集合 Sの n包 Snについて Sn =
⋃
U∈P ′SUn =

⋃
M∈P ′Λ SM,nが成り立つ．

ただしUnと SM,nは，Uの n包と SのAMにおける n包である (n = 0, 1, . . .)．圏列についても
同様のことが成り立つ．従って [S] =

⋃
U∈P ′S[U] =

⋃
M∈P ′Λ[S]Mが成り立つ（問題 3.18.12参照）．

略解 Sn ⊆
⋃
U∈P ′SUnは，nについての帰納法で次のように示される．S =

⋃
s∈S{s}であるから，

n = 0のときはいい．そこで n ≥ 1とし，任意の a ∈ Sn をとる．a ∈ Sn−1 なら，帰納法の仮定
により a ∈ Un−1 なる U ∈ P ′Sがある．a = αλ(a1, . . . , anλ), a1, . . . , anλ ∈ Sn−1 なら，帰納法
の仮定により各 i ∈ {1, . . . , nλ}に応じて ai ∈ U(i)

n−1 なる U(i) ∈ P ′Sがあり，U =
⋃nλ
i=1U

(i) と
定めれば，U ∈ P ′Sであって，各 i ∈ {1, . . . , nλ}に対して ai ∈ Un−1 が成り立つ．従っていずれ
にしても，a ∈ Un なる U ∈ P ′Sがある．
Sn ⊆

⋃
M∈P ′Λ SM,n は，nについての帰納法で次のように示される．n = 0のときはいい．そ

こで n ≥ 1とし，任意の a ∈ Sn をとる．a ∈ Sn−1 なら，帰納法の仮定により a ∈ SM,n−1 な
るM ∈ P ′Λ がある．a = αλ(a1, . . . , anλ), a1, . . . , anλ ∈ Sn−1 なら，帰納法の仮定により各
i ∈ {1, . . . , nλ}に応じて ai ∈ SMi,n−1 なるMi ∈ P ′Λがあり，M = {λ} ∪

⋃nλ
i=1Mi と定めれば，

M ∈ P ′Λであって，各 i ∈ {1, . . . , nλ}に対して ai ∈ SM,n−1が成り立つ．従っていずれにしても，
a ∈ SM,n なるM ∈ P ′Λがある．
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問題 3.2.13 a ∈ A, S ⊆ Aであって a1, . . . , an は aの S生成列であるとする．このとき，U =

{a1, . . . , an}∩ Sと定めれば，a1, . . . , anは aのU生成列でもある．また，ai /∈ Sなる番号 iおの
おのに応じて ai ∈ αλ

(
{a1, . . . , ai−1}

nλ ∩Aλ
) なる λ ∈ Λを一つずつとり，それら λの全体をM

と定めれば，a1, . . . , an は aの AM における S生成列でもある [15]．

問題 3.2.14 Aが部分集合 Sで生成されて Aの部分集合 Bが任意の λ ∈ Λに対して αλ で外に閉
じていれば，Λの部分集合M = {λ ∈ Λ | α−1

λ B 6= ∅}に対して B ⊆ [S ∩ B]M が成り立つ．

略解 Sの n圏 Sn に対し Sn ∩ B ⊆ [S ∩ B]M なることが nについての帰納法で示される．

定義 3.2.3 Aの部分集合 A −
⋃
λ∈Λ Imαλ を代数系 (A, (αλ)λ∈Λ)の算法余白または集合 Aの算

法族 (αλ)λ∈Λ に関する余白と呼ぶ（問題 3.33.22参照）．

問題 3.2.15 Aの算法余白は，Aの任意の生成系に含まれる．

略解 問題 3.2.6による．

問題 3.2.16 Bを Aの部分系とし P,Qを A,Bの算法余白とすれば，P ∩ B = P ∩Qが成り立つ．

問題 3.2.17 Pを Aの算法余白とし R ⊆ PかつM ⊆ Λとすれば，Rが [R]Mの算法余白であって
P ∩ [R]M = Rが成り立つ．

略解 B = [R]Mと定めQを Bの算法余白とすれば，R ⊆ P∩B ⊆ Qが成り立ち，他方で問題 3.2.4

により B = [R]B，従って問題 3.2.15によりQ ⊆ Rが成り立つ．

定理 3.2.1 超限基数 b が #Λ ≤ b をみたして A の部分集合 S に対して #S ≤ b をみたせば，
#[S]Λ ≤ bが成り立つ．

証明 まず，Sの包列 Sn (n = 0, 1, . . .)について #Sn ≤ b (n = 0, 1, . . .)が成り立つことを nに
ついての帰納法で示そう．これは n = 0のときは，問題 3.2.7により S0 = Sであるから成り立つ．
そこで n ≥ 1と仮定する．そうすると問題 3.2.7により Sn = Sn−1 ∪

⋃
λ∈Λ αλ

(
(Sn−1)

nλ ∩Aλ
)が

成り立つ．帰納法の仮定により#Sn−1 ≤ b，従って各 λ ∈ Λに対して

#
(
αλ
(
(Sn−1)

nλ ∩Aλ
))

≤ #
(
(Sn−1)

nλ ∩Aλ
)
≤ #

(
(Sn−1)

nλ
)
≤ bnλ

が成り立つが，bが超限基数であるから bnλ = bとなる．従って#Sn ≤ b+(#Λ)bであるが，bが超
限基数であって#Λ ≤ bであるから，b+(#Λ)b = b+b = bとなる．これで#Sn ≤ b (n = 0, 1, . . .)

が証明された．そうすると，問題 3.2.7により [S]Λ =
⋃
n≥0 Sn であるから，可算基数 aについて

#[S]Λ ≤ abが成り立つ．a ≤ bなることより ab = bであるから，これでこの定理は証明された．

注意 3.2.3 代数系の概念も，有限性の制約を外すことによって拡張することができる．すなわち，
「算法」の範囲を注意 3.1.1において定義した広義の算法にまで広げればいい．そうして出来る広義
の代数系についても，部分系や算包の概念を普通の代数系とまったく同様に定義することができ，
問題 3.2.6までと問題 3.2.10の [U] ⊆ [S]なる結論が成り立つ．

[15]この問題は佐々木謙氏の着想に基づく．
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問題 3.2.7を広義の代数系用に拡張することもできる．そのことを後記のことを先取りして説明
しよう．すなわち，(A, (αλ)λ∈Λ)を広義の代数系とするとき，問題 3.2.7における 1包の定義に倣っ
て，写像 φ ∈ PA→PAを次のように定める．

φS = S ∪
⋃
λ∈Λ

αλ(S
nλ ∩Aλ) (S ∈ PA)

そうするとまず，S ∈ PAがAの台部分系であるためには，φS ⊆ Sなることが必要十分である．ま
た，φが増写であるので定理 3.18.3により，φの閉写包φ∞について [S] = φ∞Sが成り立つ．他方
で問題 3.33.17により，各順序数 βに対して写像 φβ ∈ PA→PAが定義され，φ∞S =

⋃
β∈Oφ

βS

が成り立つ（Oと後出の Z0の意味は注意 3.1.1でと同じ）．従って，φβSを Sの β包と呼ぶこと
にすれば問題 3.2.7が拡張される．なお，問題 3.2.7においては [S] =

⋃
n∈Z0 φ

nSとなる理由は，
問題 3.18.13と問題 3.18.34により解明される（注意 3.33.5参照）．圏列・生成列の概念とそれに
関わる命題は，広義の代数系用に然るべく拡張することはできないようである．

問題 3.2.18 (✓) Rに広義の算法 lim
n→∞から成る代数構造を与えて作った広義の代数系では，部分

集合の算包は位相空間 Rでの閉包に等しい（注意 3.1.1参照）．特に，[Q] = Rが成り立つ．

3.3 擬写と準写
＄「擬写」「準写」は，数学的には同類の代数系同士を比較するための概念であるが，数理心理
学の観点からは，第 1.2.2項で述べた「機械が機械を

、
　使
、
　うとは如何なることか」という疑問に答え

る概念でもある．そのことをまず，「使う」を「操作する」と言い換えて説明しよう．
機械 Aが機械 Bを操作できるためには，Aから Bへの伝達機構がなくてはならない．機械 A,B

は代数系A,Bと抽象されるから，この伝達機構の一部として，まず集合Aから集合 Bへの何らか
の写像 fがあるだろう．そして，「Aが Bを操作する」と言うからには，Aでの各工程 αに Bでの
何らかの工程 βを対応させる伝達機構もあって，Aが原材料 (a1, . . . , an)に αを施して aを生産
するのに応じて，Bは (fa1, . . . , fan)に βを施して faを生産するだろう（図 3.1参照）．そうす

図 3.1: 機械 Aが機械 Bを操作するの図

(a1, . . . , an)
機械 A での変換 α−−−−−−−−−−−→ a

伝達機構 f

y y伝達機構 f

(fa1, . . . , fan) −−−−−−−−−−−→
機械 B での変換 β

fa

ると，a = α(a1, . . . , an), fa = β(fa1, . . . , fan)であるから，次の式が成り立つ．

f
(
α(a1, . . . , an)

)
= β(fa1, . . . , fan) (3.3.1)

Aでの工程の全体が集合 Λによって (αλ)λ∈Λ と添数づけてあれば，伝達機構により αλ に対応付
けられている Bでの工程は βλ と表されて nは λに応じて変わるから，(3.3.1)は正確には

f
(
αλ(a1, . . . , anλ)

)
= βλ(fa1, . . . , fanλ) (λ ∈ Λ)
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と書かれる．こういう考えが擬写という概念の背景
、
　の
、
　一
、
　つである．なお，機械 Aが単純であって

も，伝達機構 (a, αλ) 7→ (fa, βλ) や βλの選び方によって，機械 Bは如何様にも複雑にし得る．だ
から私たちは，便利な機械をどんどん作ることができるのである．ただし，Aの構造が Bに比して
貧弱であれば，たとえ Bが (fa1, . . . , fanλ)に工程 βλを施すことができても，Aは (a1, . . . , anλ)

に工程 αλ を施すことができない場合もある．その逆に Aの構造が十分に豊かの場合というのが，
準写という概念の背景

、
　の
、
　一
、
　つである．

例 3.3.1 実数の全体 Rに加法 +を与えて作った代数系 (R,+)は，実数の和を計算する機械を抽
象したものとみなされる．また，正数の全体 R+ に乗法 ×を与えて作った代数系 (R+,×)は，正
数の積を計算する機械を抽象したものとみなされる．RからR+への写像 f(x) = exは (3.3.1)に相
当する式 f(a+ b) = f(a)× f(b)をみたす．これは，機械 (R,+)が a, bの和 a+ bを生産するのに
応じて機械 (R+,×)が f(a), f(b)の積 f(a) × f(b)を生産することを示すものと解釈される．つま
り機械 (R,+)は，伝達機構 (x,+) 7→ (ex,×)を介して機械 (R+,×)を操作することができる．こ
ういう伝達機構は，携帯用電卓普及以前に使われていた計算尺の中に実現されている．

図 3.2: 機械 (R,+)が機械 (R+,×)を操作するの図

(a, b)
機械 (R,+) での変換−−−−−−−−−−−−→ a+ b

伝達機構 ex

y y伝達機構 ex

(ea, eb) −−−−−−−−−−−−−→
機械 (R+,×) での変換

ea+b= ea × eb

以下この節を通じて，そうでない旨断らない限り，(A, (αλ)λ∈Λ)と (B, (βλ)λ∈Λ)を同類の代数
系とし，nλ を αλ と βλ の共通の項数とする．

定義 3.3.1 Aから Bへの写像 fが各 λ ∈ Λについて次の条件 (a)をみたすとき，fを擬写と呼ぶ．

(a) (a1, . . . , anλ) ∈ Domαλ なら (fa1, . . . , fanλ) ∈ Domβλ であって f
(
αλ(a1, . . . , anλ)

)
=

βλ(fa1, . . . , fanλ)が成り立つ [16]．

擬写 f ∈ A→Bがさらに各 λ ∈ Λについて次の条件 (b)をみたすとき，fを準写と呼んだり fは厳
密であると言ったりする（「厳密」は「exact sequence」の「exact」に因む）．

(b) (a1, . . . , anλ) ∈ Anλ , (fa1, . . . , fanλ) ∈ Domβλ なら (a1, . . . , anλ) ∈ Domαλ が成り立
つ [17]．

なお，βλ
、
　が
、
　汎
、
　算
、
　法
、
　の
、
　場
、
　合の条件 (a)(b)は，それぞれ次の条件 (a ′)(b ′)と同等である．

(a ′) (a1, . . . , anλ) ∈ Domαλ なら f
(
αλ(a1, . . . , anλ)

)
= βλ(fa1, . . . , fanλ)が成り立つ．

(b ′) αλ は汎算法である．

従って汎代数系同士の間の準写は，擬写と異ならず，各 λ ∈ Λについて次の条件 (a ′′)をみたす写
像に他ならない．
[16]この条件は特に，βλ が空算法であれば αλ も空算法であることを意味する．また逆に，αλ が空算法であればこの条
件はみたされる．
[17]βλ が空算法であればこの条件はみたされる．
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(a ′′) (a1, . . . , anλ) ∈ Anλ なら f
(
αλ(a1, . . . , anλ)

)
= βλ(fa1, . . . , fanλ)が成り立つ．

全単射の準写を同写と呼ぶ [18]．Aから Bへの同写が存在するとき，A ' Bと書き，Aは Bに同
形（どうけい）であると言う [19]．Λ代数系の間の擬写・準写・同写は，Λを冠してΛ擬写・Λ準
写・Λ同写とも呼ぶ．また，A = Bの場合には，「換」を「写」に代用してAの擬換・準換・同換と
も呼ぶ．以上の定義において，定義 3.1.3と同様，Λ = ∅の場合は除外しない．すなわち ∅代数系
間では，擬写・準写は単なる写像に他ならず，従って同写は全単射に他ならない．

問題 3.3.1 fが Aから Bへの準写であって Bが汎代数系であれば，Aも汎代数系である．

問題 3.3.2 fを Aから Bへの準写とし (a1, . . . , anλ) ∈ Domαλ とする．(a ′
1, . . . , a

′
nλ

) ∈ Anλ が
fa ′
i = fai (i = 1, . . . , nλ) をみたせば (a ′

1, . . . , a
′
nλ

) ∈ Domαλ が成り立つ．

問題 3.3.3 擬写 f ∈ A→Bと τ ∈ B→T と σ ∈ A→T が σ = τfをみたし σが厳密なら，fもそう
である．

問題 3.3.4 Cを Aの台部分系とする．そうすると，Cから Aへの埋め込み写像は Cから Aへの
準写である．また，擬写の合成写像はやはり擬写である．つまり，f ∈ A→Bが擬写であって gが B
から同類の代数系Dへの擬写であれば，AとDは同類であって（注意 3.1.2参照），gf ∈ A→Dは
擬写である．従って，Aから Bへの擬写を Cに制限したものは，Cから Bへの擬写である．また，
Aから Bへの擬写は，算部分系AMから BMへの写像としても擬写である．また，擬写 f ∈ A→B
の像が Bの台部分系 Eに含まれるなら，fは Aから Eへの擬写とみなされる．逆に，Aから Eへ
の擬写は Aから Bへの擬写とみなされる．これらのことは，「擬写」を「準写」と書き換えても同
様に成り立つ．

問題 3.3.5 全単射擬写の逆写像は必ずしも擬写ではないが，同写の逆写像は同写である．

問題 3.3.6 同類の代数系の間の同形という関係 'は同値関係である（そこで Aが Bに同形のと
き，助詞を変えて「Aと Bは同形」とも言う．第 3.9.2項参照）．

問題 3.3.7 fと gをAから Bへの擬写とし，SをAの部分集合とし，f|S = g|Sと仮定する．この
とき f|[S] = g|[S] が成り立つ．

略解 {a ∈ A | fa = ga}が Aの台部分系だからである．

問題 3.3.8 擬写 f ∈ A→B と A の部分集合 S および A,B における包列と圏列それぞれについ
て f(Sn) ⊆ (fS)n (n = 0, 1, . . .)が，従って f([S]A) ⊆ [fS]B が成り立つ．fが厳密なら，f(Sn) =
(fS)n (n = 0, 1, . . .)が，従って f([S]A) = [fS]B が成り立つ．

問題 3.3.9 f ∈ A→Bが準写であれば，Aの台部分系Cの像 fCは Bの台部分系であり，特に，fA
は Bの台部分系である．
[18]従来の代数学では，もっぱら汎代数系を扱うためか準写の概念は認識されず，条件 (a ′′)をみたすものが「準同形写像」
と呼ばれてきた．「準同形写像」は「同形写像に準ずる写像」の意味であって「同形写像」は「形を同じうする写像」の意味
であろう．これに対し本書では，「形を擬する写像」「形を準ずる写像」の意味で「擬形写像」「準形写像」を用い，これらと
「同形写像」をさらに縮めて「擬写」「準写」「同写」とする．「全射」「単射」に合わせて「写」を「射」としてもいい．

[19]代数学では，「型」と「形」を区別せず，「同型」を「同形」と同じ意味と読みで使うことが多い．しかし本書では，次
節で説明するように，「型」と「形」をはっきり区別し，「同型」を「同形」とまったく違う意味と読みで使う．
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略解 問題 3.3.8により fC = f([C]A) = [fC]B だからである．

問題 3.3.10 擬写 f ∈ A→Bによる Bの台部分系 Dの逆像 f−1Dは Aの台部分系である．また，
f−1Dの任意の部分集合 Sに対して f([S]) ⊆ Dが成り立つ．

略解 問題 3.3.8と問題 3.2.10により f[f−1D] ⊆ [ff−1D] ⊆ [D] = D，すなわち [f−1D] ⊆ f−1Dが
成り立つからである（この解法は千馬隆志氏による）．

問題 3.3.11 (A, (αλ)λ∈Λ)を代数系とし，nλ を αλ の項数とし，fを Aから集合 Bへの全単射と
する．このとき，各 λ ∈ Λに対して B上の算法 βλ を

Domβλ =
{
(b1, . . . , bnλ)

∣∣ (f−1b1, . . . , f−1bnλ) ∈ Domαλ
}

βλ(b1, . . . , bnλ) = f
(
αλ(f

−1b1, . . . , f
−1bnλ)

)
と定めて代数系 (B, (βλ)λ∈Λ)を作れば，fは (A, (αλ)λ∈Λ)から (B, (βλ)λ∈Λ)への同写となる（こ
うして出来る代数系 (B, (βλ)λ∈Λ)を，代数系 (A, (αλ)λ∈Λ)の fによる複製と呼ぶ．

注意 3.3.1 BがΛ代数系で，AがM代数系 (M ⊆ Λ)で，f ∈ A→BMが単射のM準写であると
き，Bの複製代数系 B ′を作って，Aを B ′のM部分系にすることができる．すなわちまず，Aを
含む集合 B ′ と全単射 F ∈ B→B ′ で Ff = idA なるものをとる [20]（とることができる）．次に問題
3.3.11により，B ′ を Bの Fによる複製代数系と成す．そうすると，問題 3.3.9により A = F(fA)

は B ′の代数構造の制限によって B ′のM部分系となるが，その代数構造はAのもとの代数構造に
等しいので，Aはもとの代数構造によって B ′のM部分系となる．なお，以上の説明はM = ∅の
場合を含む．つまり，Aが集合で f ∈ A→Bが単射であれば，Aは Bの複製代数系 B ′の部分集合
となる．また，この種の操作は代数系間以外でも行なわれる（注意 3.4.1と定理 3.9.4参照）．

問題 3.3.12 (✓) Rに広義の算法 lim
n→∞から成る代数構造を与えて作った広義の代数系の擬換は，

Rから Rへの連続関数に他ならない．

問題 3.3.13 (✓) Rに加法と広義の算法 lim
n→∞から成る代数構造を与えて作った広義の代数系の擬

換 fは fx = (f1)xをみたす．

略解 g ∈ R→Rを gx = (f1)xと定めれば，fが加法について擬換であることから f|Q = g|Q が導
かれる．そこで，問題 3.2.18と広義代数系についての問題 3.3.7を使う．

注意 3.3.2 (✓) 第 1.2.1項に記した通り，代数学は数の代わりに記号を使って方程式の解法を研
究することから始まり，方程式を解くことは数の概念の拡張と必然的に結びつくが，数の概念を拡
張する際にはしばしば，準写ではない擬写が暗々裏に重要な役割を演ずる．たとえば自然数の全
体 Nを整数の全体 Zへ拡張するについては，Nでの引き算 a− bが a > bの場合にしか定義され
ないのに対し，Zでの引き算は，全域的であって Nでの引き算の拡張である．従って Nから Zへ
の埋め込み写像は，引き算については擬写ではあるが準写ではない．また，Zでの割り算 a/bは
aが b ( 6= 0)の整数倍の場合にしか定義されないのに対し，Qでの割り算 a/bは，b 6= 0でありさ
えすれば定義され，Zでの割り算の拡張である．従って Zから Qへの埋め込み写像は，割り算に

[20]記号 idA はここでは A から B ′ への埋め込み写像を表す．端書きで注意した「終集合が異なる写像でもグラフが等し
い写像は同一視する」ことの一例である．
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ついては擬写ではあるが準写ではない．また，Qから Rへの埋め込み写像は，広義の算法 lim
n→∞に

ついては擬写ではあるが準写ではない（注意 3.1.1参照）．Rの Cへの拡張や Cの C∪ {∞}への拡
張についても同様の事情がある [21]．なおこれらは，f ∈ A→Bが擬写であっても fAが Bの台部分
系であるとは限らないことを示す例でもある（問題 3.3.9参照）．

3.4 型付代数系
＄ 機械を抽象して得られた代数系においては，代数構造は工程の全体に相当し，台は原材料と

して受け付けるものと生産し得るものの全体に相当するが，機械においては，原材料や生産物が幾
つかの型に分類されていて，どの型の原材料にどの工程を施すとどの型の製品が得られるかが決
まっている場合が多い．「型付代数系」はそういう機械を抽象して得られる概念である．他方で数
学的には，型付代数系の概念は汎代数系の概念の程よい拡張である．

定義 3.4.1 同類の代数系Aと T および準写 σ ∈ A→T から成る三つ組み (A, T, σ)を型付代数系と
呼ぶ [22]．そして A, T, σそれぞれを，この型付代数系の台（詳しくは台代数系）・型代数系・型写
像と呼ぶ．さらに，Aの代数構造および T, σから成る三つ組みを，この型付代数系の型代数構造と
呼ぶ．ただし，型付代数系や型代数構造の型代数系 T を明示したいときは，T 型代数系・T 型代
数構造と呼ぶ．他方，各 a ∈ Aに対して σaを aの型と呼び，逆に各 t ∈ T に対して，tの逆像
σ−1tの元を t型の元と呼ぶ．さらに，Aの任意の部分集合 Bと T の任意の部分集合 Uに対して，
B∩ σ−1Uを BのU部分と呼び BUで表す．ただしU = {t}の場合は，t部分と呼び Btで表す．誤
解の恐れの無い場合には，型付代数系の表示 (A, T, σ) から T, σの一方または両方を省略する．以
上の定義において，定義 3.1.3と同様，台代数系と型代数系が ∅代数系の場合は除外しない．すな
わち，型付 ∅代数系は単なる集合 A, T と写像 σ ∈ A→T の組みに他ならない．
問題 3.4.1 (✓) 環 Rの元を成分とする行列の全体M(R) に通常の乗法を算法として与えて代数系
と成す．N2 にも乗法 (x, y)(y, z) = (x, z)を与えて代数系と成す．また，M(R)の各元にその大き
さを，すなわち行数mと列数 nの組み (m,n)を対応させるM(R)から N2 への写像を σで表す．
このとき (M(R),N2, σ)は型付代数系である．

問題 3.4.2 任意の代数系 T に対して (T, T, idT )は型付代数系である．

問題 3.4.3 任意の汎代数系Aは（特に ∅代数系は），任意の単元集合 T をAと同類の汎代数系と
成したものを型代数系とし，一意に存在する写像 σ ∈ A→T を型写像として，型付代数系 (A, T, σ)

を成す．逆に，型付代数系 (A, T, σ)の型代数系 T が単元集合の汎代数系であれば，Aは汎代数系
である．より一般に，汎代数系を型代数系とする型付代数系の台代数系は汎代数系である．

問題 3.4.4 (A, T, σ)を型付代数系とし，αをAの代数構造に属す算法とし，(a1, . . . , an) ∈ Domα

とする．このとき，Aσa1 × · · · ×Aσan ⊆ Domαと α(Aσa1 × · · · ×Aσan) ⊆ Aσ(α(a1,...,an)) が
成り立つ．

[21]以上の注意は，高橋和大氏が準写ではない擬写の例を問うたのへの佐々木謙氏の答に基づく．
[22]英語では型付代数系を「sorted algebra」と呼ぶようである．それに従って「類別代数系」と呼ぶ手もあるが，そう呼
ぶと「型写像」は「類別写像」と呼びたくなり，同値関係による商集合への類別写像と紛らわしくなるのが難点である（第
3.9.2 項参照）．そこで，「次数付加群」などの用語に倣い「型付代数系」と命名した．
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問題 3.4.5 (A, T, σ)が型付代数系であって T の台部分系Uが σA ⊆ Uをみたせば，(A,U, σ)も型
付代数系である．(A,U, σ)が型付代数系であって Uが代数系 T の台部分系であれば，(A, T, σ)も
型付代数系である．

問題 3.4.6 (A, T, σ)を型付 Λ代数系とし，M ⊆ Λとする．このとき，(AM, TM, σ)は型付M代
数系である．より一般に，Aの任意のM部分系 Bに対して，(B, TM, σ|B)は型付M代数系である
（こういう型付代数系 (B, TM, σ|B)を (A, T, σ)の部分型付代数系と呼ぶ）．

略解 σは，AMから TMへの写像としても準写であり，さらに Bに制限しても準写だからである．

定理 3.4.1 (A, T, σ)を型付Λ代数系とし，Uを T のM部分系 (M ⊆ Λ)とする．このとき，Aの
任意のM部分系 Bに対して，Bの U部分 BU は AのM部分系であって，(BU, U, σ|BU)は型付
M代数系である．特に，AのU部分AUは AのM部分系であって，(AU, U, σ|AU)は型付M代
数系である．

証明 問題 3.3.10 と問題 3.2.3 により BU = B ∩ σ−1U は A のM 部分系である．問題 3.4.6 に
より (BU, TM, σ|BU) が型付M 代数系であり，また σ(BU) ⊆ U であるから，問題 3.4.5 により
(BU, U, σ|BU)も型付M代数系である．

定義 3.4.2 同じ型代数系を持つ型付代数系は互いに同型（どうがた）であると言う．そして同型
の型付代数系 (A, T, σ)と (B, T, τ)に対して，a ∈ Aと b ∈ Bの型が等しいとき a, bは同型である
と言う．ただしこれは，(A,σ) = (B, τ)の場合も含む．さらに，Aの部分集合 Sから Bへの写像
fで τf = σ|S をみたすものを，Sから Bへの保型（ほけい）写像と呼ぶ（こう呼ぶ理由は，問題
3.4.8を見れば分かるであろう）．特に，Aから Bへの保型写像でかつ準写であるものを保型準写と
呼ぶ．擬写・同写・擬換・準換・同換についても同様である（問題 3.4.12参照）．Aから Bへの保
型同写が存在するとき，A ∼= Bと書き，Aは Bに保型同形であると言う．

問題 3.4.7 同型の型付代数系は同類である．

略解 (A, T, σ)と (B, T, τ)が同型の型付代数系であれば，A,Bは T と同類であるから，A,B, T の代
数構造はそれぞれ (αλ)λ∈Λ, (βλ)λ∈Λ, (τλ)λ∈Λと書け，αλ, βλのいずれも空算法でなければ，σ, τ
が擬写であることにより τλも空算法でない (λ ∈ Λ)．従って注意 3.1.2によりA,Bは同類である．

問題 3.4.8 (A, T, σ)と (B, T, τ)を型付代数系とし，SをAの部分集合とする．このとき，f ∈ S→B
についての次の三条件は同等である．

1. fは保型写像である．

2. 任意の t ∈ T に対して f(St) = (fS)t が成り立つ．

3. 任意の t ∈ T に対して f(St) ⊆ Bt が成り立つ．

従って，Sから Bへの保型写像が存在するためには，St 6= ∅なる任意の t ∈ T に対して Bt 6= ∅の
成り立つことが必要十分である．

略解 (1 =⇒ 2) s ∈ Stなら，τ(fs) = σs = tだから fs ∈ (fS)t．従って f(St) ⊆ (fS)t．逆に s ∈ S
で fs ∈ (fS)t なら，σs = τ(fs) = tだから s ∈ St．従って (fS)t ⊆ f(St)．
(3 =⇒ 1) s ∈ S, σs = tとすれば，s ∈ St だから fs ∈ Bt，従って τ(fs) = t = σs．
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問題 3.4.9 (A, T, σ)と (B, T, τ)を型付代数系とし，SをAの生成系とする．このとき，擬写 f ∈ A→B
が保型写像であるためには，f|S が保型写像であることが必要十分である．

略解 十分であることは問題 3.3.7による．

問題 3.4.10 同類の汎代数系 A,Bを問題 3.4.3によって同一の単元から成る型代数系を持つ型付
代数系とみなせば，Aから Bへの擬写はすなわち Aから Bへの保型準写である．従って，汎代数
系間の同形という関係 'は保型同形という関係 ∼=と同義である．

問題 3.4.11 型付代数系Aの台部分系 Bは問題 3.4.6によりAと同型の型付代数系とみなせるが，
そうみなせば，Bから Aへの埋め込み写像は保型準写である．

問題 3.4.12 保型擬写はすなわち保型準写である．保型準写の合成と台部分系への制限とは保型
準写である．保型同写の逆写像は保型同写である．保型同形という関係 ∼=は同値関係である（そ
こで A ∼= Bなるとき，本来なら「Aは Bに保型同形である」と言うべきところを，助詞を変えて
「Aと Bは保型同形」であるとも言う）．

問題 3.4.13 (A, T, σ)が型付代数系で fが Aから集合 Bへの全単射であるとき，Bを Aの fによ
る複製代数系と成して τ = σf−1 と定めれば，(B, T, τ)は型付代数系であって fは保型同写となる
（こうして出来る型付代数系 (B, T, τ)を，型付代数系 (A, T, σ)の fによる複製と呼ぶ）．

注意 3.4.1 (B, T, τ)が型付Λ代数系で，(A, TM, σ)が型付M代数系 (M ⊆ Λ)で，f ∈ A→BMが単
射の保型M準写であるとき，(B, T, τ)の複製型付代数系 (B ′, T, τ ′)を作って (A, TM, σ)を (B ′, T, τ ′)

の部分型付代数系にすることができる．すなわちまず，Aを含む集合 B ′ と全単射 F ∈ B→B ′ で
Ff = idAなるものをとる．次に問題 3.4.13により，(B, T, τ)の Fによる複製 (B ′, T, τ ′)を作る．そ
うすると，注意 3.3.1により Aはもとの代数構造によって B ′ のM部分系となり，σ = τ ′|A が成
り立つ．従って問題 3.4.6により，(A, TM, σ)は (B ′, T, τ ′)の部分型付代数系である．

問題 3.4.14 Aと Bを T 型の型付代数系とし f ∈ A→Bを保型写像とする．このとき，Bから A

への保型写像 gで fg = idB をみたすものが存在するためには，fが全射であることが必要十分で
ある．また，Bから Aへの保型写像 gで gf = idAをみたすものが存在するためには，各 t ∈ T に
対して At = ∅ 6= Bt でなくて fが単射であることが必要十分である．
Aと Bを集合とし f ∈ A→Bとする．このとき，BからAへの写像 gで fg = idBをみたすものが

存在するためには，fが全射であることが必要十分である．また，BからAへの写像 gで gf = idA

をみたすものが存在するためには，A = ∅ 6= Bでなくて fが単射であることが必要十分である．

略解 任意の集合は，∅代数系とみなせるから，さらに問題 3.4.3により単元集合を型代数系とす
る型付代数系とみなせる．それに前半を適用すれば後半が得られる．

3.5 普遍型付代数系の存在と一意性
＄「普遍型付代数系」は「『普遍性』を持つ型付代数系」を意味し，次のように定義される [23]．

[23]定義 3.1.3 の意味での「一般的な代数系」を「普遍代数系」と呼ぶ学派があるようなので注意を要する．
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定義 3.5.1 型付代数系 (A, T, σ)と Aの部分集合 Sが次の二条件をみたすとする．

1. A = [S]

2. (A ′, T, σ ′)が型付代数系であって φ ∈ S→A ′が保型写像であれば，φは保型準写 f ∈ A→A ′

に拡張される．

このとき，四つ組み (A, T, σ, S)を普遍型付代数系と呼び，Sの元をこの普遍型付代数系の素元と呼
ぶ [24]（S自身は素元系と呼ぶ）．また，条件 2の性質を普遍性と呼ぶ．今まで同様，誤解の恐れ
のない場合には，普遍型付代数系の表示 (A, T, σ, S)を簡略化して A, (A, T, σ)などで表す．

図 3.3: 普遍性の図式による説明

S
i−→ A

φ↓ ↓σ
A ′ −→

σ ′
T

S
i−→ A

φ↓ ↙f ↓σ
A ′ −→

σ ′
T

普遍性の意味は図 3.3 を見れば分かりやすい．ただし，図中の記号 i は埋め込み写像を表す．
φ ∈ S→A ′ と f ∈ A→A ′ が保型写像であるとは σ ′φ = σ|S, σ

′f = σをみたすことであった．ま
た，σ|S = σi, f|S = fiが成り立つ，従って，左側の図式を可換にする型付代数系 (A ′, T, σ ′)と写
像 φがあれば右側の図式を可換にする擬写 fがある，というのが普遍性の意味である．
なお，定理 3.8.5で示すが，型付代数系 (A, T, σ)に対して定義 3.5.1の二条件 1, 2をみたす Sは

高々一つしか存在しない．また，普遍型付代数系の概念は様々に拡張される．たとえば第 3.13節で
は，自由群などの「普遍性を持ち恒等式をみたす代数系」について説明する．

問題 3.5.1 定義 3.5.1の条件 2において，fは (A ′, T, σ ′)と φによって一意に定まる．

略解 問題 3.3.7による．

問題 3.5.2 型付代数系 (A, T, σ)と Aの部分集合 Sが定義 3.5.1の条件 2の「拡張される」を「一
意に拡張される」に換えた条件（これを条件 0とする）をみたすとする．このとき (A, T, σ, S)は普
遍型付代数系である．従って，定義 3.5.1の二条件 1, 2は一条件 0で置き換えられる [25]．

略解 ([S], T, σ|[S])が型付代数系なので，条件 0により，保型準写 f ∈ A→[S]で f|S = idS なるも
のが存在する．[S]からAへの埋め込み写像を gで表せば，gfはAの保型準換であって gf|S = idS

をみたすから，条件 0により gf = idA が成り立ち，特に gは全射である．従って A = [S]が成り
立つ．

問題 3.5.3 普遍型付代数系 (A, T, σ, S)において T が単元集合かつ汎代数系であれば，Aは汎代数
系であって，次の二条件がみたされる．

1. A = [S]

[24]「素元」と呼ぶのは，物理学における「素粒子」や化学における「元素」になぞらえているのである．
[25]しかし，一条件 0 に纏めるより二条件 1, 2 に分割する方が扱いやすい．
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2. A ′ が Aと同類の汎代数系であって φ ∈ S→A ′ が写像であれば，φは擬写 f ∈ A→A ′ に拡
張される．

逆に，汎代数系Aとその部分集合 Sがこの二条件をみたせば，単元集合 T をAと同類の汎代数系
と成したものと一意の写像 σ ∈ A→T によって出来る型付代数系 (A, T, σ)と Sの組み (A, T, σ, S)

は普遍型付代数系である（そこで，汎代数系 Aとその部分集合 Sが条件 1, 2をみたすとき，組み
(A, S)を普遍汎代数系と呼んだり，Aは Sを素元系とする普遍汎代数系であるとか言い，条件 2の
性質を普遍性と呼ぶ）．

略解 前半：問題 3.4.3によりAは汎代数系である．条件 2がみたされることを確かめるには，A 6= ∅
としていい．その場合，注意 3.1.2によりA ′は T と同類であるから，再び問題 3.4.3により，一意
に存在する写像 σ ′ ∈ A ′→T に対し (A ′, T, σ ′)が型付代数系となり，さらに φは保型写像となる．
従って，φは保型準写 f ∈ A→A ′ に拡張される．
後半：(A, T, σ, S)が普遍性を持つことを確かめるために，(A ′, T, σ ′)が型付代数系であって φ ∈

S→A ′ が保型写像であるとする．このとき問題 3.4.3と問題 3.4.7により A ′ は Aと同類の汎代数
系であるから，φは擬写 f ∈ A→A ′ に拡張され，問題 3.4.10により fは保型準写である．

問題 3.5.4 (✓) 自然数の全体 Nに算法 n 7→ n+ 1を与えて出来る代数系 (N,+1)は，{1}を素元
系とする普遍汎代数系である（問題 3.8.1参照）．

問題 3.5.5 (A, T, σ, S)を普遍型付代数系とし，(B, T, τ)を型付代数系とする．このとき，F ∈ A→Bが
保型同写なら (B, T, τ, FS)は普遍型付代数系である．また，G ∈ B→Aが保型同写なら (B, T, τ,G−1S)

は普遍型付代数系である．

略解 まず B = FA = F[S] = [FS]が成り立つ．次に，型付代数系 (B ′, T, τ ′)と写像 ψ ∈ FS→B ′ が
τ ′ψ = τ|FSをみたせば，φ = ψF|Sが τ ′φ = σ|Sをみたすので，φは保型準写 f ∈ A→B ′に拡張さ
れる．g = fF−1 ∈ B→B ′ は ψを拡張する保型準写である．

問題 3.5.6 A,B,Cを同型の型付代数系とし，f ∈ A→C と g ∈ B→Cを保型準写とする．Aが普
遍であって gが全射なら，保型準写 h ∈ A→Bで f = ghなるものが存在する．もしさらに Aの
相異なる素元の族 (xi)i∈I と Bの元の族 (bi)i∈I が fxi = gbi (i ∈ I)をみたせば，hとしてさらに
hxi = bi (i ∈ I)をみたすものがとれる．

略解 A,B,Cの型写像をそれぞれ σ, τ, ρとし，Aの素元系を Sとする．写像φ ∈ S→Bで f|S = gφ

なるものがある．τφ = ρgφ = ρf|S = σ|S だから，保型準写 h ∈ A→Bで h|S = φなるものがあ
る．(gh)|S = gφ = f|S かつ A = [S]なので，gh = fが成り立つ．

問題 3.5.7 (A, T, σ, S)と (A ′, T, σ ′, S ′)が普遍型付代数系であってφ ∈ S→S ′がφ(St) ⊆ S ′
t (t ∈ T)

をみたせば，保型準写 f ∈ A→A ′ で f|S = φなるものが唯一つ存在し，φが全射なら fも全射で
あり，φが単射であって St = ∅ 6= S ′

t なる t ∈ T については At 6= ∅であれば，fも単射である．

注意 3.5.1 問題 3.5.7により，(A, T, σ, S)と (A ′, T, σ ′, S ′)が普遍型付代数系であって全単射 φ ∈
S→S ′がφ(St) = S ′

t (t ∈ T)をみたせば，φは保型同写 f ∈ A→A ′に一意に拡張される．問題 3.8.13

によれば逆に，Aから A ′ への保型同写はすべて，φ(St) = S ′
t (t ∈ T)をみたす全単射 φ ∈ S→S ′

の拡張である．なお，問題 3.5.7における「St = ∅ 6= S ′
t なる t ∈ T については At 6= ∅」という条

件は，問題 3.8.12によって除くことができる．
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略解 φは，Sから A ′ への保型写像であるから，(A, T, σ, S)の普遍性により保型準写 f ∈ A→A ′

に唯一通りに拡張される．φが単射であって St = ∅ 6= S ′
tなる t ∈ T については At 6= ∅であれば，

保型写像 φ ′ ∈ S ′→Aで φ ′φ = idS なるものが存在する．φ ′ も保型準写 f ′ ∈ A ′→Aに拡張され
て f ′f|S = idS が成り立つから，f ′f = idA，従って fは単射である．

普遍型付代数系は広範に存在する．なぜなら，次の定理が成り立つからである．

定理 3.5.1 (普遍型付代数系の存在と一意性定理) Sを集合とし，T を代数系とし，τ ∈ S→T とす
る．このとき，普遍型付代数系 (A, T, σ, S)で σ|S = τなるものが存在する．
こういう普遍型付代数系は次の意味で一意に定まる．すなわち，普遍型付代数系 (A ′, T, σ ′, S)も

σ ′|S = τをみたせば，保型同写 f ∈ A→A ′ で f|S = idS なるものが唯一つ存在する．

この定理によれば，集合 Sと代数系 T と写像 τ ∈ S→T を定めれば，普遍型付代数系 (A, T, σ, S)

で σ|S = τなるものが一意に定まり，従って普遍型付代数系を一つ抽象的にではあるが構成したこ
とになる（これとは違う具象的な構成法をこの定理の証明の中で説明する）．写像 τ ∈ S→T を定
めることは，T を添数集合とする Sの部分集合族 (St)t∈T によって Sを分割することに他ならな
い（そこで τを Sの T 分割写像とか型分割写像とかと呼ぶ）．従って普遍型付代数系を構成するに
は，集合 Sと代数系 T および Sの分割 (St)t∈T を定めるのでもいい．普遍型付代数系のこういう
構成原理を文法原理と呼び，三つ組み S, T, τまたは S, T, (St)t∈T を文法と呼ぶ（こう呼ぶ理由は第
3.6.1項を読めば分かるであろう）．
文法原理に依れば，単純な構造の代数系 T からでも，複雑な構造の普遍型付代数系 Aを簡単に

作ることができる．実際，普遍型付代数系の最も重要な例は各種の論理学で研究される形式言語で
あるが，それら形式言語における T は単純な構造をしていることが多い（第 4章など参照）．
定理 3.5.1の前半（存在に関する部分）は第 3.7節で証明する．

問題 3.5.8 定理 3.5.1の後半（一意性の部分）を証明せよ．

略解 (A, T, σ, S)と (A ′, T, σ ′, S)の普遍性と問題 3.5.1により，保型準写 f ∈ A→A ′と f ′ ∈ A ′→A
で f|S = idS, f

′|S = idSなるものが唯一対存在し，問題 3.3.7により f ′f = idA, ff
′ = idA ′ を得る．

問題 3.5.9 定理 3.5.1から普遍汎代数系の存在と一意性定理を導き適切に述べよ．

3.6 普遍型付代数系の意外で重要な例
＄ 普遍型付代数系の最も重要で普通の例は各種の論理学で研究される形式言語であるが，これ

については第 4章以降で詳しく説明する．ここでは意外で重要な例二つについて説明する．

3.6.1 自然言語の文法論と普遍型付代数系
§ 定理 3.5.1の直後に記した通り，集合 Sと代数系 T と写像 τ ∈ S→T を定めれば，普遍型付代
数系を一つ作ったことになる．ここでは，自然言語の

、
　伝
、
　統
、
　的な文法論においてこうして作られる普

遍型付代数系について説明する．ただし，自然言語そのものが普遍型付代数系なのではない．なお
この項は，この章では唯一，非数学的な曖昧な概念について論ずる節である．
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国語の伝統的文法論，すなわち国文法論とは如何なる性格の論なのであろうか．もっとも，国文
法論にも色々あって，一概には言えないかも知れない．たとえば，外国人に日本語を習得させるた
めの文法もあるし，子供に日本語の特徴を教えるためのいわゆる「学校文法」もあるし，特定の文
学者の文体を分析するためのその作品固有の文法もあるだろう．中でも高邁なのは，日本語とは如
何なる言語であるかを知るための文法論である．しかしいずれの国文法論でも，如何なる国語表現
が適格であるかを（あるいは使われているかを）記述することが基本目標であり，それは次の三手
順で行なわれる．

　手順 1. 品詞規則を記述する．たとえば，「品詞には，文・名詞・動詞・形容詞・・・がある」とい
う類の規則である．ただし，品詞項目をどう設定すべきかについては，色々な考え方が
あり得る．たとえば，形容動詞という品詞の存在を認めるか認めないかを巡っての文法
学者間の論争も過去にはあったと言う．

　手順 2. これらの品詞に属す語句がどういう形態変化をしてどういう組み合せで並ぶと何という
品詞に属す語句になるかの規則を記述する．たとえば，

名詞・が・動詞終止形＝文 形容詞連体形・名詞＝名詞句

の類の規則である．規則をどう記述すべきかについては，色々な考え方があり得る．

　手順 3. 語の形態を変化させたり語句を組み合わせたりしては作られない語それぞれについて，
それがどの品詞に属すかを記述する．たとえば，「花」「鳥」は名詞で「笑う」「歌う」は
動詞であるという類の記述である．これは要するに「基本語」の品詞分類表である．何
を基本語とすべきかについても，品詞分類の仕方についても，色々な考え方があり得る．

ところがこの手順はまさに，素元系 Sと型代数系 T と型分割写像 τ ∈ S→T を定めて普遍型付代
数系を作る手順なのである．どういうことかと言えば，まず，手順 1によって定まる品詞の集合

T = {名詞，動詞，形容詞，. . . }

が型代数系の台に当たる．次に，手順 2は T の代数構造を定めることに当たる．なぜなら，語の結
合も形態変化も算法とみなすことができるからである．最後の手順 3は，たとえば，素元系 Sを

S = {花，鳥，笑う，歌う，. . . }

などと定め，Sから T への写像 τを

τ花 =名詞 τ鳥 =名詞 τ笑う =動詞 τ歌う =動詞 . . . . .

などと定めることに当たる．
このように T, S, τを定めると，定理 3.5.1により，普遍型付代数系 (A, T, σ, S)で σ|S = τなるも

のが一意に定まる．従って手順 1, 2, 3を行なう文法学者は，そうと意識せずとも，何らかの普遍
型付代数系 Aを定義していることになるのである．ただし，Aは国語の適格表現の集まりそのも
のではない．Aが何者であるかは，具体的かつ簡単な例を使って説明しよう．
まず，T は二元集合であるとし，T の二元をN,V で表す．すなわち

T = {N,V}
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そして，T には三つの二項算法が γ,ω, δあるとし，これらを次のように定める．

NγV = V NωV = V NδV = V

また，Sは四元集合であるとし，Sの四元を P, L,G, Eで表す．すなわち，

S = {P, L,G, E}

そして，写像 τ ∈ S→T を次のように定める．
τP = τL = τG = N τE = V

これで普遍型付代数系 (A, T, σ, S)で σ|S = τなるものが定まる．
この定め方により，Aの中には，たとえば次の三つの元があることが分かる．

Pγ
(
Gδ(LωE)

)
Gγ
(
Pω(LδE)

)
Pγ
(
Lγ
(
Gγ(PδE)

))
これらのAの元において，P, L,G, Eをそれぞれ「ピーター」「レタス」「畑」「食べる」に書き換え，
γ,ω, δをそれぞれ「が」「を」「で」に書き換え，かつ括弧を取り除くという変形を加えれば，次
の
、
　国
、
　語
、
　表
、
　現
、
　の
、
　如
、
　き
、
　も
、
　のが得られる．

　表現 1. ピーターが畑でレタスを食べる

　表現 2. 畑がピーターをレタスで食べる

　表現 3. ピーターがレタスが畑がピーターで食べる

「国語表現の如きもの」といったのは，Aの元からこういう変形で得られる表現の殆どは，国語表
現としては奇妙なものだからである．表現 1は普通の国語表現である．しかし表現 2は，文法的に
は間違っていないように見えるものの，意味を考えると奇妙な表現である．表現 3は文法的にも意
味の面でも更に奇妙なものである．
奇妙な表現が沢山出来るが，この例を踏まえれば次のように言えよう．すなわち国文法学者は，

国語の適格表現全体を，何らかの普遍型付代数系に何らかの変形が加わったものとして定義するこ
とを目指している．もとの普遍型付代数系 Aは国語の適格表現の集まりそのものではなく，適格
表現の背後あるいは深層に在ると想定される架空の何者かである．そして，表現 3のようなものの
存在は，いま使った普遍型付代数系の例 Aが国文法にはまったく不適当であることを示す．
ただし，以上は国文法論がこのように解釈できるという話であって，数理心理学の観点を説明し

ているのではない．第 1章で説明したように，然るべく定義すれば普遍型付代数系 Aは架空のも
のではなく心言語という実在なのだ，というのが数理心理学の考え方である．
しかし，いずれの観点に立つにしても，手順 1, 2, 3が普遍型付代数系を構成することと同等で

あることを認識することは重要である．これを認識し代数学的方法を使うなら，自然言語にせよ形
式言語にせよ，いわゆる「文法を書く」ことに伴う技術的困難はかなり解消される．

3.6.2 計算図と計算代数系
§ 前項では定理 3.5.1の示唆する方法で作られる普遍型付代数系の例を一つ挙げたが，ここで

は，この定理の次節での証明法に通ずる方法で作られる普遍型付代数系の例を一つ挙げる．
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(A, (αλ)λ∈Λ)を代数系とし，nλ を αλ の項数とする．このとき，A上の計算図なる図とその終
点なるAの元と階数なる非負整数を，次のように階数についての帰納法で定義する．あらかじめ計
算図の全体をD(A)で表す．また，D(A)の元 dの終点と階数をそれぞれ tpdと rkdで表す（「tp」
「rk」はそれぞれ「terminal point」と「rank」の略である）．
まず，階数 0の計算図とは Aの任意の元 aのことを指し，その終点は a自身であるとする．そ

して nが自然数であって，階数 0, . . . , n − 1の計算図とその終点が何であるかが定められたとき，
階数 nの計算図とは，λ ∈ Λと計算図 d1, . . . , dnλ で

n =

nλ∑
i=1

rkdi + 1 (tpd1, . . . , tpdnλ) ∈ Domαλ

なる条件をみたすもの（そういう d1, . . . , dnλ は既に定まっている）を任意にとって出来る
d1, . . . , dnλ

λ
(3.6.1)

なる図のことと定義し，この計算図の終点は次の元と定める．

αλ(tpd1, . . . , tpdnλ) (3.6.2)

従って，たとえば a, b, cを Aの元とし αλ, αµ, αν を Aの二項汎算法とするとき，図 (3.6.3)は
階数 5の計算図である．

a b

λ
c

µ

b c

ν
b

ν

µ

(3.6.3)

また，この計算図の終点は，αµ
(
αµ
(
αλ(a, b), c

)
, αν

(
αν(b, c), b

)) に等しい．この例から容易に類
推できるように，計算図は一般に Aの元と算号および横棒とで出来た樹状図になる．

注意 3.6.1 計算図は，横棒を算号や元を結ぶ斜め棒に変えればもっと樹らしくなるが，そうする
とグラフのように見えるのが難点である．計算図をグラフとみなすことはできるが，そうみなすべ
きではない．つまり，たとえば図 (3.6.3)を a, b, c, λ, µ, νを頂点とするグラフとみなすべきではな
い．なぜならこの図は，a, b, c, λ, µ, νの中のどの二点を辺で結ぶかの規則に従って描かれたので
はないからである．

計算図 d の上端にある記号（図 (3.6.3) の例では a, b, c）を d の始点と呼び，これらの集合を
spdで表す（「sp」は「starting points」の略である）．また，始点を左から順に並べて出来る列
（図 (3.6.3)の例ではabcbcb）を始点列と呼び sspdで表す（「ssp」は「sequence of starting points」
の略である）．

問題 3.6.1 計算図の始点と始点列を，終点の定義に倣って一般的に定義せよ．

問題 3.6.2 (✓) 集合A上の二項汎算法 αが結合律 α(α(a, b), c) = α(a, α(b, c))に従うためには，
代数系 (A,α)上の同じ始点列を持つ計算図は同じ終点を持つことが必要十分である．

問題 3.6.3 代数系 A上の任意の計算図 dについて tpd ∈ [spd]が成り立つ．逆に，Sが Aの部
分集合であるとき，[S]の各元 aに対して，a = tpdかつ spd ⊆ S なる A上の計算図 dが存在す
る．従って，SをAの部分集合とし aをAの元とするとき，a ∈ [S]なるためには，a = tpdかつ
spd ⊆ Sなる A上の計算図 d の存在することが必要十分である．
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略解 tpd ∈ [spd]なることは，rkdについての帰納法によって分かる．また，aが Sの n圏に属
せば a = tpd, spd ⊆ S, rkd = n なる計算図 dが存在することが，nについての帰納法によって
証明される．

注意 1.4.1で心論理代数系について定義した演繹過程と帰納過程の概念を，一般の代数系Aにつ
いて定義することができる．すなわち，Sを Aの部分集合とし aを Aの元とするとき，計算図列
d0, d1, . . . , dnが Sからの aの演繹過程であるとは，a = tpdnであって各 i ∈ {0, 1, . . . , n}に対し
spdi ⊆ {tpd0, . . . , tpdi−1}∪Sの成り立つことを言う．また，計算図列 d0, d1, . . . , dnが aからの S
の帰納過程であるとは，a = tpd0であって各 i ∈ {0, 1, . . . , n}に対し spdi ⊆ {tpdi+1, . . . , tpdn}∪S
の成り立つことを言う．

問題 3.6.4 Sを代数系 Aの部分集合とし aを Aの元とするとき，A上の計算図列 d0, d1, . . . , dn

が Sからの aの演繹過程であるためには，dn, . . . , d1, d0が aからの Sの帰納過程であることが必
要十分である．

問題 3.6.5 Sを代数系Aの部分集合とし aをAの元とするとき，Sからの aの演繹過程が存在す
るためには，a = tpdかつ spd ⊆ Sなる A上の計算図 dの存在することが必要十分である．

略解 a = tpdかつ spd ⊆ Sなる計算図 dがあれば，dは Sからの aの演繹過程である．Sから
の aの演繹過程があれば a ∈ [S]なることが，演繹過程の長さについての帰納法と問題 3.6.3によ
り分かる．

計算図は機械や論理などについて考える際に重要な役割を演ずる．機械と計算図の関係につい
ては第 1.3節で説明してある．つまりまず，機械は代数系とみなされる．機械が実行できる工程が
代数系の算法に相当し，機械の原材料と生産物の全体が代数系の台に相当する．また，機械によ
る生産が代数系における計算（＝演算）に相当する．そして，機械が行なった生産の履歴が，す
なわち代数系における計算の履歴が，計算図で表現される．なお，第 1.3節で具体例として示した
図 (1.3.5)は図 (3.6.3)と同じものである．
論理と計算図が関連するのも論理学が人間を含めた「思考機械」の学だからであり，その関連は論

理学で使われる証明図に端的に現れている．ただし，証明図は計算図の変種である．計算図 (3.6.3)

に即して説明すれば，この図を

αλ(a, b) = p αν(b, c) = q αµ(p, c) = r αν(q, b) = s αµ(r, s) = t

なるAの元 p, q, r, s, tと算号 λ, µ, νを使って図 (3.6.4)のように描き直したものが証明図に当たる．
ただし論理学では λ, µ, νを示さないことが多い．なお，tは計算図 (3.6.3)の終点に等しい．

µ
µ

λ
a b

p
c

r
ν

ν
b c

q
b

s
t

(3.6.4)

この描き直しや第 1.3節の説明が示すように，計算図とは要するに，代数系における「計算（＝演
算）の過程」に当たる数学的概念である．

問題 3.6.6 図 (3.6.4)のような計算図の変種を一般的に定義せよ．
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次に，D(A)が実は普遍型付代数系の構造を持つことを説明しよう．計算図は図形として具体的
に定義してあり，普段はその通りに図形として扱えばいい．しかし，D(A)が普遍型付代数系であ
ることを認識することも重要である．
さて，まず定理 3.5.1によれば，集合 Sと代数系 T と写像 τ ∈ S→T を任意にとるとき，普遍型

付代数系 (X, T, σ, S)で σ|S = τなるものが一意に存在する．そこで，S, T, τとして A,A, idA を取
れば，普遍型付代数系 (C(A), A, σ,A)で σ|A = idAなるものが一意に存在する．これを A上の計
算代数系と呼ぶ（σは定義 3.6.1で tpと書き直す）．
他方で，D(A)の中にAと同類の代数構造を次のように定めることができる．すなわち，各 λ ∈ Λ
に対して，D(A)上の nλ 項算法 δλ を次のように定義する．

δλ(d1, . . . , dnλ) =
d1, . . . , dnλ

λ

(
(tpd1, . . . , tpdnλ) ∈ Domαλ

)
そうすると，tpはD(A)から Aへの準写になり，従って (D(A), A, tp)は型付代数系になる．
従ってC(A)の普遍性により，保型準写 f ∈ C(A)→D(A)で f|A = idAなるものが存在する．この

fが実は同写になり（その証明は読者の演習問題とする），従って問題 3.5.5により (D(A), A, tp, A)

も普遍型付代数系となるのである．

問題 3.6.7 普遍型付代数系 (D(A), A, tp, A)におけるAの n圏は階数 nの計算図の全体に等しい．

さて，読者は計算図の概念が厳密でないことに気づいただろうか．実は，さっきの fが同写にな
ることを示せという演習問題も，計算図の概念が曖昧であるために解くことはできないのである
（だから，この演習問題を解けた人は，機転がきく反面で不注意でもある）．
なぜ計算図の概念が曖昧かと言うと，そもそも「図とは何か」が曖昧だからである．言い換えれ

ば，数学は集合論の上に築かなければならないのに，「図とは如何なる集合の元であるか」を述べ
てなかったのである．だから当然，二つの図が同じであるか否かの判定基準も述べてない．そうい
うことをはっきりさせなければ，計算図について何を論ずることもできない筈なのである．
この点を改善するためには，たとえば次のようにすればいい．すなわち，集合A,Λおよび二点集合

{ [, ] }の直和 S = A∪Λ∪{ [, ] }を作り，計算図を (3.6.1)で定義するのではなく，半群 S+ =
⋃
n≥1 S

n

の元 [λd1 · · ·dnλ ]として定義する．終点の定義式 (3.6.2)についてはまだ問題点が残るが，計算図
が如何なる集合の元であるかは，これではっきりさせられる．このやり方は，実は，次節の普遍型
付代数系の存在証明のやり方と本質的に同じものである．(3.6.2)にどういう問題点があってそれ
がどう解決されるかについては次節を読んでほしい．
以上のことから，数学的厳密性を求めるなら，計算図を次のように定義し直すのがいい．

定義 3.6.1 代数系 Aに対して，計算代数系 C(A)の元を A上の計算図と呼び，C(A)の型写像を
改めて tpで表し（この「tp」は「type」の略である），計算図 cの型 tp cを cの終点とも呼ぶ．

計算図の階数や始点をどう定義し直したらいいかは定義 3.8.3で説明する．

3.7 普遍型付代数系の存在証明
＄ここでは定理 3.5.1を証明するが，後半すなわち一意性についての部分の証明は類型的で容易
なものなので問題 3.5.8として読者に任せ，前半のみを次のように一般化して証明する．
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定理 3.7.1 Sを集合とし，T を代数系とし，τ ∈ S→T とする．このとき，型付代数系 (A, T, σ)で
次の三条件をみたすものが存在する．

1. A = [S]

2. σ|S = τ

3. (A ′, T ′, σ ′)が型付代数系であり，g ∈ T→T ′ が擬写であり，φ ∈ S→A ′ が σ ′φ = gσ|S をみ
たせば，φは擬写 f ∈ A→A ′ で σ ′f = gσをみたすものに拡張される．

この定理の条件 3において T ′ = T, g = idT とすれば問題 3.4.12により普遍性の条件となるから，
定理 3.7.1から定理 3.5.1の前半が得られる．そこで，条件 3の性質を広義の普遍性と呼ぶ．
定理 3.7.1を証明する前に，それから得られることを幾つか示そう．

系 普遍型付代数系 (A, T, σ, S)は広義の普遍性を持つ．

証明 τ = σ|S と定めて三つ組み S, T, τに対して定理 3.7.1を適用すれば，型付代数系 (A, T, σ)で
定理 3.7.1の三条件（において A,σを A,σで置き換えたもの）をみたすものがある．さっき注意
したように (A, T, σ, S)は普遍型付代数系であり，しかも σ|S = τ = σ|Sをみたす．従って定理 3.5.1

の後半により，保型同写 F ∈ A→Aで F|S = idS なるものがある．
(A, T, σ, S)が広義の普遍性を持つことを示すために，(A ′, T ′, σ ′)は型付代数系であり，g ∈ T→T ′

は擬写であり，写像φ ∈ S→A ′はσ ′φ = gσ|Sをみたすとする．このとき，σ ′φ = gσ|Sで (A, T, σ, S)

は広義の普遍性を持つから，φは擬写 f ∈ A→A ′で σ ′f = gσをみたすものに拡張される．そこで
f = fFと定めれば，fはAからA ′への擬写であり，σ ′f = σ ′fF = gσF = gσ, f|S = fF|S = f idS =

f|S = φ が成り立つ．よって (A, T, σ, S)は広義の普遍性を持つ．

問題 3.7.1 φが代数系 Aから代数系 Bへの擬写なら，計算代数系 C(A)から計算代数系 C(B)へ
の擬写 f で f|A = φ, φ tpA = tpB fをみたすものが存在する（tpA, tpB はそれぞれ C(A), C(B)

の型写像を表す）．また，φが厳密なら fもそうである．

略解 普遍型付代数系 (C(A), A, tpA, A)の広義普遍性を型付代数系 (C(B), B, tpB)と擬写φ ∈ A→B
および写像φ ∈ A→C(B)に適用すれば，こういう fの存在することが分かる．φが厳密なら，φ tpA

もそうであって φ tpA = tpB fなので，fもそうである．

問題 3.7.2 (A, T, σ, S)が普遍型付代数系で gが T から代数系 T ′への準写なら，(A, T ′, gσ, S)も普
遍型付代数系である．

問題 3.7.3 (A, T, σ)が型付代数系なら，(C(A), T, σ tp, A)は普遍型付代数系である．

定理 3.7.1の証明 この過程で普遍型付代数系の構造についての重要な情報が得られるが，それ
は第 3.8節で正確に述べる．
T の代数構造を (tλ)λ∈Λ とし，nλ と Tλ を tλ の項数と定義域とする．また，K = S ∪Λ ∪ { [, ] }

を集合 S,Λおよび左括弧・右括弧から成る集合 { [, ] }の直和とし，半群 K+ =
⋃
m≥1 K

mを考える．
Kの元を括弧も含めて「記号」とも呼ぶ．その上で，n = 0, 1, 2, . . .に対して，K+の部分集合 Sn

および写像 σn ∈ Sn→T を次のように帰納的に定義する．まず，
S0 = S σ0 = τ
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とする．そして，自然数 nに対して Si, σi (i = 0, 1, . . . , n − 1)が定義されたとき，まず，次の形
の記号列すべてから成る K+ の部分集合を Sn と定義する．

[λa1 . . . aj]

ただし，次の条件をみたすものとする．

λ ∈ Λ ai ∈ Sli (i = 1, . . . , j) n =

j∑
i=1

li + 1 (σl1a1, . . . , σljaj) ∈ Tλ

印刷上の理由で nλ を jと書いた．次に，上記のような Sn の元 [λa1 . . . aj]に対して

σn[λa1 . . . aj] = tλ(σl1a1, . . . , σljaj) (3.7.1)

と定義したいが，ここに一つ問題が生ずる．もしも，Snのある元を [λa1 . . . aj]なる形に表す方法が
二通り以上あると，σnが (3.7.1)で定義されるとは直ちに言えないのである．何が問題かを理解する
ためには，次の例について考えてみればいい．すなわち，tλ, tµ, tνを T の汎算法とし（nλ, nµ, nν
は故意に示さない），r, s ∈ Sとする．このとき，記号列

[λrs[µsr[νsr]r]s[µ[λ[λrs[µsrs[λ[νss]sr[µs[νrs]ss][νss]]][νrs]s]ss[νrs]s]rss]]

は果たしてある Snに属すであろうか．属すとしたら，nの値は何であろうか．また，a1, . . . , ajに
相当するものはどれであろうか．それらは一意に確定するだろうか．こういう問に

、
　一
、
　般
、
　的
、
　に答えら

れなければ，σn が (3.7.1)で定義できるとは断言できない．しかし実際は，次の補題が成り立ち，
その後半により，σn は確かに (3.7.1)で定義できることが分かる．

補題 3.7.1 Sn の中の記号列には，Λの元が丁度 n個現れる [26]．また，Sn (n ≥ 1)の元 aを

a = [λa1 . . . anλ ]

(
λ ∈ Λ, ai ∈ Sli (i = 1, . . . , nλ), n =

nλ∑
i=1

li + 1

)

と表すときの λ, ai, li は aに対して一意に定まる．

この補題の前半はnについての帰納法によって容易に証明される．後半は次の補題から得られる．

補題 3.7.2 Sn (n ≥ 1)の中の記号列は，左括弧と右括弧によって左右から挟まれ，左括弧と右括
弧を同数含む．また，Sn (n ≥ 1)の元 aを

a = [λa1 . . . anλ ]

(
λ ∈ Λ, ai ∈ Sli (i = 1, . . . , nλ), n =

nλ∑
i=1

li + 1

)

と表すとき，i = 1, 2, . . . , nλ について次の二つのことが成り立つ．

　 (1) ai より左の aの中には，左括弧が右括弧より丁度 1個多く現れる．

　 (2) aiの左端以外の aiの左括弧より左の aの中には，左括弧が右括弧より 2個以上多く現れる．

(1)(2)において「左」と「右」を入れ換えても同様に成り立つ．

[26]半群 K+ における「現れ」の概念については問題 3.15.1 参照．
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この補題の前半は nについての帰納法によって容易に示され，この前半から (1)が直ちに得られ
る．(2)も nについての帰納法と (1)によって示されるが，少し複雑である．まず，n = 1のとき
には，l1 = · · · = lnλ = 0だから，aiには左括弧が無く，従って (2)は自明に成り立つ．aiに左端
以外に左括弧があれば，それは ai = [µb1 . . . bnµ ]と書いたときの b1, . . . , bnµ に現れる左括弧で
ある．帰納法の仮定と (1)により，aiにおいては，その左括弧より左には，左括弧が右括弧より 1

個以上多く現れる．a1 . . . ai−1 には左括弧と右括弧が同数現れ，これに aの左端の左括弧が加わ
るから，aにおいては，問題の左括弧より左には，左括弧が右括弧より 2個以上多く現れる．「左」
と「右」を入れ換えても同様である．これで補題 3.7.2が証明された．
補題 3.7.2から補題 3.7.1の後半が導かれる．なぜなら，Sn (n ≥ 1)の元 aを

a = [λa1 . . . anλ ]

(
λ ∈ Λ, ai ∈ Sli (i = 1, . . . , nλ), n =

nλ∑
i=1

li + 1

)

と書いたとき，li ≥ 1なる ai の左端の左括弧は，aに現れる左括弧の中で，それより左の aの中
に左括弧が右括弧より丁度 1個だけ多く現れるものとして特徴付けられる．「左」と「右」を入れ換
えても同様である．それらの左右の括弧対で挟まれた記号列の中で極短のものとして，ai (li ≥ 1)
は一意に定まる．aに現れる残りの Sの元として li = 0なる aiが一意に定まる．そうすると，補
題 3.7.1の前半により，各 ai に対して ai ∈ Sli なる li が一意に定まる．もちろん，λは aの左か
ら二番目の記号として一意に定まる．
これで，補題 3.7.1の証明が完成し，同時に Sn, σn (n = 0, 1, . . .)の定義も完成した．そこで

A =
⋃
n≥0

Sn

と定義する．そうすると，補題 3.7.1の前半により，Aは Sn (n = 0, 1, . . .)の直和になる．従って，
写像 σ ∈ A→T を

σ|Sn = σn (n = 0, 1, . . .)

によって定義することができる．そうすると，σ|S = τであり，また，σn の定義の式 (3.7.1)は次
のように書き換えられる．

σ[λa1 . . . aj] = tλ(σa1, . . . , σaj)

次に，各 λ ∈ Λに対して，Aの算法 αλ を次のように定義する．すなわち，αλ の定義域 Aλ は

Aλ = {(a1, . . . , aj) ∈ Aj | (σa1, . . . , σaj) ∈ Tλ} (j = nλ)

であって，Aλ の元 (a1, . . . , aj)に αλ を適用したものは

αλ(a1, . . . , aj) = [λa1 . . . aj]

であるとする．ai ∈ Sliなる liがあって (i = 1, . . . , j)，n =
∑j
i=1 li+1と定めれば [λa1 . . . aj] ∈ Sn

であるから，αλ は確かに A上の算法である．こうして T と同類の代数系 (A, (αλ)λ∈Λ)が出来る
が，さらに，σは必然的に Aから T への準写となる．なぜなら，(a1, . . . , aj) ∈ Aλ となるのは
(σa1, . . . , σaj) ∈ Tλ となる場合に限られ，この場合には次式が成り立つからである．

σ(αλ(a1, . . . , aj)) = σ[λa1 . . . aj] = tλ(σa1, . . . , σaj)

従って，(A, T, σ)は型付代数系となる．
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また，Snの定義と Aの代数構造の定義から Snは Sの n圏に等しいことが分かり，従って，問
題 3.2.8により A = [S]が成り立つ．
これで定理 3.7.1の条件の 2までが確かめられた．条件 3を確かめるために，(A ′, T ′, σ ′)は型付
代数系であり，g ∈ T→T ′は擬写であり，写像φ ∈ S→A ′は σ ′φ = gσ|Sをみたすとする．そして
まず，写像 fn ∈ Sn→A ′ で σ ′fn = gσn なるものを，次のように帰納的に作る (n = 0, 1, . . .)．ま
ず f0 = φとする．そうすると

σ ′f0 = σ
′φ = gσ|S = gτ = gσ0

が成り立つ．次に，自然数 nに対して fi (i = 0, 1, . . . , n− 1)が定義されたときに，Snの各元 aを

λ ∈ Λ ai ∈ Sli (i = 1, . . . , j) n =

j∑
i=1

li + 1 (σl1a1, . . . , σljaj) ∈ Tλ

なる λ, a1, . . . , aj によって
a = [λa1 . . . aj]

と表して，fnaを次の式で定義したい．

fna = α ′
λ(fl1a1, . . . , fljaj)

ただし，α ′
λ は λに対応する A ′ の算法である．fn が定義可能なことを確かめよう．補題 3.7.1に

よって λ, ai, li は aに対して一意に定まるから，α ′
λ(fl1a1, . . . , fljaj)が存在することを確かめれ

ばいい．tλ(σl1a1, . . . , σljaj) は存在して g は擬写であるから，λ に対応する T ′ の算法を t ′λ と
すれば，t ′λ(gσl1a1, . . . , gσljaj)は存在する．帰納法の仮定により σ ′fli = gσli だから，これは
t ′λ(σ

′fl1a1, . . . , σ
′fljaj)に等しい．σ ′ は厳密だから，α ′

λ(fl1a1, . . . , fljaj)は確かに存在する．
さらに，σ ′fn = gσn なることが次の計算で確かめられる．

σ ′fna = σ ′(α ′
λ(fl1a1, . . . , fljaj)) (fnaの定義を代入)

= t ′λ(σ
′fl1a1, . . . , σ

′fljaj) (σ ′ は擬写だから)

= t ′λ(gσl1a1, . . . , gσljaj) (σ ′fli = gσli だから)

= g(tλ(σl1a1, . . . , σljaj)) (gは擬写だから)

= g(σn[λa1 . . . aj]) (σn の定義による)

= gσna (a = [λa1 . . . aj]だから)

これで，すべての nに対して，σ ′fn = gσnなる fnが定義された．そこで，σの定義と同様に，写
像 f ∈ A→A ′ を

f|Sn = fn (n = 0, 1, . . .)

と定義する．そうすると，f|S = φ, σ ′f = gσが成り立つ．読者が自ら理解度を試すために，証明
の最後の段階だけを問題とする．

問題 3.7.4 fは擬写である．

注意 3.7.1 (Ai)i∈I を集合族とし Bを集合とするとき，∏i∈I(Ai→B)から (
⨿
i∈IAi)→Bへの全

単射があり，それにより Ai→Bの元 φi の族 (φi)i∈I ∈
∏
i∈I(Ai→B)に対応する (

⨿
i∈IAi)→B

の元 φは，φ|Ai = φi (i ∈ I)をみたすので
∏
i∈Iφi で表される．この記法によれば，定理 3.7.1

の証明中に定義した σ ∈ A→T と f ∈ A→A ′ はそれぞれ∏n≥0 σn と
∏
n≥0 fn に等しい．
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3.8 普遍性と有基性
＄ここでは，普遍型付代数系と密接な関係にある有基代数系の概念について説明する．特に，型
付代数系が普遍性を持つためには有基代数系であることが必要十分であることを示す．このこと
が，普遍型付代数系について論じて行く際に重要な役割を演ずる．

定理 3.8.1 (A, (αλ)λ∈Λ)を代数系とし，nλを αλの項数とする．このとき，Aの部分集合 Sにつ
いての次の二条件 1, 2は同等であり，これらをみたす Sは高々一つしか存在しない．

1. Sは Aの生成系であり，次の二条件をみたす．

1a. Sの元は αλ(a1, . . . , anλ) なる形に表せない．
1b. Aの元は αλ(a1, . . . , anλ)なる形に高々一通りに表される（証明冒頭参照）．

2. Sは次の二条件をみたす．

2a. Aは Sの n圏 Sn (n = 0, 1, . . .)の直和である（Sn は問題 3.2.8で定義した）．
2b. n = 1, 2, . . .に対して，Sn の元 aを Sn の定義に沿って

a = αλ(a1, . . . , anλ)

(
λ ∈ Λ, ai ∈ Sli (i = 1, . . . , nλ), n =

nλ∑
i=1

li + 1

)

と表すときの λ, ai, li は aに対して一意に定まる．

証明 Sが Aの生成系であれば，問題 3.2.6により A− Sの元は αλ(a1, . . . , anλ)なる形に表され
る．従って条件 1は，条件 1bを「A− Sの元は αλ(a1, . . . , anλ)なる形に唯一通りに表される」と
書き換えても同等である（この意味で条件 1bは，Sに触れずとも，Sについての条件である）．特
に，Sが条件 1をみたせば，S = A−

⋃
λ∈Λ Imαλが成り立つ（定義 3.2.3参照）．従って，条件 1

をみたす Sは高々一つしか存在しない．
(1 =⇒ 2) 条件 1を仮定する．そうすると A = [S]だから，Aは Sn (n = 0, 1, . . .)の和である．

従って条件 2aのみたされることを示すには，n,n ′ が相異なる非負整数なら Sn ∩ Sn ′ = ∅ である
ことを示せばいい．条件 1aにより，これはmin{n,n ′} = 0なら成り立つ．そこで，min{n,n ′}に
ついての帰納法を使い，さらに背理法を使う．つまり，n 6= n ′, min{n,n ′} ≥ 1, a ∈ Sn ∩ Sn ′ と
仮定する．そうすると

a = αλ(a1, . . . , anλ)

(
λ ∈ Λ, ai ∈ Sli (i = 1, . . . , nλ), n =

nλ∑
i=1

li + 1

)

a = αλ ′(a ′
1, . . . , a

′
nλ ′ )

(
λ ′ ∈ Λ, a ′

i ∈ Sl ′i (i = 1, . . . , nλ ′), n ′ =

nλ ′∑
i=1

l ′i + 1

)

と書け，まず条件 1bにより λ = λ ′ と ai = a ′
i ∈ Sli ∩ Sl ′i とが成り立ち，次に後者と帰納法の仮

定により li = l ′i が成り立つ (i = 1, . . . , nλ)．ところがこのとき，n = n ′ となって仮定に反する．
これで Sn ∩ Sn ′ = ∅なることが示され，従って条件 2aのみたされることが示された．条件 2bの
みたされることを示すには，今の論法を真似ればいい．つまり，上の二式において n = n ′とすれ
ば，まず条件 1bにより λ = λ ′ と ai = a ′

i ∈ Sli ∩ Sl ′i とが成り立ち，次に後者と条件 2aにより
li = l

′
i が成り立つ (i = 1, . . . , nλ)．
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(2 =⇒ 1)条件 2を仮定する．そうすると，条件 2aにより SはAの生成系となる．さらに，Aの
元 aが a = αλ(a1, . . . , anλ)と表されたと仮定する．そうすると，条件 2aにより ai ∈ Sli なる li

があり (i = 1, . . . , nλ)，n =
∑nλ
i=1 li + 1と定めれば a ∈ Snが成り立つ．n ≥ 1であるから，条件

2aにより a /∈ Sが成り立つ．従って条件 1aがみたされる．もう一つの表示 a = αλ ′(a ′
1, . . . , a

′
nλ ′ )

があれば，a ′
i ∈ Sl ′i なる l ′i をとって n ′ =

∑nλ ′
i=1 l

′
i + 1と定めると a ∈ Sn ′ も成り立つ．従って条

件 2aにより n = n ′ であり，従ってまた，条件 2bにより λ = λ ′, ai = a
′
i (i = 1, . . . , nλ)が成り

立つ．よって条件 1bもみたされる．

定義 3.8.1 代数系Aとその部分集合 Sが定理 3.8.1の同等な二条件 1, 2をみたすとき，Aは S上
の有基代数系であるとか (A, S)は有基代数系であるとか言い，SをAの基あるいは基底と呼ぶ．な
お，定理 3.8.1の性質 1bを単記性と呼び，この性質を持つ代数系を単記代数系と呼ぶ．
(A, S)が有基代数系のとき，定理 3.8.1の条件 2aにより，Aの各元 aに対して a ∈ Snなる非負

整数 nが唯一つあるから，この nを aの Sに関する階数と呼び rkaで表す．

例 3.8.1 この節冒頭に触れたことを敷衍すれば，型付代数系 (A, T, σ)の台Aの部分集合 Sについ
て，(A, T, σ, S)が普遍型付代数系であるためには (A, S)が有基代数系であることが必要十分である
（このことは定理 3.8.5で証明する）．また，第 3.6節冒頭に記した通り，普遍型付代数系の最も重
要で普通の例は，各種の論理学で研究される形式言語である．従って形式言語は，有基代数系の最
も重要で普通の例でもある．

問題 3.8.1 (✓) ペアノの公理によれば，集合NからNへの写像 σとNの元 1が三条件

1. σは単射である

2. 1 /∈ σN

3. Nの部分集合 Pで 1 ∈ Pかつ σP ⊆ PなるものはNに限る（帰納法の原理）

をみたすときNの元を自然数と呼ぶが，この公理は，N上の単項算法 σに関して (N, {1})が有基
代数系であることと同等である．

略解 条件 3は，{1}を含むNの台部分系がNに限ることと，つまり [{1}] = Nなることと同等で
ある．条件 2は {1}についての定理 3.8.1の条件 1aと同等である．条件 1は定理 3.8.1の条件 1bと
同等である．

問題 3.8.2 単記代数系において，算法余白の任意の部分集合 Sの算包は S上の有基代数系である．

問題 3.8.3 (A, (αλ)λ∈Λ)が S上の有基代数系なら，A = Sq
⨿
λ∈Λ Imαλ が成り立つ．

問題 3.8.4 有基代数系 Aの基底は，Aの算法余白であり，従って Aの最小の生成系である．

略解 最小の生成系であることは問題 3.2.15による．

問題 3.8.5 fを代数系 Aから代数系 A ′ への同写とする．A ′ が S ′ 上の有基代数系であれば Aは
f−1S ′ 上の有基代数系であり，Aが S上の有基代数系であれば A ′ は fS上の有基代数系である．



第 3章 論理代数学 126

略解 S = f−1S ′ と定めると，A = f−1A ′ = f−1[S ′] = [f−1S ′] = [S]が成り立つ．A,A ′ の代数構
造を (αλ)λ∈Λ, (α

′
λ)λ∈Λ とし，nλ を αλ, α

′
λ の項数とする．s ∈ Sが s = αλ(a1, . . . , anλ)と表さ

れれば，S ′ 3 fs = α ′
λ(fa1, . . . , fanλ)が成り立ち，(A ′, S ′)が定理 3.8.1の条件 1aをみたすことに

反する．従って (A, S)はこの条件 1aをみたす．a ∈ Aが a = αλ(a1, . . . , anλ) = αµ(b1, . . . , bnµ)

と表されれば，fa = α ′
λ(fa1, . . . , fanλ) = α ′

µ(fb1, . . . , fbnµ) が成り立つので，(A ′, S ′) が定理
3.8.1の条件 1bをみたすことより λ = µ, fai = fbi (i = 1, . . . , nλ)が成り立ち，fが単射なので
ai = bi (i = 1, . . . , nλ)が成り立つ．つまり，(A, S)はこの条件 1bをみたす．

定理 3.8.2 (A, (αλ)λ∈Λ)を有基代数系としnλを αλの項数とすれば，次の二つのことが成り立つ．

1. Aの階数 1以上の元aはαλ(a1, . . . , anλ)なる形に唯一通りに表せて（そこでαλ(a1, . . . , anλ)
を aの語形と呼ぶ）rka =

∑nλ
i=1 rkai + 1が成り立つ．

2. Aの階数 0の元は αλ(a1, . . . , anλ)なる形に表せない．

証明 条件 2は定理 3.8.1の条件 1aそのものである．そこで a ∈ A, rka = n ≥ 1と仮定する．そ
うすると aは，Aの基底 Sの n圏 Sn に含まれるから，次のように表される．

a = αµ(b1, . . . , bnµ)

(
µ ∈ Λ, bi ∈ Sli (i = 1, . . . , nµ), n =

nµ∑
i=1

li + 1

)

従って a = αλ(a1, . . . , anλ)とも表されたなら，定理 3.8.1の条件 1bにより実は λ = µ, ai = bi

(i = 1, . . . , nλ)，従って rka = n =
∑nλ
i=1 li + 1 =

∑nλ
i=1 rkbi + 1 =

∑nλ
i=1 rkai + 1が成り立つ．

定理 3.8.3 Aが有基代数系で BがAの部分系であれば，Bはその算法余白上の有基代数系である．

証明 Qを Bの算法余白とし，(αλ)λ∈Λ, (βµ)µ∈MをA,Bの代数構造とする．そうすると，M ⊆
Λ, B ⊆ Aであってβµはαµの Bへの制限である．従って (B,Q)は定理 3.8.1の条件 1a, 1bをみた
すから，B = [Q]Bを示せばいい．背理法を使うために，b ∈ B−[Q]Bなる bがあると仮定し，その
中で階数最小のものをとる．そうすると，b /∈ Qであるから b = βµ(b1, . . . , bj) = αµ(b1, . . . , bj)

と表され，定理 3.8.2により rkbi < rkbであるから，bの選び方により bi ∈ [Q]B (i = 1, . . . , j)，
従って b = βµ(b1, . . . , bj) ∈ [Q]B となるが，これは矛盾である．

系 (A, (αλ)λ∈Λ)が S上の有基代数系でM ⊆ Λのとき，R = S ∪
⋃
λ∈Λ−M Imαλ と定めれば，

AM は R上の有基M代数系である（問題 3.2.6参照）．

証明 問題 3.8.3により Rが AM の算法余白だからである．

系 2 Aが S上の有基 Λ代数系で R ⊆ S, M ⊆ Λなら，[R]M は R上の有基M代数系であって
S ∩ [R]M = Rが成り立つ（定理 3.8.4参照）．

証明 問題 3.8.4と問題 3.2.17と定理 3.8.3による．

定理 3.8.4 Aが S上の有基Λ代数系でQ,R ⊆ SかつM,N ⊆ Λなら，[Q]M∩ [R]N = [Q∩R]M∩N

が成り立つ．さらに，一般に X ⊆ S, Y ⊆ Λのとき Xの AY における n圏を XY,n で表せば，

QM,m ∩ RN,n =

(Q ∩ R)M∩N,n · · · m = nのとき
∅ · · · m 6= nのとき
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が成り立つ (m,n = 0, 1, . . .)．また，a ∈ [Q]M ∩ [R]Nのとき，すなわち a ∈ [Q ∩ R]M∩Nのとき，
有基代数系 ([Q]M, Q), ([R]N, R), ([Q∩R]M∩N, Q∩R) それぞれにおける aの階数は一致する（定
理 3.8.3系 2参照）．

証明 問題 3.2.8により [X]Y =
⋃
n≥0 XY,nであり，問題 3.2.11により Xの [X]Y による n圏は XY,n

に等しいから，真ん中の式を証明すれば他が導かれる．相異なる非負整数m,nに対しては，問題
3.2.10と問題 3.2.11と定理 3.8.1の条件 2aによりQM,m ∩ RN,n ⊆ SM,m ∩ SN,n ⊆ Sm ∩ Sn = ∅
が成り立つ．問題 3.2.10 と問題 3.2.11 により QM,n ∩ RN,n ⊇ (Q ∩ R)M∩N,n も成り立つから，
QM,n ∩RN,n ⊆ (Q∩R)M∩N,nを示せばいい．これは n = 0のときには成り立つから，nについて
の帰納法を使う．そこで，a ∈ QM,n∩RN,n (n ≥ 1)とし，Aの代数構造を (αλ)λ∈Λとする．そうす
ると，a = αµ(a1, . . . , anµ), µ ∈M, ai ∈ QM,mi (i = 1, . . . , nµ), n =

∑nµ
i=1mi+1なるµ, ai,mi

と a = αν(b1, . . . , bnν), ν ∈ N, bj ∈ RN,nj (j = 1, . . . , nν), n =
∑nν
j=1 nj + 1なる ν, bj, njがあ

る．問題 3.2.10と問題 3.2.11によりQM,kも RN,kも Skに含まれるから (k = 0, 1, . . .)，定理 3.8.1

の条件 2bにより µ = ν ∈ M ∩N, nµ = nν, ai = bi, mi = ni，従って ai ∈ QM,mi ∩ RN,mi，
従って帰納法の仮定により ai ∈ (Q ∩ R)M∩N,mi (i = 1, . . . , nµ)，従って a ∈ (Q ∩ R)M∩N,nが成
り立つ．これでQM,n ∩ RN,n ⊆ (Q ∩ R)M∩N,n が示された．

定理 3.8.5 型付代数系 (A, T, σ)の台Aの部分集合 Sについての次の二条件 1, 2は同等であり，こ
の同等な二条件をみたす Sは高々一つしか存在しない．

1. (A, T, σ, S)は普遍型付代数系である． 2. (A, S)は有基代数系である．

証明 定理 3.8.1により，条件 2をみたす Sは高々一つしか存在しない．条件 1, 2が同等であるこ
とを示すには定理 3.7.1の証明の一部を繰り返せばいい．以下，(αλ)λ∈Λ を Aの代数構造とし nλ

を αλ の項数とする．
(1 =⇒ 2) (A, T, σ, S)が普遍型付代数系であると仮定する．このとき，S, T, τ = σ|S に定理 3.7.1

の証明法を適用して，新しい普遍型付代数系を構成することができる．それをここでは (A, T, σ, S)

で表す．そこに記したこと（補題 3.7.1等）から (A, S)が定理 3.8.1の条件 2をみたすことが分か
るので，(A, S) は有基代数系である．他方，定理 3.5.1 の一意性部分により，同写 f ∈ A→A で
f|S = idS なるものがある．従って問題 3.8.5により，(A, S)も有基代数系である．
(2 =⇒ 1) (A, S)が有基代数系であると仮定して (A, T, σ, S)が普遍性を持つことを示せばいい．

つまり，(A ′, T, σ ′)が型付代数系であって φ ∈ S→A ′ が σ ′φ = σ|S をみたすとき，φが保型準写
f ∈ A→A ′ に拡張されることを示せばいい．しかしそれは，定理 3.7.1の証明と同様の方法でで
きるので，概略のみを述べる．まず，n = 0, 1, . . .に対して，Sの n圏 Sn から A ′ への写像 fn で
σ ′fn = σ|Sn なるものを帰納的に定める．すなわち，0に対しては f0 = φと定める．n ≥ 1に対
しては，a ∈ Sn を a = αλ(a1, . . . , aj), ai ∈ Sli , n =

∑j
i=1 li + 1 と表すときの λ, li, ai が定理

3.8.1の条件 2bにより一意に決まり（印刷上の都合で nλを jで表している），各 l ∈ {l1, . . . , lj}に
対して fl ∈ Sl→A ′ が σ ′fl = σ|Sl なるように定められていて，(fl1a1, . . . , fljaj)は λに対応する
A ′の算法 α ′

λの定義域に属すので，fna = α ′
λ(fl1a1, . . . , fljaj)と定める．そうすると σ ′fn = σ|Sn

が成り立つ．定理 3.8.1の条件 2aにより Aが Sn (n = 0, 1, . . .)の直和であるので，f ∈ A→A ′を
f|Sn = fn (n = 0, 1, . . .)と定める（注意 3.7.1参照）．これが保型準写になる．

問題 3.8.6 汎代数系Aとその部分集合 Sについての次の二条件は同等であり，この同等な二条件
をみたす Sは高々一つしか存在しない．
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1. (A, S)は普遍汎代数系である． 2. (A, S)は有基代数系である．

略解 問題 3.4.3により Aが単元集合 T を型代数系とする型付代数系 (A, T, σ)とみなされ，問題
3.5.3により条件 1は (A, T, σ, S)が普遍型付代数系であることと同等だからである．

問題 3.8.7 (A, T, σ, S) が普遍型付代数系であって T の台部分系 U が σA ⊆ U をみたすなら，
(A,U, σ, S) も普遍型付代数系である．(A,U, σ, S) が普遍型付代数系であって U が代数系 T の
台部分系であれば，(A, T, σ, S)も普遍型付代数系である．

略解 定理 3.8.5と問題 3.4.5による（定理 3.8.6の証明参照）．

定理 3.8.6 (A, T, σ, S)を普遍型付 Λ代数系とし，Uを T のM部分系 (M ⊆ Λ)とする．このと
き，Aの任意のM部分系 Bに対して，BのU部分 BUはAのM部分系であって，その算法余白
を Rとすれば，(BU, U, σ|BU , R)は普遍型付M代数系である．特に，Aの U部分 AU は AのM

部分系であって，その算法余白をQとすれば，(AU, U, σ|AU , Q)は普遍型付M代数系である．

証明 定理 3.4.1により BUはAのM部分系であって (BU, U, σ|BU)は型付M代数系である．定理
3.8.5と定理 3.8.3により (BU, R)は有基代数系であるから，再び定理 3.8.5により，(BU, U, σ|BU , R)
は普遍型付M代数系である．

問題 3.8.8 (A, T, σ, S)を普遍型付Λ代数系とし，M ⊆ Λとする．このとき，Aの任意のM部分
系 Bに対して，Bの算法余白を Rとすれば，(B, TM, σ|B, R)は普遍型付M代数系である．

略解 定理 3.8.6において U = TM とすればいい．

問題 3.8.9 (A, T, σ, S)を普遍型付代数系とし，(αλ)λ∈ΛをAの代数構造とし，M ⊆ Λとし，R =

S ∪
⋃
λ∈Λ−M Imαλ と定める．そうすると (AM, TM, σ, R)は普遍型付M代数系である．

略解 問題 3.8.3により AM の算法余白が Rだから，問題 3.8.8によりこれが成り立つ．

問題 3.8.10 (A, T, σ, S)を普遍型付 Λ代数系とし，R ⊆ S, M ⊆ Λとし，B = [R]M と定めれば，
(B, TM, σ|B, R)は普遍型付M代数系である．

略解 定理 3.8.3系 2の証明の通り Rが Bの算法余白だから，問題 3.8.8によりこれが成り立つ．

問題 3.8.11 (A, T, σ, S)を普遍型付 Λ代数系とし，Uを T のM部分系 (M ⊆ Λ)とし，R ⊆ SU

として，B = [R]M と定める．このとき，σB ⊆ Uであって (B,U, σ|B, R)は普遍型付M代数系で
ある．

略解 問題 3.8.10により (B, TM, σ|B, R)が普遍型付M代数系であって問題 3.3.10により σB ⊆ U
が成り立つからである．

問題 3.8.12 (A, T, σ, S)と (A ′, T, σ ′, S ′)が普遍型付代数系であって単射 φ ∈ S→S ′ が σ ′φ = σ|S

をみたせば，保型準写 f ∈ A→A ′ で f|S = φ なるものが唯一つ存在し，この f は単射であって
fA = [φS]A ′ , S ′ ∩ fA = φSをみたす（問題 3.5.7とそれへの注意参照）．
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略解 普遍性により，保型準写 f ∈ A→A ′ で f|S = φなるものが唯一つ存在し fA = f([S]A) =

[fS]A ′ = [φS]A ′ が成り立つ．B = [φS]A ′ と定めると，(B, T, σ ′|B, φS)は普遍型付代数系であるか
ら，普遍性により，保型準写 f ′ ∈ B→Aで f ′|φS = φ−1 なるものが存在する．f ′f|S = idS である
から f ′f = idA が成り立ち，従って fは単射である．

問題 3.8.13 (A, T, S) と (A ′, T, S ′) が普遍型付代数系であって f ∈ A→A ′ が保型同写であれば，
f(St) = S

′
t (t ∈ T)が成り立つ（問題 3.5.7とそれへの注意参照）．

略解 問題 3.5.5と定理 3.8.5とによって fS = S ′ が成り立つ．また，問題 3.4.8によって f(At) =

A ′
t (t ∈ T)が成り立つ．これから f(St) = S

′
t (t ∈ T)なることが導かれる．

定理 3.8.7 (A, S)を (αλ)λ∈Λ を代数構造とする有基代数系とし，nλ を αλ の項数とする．また，
K = Λ q Sと定める．このとき，Aから半群 K+ =

⋃
n≥1 K

n への写像 fで次の条件をみたすもの
が唯一つ存在する．

f|S = idS f
(
αλ(a1, . . . , anλ)

)
= λ(fa1) · · · (fanλ) (3.8.1)

証明 Aの各元 aに対する faを，aの階数 rについての帰納法により次のように定義する．まず
r = 0すなわち a ∈ Sのときは fa = aと定める．次に r ≥ 1のときは，定理 3.8.2により aは
a = αλ(a1, . . . , anλ)と一意に表され，ai の階数は rより小さいから fai は帰納的に定義されて
いる (i = 1, . . . , nλ)．そこで fa = λ(fa1) · · · (fanλ)と定める．こうして定義される f ∈ A→K+

が (3.8.1)をみたすことは明らかである．K+上の汎算法 βλを βλ(k1, . . . , knλ) = λk1 · · · knλ と定
義すると (λ ∈ Λ)，(3.8.1)の二番目の条件は fが代数系 (A, (αλ)λ∈Λ)から代数系 (K+, (βλ)λ∈Λ)

への擬写であることを意味する．従って問題 3.3.7により，(3.8.1)をみたす fは唯一つに限る．

系 定理 3.8.7の仮定と定義の下で，φを Kから半群Mへの写像とすれば，写像 F ∈ A→Mで次
の条件をみたすものが唯一つ存在する．ただし，半群Mの算法は乗法の形に表す．

F|S = φ|S F
(
αλ(a1, . . . , anλ)

)
= (φλ)(Fa1) · · · (Fanλ) (3.8.2)

証明 写像Φ ∈ K+→MをΦ(x1 · · · xn) = (φx1) · · · (φxn), (x1, . . . , xn ∈ K, n = 1, 2, . . .)と定義
すれば，Φはφの拡張であって半群としての擬写である．これと定理 3.8.7で存在の示された写像
fを用いて F = Φfと定めれば，これが (3.8.2)をみたす．(3.8.2)をみたす Fの一意性は定理 3.8.7

の証明の論法で示される．

定義 3.8.2 定理 3.8.7 系によって有基代数系 (A, S) と写像 φ ∈ K→M に対して定まる写像 F ∈
A→Mとその像 FAを，それぞれ AのM上の表現・表現言語と呼ぶ．

問題 3.8.14 定理 3.8.7系において，Mは加法半群Z0 = {0}∪Nとし，φは λ ∈ Λに対してφλ = 1

をみたし s ∈ Sに対してφs = 0をみたす写像として得られる表現 F ∈ A→Z0について，Fa = rka

が成り立つ．

問題 3.8.15 (✓) 問題 3.8.1 に従って N を有基代数系とみなす．また，L を任意の集合とする．
L∗ =

⋃
n≥0 L

n の部分集合で Nの表現言語となり得るものをすべて求めよ．

課題 3.8.1 (A, S)を有基代数系とし Lを任意の集合とする．L∗の部分集合でAの表現言語となり
得るものを特徴付ける性質は如何に記述されるか．
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問題 3.8.16 定理 3.8.7の仮定の下で，表現 f ∈ A→PSで次の条件をみたすものがある．ただし，
PSは ∪を算法とする半群とみなす．

fs = {s} (s ∈ S) f(αλ(a1, . . . , anλ)) = (fa1) ∪ · · · ∪ (fanλ) ∅ /∈ fA

また，表現 g ∈ A→S∗ で次の条件をみたすものがある．
g|S = idS g(αλ(a1, . . . , anλ)) = (ga1) · · · (ganλ) gA ⊆ S+

定義 3.8.3 第 3.6.2項の末尾で計算図を計算代数系の元と定義し直したが，計算図の階数や始点を
どう定義し直すかが宿題となっていた．これをいま済ますことができる．
代数系 Aの計算代数系 C(A)は定理 3.8.5により A上の有基代数系となる．従って，C(A)の各

元 cには有基代数系としての階数 rk cがある．これを計算図としての cの階数と定める．また，問
題 3.8.16のように表現 f ∈ C(A)→PAと表現 g ∈ C(A)→A∗とが定まる．そこで，C(A)の各元 c

に対して，fcを計算図 cの始点集合と定め（始点集合の元は始点と呼ぶ），gcを計算図 cの始点
列と定める．そして，cの始点集合と始点列とをそれぞれ sp c, ssp cで表す．

問題 3.8.17 この定義に基づいて問題 3.6.3を証明し直せ．すなわち，Aを代数系とするとき，C(A)
の任意の元 cについて tp c ∈ [sp c]A が成り立つことを示せ．逆に，SがAの部分集合であるとき，
[S]A の任意の元 aに対して，a = tp cかつ sp c ⊆ S なる C(A)の元 cが存在することを示せ．

問題 3.8.18 (A, T, σ, S)が普遍型付代数系なら，擬写 f ∈ A→C(A)で tp f = idA なるものが唯一
つ存在する．この fは単射準写であって fA = [S]C(A) = {c ∈ C(A) | sp c ⊆ S}をみたす．従って特
に，Aは C(A)の台部分系と同形である．

略解 問題 3.7.3により (C(A), T, σ tp, A)が普遍型付代数系で σ|S = σ tp |Sが成り立つので，問題
3.8.12により，T 型代数系としての保型準写 f ∈ A→C(A)で f|S = idS なるものが唯一つ存在し，
この fは単射で fA = [S]C(A) をみたす．c ∈ C(A)について，c ∈ [S]C(A) と sp c ⊆ Sとが同等で
あることが，c ∈ Sn なる nおよび cの階数についての帰納法で証明される．
f|S = idS なることより tp f|S = idS も成り立つので，tp f = idA が成り立つ．逆に，擬写

g ∈ A→C(A)が tpg = idAをみたせば，gは T 型代数系としての保型準写になる．また s ∈ Sに対
しては，tp(gs) = sは素元だから gsは C(A)の素元系すなわちAに属し，従って gs = tp(gs) = s

が成り立つ．つまり g|S = idS であるから，g = fが成り立つ．

3.9 関係の基本概念
＄ ここには，本書で必要になる「関係」についての概念・用語・記法を，周知・常識的のもの

から新奇なものまでまとめて説明する（第 3.33節参照）．周知・常識的の事柄の多くについては，
第 1.2.5項と第 3.34節で参考文献として挙げる「現代数学概説 I」の書き方を参考にした．
集合A,Bの直積A× Bの部分集合をA,B間の関係とも呼ぶ．ただし，A,A間の関係はA上の

関係と呼ぶ [27]．「関係」と言ったら，通常この A = Bという狭い意味の関係を表す．この節でも，
そうでない旨断らない限り，狭い意味の関係について述べる．ただし，A 6= Bの場合も大変重要
である．たとえば，第 3.24節以降で示す通り，集合Aを台とする代数系がAとA∗, A間の関係 R

の組み (A,R)すなわち「界」と抽象され，このことは論理代数学の鍵の一つである．
[27]そのため，「A, B 間の関係」を「A× B 上の関係」と呼ぶ用語法は採用できない．
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集合A,B間の関係 Rに対して，A×Bの元 (a, b)が (a, b) ∈ Rをみたすことを aRbで表し，こ
れを「(a, b)は関係 Rをみたす」「aは bと R関係にある」等と読む．(a, b)が関係 Rをみたさな
い（aが bと R関係にない）ことは，Rに斜線を重ねて a 6 Rbで表す．そうすると，関係 Rをみた
す (a, b) ∈ A×Bの全体は Rに他ならない．また aRbという記号列は，厳格には R式と呼び，厳
格でないときは式と呼ぶ．たとえば，相等関係=や大小関係≤や≥は関係の典型であるが，等式
a = bと不等式 a ≤ bと a ≥ bは，厳格にはそれぞれ =式と ≤式と ≥式である．
なお，T = {0, 1}とすれば，P(A× B)と (A× B)→Tの間に一対一対応がある．このことに留意

してA,B間の関係を (A×B)→Tの元と定義する流儀もある．この流儀では，A×Bの元 (a, b)が
関係 Rをみたすとは R(a, b) = 1なることを指す．この流儀は本書では採用しない．

3.9.1 双対・制限・拡張・引き戻し
§集合A,B間の関係 Rに対して，B,A間の関係 R∗で「aRb ⇐⇒ bR∗ a」なるものを Rの双
対関係 [28]と呼ぶ．たとえば，数の大小関係 a ≤ bと b ≥ aは，互いに他の双対関係である．そこ
で，関係を表す記号を左右反転させた記号は，もとの関係の双対関係を表すものとする．
A ′, B ′がそれぞれA,Bの部分集合であるとき，R∩ (A ′ ×B ′)をA ′, B ′間の関係とみなすことが

できる．そうみなしたものを RのA ′×B ′への制限と呼び R|A ′×B ′ でも表す．ただしA ′ = B ′の場
合は，Rの A ′への制限と呼び R|A ′ で表す．逆に R ′が A ′, B ′間の関係であるとき，R|A ′×B ′ = R ′

なる A,B間の関係 Rを R ′ の A,Bへの拡張と呼ぶ．ただしまた，A = Bの場合は R ′ の Aへの拡
張と呼ぶ．なお，制限は一意であるが，拡張は A ′ × B ′ 6= A× Bなら一意ではない．
fが集合 A ′ から集合 Aへの写像で Rが A上の関係であるとき，A ′ 上の関係 Rf を

aRf b ⇐⇒ faR fb

によって定義することができる．この関係 Rfを Rの fによる引き戻しと呼び，fを Rfの引き戻し
写像と呼ぶ．たとえば，A上の関係 Rの部分集合Bへの制限 R|Bは，Rの埋め込み写像 idB ∈ B→A
による引き戻しである．
なお，集合 Aの直積 A×Aの部分集合 {(a, a) | a ∈ A}を A×Aの対角線と呼ぶが，これを A

上の関係とみなしたものは相等関係 =に他ならない．

3.9.2 同値関係と写像
§ 関係 Rが反射的・対称的・推移的であるとはそれぞれ，Rが次の法則に従うことを言う．

　反射律： aRa

　対称律： aRbなら bRa

　推移律： aRbかつ bR cなら aR c

問題 3.9.1 反射律・対称律・推移律のそれぞれに従う関係の双対・制限・引き戻しもそれぞれ，同
じ法則に従う．対称律に従うことは，双対関係に等しいことと同等である．

[28]この「双対」は，数学者は「そうつい」と読み習わしていて，それを改める必要もないが，漢語の本来からは「そうた
い」と読むべきであろう．藤堂明保編「学研漢和大辞典」によれば，双対（そうたい）は「ならんで向き合う」ことを意味
し，双対（そうつい）は「相ならぶ対句」を意味する．
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反射律・対称律・推移律を合わせた法則を同値律と呼び [29]，集合A上の同値律に従う関係をA

上の同値関係と呼ぶ．A上の同値関係 Rは Aを同値類に分割する．それら同値類すべてから成る
PAの部分集合をA/Rで表し，Aの Rによる商集合と呼ぶ．Aの元 aを含む同値類を a/Rで表す．
そうすると，記号 /RはAからA/Rへの写像を表すともみなせる．この写像を RによるAの類別
写像と呼ぶ．
同値関係 Rと類別写像 /Rの間には次の関係がある．

aRb ⇐⇒ a/R = b/R

つまり Rは，A/R上の相等関係 =の類別写像 /Rによる引き戻しである．逆に，集合 Aから集合
Bへの写像 fに対して，B上の相等関係 =の fによる引き戻し =fは，問題 3.9.1により A上の同
値関係である．そこで，=f と fを同一視して，写像 fを同値関係と呼んだり，A/=f を A/fと書
いたりする．従ってこの場合には，Aの元 aを含む同値類は a/fで表すことになる．

3.9.3 順序関係
§ 関係 Rが反対称的であるとは，Rが次の法則に従うことを言う．

　反対称律： aRbかつ bRaなら a = b

そして，反射律・推移律・反対称律すべてに従う関係を順序関係と呼び，通常は ≤ あるいは同
類の ≦, ⩽, ⊆, v, ≼ などの記号で表す．また，x ≤ y かつ x 6= y なることを x < y で表し，
≦, ⩽, ⊆, v, ≼ 等についても同様にする．たとえば，Xが集合 Yの部分集合であることを X ⊆ Y
で表し，Xが Y の真部分集合であることを X ⊂ Y で表してきたが（端書き参照），それは包含関
係 ⊆が任意の集合 Sの巾集合 PS上で順序関係だからである．なお，反射律と推移律に従う関係
を擬順序関係と呼ぶ．

問題 3.9.2 反対称律に従う関係の双対と制限も反対称律に従う．反対称律に従う関係の引き戻し
は，引き戻し写像が単射であれば反対称律に従う．順序関係の双対と制限も順序関係である（これ
らをそれぞれ双対順序関係・制限順序関係と呼ぶ）．順序関係の引き戻しが順序関係であるために
は，引き戻し写像が単射であることが必要十分である（順序関係の引き戻しで順序関係であるもの
を引き戻し順序関係と呼ぶ）．

問題 3.9.3 推移的な関係 Rが反対称律に従うためには，次の法則に従うことが必要十分である．

　挟撃律： ai−1 Rai (i = 1, . . . , n)かつ a0 = an なら ai−1 = ai (i = 1, . . . , n)

以下この項では，そうでない旨断らない限り，集合 Aとその上の順序関係 ≤との組み，すなわ
ち順序集合(A,≤)について記す．ただし，代数系を台集合のみで表示することがあると同様，順序
集合も台となる集合 Aだけで表示することがある．
BがAの部分集合であれば，≤の Bへの制限≤|Bが順序関係であるので，順序集合 (B,≤|B)が

出来る．こういう順序集合を，もとの順序集合の部分順序集合とか制限順序集合とかと呼ぶ．

[29]例 3.29.1 参照．法則を合わせることについては問題 3.29.1 参照．
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問題 3.9.4 任意の順序集合 (A,≤)と集合 V に対して，集合 V→A上の順序関係 ≤が次のように
定義される．すなわち，V→Aの任意の二元 f, gに対して

f ≤ g ⇐⇒ 任意の v ∈ V に対して fv ≤ gv

（これをAの順序関係の V乗とか V→A上の巾順序関係とかと呼び，順序集合 (V→A,≤)を (A,≤)

の V 乗と呼ぶ）．特に任意の集合 Sと V に対して，集合 V→PS上の巾順序関係 ⊆が次のように
定義される．

f ⊆ g ⇐⇒ 任意の v ∈ V に対して fv ⊆ gv

問題 3.9.5 順序集合の族 (Ai,≤i) (i = 1, . . . , n)に対し，直積
∏n
i=1Ai 上に次のように定義した

関係≤は順序関係である（≤および順序集合 (∏n
i=1Ai,≤

)を，≤iおよび (Ai,≤i) (i = 1, . . . , n)
の直積と呼ぶ）．すなわち，(a1, . . . , an), (b1, . . . , bn) ∈

∏n
i=1Ai に対し

(a1, . . . , an) ≤ (b1, . . . , bn) ⇐⇒ ai ≤i bi (i = 1, . . . , n)

問題 3.9.6 順序集合の族 (Ai,≤i) (i = 1, . . . , n)に対し，直積
∏n
i=1Ai 上に次のように定義した

関係≤は順序関係である（≤および順序集合 (∏n
i=1Ai,≤

)を，≤iおよび (Ai,≤i) (i = 1, . . . , n)
の辞書式直積と呼ぶ）．すなわち，(a1, . . . , an), (b1, . . . , bn) ∈

∏n
i=1Ai に対し

(a1, . . . , an) ≤ (b1, . . . , bn)⇐⇒ ai = bi (i = 1, . . . , k− 1), ak <k bk なる k ∈ {1, . . . , n+ 1}がある

ただし矢印の右側の条件は，k = 1のときは a1 <1 b1 なることを意味し，k = n + 1のときは
ai = bi (i = 1, . . . , n)なることを意味する．

問題 3.9.7 順序集合の族 (Ai,≤i) (i = 1, . . . , n)に対し，直和
⨿n
i=1Ai 上の関係 ≤を

a ≤ b ⇐⇒ a, b ∈ Ai, a ≤i bなる iがあるか，a ∈ Ai, b ∈ Aj, i < jなる i, jがある

と定義すれば，≤は順序関係であり各≤iの拡張である（≤および順序集合 (⨿n
i=1Ai,≤

)を，≤i
および (Ai,≤i) (i = 1, . . . , n)の辞書式直和と呼ぶ）． 終

任意の a, b ∈ Aに対して，Aの八種の部分集合を次のように定義する（括弧の形の違いに注意）．

[ab] = {x ∈ A | a ≤ x ≤ b} [a→) = {x ∈ A | a ≤ x}

(ab] = {x ∈ A | a < x ≤ b} (a→) = {x ∈ A | a < x}

[ab) = {x ∈ A | a ≤ x < b} (←b] = {x ∈ A | x ≤ b}

(ab) = {x ∈ A | a < x < b} (←b) = {x ∈ A | x < b}

これらと A自身を Aの区間と呼び，A以外の上記八種の区間に対しては，aを下端と呼び bを上
端と呼び，下端と上端を端と総称する．また，端をすべて含む区間を閉区間と呼び，端をどれも含
まない区間を開区間と呼ぶ．また，区間の中でも特に，[a→)と (a→)を上方区間と呼び，(←b]と
(←b)を下方区間と呼び，上下端のある区間を真正区間と呼ぶ [30]．さらに，下方区間の概念を一
[30]これら「区間」の概念は，(A,≤) が後出の線形順序集合でなくとも，a ≤ b でなくとも定義される．a ≤ b でなけれ
ば [a, b]は空であり，a < bでなければ，a, bを端とする真正区間は [a, b]以外は空である．また，Aにたとえば最大元 b

があれば [a, b] = [a→) であるから，真正区間が同時に上方区間または下方区間となることもある．
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般化して，Aの部分集合 Bが条件「x ∈ B, y ∈ A, y ≤ x =⇒ y ∈ B」をみたすとき，Bは Aに
おいて下方的であると言う．上方的の概念も

、
　双
、
　対
、
　的
、
　に
、
　同
、
　様
、
　に，つまりこの条件中の ≤を双対関係

≥に替えることで定義される．

問題 3.9.8 Aの各部分集合 Bに対して，Aの部分集合←−B と −→
B を次のように定める．←−

B =
⋃
b∈B

(←b] −→
B =

⋃
b∈B

[b→)

そうすると，←−B は下方的で Bを含む Aの部分集合の中で包含関係 ⊆に関して最小のものであり，
−→
B についても双対的に同様である（そこで←−B と −→

B を Bの Aにおける下方包・上方包と呼ぶ）．

問題 3.9.9 各 a ∈ Aに対して Pa = [a→), Qa = (←a]と定めると，次の四つのことが成り立つ．
Pa ∩Qa = {a} b ∈ Pa =⇒ Pb ⊆ Pa
b ∈ Pa ⇐⇒ a ∈ Qb a ∈ Qb =⇒ Qa ⊆ Qb

逆に，集合 Aを添数集合とする Aの部分集合族 (Pa)a∈Aと (Qa)a∈Aが左側の二条件をみたして
右側の二条件のどちらかをみたすとき，b ∈ Pa（すなわち a ∈ Qb）なることを a ≤ bで表せば，
≤は順序関係であって Pa = [a→), Qa = (←a]が成り立つ（問題 3.9.61参照）． 終

A = (←a]をみたす aを Aの最大元と呼び，A = [a→)をみたす aを Aの最小元と呼ぶ．最大
元と最小元はそれぞれ高々一つしか存在しないので，存在する場合には，それぞれ 1, 0あるいは
maxA, minAで表す（誤解の恐れのある場合はmax≤A, min≤Aと書く）[31]．また，[a→) = {a}

をみたす a ∈ Aを Aの極大元と呼び，(←a] = {a}をみたす a ∈ Aを Aの極小元と呼ぶ．Bが A

の部分集合であれば，部分順序集合 (B,≤|B)に以上のことを適用できて，Bの最大元・最小元・極
大元・極小元について云々することができる．
Aの部分集合 Bに対して，B ⊆ (←a]をみたす a ∈ Aを Bの上界と呼び，B ⊆ [a→)をみたす

a ∈ Aを Bの下界（かかい）と呼ぶ．さらに，Bの上界の全体⋂b∈B[b→)の最小元を Bの上限と
呼んで supBで表し，Bの下界の全体 ⋂

b∈B(←b]の最大元を Bの下限と呼んで inf Bで表す [32]

（誤解の恐れのある場合は supA B, infA B, sup≤ B, inf≤ Bなどと書く）．従って B = ∅のときに
は，Aの任意の元が Bの上界であるから，Bの上限は Aの最小元に等しい（それは存在すること
もしないこともある）．同様に，B = ∅のときの Bの下限は Aの最大元に等しい．maxBが存在
すればmaxB = supBが成り立ち，supBが存在して Bに属せばmaxB = supBが成り立つ．min

についても同様である．
集合 Sの巾集合 PSが包含関係 ⊆によって成す順序集合においては，部分集合 Bの上限と下限

は和 ⋃
B∈B Bと結び

⋂
B∈B Bであり，従ってこれらは，B = ∅のときには ∅と Sである．なお，⋃

B∈B Bと
⋂
B∈B Bを時に

⋃
Bと⋂Bで表す．

各 a ∈ Aに対して，(←a)と (a→)をそれぞれ aの前組と後組と呼ぶ．さらに，aの前組の極大
元を aの直前の元と呼び，aの後組の極小元を aの直後の元と呼ぶ．ただし，「前」「後」をそれぞ
れ「下」「上」に換えて呼ぶことがある

問題 3.9.10 順序集合 (A,≤)における最大元・最小元・極大元・極小元・上界・下界・上限・下
限・前組・後組・直前・直後の概念は，双対順序集合 (A,≥)においてはそれぞれ最小元・最大元・
[31]記号「max」と「min」はそれぞれ「maximum」と「minimum」に因む．
[32]記号「sup」と「inf」はそれぞれ「supremum」と「infimum」に因む．
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極小元・極大元・下界・上界・下限・上限・後組・前組・直後・前直となる．すなわち，大と小，
上と下，前と後が入れ替わる（このことを順序集合についての双対性と呼ぶ）．

略解 a ∈ Aが≤についてA = [a→)をみたせば≥についてはA = (←a]をみたすから，min≤A =

max≥Aである．従って sup≤ B = min≤
(⋂

b∈B[b→)
)
= max≥

(⋂
b∈B(←b]) = inf≥ B．

問題 3.9.11 A の二元 a, b についての「a が b の直前の元である」「b が a の直後の元である」
「a < bかつ (a, b) = ∅」の三条件は同等である．

問題 3.9.12 Fが順序集合AのV乗V→Aの部分集合であって任意の v ∈ Vに対し infA{fv | f ∈ F}

が存在すれば，infV→A Fも存在し，任意の v ∈ V に対して (infV→A F)v = infA{fv | f ∈ F}が成
り立つ．上限についても同様である．また，V→Aの元 fについて

f = min(V→A) ⇐⇒ 任意の v ∈ V に対して fv = minA

が成り立つ．従って V→Aに最小元があるためには，Aに最小元のあることが必要十分である．最
大元についても同様である． 終

(B,≦)をもう一つの順序集合とし，f ∈ A→Bとする．そして，fが
x ≤ y =⇒ fx ≦ fy (増加律)

なる法則に従うとき，fは増調な写像であると言ったり，fを増写と呼んだりする．また，fが

x ≤ y ⇐⇒ fx ≦ fy

なる法則に従うとき，「x < y =⇒ fx < fy」が成り立つので，fを真増写と呼ぶ．真増写はまた単
射である（問題 3.9.13参照）．そこで，真増写かつ全射であるものを同順写と呼び，Aから Bへの
同順写があるとき，Aは Bに同順であると言う．さらに，≦の双対順序関係 ≧についての増写・
増調・真増写・同順写・同順をそれぞれ，減写・減調・真減写・逆順写・逆順と言う．たとえば，
減調な写像すなわち減写は

x ≤ y =⇒ fx ≧ fy (減少律)

なる法則に従う写像であり，真減写は次の法則に従う写像である．

x ≤ y ⇐⇒ fx ≧ fy

なお，増調な写像と減調な写像を単調な写像または単調写と総称する [33]．

問題 3.9.13 真増写は増調な単射であるが，その逆は真ではない（問題 3.9.27参照）．

問題 3.9.14 順序集合 (A,≤)から順序集合 (B,≦)への写像 fについて次のことが成り立つ．

1. fが増写であるためには，任意の x ∈ Aに対して f[x→) ⊆ [fx→)の成り立つことが必要十分
である．

[33]「増調」から「単調写」までは本書独自の用語法である．普通は，たとえば「同順」は「順序同形」と言う．しかし，
代数系の「同形」を「形を同じうする」の意味に解したのに釣り合わせて，「順序を同じうする」の意味で「同順」と言うこ
とにした．「同形」についての脚注 [18] 参照．
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2. fが真増写であるためには，任意の x ∈ Aに対して f[x→) ⊆ [fx→)と f−1[fx→) ⊆ [x→)の
成り立つことが必要十分である．

3. fが同順写であるためには，fが全単射であって任意の x ∈ Aに対して f[x→) = [fx→)の成
り立つことが必要十分である．

上の各項は [x→)と [fx→)をそれぞれ (←x]と (←fx]に書き換えても正しい．
問題 3.9.15 (A,≤)が順序集合 (B,≦)の部分順序集合であれば，Aから Bへの埋め込み写像は真
増写である．増写の合成は増写であり，真増写と同順写についても同様である．同順写の逆写像は
同順写である．

問題 3.9.16 fがAから集合 Bへの全単射であるとき，≦をA上の順序関係≤の f−1による引き
戻しとすれば，(B,≦)は順序集合であって fは (A,≤)から (B,≦)への同順写である（こうして出
来る順序集合 (B,≦)を順序集合 (A,≤)の fによる複製と呼ぶ）．

問題 3.9.17 fが順序集合 (A,≤)から順序集合 (B,≦)への真増写であるとき，Aを含む集合 Cと
全単射 F ∈ B→Cで Ff = idAなるものをとって (B,≦)の Fによる複製 (C,⩽)を作れば，(A,≤)は
(C,⩽)の部分順序集合である．

問題 3.9.18 fが順序集合 (A,≤)から順序集合 (B,≦)への同順写であるとき，Aの部分集合 Xに
下限 infA Xがあれば f(infA X) = infB(fX)が成り立ち，上限についても同様である．

略解 A = (←a]であれば問題 3.9.14により B = (←fa]であるから，f(maxA) = maxBが成り立
つ．これを Aの任意の部分集合 Xと fXに使って f(maxX) = max(fX)を得る．従って，

f(infA X) = f
(
max

(⋂
x∈X(←x])) = max

(
f
(⋂

x∈X(←x]))
= max

(⋂
x∈X f(←x]) = max

(⋂
x∈X(←fx]) = max

(⋂
y∈fX(←y]) = infB(fX)

問題 3.9.19 A→Aの二元 φ,ψがA→A上の巾順序関係≤について φ ≤ ψをみたし φまたは ψ

が増写であれば，任意の自然数 nについて φn ≤ ψn が成り立つ．

略解 ある自然数 nについて φn ≤ ψn が成り立てば，φが増写なら φφn ≤ φψn が成り立ち，
他方で，φ ≤ ψなることにより φψn ≤ ψψn が成り立つ． 終

順序集合 (A,≤)において任意の a ∈ Aに対して [a→)∪ (←a] = {a} が成り立つとき（問題 3.9.9

参照），(A,≤)は離散的であると言う．対照的に，任意の a ∈ Aに対して A = [a→) ∪ (←a]が成
り立つとき，(A,≤)は線形であると言い，≤を線形順序関係と呼ぶ [34]．またこれらに関連して，
Aの二元 a, bが比較可能であるとは，a ≤ bと b ≤ aのどちらかが成り立つことを言う．

問題 3.9.20 (A,≤)が離散順序集合であるためには，Aの任意の相異なる二元が比較不可能であ
ることも，Aの任意の元が極大元であることも，Aの任意の元が極小元であることも，いずれも必
要十分である．

[34]「線形順序」を「全順序」と言うことも多いが，「total order」の安直訳で好ましくない．順序集合を有向グラフで表
せば，離散順序集合は辺が無く頂点が離れ散るのに対し，線形順序集合は頂点と辺が一本線の形を成す．
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問題 3.9.21 順序集合の極大元の全体は制限順序関係について離散的である．逆に，順序集合 A

の部分集合 Bが制限順序関係について離散的で，さらに Aが Bの下方包←−B に等しければ（ツォ
ルンの補題の系参照），Bは Aの極大元の全体に等しい．

問題 3.9.22 (A,≤)が線形順序集合であるためには，Aの任意の二元が比較可能であることも，A
の任意の空でない有限部分集合に最大元が有ることも，Aの任意の空でない有限部分集合に最小元
が有ることも，いずれも必要十分である．

問題 3.9.23 (A,≤)が線形順序集合であって a0, a1, . . . , an, b ∈ Aが ai−1 ≤ ai (i = 1, . . . , n)と
a0 ≤ b < an をみたせば，ai−1 ≤ b < ai なる i ∈ {1, . . . , n}が存在する．

問題 3.9.24 (A,≤)を線形順序集合とするとき，Aの部分集合BがAの区間であるためには，x ≤ y
なる任意の x, y ∈ Bに対して [x, y] ⊆ B の成り立つことが必要十分である．

略解 十分であることは次の論法で示される．たとえばBに下限 aと上限 bがある場合，a < z < b
なる任意の zに対して a ≤ x < z < y ≤ bなる x, y ∈ Bが存在するから z ∈ [x, y] ⊆ B，従って
(a, b) ⊆ B ⊆ [a, b]が成り立つ．

問題 3.9.25 (A,≤)を線形順序集合とし，BをAの部分集合とする．このとき次のことが成り立つ．

1. Bの二元 x, yが x ≤ yと [x, y] ⊆ Bをみたすことを x ≤B yで表して出来る B上の関係 ≤B
は順序関係である．

2. x ≤B yまたは y ≤B xであることを x =B yで表して出来る B上の関係 =Bは同値関係であ
る（そこで =B による同値類を Bの連結成分と呼ぶ）．

3. Bの連結成分はすべて Aの区間である．

4. Aの区間 Kが Bに含まれれば，Kは Bのある連結成分に含まれる．

略解 1. x ≤B yかつ y ≤B zであれば，問題 3.9.23により [x, z] = [x, y] ∪ [y, z] ⊆ Bが成り立つ
ので，x ≤B zが成り立つ．
2. x ≤B yかつ x ≤ z ≤ yであれば x ≤B z ≤B yが成り立つ．このことから=Bが推移律に従う

ことが導かれる．
3. Cを Bの連結成分とし x, y ∈ C, x ≤ yとすれば，x ≤B yであり，従って結論 2の略解で使っ

たことにより [x, y] ⊆ Cが成り立つ．従って問題 3.9.24により Cは区間である．

問題 3.9.26 (A,≤)を線形順序集合とし，PAに集合算法 X∩ Y, X∪ Y, X◦を与えて代数系とみな
す [35]（例 3.13.7参照）．そして，Aの区間の有限和の全体をPで表す（零個の区間の和は上限の
定義により ∅である）．そうすると Pは，Aの区間の全体の PAにおける算包に等しい（そこで
Pを Aの区間包と呼ぶ）．
同様に，Aの (a, b], (←a], (a→) いずれかの形の区間の有限和の全体を P ′ で表せば，P ′ は，{
(a→)

∣∣ a ∈ A
} の算包にも，{(←a] ∣∣ a ∈ A

} の算包にも等しい（そこで P ′ を A の偏区間
包と呼ぶ）．また，Cを B ∈ P ′ の連結成分とすれば，C = B = Aであるか，または Cは Aの
(a, b], (←a], (a→) いずれかの形の区間である．Aの最少元以外の元に直前の元があれば，P ′は
Pに等しい．
[35]本書では，集合 X の部分集合 Y の補集合 X − Y を Y◦ で表す．その理由については端書き参照．
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略解 Kがa, bを下端・上端とする区間でLがc, dを下端・上端とする区間なら，max {a, c}, min {b, d}

が存在し，K∩Lはこれらを下端・上端とする区間となる．また，K◦は aを上端とする下方区間と b
を下端とする上方区間の和となる．これらのことや∪,∩についての分配律や法則 (X∪Y)◦ = X◦∩Y◦

により，I, J ∈ Pなら I ∩ J, I◦ ∈ Pが成り立つ．
P ′ の元 Bの連結成分 Cについては次のようにすればいい．Aと (a, b], (←a], (a→)いずれか

の形の区間の全体を Qで表す．(a, b], (←a], (a→)なる形の区間をそれぞれ，第一種・第二種・
第三種の区間と呼ぶ．そうすると問題 3.9.25により，Cは Aの区間であり，また，BがQに属す
区間の有限和であるから，Cもそうである．Cに含まれるそういう形の区間 Kと Lの和 K ∪ Lが
やはり Cに含まれるそういう形の区間に含まれることを示せばいい．
まず K∩ L 6= ∅の場合を考える．この場合 K, Lが共に第一種であれば K∪ Lも第一種の区間であ

り，K, Lが第一種と第二種であれば K∪ Lは第二種の区間であり，K, Lが第一種と第三種であれば
K ∪ Lは第三種の区間であり，K, Lが第二種と第三種であれば K ∪ LはAに等しく，K, Lが共に第
二種か共に第三種であれば K ∪ Lは第二種か第三種の区間である．
次に K ∩ L = ∅の場合を考える．K 6= ∅ 6= Lと仮定していい．
K, Lが共に第一種の場合：K ∩ L = ∅であるから K = (a, b], L = (c, d], b ≤ cと仮定してよく，

このとき，Cが区間であることにより [b, d] ⊆ Cであるから，K ∪ L ⊆ (a, d] ⊆ Cが成り立つ．
Kが第一種で Lが第二種の場合：K ∩ L = ∅であるから K = (a, b], L = (←c], c ≤ aであるが，

[c, b] ⊆ Cであるから，K ∪ L ⊆ (←b] ⊆ Cが成り立つ．
Kが第一種で Lが第三種の場合：K ∩ L = ∅であるから K = (a, b], L = (c→), b ≤ cであるが，

d ∈ (c→)とすれば，[b, d] ⊆ Cであるから，K ∪ L ⊆ (a→) ⊆ Cが成り立つ．
Kが第二種で Lが第三種の場合：K ∩ L = ∅であるから K = (←a], L = (b→), a ≤ bであり，

c ∈ (b→)とすれば，[a, c] ⊆ Cであるから，K ∪ L ⊆ A ⊆ Cが成り立つ．
K, Lが共に第二種か共に第三種の場合：K ∪ Lは Kまたは Lに等しい．
a ∈ Aに直前の元 bがあれば，区間 [a, a]は区間 (b, a]に等しい．また，aが Aの最少元なら

[a, a] = (←a]が成り立つ．従って，Aの最少元以外の元に直前の元があれば，P ′はPに等しい．

問題 3.9.27 (A,≤)と (B,≦)を線形順序集合とするとき，写像 f ∈ A→Bについての次の五条件
は同等である（問題 3.9.13参照）．

1. fは真増写である．

2. fは「x < y ⇐⇒ fx < fy」なる条件をみたす．

3. fは増調な単射である．

4. fは「x < y =⇒ fx < fy」なる条件をみたす．

5. fは「fx ≦ fy =⇒ x ≤ y」なる条件をみたす．

問題 3.9.28 (A,≤)が線形順序集合なら，Aから PAへの写像 a 7→ (←a)は PAの包含関係⊆に
ついて真増写である．

略解 {(←a) | a ∈ A}が包含関係 ⊆について線形順序集合であって「a < b =⇒ (←a) ⊂ (←b)」
が成り立つからである．
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定義 3.9.1 順序集合 (A,≤)が帰納的であるとは，Aの任意の空でない線形部分順序集合に
、
　上
、
　限が

存在することを言う [36]．ただし線形部分順序集合は，部分順序集合 (B,≤|B)で≤|Bが線形順序関
係のものを指す．

定理 3.9.1 (ツォルンの補題) 帰納的な空でない順序集合には極大元が存在する．

この定理は周知である．証明は，たとえば第 1.2.5項と第 3.34節で参考文献として挙げる「現代数
学概説 I」にある．

系 (A,≤)が帰納的順序集合なら，Aの任意の上方区間も帰納的順序集合であり，Bを Aの極大
元の全体とすれば，Aは Bの下方包←−B に等しい（つまり a ∈ Aなら，Aの極大元 bで a ≤ bな
るものが存在する）．

証明 Kを Aの上方区間とし，Kの線形部分順序集合 B 6= ∅をとる．Bには Aにおける上限 cが
あるが，B ⊆ Kで Kが上方区間であることより c ∈ Kなので，cは Bの Kにおける上限でもある．
a ∈ A なら，[a→) は空でない帰納的順序集合であるから，[a→) に極大元 b が存在するが，

(b→) ⊆ [a→)なので，bは Aの極大元でもある．

問題 3.9.29 (✓) Aを Λ代数系とし，Λの空でない部分集合Mと Aの空でない部分集合 Sとの
組み (M,S)であって ([S]M, S)が有基代数系であるものの全体をBで表し，PΛと PA上の順序関
係 ⊆の直積順序関係の Bへの制限を ≤で表せば，(B,≤)は帰納的順序集合である．

略解 Bの空でない線形部分順序集合C = {(Mi, Si)}i∈Iを任意にとり，M =
⋃
i∈IMi, S =

⋃
i∈I Si

と定める．問題 3.2.12により [S]M =
⋃
N∈P ′M

⋃
U∈P ′S[U]Nが成り立つ．Cが線形順序集合である

から，N ∈ P ′M, U ∈ P ′Sなら，N ⊆Mi, U ⊆ Si なる i ∈ Iがあり（問題 3.9.22参照），従って
[S]M =

⋃
i∈I[Si]Mi

が成り立つ．a ∈ Sが a = αµ(a1, . . . , an), µ ∈M, a1, . . . , an ∈ [S]M と表さ
れると仮定すると（αµは µに対応する Aの算法を表す），a ∈ Si, µ ∈Mi, a1, . . . , an ∈ [Si]Mi

なる i ∈ Iがあるが，これは ([Si]Mi
, Si)が有基代数系であることに反する．また，a ∈ [S]Mが a =

αµ(a1, . . . , an), µ ∈ M, a1, . . . , an ∈ [S]M とも a = αµ ′(a ′
1, . . . , a

′
n ′), µ ′ ∈ M, a ′

1, . . . , a
′
n ′ ∈

[S]M とも表されると仮定すれば，a, a1, . . . , an, a ′
1, . . . , a

′
n ′ ∈ [Si]Mi

, µ, µ ′ ∈Mi なる i ∈ Iがあ
るから，([Si]Mi

, Si)が有基代数系であることにより µ = µ ′, a1 = a
′
1, . . . , an = a ′

nが成り立つ．
以上により (M,S) ∈ Bが成り立つ．従って Bは帰納的順序集合である． 終

順序集合は，「任意の空でない部分集合に最小元が有る」という最小条件をみたすとき整列集合と
呼ばれる．問題 3.9.22により整列集合は線形順序集合である．数の大小関係について，自然数の
全体 Nは整列集合であり，整数の全体 Zは整列集合でない．しかし次の定理が成り立つ．

定理 3.9.2 (ツェルメロの整列定理) 任意の集合はある順序関係について整列集合となる．

問題 3.9.30 (A,≤)を線形順序集合とするとき，次のことが成り立つ．

1. Aが整列集合であれば，Aの任意の部分集合 Bは制限順序関係≤|Bについて整列集合である．

2. Aの任意の下方閉区間が制限順序関係について整列集合であれば，Aも整列集合である．

3. Aの部分集合 B1, . . . , Bn がいずれも整列集合であれば，
⋃n
i=1 Bi も整列集合である．

[36]「帰納的順序集合」の定義において「上限」を「上界」に替えても，この項の以下の命題は成り立つ．注意 3.18.4参照．
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4. Aが整列集合で fが Aから順序集合 Bへの増写であれば，fAも整列集合である．

略解 2. Sを Aの空でない部分集合とし，任意の a ∈ Sをとれば，S ∩ (←a]に最小元があり，そ
れは Sの最小元である．
3. Sを Aの空でない部分集合とすれば，S ∩ Bi 6= ∅なる iについては S ∩ Bi に最小元があり，

それら最小元の中で最小のものがあり，それが Sの最小元である．
4. Sを fAの空でない部分集合とすれば，f−1Sに最小元 aがあり，faが Sの最小元である．

問題 3.9.31 線形順序集合 (A,≤)が整列集合であるためには，次の三条件をみたす (P,Q) ∈ PA×
PAが存在しないことが必要十分である．

1. 任意の (a, b) ∈ P ×Qが a < bをみたす．

2. Q 6= ∅であってminQは存在しない．

3. A = P ∪Q

略解 (A,≤)が整列集合でないと仮定する．そうすると，Aに無限降下列 b1 > b2 > · · · が存在す
る．Q =

⋃∞
n=1[bn→), P = A−Qと定めれば，(P,Q)が条件 1 – 3をみたす．

注意 3.9.1 問題 3.9.31の条件 1は，問題 3.9.59で設ける定義によれば，(P,Q)が双対順序関係≥に
よるAの切断であることと同等である．また，条件 1, 3の下で P =

⋂
b∈Q(←b)とQ =

⋂
a∈P(a→)

が成り立つ．さらに，問題 3.9.31と双対的同様に次のことが成り立つ．すなわち，線形順序集合
(A,≤)の任意の空でない部分集合に最大元が有るためには，次の三条件をみたす (P,Q) ∈ PA×PA

が存在しないことが必要十分である（うち条件 1, 3は問題 3.9.31の条件 1, 3と同じである）．

1. 任意の (a, b) ∈ P ×Qが a < bをみたす

2. P 6= ∅であってmaxPは存在しない．

3. A = P ∪Q

3.9.4 完備束
§ 順序集合 Aの任意の部分集合に下限と上限が存在するとき，Aを完備順序集合または完備

束と呼ぶ（「束」については例 3.13.2参照）．従って完備束 Aには，特に maxA = inf ∅ = supA

とminA = sup ∅ = inf Aが存在する．任意の集合の巾集合は包含関係⊆に関して完備順序集合で
あり，特に P{∅} =

{
∅, {∅}

}は，有限の完備束の典型である．
問題 3.9.32 順序集合Aが完備であるためには，Aの任意の部分集合に下限の存在することも，A
の任意の部分集合に上限の存在することも，共に必要十分である．

略解 Aの任意の部分集合に下限があると仮定する．Aの任意の部分集合 Xをとり，Xの上界の
全体を Y で表せば，a = inf Y が存在する．Xの任意の元 xは，Y の下界であるから x ≤ aをみた
す．つまり a ∈ Y，従って a = min Y = supXが成り立つ．

問題 3.9.33 完備束 A の任意の部分集合族 (Xi)i∈I に対して inf
(⋃

i∈I Xi
)

= infi∈I(inf Xi) と
sup

(⋃
i∈I Xi

)
= supi∈I(supXi)が成り立つ．
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問題 3.9.34 (A,≤)が完備束で Bが Aの部分集合であれば次のことが成り立つ．

1. B が条件「X ⊆ B =⇒ infA X ∈ B」をみたせば（このとき B は A において交閉的で
あると言う），Bは制限順序関係 ≤|B について完備であり，Bの任意の部分集合 Xに対し
て infB X = infA X が成り立ち，従って maxA ∈ B が成り立つ．逆に maxA ∈ B の場
合，Bが Aにおいて交閉的であるためには，B − {maxA}の任意の空でない部分集合 Xに
対して infA X ∈ B − {maxA} の成り立つことが必要十分である．従って，maxA ∈ B で
B− {maxA}が制限順序関係について離散的の場合，BがAにおいて交閉的であるためには，
#(B− {maxA}) ≤ 1なることが必要十分である．

2. Bが条件「X ⊆ B =⇒ supA X ∈ B」をみたせば（このとき BはAにおいて結閉的であると
言う），交閉性についてと双対的に同様のことが成り立つ．

3. Bが Aにおいて下方的であるためには，条件「X ⊆ B ⇐= supA X ∈ B」をみたすことが必
要十分である（矢印の向きに注意）．上方性についても双対的に同様である．

4. BがAにおいて下方的かつ結閉的であるためには，BがAの下方閉区間であることが必要十
分である（問題 3.18.3の結論 5参照）．上方・交閉性についても双対的に同様である．

略解 1. Bが Aにおいて交閉的であれば，Bの任意の部分集合 Xに対して infA Xが infB Xとな
るから，問題 3.9.32により Bは完備である．
maxA ∈ Bであり，B− {maxA}が離散的であり，BがAにおいて交閉的であるとする．このと

き a, b ∈ B− {maxA}とすれば，c = inf{a, b}が B− {maxA}に属して c ≤ aと c ≤ bをみたすか
ら c = aかつ c = b，従って a = bとなる．

注意 3.9.2 (A,≤)を完備束とするとき，Aの部分集合Bで条件「X ⊆ B =⇒ infA X, supA X ∈ B」
をみたすものを Aの部分完備束と呼ぶ．問題 3.9.34によれば特に，部分完備束 Bは制限順序関係
≤|Bについて完備であり，Bの任意の部分集合 Xに対して infB X = infA Xと supB X = supA Xが
成り立つ．なお Aの部分集合 Bは，交閉的あるいは結閉的であっても，Aの部分完備束であると
は限らない．たとえば代数系Aの台部分系の全体は，完備束 PAにおいて交閉的であるが，PAの
部分完備束とは限らない（問題 3.18.23と問題 3.18.33参照）．

注意 3.9.3 任意の集合 Sの巾集合 PSは包含関係⊆に関して完備な順序集合であるから，PSの部
分集合の PSにおける交閉性や結閉性や下方性や上方性を云々することができるが，PS

、
　に
、
　お
、
　い
、
　て

交閉的・結閉的・下方的・上方的であることを，S
、
　に
、
　関
、
　し
、
　て交閉的・結閉的・下方的・上方的と言

うことがある．たとえば，PSの部分集合Bが Sに関して交閉的であるとは，Bの元の有限および
無限の任意個の交わりがすべて Bに属すことを言い，結閉性についても双対的に同様である．
ただしBの元零個の交わりと結びは，第 3.9.3項の下限・上限の定義により，それぞれ Sと ∅に

等しい．従って「Sに関して」という断りは，交閉性については省けないが，結閉性については省
いても差し支えない．同様に，X ∈ B, Y ⊆ Xのときは Y ∈ PSであるが，X ∈ B, Y ⊇ Xのときは
Yは Sより大きい集合の部分集合であり得るので，「Sに関して」という断りは，下方性については
省いても差し支えないが，上方性については省けない．

問題 3.9.35 (✓) Sを集合とし Bを PSの部分集合とし，B ′ = {S− B | B ∈ B}と定める．このと
き，Bが Sに関して交閉的であるためには，B ′ が結閉的であることが必要十分である．また，B

が結閉的であるためには，B ′ が Sに関して交閉的であることが必要十分である．
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問題 3.9.36 Aを完備束とし，Aの各部分集合 Bに対して次のように定める．

B∩ = {inf X | X ⊆ B} B∪ = {supX | X ⊆ B}

そうすると，B∩は Aの交閉的で Bを含む部分集合の中で包含関係⊆に関して最小のものであり，
B∪ についても双対的に同様である（そこで B∩ と B∪ を Bの Aにおける交包・結包と呼ぶ）．

略解 B∩ が交閉的で B∪ が結閉的であることは問題 3.9.33による．

問題 3.9.37 Aを順序集合とし，BをAの下方的部分集合の全体とすれば，BはAに関して交閉
的である．従って，順序集合 Aにおける部分集合 Bの下方包←−B は，Aの Bを含む下方的部分集
合すべての交わりに等しい．上方的部分集合と上方包 −→

B についても双対的に同様である．
Aを完備束とし，BをAの交閉的部分集合の全体とすれば，BはAに関して交閉的である．従っ

て，完備束 Aにおける部分集合 Bの交包 B∩は，Aの Bを含む交閉的部分集合すべての交わりに
等しい．結閉的部分集合と結包 B∪ についても双対的に同様である．

略解 (Bi)i∈I を順序集合 Aの下方的部分集合の族とし，B =
⋂
i∈I Bi と定める．そうすると y ≤

x ∈ Bであれば，任意の i ∈ Iに対して y ≤ x ∈ Bi であるから y ∈ Bi，従って y ∈ Bが成り立つ．
(Bi)i∈Iを完備束Aの交閉的部分集合の族とし，B =

⋂
i∈I Biと定める．そうすると X ⊆ Bであ

れば，任意の i ∈ Iに対して X ⊆ Bi であるから infA X ∈ Bi，従って infA X ∈ Bが成り立つ．

問題 3.9.38 A が完備束であれば，任意の集合 V に対して，V→A はそれ上の巾順序関係につ
いて完備であり，任意の F ⊆ V→A と v ∈ V に対して，(infV→A F)v = infA{fv | f ∈ F} と
(supV→A F)v = supA{fv | f ∈ F}が成り立つ．
特に任意の集合 Sと V に対して，V→PSは完備であり，任意の F ⊆ V→PSと v ∈ V に対して，

(infV→PS F)v =
⋂
f∈F fvと (supV→PS F)v =

⋃
f∈F fvが成り立つ（そこで，infV→PS F, supV→PS F

をそれぞれ⋂f∈F f,
⋃
f∈F fでも表す）．

略解 問題 3.9.12による．

問題 3.9.39 Aと Bが順序集合で Bが完備であれば，A→Bは巾順序関係について完備であって，
Aから Bへの増写の全体は A→Bの部分完備束である．
定理 3.9.3 任意の順序集合 (A,≤)に対し，次の三条件をみたす順序集合 (B,≦)と写像φ ∈ A→B
が存在する（こういう B,≦, φの組み (B,≦, φ)を (A,≤)の擬完備化と呼ぶ）．

1. (B,≦)は完備である．

2. φは真増写である．

3. B =
{
infB(φX)

∣∣ X ⊆ A
}
=
{
supB(φY)

∣∣ Y ⊆ A
}

この定理は周知と思われるので証明は付さないが，注意 3.9.5に実質的証明がある．

問題 3.9.40 (B,≦)を完備順序集合とし，φを集合 Aから Bへの写像とする．そうすると，任意
の b ∈ Bについて次のことが成り立つ．

b = inf
B
(φX)なる Aの部分集合 Xがある ⇐⇒ b = inf

B
φ
(
φ−1[b→)

)
b = sup

B

(φY)なる Aの部分集合 Y がある ⇐⇒ b = sup
B

φ
(
φ−1(←b])
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略解 b = infB(φX)であるとすると，任意の x ∈ Xに対して b ≦ φx，すなわち X ⊆ φ−1[b→)で
あるから，φX ⊆ φ

(
φ−1[b→)

)
⊆ [b→)，従って b ≧ infBφ

(
φ−1[b→)

)
≧ infB[b→) = b．

定理 3.9.4 任意の順序集合 (A,≤)に対し，次の三条件をみたす順序集合 (B,≦)が存在する（これ
を (A,≤)の完備化と呼ぶ）．

1. (B,≦)は完備である．

2. (A,≤)は (B,≦)の部分順序集合である．

3. B = {infB X | X ⊆ A} = {supB Y | Y ⊆ A}

条件 1, 2の下で，条件 3は次の条件 4, 5のいずれとも同等である（問題 3.9.36も参照）．

4. 任意の b ∈ Bについて b = infB
(
A ∩ [b→)

)
= supB

(
A ∩ (←b])が成り立つ．

5. (C,⩽)が完備束であって φ ∈ A→Cが真増写であれば，真増写 f ∈ B→Cで f|A = φなるも
のがある．

(A,≤)の完備化は次の意味で一意に定まる．すなわち，(B,≦)と (B ′,≦ ′)が (A,≤)の完備化であ
れば，同順写 f ∈ B→B ′ で f|A = idA なるものがある．

証明 (A,≤)の擬完備化 (C,⩽, φ)をとる．さらに，Aを含む集合Bと全単射 F ∈ C→Bで Fφ = idA

なるものをとって，(C,⩽)の Fによる複製 (B,≦)を作る．そうすると問題 3.9.17により，(A,≤)

は (B,≦)の部分順序集合である．また，問題 3.9.16により Fは (C,⩽)から (B,≦)への同順写であ
る．従って問題 3.9.18により，(B,≦)は完備であって条件 3をみたす．つまり，(B,≦)は (A,≤)

の完備化である．
問題 3.9.40により，条件 1, 2の下で条件 3と条件 4は同等である．
(A,≤)の完備化 (B,≦)が条件 5をみたすことを示そう．そのために，条件 5の前提における C

が完備束であることに留意して，写像 f ∈ B→Cを，各 b ∈ Bに対して fb = infCφ
(
A∩ [b→)

)と
定める．そうすると任意の a ∈ Aに対して，a = min

(
A ∩ [a→)

)，従って φが真増写であること
により φa = minφ

(
A ∩ [a→)

)
= fa，従って f|A = φが成り立つ．

次に fが真増写であることを示すために，任意の b, b ′ ∈ Bをとる．b ≦ b ′ なら，A ∩ [b→) ⊇
A ∩ [b ′→)，従って φ

(
A ∩ [b→)

)
⊇ φ

(
A ∩ [b ′→)

)，従って fb ⩽ fb ′ が成り立つ．そこで逆に
fb ⩽ fb ′ と仮定する．このとき，任意の a ∈ Aに対して次のように推論することができる．

a ≦ b =⇒ 任意の y ∈ A ∩ [b→)に対して a ≤ y

=⇒ 任意の y ∈ A ∩ [b→)に対して φa ⩽ φy
=⇒ φa ⩽ infCφ

(
A ∩ [b→)

)
= fb

=⇒ φa ⩽ fb ′ = infCφ
(
A ∩ [b ′→)

)
=⇒ 任意の y ∈ A ∩ [b ′→)に対して φa ⩽ φy
=⇒ 任意の y ∈ A ∩ [b ′→)に対して a ≤ y

=⇒ a ≦ infB
(
A ∩ [b ′→)

)
= b ′

すなわち A ∩ (←b] ⊆ A ∩ (←b ′]であるから，b = supB
(
A ∩ (←b]) ≦ supB

(
A ∩ (←b ′]

)
= b ′ が

成り立つ．従って fは真増写である．これで (B,≦)が条件 5をみたすことが示された．
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(B,≦)を (A,≤)の完備化とし，順序集合 (B ′,≦ ′)が条件 1, 2, 5の B,≦を B ′,≦ ′ に書き換えた
条件をみたすと仮定する．そうすると，真増写 f ∈ B→B ′ と f ′ ∈ B ′→Bで f|A = f ′|A = idA なる
ものがある．g = f ′fは Bから Bへの真増写であって g|A = idAをみたす．そこで任意の b ∈ Bを
とると，任意の x ∈ A ∩ [b→), y ∈ A ∩ (←b]に対して y = gy ≦ gb ≦ gx = xが成り立つから，
b = supB

(
A ∩ (←b]) ≦ gb ≦ infB

(
A ∩ [b→)

)
= b，従って gb = bが成り立つ．つまり f ′f = idB

であるから，f ′は全射，従って同順写であり，従って問題 3.9.15と問題 3.9.18により，(B ′,≦ ′)も
(A,≤)の完備化である．そこで (B,≦)と (B ′,≦ ′)の役割を入れ替えて同様に考えれば，fも同順
写であることが分かる．また，条件 1, 2の下で条件 5から条件 3が導かれることも分かった．こ
れで定理は証明された．

問題 3.9.41 (✓) Aが完備束 Bの部分順序集合であれば，Bの部分順序集合で Aの完備化となる
ものがある．ただしその完備化は，Bの部分完備束とは限らない．

略解 CをAの完備化とすれば，定理 3.9.4により，Cから Bへの真増写 fで f|A = idAをみたす
ものがあって，fCは Bの部分順序集合として Aの完備化である．Aが完備であれば A自身が A

の完備化であるが，Aが Bの部分完備束とは限らない．

問題 3.9.42 定理 3.9.4の条件 4は，c ≦̸ bなる任意の b, c ∈ Bに対して b ≦ a, c ≦̸ aなる a ∈ A
と a ′ ≦ c, a ′ ≦̸ bなる a ′ ∈ Aがあることと同等である．

問題 3.9.43 (✓) 定理 3.9.4の条件 5における fは，任意の b ∈ Bに対して supCφ
(
A ∩ (←b]) ⩽

fb ⩽ infCφ
(
A ∩ [b→)

)をみたす．
問題 3.9.44 (✓) (A,≤)が線形順序集合であって完備束 (B,≦)の部分順序集合であるとする．こ
のとき，(B,≦)が (A,≤)の完備化であるためには，(B,≦)が線形順序集合であって b ≨ cなる任
意の b, c ∈ Bに対して b ≦ a ≨ cなる a ∈ Aと b ≨ a ′ ≦ cなる a ′ ∈ Aのあることが必要十分で
ある．

略解 (B,≦)が (A,≤)の完備化であると仮定し，c ≦̸ bなる任意の b, c ∈ Bをとる．そうすると
問題 3.9.42により，b ≦ a, c ≦̸ aなる a ∈ Aがあり，c ≦̸ aなのでさらに a ′ ≦ c, a ′ ≦̸ aなる
a ′ ∈ Aがあり，b ≦ a ≨ a ′ ≦ cなので b ≨ cが成り立つ．従って (B,≦)は線形順序集合である．

定理 3.9.5 (A,≤)を順序集合とし，(B,≦)をその完備化とし，X, YをAの部分集合とする．この
とき，infB X ≦ supB Y が成り立つためには，Aにおける Xの任意の下界 x ′と Aにおける Y の任
意の上界 y ′ が x ′ ≤ y ′ をみたすことが必要十分である．

証明 Aにおける Xの下界 x ′とAにおける Yの上界 y ′を任意にとる．そうすると，任意の x ∈ X
に対して x ′ ≤ x，すなわち x ′ ≦ xであるから，x ′ ≦ infB Xが成り立つ．また，任意の y ∈ Yに対
して y ≤ y ′，すなわち y ≦ y ′であるから，supB Y ≦ y ′が成り立つ．従って，infB X ≦ supB Yで
あれば x ′ ≦ y ′，すなわち x ′ ≤ y ′ が成り立つ．
b = infB X, c = supB Y と定める．b = supB X

′, c = infB Y
′ なる Aの部分集合 X ′, Y ′ がある．

x ′ ∈ X ′ であれば，任意の x ∈ Xに対して x ′ ≦ b ≦ x，従って x ′ ≤ xであるから，x ′ は Aにお
ける Xの下界である．同様に，任意の y ′ ∈ Y ′がAにおける Yの上界であることが分かる．また，
任意の x ′ ∈ X ′, y ′ ∈ Y ′ について x ′ ≤ y ′ すなわち x ′ ≦ y ′ が成り立てば，X ′, Y ′ のとり方により
b ≦ cが成り立つ．これで証明された．



第 3章 論理代数学 145

問題 3.9.45 順序集合 (A,≤)の完備化 (B,≦)について次のことが成り立つ．

1. minB = infBA, maxB = supBAが成り立つ．従って，minAがあれば minB = minAが
成り立ち，maxについても同様である．

2. Aの部分集合 Xに infA Xがあれば infA X = infB Xが成り立つ．supについても同様である．

略解 Aの部分集合 Xに a = infA Xがあるとする．そうすると，aは Xの Bでの下界である．逆
に，b ∈ Bが Xの Bでの下界であるとし，b = supB Y なる Aの部分集合 Y をとる．そうすると，
任意の x ∈ X, y ∈ Y に対して y ≦ b ≦ xが成り立つから，任意の y ∈ Y に対して y ≦ aが成り立
ち，従って b ≦ aが成り立つ．

3.9.5 関係間の順序
§集合A,B間の関係はA×Bの部分集合であるから，A,B間の関係の間の包含関係⊆を云々す
ることができて，この⊆は順序関係となる．特に，A,B間の関係の中で⊆に関して最小のものは，
どの (a, b) ∈ A× Bに対しても aRbをみたさない関係 R，すなわち ∅である．これを最小関係ま
たは空関係と呼ぶ．同様に，A,B間の関係の中で⊆に関して最大のものは，任意の (a, b) ∈ A×B
に対して aRbをみたす関係 R，すなわち A × Bである．これを最大関係と呼ぶ．集合 Aからあ
る集合への写像は A上の同値関係とみなせるから，そういう写像同士や写像と A上の関係の間の
包含関係や相等関係を云々することもできる．こういう関係も，集合同士の包含関係や相等関係と
同様に ⊆や =で表す．

問題 3.9.46 集合 A上の同値関係 Rと写像 f ∈ A→Bが R ⊆ fをみたせば，写像 f/R ∈ A/R→B
で (f/R)(a/R) = faなるものが唯一つ存在する．また，R = fなら f/Rは単射である．

集合 A,B間の関係は A × Bの部分集合であるから，それら関係同士の交わり（積）∩や結び
（和）∪を云々することもできる．特にA上の関係 Rとその双対関係 R∗の交わり R∩ R∗を Rの対
称核と呼ぶ．これは，Rに含まれる対称的関係の中で包含関係 ⊆について最大のものである．ま
た，Rが反対称的であることは，Rの対称核が相等関係 =に含まれることと同等である．
集合 A,B間の関係の集合 Rが交閉的であるとは，Rが P(A× B)の部分集合として A× Bに関

して交閉的であることを言う．また，A,B間の関係についての法則 Lが交閉的であるとは，A,B
間の Lに従う関係の全体が交閉的であることを言う．関係の交閉的な集合には最大関係が含まれ，
最大関係は交閉的な法則のすべてに従う．

問題 3.9.47 集合 A上の関係についての反射律・対称律・推移律はそれぞれ交閉的である．特に，
反射律・推移律それぞれに従う関係の対称核も同じ法則に従う（問題 3.9.55参照）．

問題 3.9.48 Lを集合 A,B間の関係についての交閉的な法則とするとき，A,B間の任意の関係 R

に対して，Rを含み Lに従う関係の中に最小のものがある（これを Rの L包と呼ぶ）．

問題 3.9.49 集合A,B間の関係についての交閉的法則の和（これは未定義）も交閉的法則である．

これらの問題により，集合 A上の任意の関係 Rに対して，Rを含む A上の反射的関係の中に最
小のものがある．これを Rの反射包と呼ぶ．対称包と推移包も同様に定義する．そしてこれらを
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Rr, Rs, Rtで表す [37]．ただし，Rtは RRでも表す．同値包と擬順序包も同様に定義されるが，こ
れらを表す記号は設けない（問題 3.9.51参照）．

問題 3.9.50 集合A上の関係 Rとその反射包 Rrと対称包 Rsと推移包 Rtとの間には次の関係があ
る（問題 3.29.2参照）．

1. aRr bなるためには，aRbまたは a = bなることが必要十分である．

2. aRs bなるためには，aRbまたは bRaなることが必要十分である．

3. aRt bなるためには，Aの元の列 a0, a1, . . . , an (n ≥ 1)で a = a0, an = b, ai−1 Rai (i =

1, . . . , n) なるものの存在することが必要十分である．

問題 3.9.51 集合 A上の関係 Rに対して，Rrt は Rの擬順序包に等しく，Rrst は Rの同値包に等
しい．従って，反射的関係の推移包は擬順序関係であり，反射的かつ対称的な関係の推移包は同値
関係である．

問題 3.9.52 集合A上の推移的関係 Rの対称核が空関係であれば，Rの反射包は順序関係である．

3.9.6 擬順序関係
§ 順序関係の項で触れた通り，反射律と推移律に従う関係を擬順序関係と呼ぶ．従って，同値

関係と順序関係は擬順序関係である．擬順序関係を表す記号は順序関係のそれに準ずる．

問題 3.9.53 Aを集合とし (B,≤)を順序集合とし f ∈ A→Bとするとき，≤の fによる引き戻し
≤f は A上の擬順序関係である．また，≤f が順序関係であるためには fが単射であることが必要
十分であり，≤f が順序関係なら fは真増写である．

問題 3.9.54 集合 A,B間の任意の関係 ∃に対して A上の関係 vを

a v a ′ ⇐⇒ a ∃ bなる任意の b ∈ Bに対して a ′ ∃ b (3.9.1)

と定義すると，vは擬順序関係である．また，∃をその否定 ∄に替えて同様に作った関係は，vの
双対関係wに等しい．また特に A = Bの場合のwは，∃が反射的なら ∃に含まれ，∃が推移的な
ら ∃を含み，従って ∃が擬順序関係なら ∃と一致する．

略解 ∃を ∄に替えることは，(3.9.1)において「a ∃ b」と「a ′ ∃ b」を交換することに等しい．

問題 3.9.55 集合 A上の任意の擬順序関係 vに対して，vの対称核を ≡で表す．すなわち，

a ≡ a ′ ⇐⇒ a v a ′ かつ a w a ′

そうすると，≡は同値関係であり，類別写像 /≡による Aの元あるいは部分集合 Xの像を Xで表
すとき，商集合 A上の関係 ≤を

a ≤ a ′ ⇐⇒ a v a ′

[37]記号「r」「 s」「t」はそれぞれ「reflexive」「symmetric」「transitive」の頭文字である．
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と定義することができて，≤は順序関係である（従って vは，Aから Aへの写像 a 7→ aによる
A上の順序関係 ≤の引き戻しに等しい）．
さらに，∃が A,B間の関係で (3.9.1)をみたすものなら，A,B間の関係 ∃を

a ∃ b ⇐⇒ a ∃ b

と定義することができて，(3.9.1)と同様に次のことが成り立つ．

a ≤ a ′ ⇐⇒ a ∃ bなる任意の b ∈ Bに対して a ′ ∃ bが成り立つ

略解 ≡が同値関係であることは問題 3.9.47による．

問題 3.9.56 集合 A上の関係 vについての次の三条件は同等である．

1. vは擬順序関係である．

2. vはある写像 f ∈ A→Bによる B上のある順序関係の引き戻しに等しい．

3. 集合 Bと A,B間の関係 ∃とで (3.9.1)をみたすものが存在する．

略解 問題 3.9.53と問題 3.9.55により条件 1, 2は同等である．条件 1, 2が成り立つとき，A上の
関係 ∃を「a ∃ b ⇐⇒ b v a」と定義すれば，∃は vの双対関係 wに等しいから擬順序関係であ
り，従って問題 3.9.54により (3.9.1)が成り立つ． 終

集合A上の擬順序関係vとAの部分集合 Xに対し，a ∈ Aが次の二条件をみたすとき，aはA

における vに関する Xの擬下限であると言う．

1. 任意の x ∈ Xに対して a v xが成り立つ．

2. a ′ ∈ Aが任意の x ∈ Xに対して a ′ v xをみたせば，a ′ v aが成り立つ．

また，Aにおけるvに関するXの擬下限の全体を qinf Xで表す（誤解の恐れのある場合は qinfA X,

qinf⊑ Xなどと書く）．これと双対的に，擬上限の概念と qsupXが定義される [38]．問題 3.9.55に
よりvの対称核≡は同値関係であるが，qinf Xと qsupXは共に≡ついて一同値類を成す．なお，
擬下限・擬上限の概念は順序関係についての下限・上限の概念の一般化であるが，順序関係につい
てのその他の概念の多くが擬順序関係についての概念へと一般化される．たとえば擬最小・擬最
大・擬下界・擬上界が定義され，Xの擬下限は Xの擬下界の中の擬最大である．

問題 3.9.57 Aを集合とし，(B,≤)を順序集合とし，f ∈ A→Bを全射とし，vを fによる≤の引
き戻しとする．a ∈ Aが X ⊆ Aに対して qinf⊑ Xに属すためには，fa = infB fXなることが必要
十分である．擬上限についても同様のことが成り立つ．

問題 3.9.58 Aを集合とし，各 (P,Q) ∈ PA× PAに対して，A上の関係 vP,Q を

a vP,Q b ⇐⇒ (a, b) /∈ P ×Q

と定義して (P,Q)関係と呼ぶ（第 3.22.1項で定義するA∗上の (P,Q)関係≼P,Qを参照）．このと
き，次のことが成り立つ．
[38]記号「qinf」と「qsup」はそれぞれ「quasi-infimum」と「quasi-supremum」に因む．
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1. vP,Q が反射的であるためには，P ∩Q = ∅なることが必要十分である．

2. A = P ∪Qであれば vP,Q は推移的である．

略解 vP,Q を v∗ で表す
1. P ∩Q = {a ∈ A | a 6v∗ a}が成り立つからである．
2. a, b, c ∈ Aが a v∗ b, b v∗ c, a 6v∗ cをみたせば，a 6v∗ cなることより a ∈ P, c ∈ Q，従っ

て a v∗ b, b v∗ cなることより b /∈ Q, b /∈ Pとなって，b ∈ A− (P ∪Q)が成り立つ．

問題 3.9.59 Aを集合とし，vを A上の関係とし，PA× PAの元 (P,Q)で条件

(a, b) ∈ P ×Q =⇒ a 6v b

をみたすものをvによるAの切断と呼び（定義 3.22.1で定義するA∗上の関係によるAの切断を
参照），その全体をSで表す．そうすると，vが擬順序関係であれば，次のことが成り立つ．

1. 任意の (P,Q) ∈ Sが P ∩Q = ∅をみたす．

2. (P,Q) ∈ SがPA×PA上の直積順序関係⊆に関してSの極大元であるためには，A = P∪Q
なることが必要十分である．

略解 1. a ∈ P ∩Qなら，a 6v aとなって反射律に矛盾する．
2. (P,Q)がSの極大元であって c ∈ A− (P ∪Q)なら，(P,Q ∪ {c})も (P ∪ {c}, Q)もSに属さ

ないから，a v c, c v bなる (a, b) ∈ P ×Qがあって推移律に矛盾する．

注意 3.9.4 問題 3.9.59における「切断」は「Dedekindの切断 (Schnitt)」に因む．すなわち，Aと
して有理数の全体 Qをとり，vとして有理数の大小関係 ≥をとれば，Qの部分集合の組み (P,Q)

がSに属すためには，「(a, b) ∈ P×Q =⇒ a < b」なる条件をみたすことが必要十分である．従っ
て，Sの極大元 (P,Q)がすなわち Dedekindの切断である．

問題 3.9.60 問題 3.9.59においてさらにQ = {Q ∈ PA | (A−Q,Q) ∈ S}と定め，また，各 a ∈ A
に対して (←a] = {b ∈ A | b v a}と定め，さらに，各 X ∈ PAに対して (←X] = ⋂a∈X(←a]と定
め，最後にP =

{
(←X] ∣∣ X ∈ PA

}と定める．これらについて次のことが成り立つ．
1. Qi ∈ Q (i ∈ I)であれば，⋂i∈IQi もQに属す．

2. P ⊆ Q

3. a, b ∈ Aが a v bをみたすためには，(←a] ⊆ (←b]をみたすことが必要十分である．
4. 任意のQ ∈ Qに対してQ =

⋃
b∈Q(←b]が成り立つ．

略解 2. Q ∈ PAがQに属すためには「a /∈ Q, b ∈ Q =⇒ a 6v b」なる条件をみたすことが必
要十分である．b /∈ (←a], c ∈ (←a]なら，b 6v a, c v aなので，vが推移律に従うことにより
b 6v cが成り立つ．つまり (←a]はQに属す．従って，結論 1によりP ⊆ Qも成り立つ．
3. vが推移律に従うから「a v b =⇒ (←a] ⊆ (←b]」が成り立つ．vが反射律に従うから，

a ∈ (←a]，従って「a v b ⇐= (←a] ⊆ (←b]」が成り立つ．
4. Q ∈ Qなら，「b ∈ Q, a v b =⇒ a ∈ Q」が成り立つので，b ∈ Qなら (←b] ⊆ Qが成り立

つ．任意の b ∈ Qに対して b ∈ (←b]も成り立つので，Q =
⋃
b∈Q(←b]を得る．
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注意 3.9.5 問題 3.9.60を定理 3.9.3の証明に使うことができる．すなわち，問題 3.9.60において
vを順序関係とする．そうすると，問題 3.18.29と定理 3.18.2と問題 3.18.35によりPは包含関係
⊆に関して完備である．また問題 3.9.60により，各 a ∈ Aに (←a] = (←{a}] ∈ Pを対応させる写
像 φは真増写であり，各 X ∈ PAに対し (←X] = ⋂a∈Xφa =

⋃
b∈(←X]φb が成り立つから，各

P ∈ Pに応じ P = infP(φX) = supP(φY) なる X, Y ∈ PAがある．

問題 3.9.61 (A,≤)を線形順序集合とし，各 c ∈ Aに対して Pc = [c→), Qc = (←c)と定める．
そうすると，(Pc, Qc)は ≤による Aの切断であって，≤ =

⋂
c∈AvPc,Qc が成り立つ．

より一般に，集合 A上の任意の関係 vについて，それによる Aの切断の全体を Sで表せば，
v =

⋂
(P,Q)∈S vP,Q が成り立つ．

略解 a 6v bであれば，({a}, {b}) ∈ Sであって a 6v{a},{b} bが成り立つ．

課題 3.9.1 数学において関係の中でも順序関係や同値関係などの擬順序関係が特に重要な役割を
演ずるのは何故か．

3.9.7 分数式表示と分数式定義
§ 集合 A,Bの直積 A× Bの各元 (a, b)を a

b
と分数式に表せば，A,B間の関係を「分数」の集

合として表示したり定義したりすることができる．たとえば，N上の関係 Rが

aRb ⇐⇒ a = x+ y, b = xyなる x, y ∈ Nがある

なるもののときには，
R =

{
x+ y

xy

∣∣ x, y ∈ N
}

と表示したり定義したりすることができる．ただし定義する場合には，「Rを
x+ y

xy
(x, y ∈ N)

と定義する」のように書くこともあり，(x, y ∈ N)の類のただし書きは，誤解の恐れのないときは
省略する．

問題 3.9.62 集合Aの直積A×Aの各元を分数式に表示して，A×A上の単項汎算法 sと二項算
法 tとを s

( a
a ′

)
=
a ′

a
, Dom t =

{(
a

b
,
b

a ′

) ∣∣ a, b, a ′ ∈ A
}
, t

(
a

b
,
b

a ′

)
=
a

a ′ と定める．このと
き，A上の任意の関係 Rの対称包 Rsと推移包 Rtとに対して Rs = [R]s, R

t = [R]tが成り立つ．た
だし [ ]s と [ ]t とは，代数系 (A×A, {s})と代数系 (A×A, {t})とにおける算包を表す．

3.10 巾代数系
＄ この節と後に続く三つの節では，型付代数系から新しい型付代数系を作る方法やそういう型

付代数系の存在について説明する．まずこの節では，群や環の巾の概念を拡張して，型付代数系
の巾を定義する．すなわち，型付代数系 (A, T, σ)と集合 V に対し，(A, T, σ)と同型の型付代数系
(AV , T, τ)を以下のように作ることができる．これを (A, T, σ)の V 乗と呼び，これまで通りしばし
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ば台代数系 AV だけで表記する．そして，Aと V を AV の底代数系と指集合と呼ぶ．また，底代
数系 Aと指集合 V を色々に変えて出来る色々な AV を巾代数系と総称する [39]．
まず V = ∅の場合には，問題 3.4.2に留意して (AV , T, τ) = (T, T, idT )と定める．つまり台代数系

だけで言い表せば，∅を指集合とする巾代数系 A∅ は底代数系 Aによらずに Aの型代数系 T に等
しい．これを極端な巾代数系と呼ぶ．ただし，これはごく限られた状況でしか使わない．今後は，
そうでないと断らない限り（問題 3.13.8参照），AV と書いたときは V 6= ∅であるものとし，「巾
代数系」は「非極端の巾代数系」を指すものとする．
そこで以下 V 6= ∅と仮定する．そうしてまず，AV の台集合は⋃

t∈T

(V→At)
と定める．次に，AV の代数構造と型写像 τの定め方を説明するために，⋃t∈T (V→At)を仮に B

で表し，Aと T の算号系を Λとし，各 λ ∈ Λに対応する A, T の算法を αλ, tλとし，nλをこれら
算法の共通の項数とする．そしてまず，写像 τ ∈ B→T を

τb = t ⇐⇒ b ∈ V→At (b ∈ B, t ∈ T)

と定める．そうすると，b ∈ V→Atなら任意の v ∈ Vに対して t = σ(bv)だから，次式が成り立つ．
τb = σ(bv) (b ∈ B, v ∈ V) (3.10.1)

次に，各 λ ∈ Λに対して，B上の nλ 項算法 βλ を次のように定める．すなわち，まず定義域を

Domβλ =
{
(b1, . . . , bnλ) ∈ Bnλ

∣∣ (τb1, . . . , τbnλ) ∈ Dom tλ
}

と定める．次に各 (b1, . . . , bnλ) ∈ Domβλ に対して，V→Aの元 βλ(b1, . . . , bnλ)を(
βλ(b1, . . . , bnλ)

)
v = αλ(b1v, . . . , bnλv) (v ∈ V) (3.10.2)

と定める．これが可能なのは，(3.10.1)により (σ(b1v), . . . , σ(bnλv)) = (τb1, . . . , τbnλ) ∈ Dom tλ，
従って (b1v, . . . , bnλv) ∈ Domαλ だからである．さらに t = tλ(τb1, . . . , τbnλ)と定めれば，

σ
(
αλ(b1v, . . . , bnλv)

)
= tλ

(
σ(b1v), . . . , σ(bnλv)

)
= tλ(τb1, . . . , τbnλ) (3.10.3)

であるから (βλ(b1, . . . , bnλ))v ∈ At，従って
βλ(b1, . . . , bnλ) ∈ V→At ⊆ B

が成り立って，βλ は確かに B上の算法である．これで T と同類の代数系 (B, (βλ)λ∈Λ)が出来た．
さらに (3.10.1), (3.10.2), (3.10.3)により，v ∈ V を一つとったとき（V 6= ∅だからとれる）

τ(βλ(b1, . . . , bnλ)) = σ
((
βλ(b1, . . . , bnλ)

)
v
)

= σ
(
αλ(b1v, . . . , bnλv)

)
= tλ(τb1, . . . , τbnλ)

となるから，τは準写である．これで目標の型付代数系 AV = (
⋃
t∈T (V→At), T, τ)が作れた．

なお，各 v ∈ V に応じて，各 b ∈
⋃
t∈T (V→At)に bv ∈ Aを対応させる写像が出来る．これを

vの定める射影と呼び prv で表す．射影は AV の T 型代数構造の上記定義以前に存在していたが，
射影と AV の T 型代数構造の間には以下に示すような関係がある．
[39]数 a の n 乗 an について a, n を「底」「指数」と呼び，a と n を色々に変えて出来る色々な an を「巾」と呼ぶのに
因む．なお，「巾」を中国伝来の「冪」「羃」に代用するのは関孝和（江戸時代の和算家）の発案という．
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定理 3.10.1 Aを型付代数系とし v ∈ V とするとき，射影 prv ∈ AV→Aは全射保型準写である．
証明 (3.10.2)から

prv
(
βλ(b1, . . . , bnλ)

)
= αλ(prvb1, . . . , prvbnλ)

が得られ，これは prv が擬写であることを示す．また，(3.10.1)から

τb = σ(prvb) (b ∈ B)

すなわち τ = σ prvが得られ，これは prvが保型写像であることを示す．従って問題 3.4.12により，
prv は保型準写である．各 a ∈ Aに対し，V の任意の元を aにうつす V→Aの元を ba で表せば，
ba ∈ V→Aσa ⊆ AV であって prvba = bav = aが成り立つ．従って prv は全射である．

問題 3.10.1 型付代数系 (A, T, σ)の巾代数系AV の型代数構造は，集合⋃t∈T (V→At)上の T 型代
数構造の中で，V の各元の定める ⋃t∈T (V→At)から Aへの射影を保型準写と成すものとして特
徴付けられる．

問題 3.10.2 巾代数系 AV の射影を第 3.9.2項で説明したように AV 上の関係とみなしたものすべ
ての交わりは，AV 上の相等関係 =に等しい．

問題 3.10.3 (✓) 集合 V を添数集合とする同型の型付代数系の族 ((Av, T, σv))v∈V から次のよう
にして型付代数系 (B, T, τ)を作ることができる（これを (Av)v∈V の直積と呼ぶ）．すなわち Bと
しては，⋃v∈V Av の、　同、　型、　の元の族 (av)v∈V であって av ∈ Av (v ∈ V) なるものの全体をとり，
b = (av)v∈V ∈ Bに対して τb = σuau (u ∈ V は任意)と定める（ことができる）．Avの代数構造
を (αvλ)λ∈Λ とし nλ を αvλ の項数とするとき（問題 3.4.7参照），Bの代数構造 (γλ)λ∈Λ を次式
によって定める（ただし，右辺が存在するような (a1v)v∈V , . . . , (anλv)v∈V に対して）．

γλ
(
(a1v)v∈V , . . . , (anλv)v∈V

)
=
(
αvλ(a1v, . . . , anλv)

)
v∈V

そうすると各 u ∈ V に対して，各 (av)v∈V ∈ Bに au を対応させる写像（これらも射影と呼ぶ）
は，Bから Auへの保型準写である（ただし必ずしも全射ではない）．また，すべての v ∈ V に対
して (Av, T, σv) = (A, T, σ)の場合の (B, T, τ)は，(A, T, σ)の巾代数系 AV に保型同形である．

略解 最後の注意については，AV の各元 bに (bv)v∈V を対応させる写像が保型同写となる．

定理 3.10.2 (A, T, σ)が型付 Λ代数系で A ′ が Aの Λ ′ 部分系（Λ ′ ⊆ Λ）なら，問題 3.4.6によ
り (A ′, TΛ ′ , σ|A ′)も型付代数系になり，従って巾代数系AV とA ′V が出来るが，A ′V はAV のΛ ′

部分系である．特に Aの算部分系 AΛ ′ と AV の算部分系 (AV)Λ ′ については (AΛ ′)V = (AV)Λ ′

が成り立つ．

証明 先程のように，Aの代数構造を (αλ)λ∈Λとし，nλを αλの項数とし，B =
⋃
t∈T (V→At)と

する．Bの型写像 τと代数構造 (βλ)λ∈Λは (3.10.1)と (3.10.2)で定められる．λ ∈ Λ ′に対して αλ

のA ′への制限をα ′
λで表す．(α ′

λ)λ∈Λ ′がA ′の代数構造である．同様にB ′ =
⋃
t∈T (V→A ′

t)とすれ
ば，A ′

t = (σ|A ′)−1t = σ−1t∩A ′ ⊆ Atであるから，B ′ ⊆ Bが成り立つ．B ′の型写像 τ ′と代数構造
(β ′
λ)λ∈Λ ′ は (3.10.1)と (3.10.2)に類似の式で定められるが，A ′ の型写像が σ|A ′ なので τ ′ = τ|B ′
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が成り立ち，従ってDomβ ′
λ = B ′nλ ∩Domβλが成り立つ．そして (b1, . . . , bnλ) ∈ Domβ ′

λのと
き，α ′

λ が αλ の A ′ への制限であることより，任意の v ∈ V に対して(
β ′
λ(b1, . . . , bnλ)

)
v = α ′

λ(b1v, . . . , bnλv)

= αλ(b1v, . . . , bnλv) =
(
βλ(b1, . . . , bnλ)

)
v,

従って β ′
λ(b1, . . . , bnλ) = βλ(b1, . . . , bnλ)が成り立つ．つまり β ′

λは βλの B ′への制限に等しい．
従って A ′V は AV の Λ ′ 部分系である．

定理 3.10.3 Aを型付代数系とすれば，次の三つのことが成り立つ．

1. V ′ が集合で f ∈ V ′→V なら，各 b ∈ AV に対して合成 bfは AV
′ に属し，各 b ∈ AV に

bf ∈ AV ′ を対応させる写像（これを fAで表す）はAV からAV
′ への保型準写である．fが

全射なら fA は単射であり，fが単射なら fA は全射である．

2. V1, V2, V3 が集合で f1 ∈ V2→V1 かつ f2 ∈ V3→V2 なら，(f1f2)
A ∈ AV1→AV3 と f1 ∈

AV1→AV2 と f2 ∈ AV2→AV3 について (f1f2)
A = f2

Af1
A が成り立つ．

3. (idV)
A ∈ AV→AV について (idV)

A = idAV が成り立つ．

証明 A の型代数系を T で表す．そうすると b ∈ AV なら，b ∈ V→At なる t ∈ T があって
bf ∈ V ′→At ⊆ AV ′ が成り立つ．従って問題 3.4.8により，fAは AV から AV

′ への保型写像であ
る．そして fA の定義により

(fAb)v ′ = b(fv ′) (b ∈ AV , v ′ ∈ V ′) (3.10.4)

が成り立つ．これから結論 2, 3が容易に導かれる．fが全射なら，問題 3.4.14により fg = idV な
る g ∈ V→V ′ があるから，結論 2, 3により gAfA = idAV が成り立ち，従って fA は単射である．
fが単射なら fA が全射であることも同様に証明される．
各算号 λに対応する A,AV , AV

′ の算法をそれぞれ αλ, βλ, β
′
λで表し，nλをこれらの項数とし，

任意の (b1, . . . , bnλ) ∈ Domβλ をとる．そうすると，任意の v ′ ∈ V ′ に対して次のように計算す
ることができる．(

fA
(
βλ(b1, . . . , bnλ)

))
v ′ =

(
βλ(b1, . . . , bnλ)

)
(fv ′) ((3.10.4)による)

= αλ
(
b1(fv

′), . . . , bnλ(fv
′)
)

(βλ の定義による)

= αλ
(
(fAb1)v

′, . . . , (fAbnλ)v
′) ((3.10.4)による)

=
(
β ′
λ(f

Ab1, . . . , f
Abnλ)

)
v ′ (β ′

λ の定義による)

従って fA
(
βλ(b1, . . . , bnλ)

)
= β ′

λ(f
Ab1, . . . , f

Abnλ)が成り立つ．従って問題 3.4.12により，fA
は保型準写である．

定理 3.10.4 次の三つのことが成り立つ．

1. AとA ′が同型の型付代数系で f ∈ A→A ′が保型写像なら，各 b ∈ AV に対して合成写像 fb

は A ′V に属し，各 b ∈ AV に fb ∈ A ′V を対応させる写像（これを fV で表す）は AV から
A ′V への保型写像である．fが全射なら fV も全射である．各型 tに対して At = ∅ 6= A ′

t で
なくて fが単射であれば，fV も単射である．fが擬写なら fV も擬写である．従って，fが保
型同写なら fV も保型同写である．
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2. A1, A2, A3 が同型の型付代数系で f1 ∈ A1→A2 と f2 ∈ A2→A3 が保型写像なら，合成
f2f1 ∈ A1→A3 も保型写像であって，(f2f1)

V ∈ A1V→A3V と f1
V ∈ A1V→A2V と f2

V ∈
A2
V→A3V について (f2f1)

V = f2
Vf1

V が成り立つ．

3. Aが型付代数系なら，(idA)
V ∈ AV→AV について (idA)

V = idAV が成り立つ．

証明 A,A ′ の型代数系を T で表す．そうすると b ∈ AV なら，b ∈ V→At なる t ∈ T があって f

が保型写像であるから，問題 3.4.8により fb ∈ V→A ′
t ⊆ A ′V が成り立つ．従ってまた問題 3.4.8

により，fV は保型写像である．そして，fV の定義により

(fVb)v = f(bv) (b ∈ AV , v ∈ V) (3.10.5)

が成り立つ．これから結論 2, 3が容易に導かれる．fが全射なら，問題 3.4.14により fg = idA ′ な
る保型写像 g ∈ A ′→Aがあるから，結論 2, 3により fVgV = idA ′V が成り立ち，従って fV は全
射である．各 t ∈ T に対して At = ∅ 6= A ′

tでなくて fが単射であれば fV も単射であることも，同
様に証明される．
fが擬写なら fV も擬写であることを示すために，各算号 λに対応する A,A ′, AV , A ′V の算法を

それぞれ αλ, α ′
λ, βλ, β

′
λで表し，nλをこれらの項数とし，任意の (b1, . . . , bnλ) ∈ Domβλをとる．

そうすると，任意の v ∈ V に対して次のように計算することができる．(
fV
(
βλ(b1, . . . , bnλ)

))
v = f

((
βλ(b1, . . . , bnλ)

)
v
)

((3.10.5)による)

= f
(
αλ(b1v, . . . , bnλv)

)
(βλ の定義による)

= α ′
λ

(
f(b1v), . . . , f(bnλv)

)
(fが擬写だから)

= α ′
λ

(
(fVb1)v, . . . , (f

Vbnλ)v
)

((3.10.5)による)

=
(
β ′
λ(f

Vb1, . . . , f
Vbnλ)

)
v (β ′

λ の定義による)

従って fV
(
βλ(b1, . . . , bnλ)

)
= β ′

λ(f
Vb1, . . . , f

Vbnλ)が成り立つ．従って fV は擬写である．以上
と問題 3.4.12により，fが保型同写なら fV も保型同写である．

補題 3.10.1 A1, . . . , An, B を集合とする．このとき， (A1 × · · · ×An)→B の各元 fに応じて，
A1→(A2→(· · ·→(An→B) · · · ))の元 f∗ で

(· · · ((f∗a1)a2) · · · )an = f(a1, . . . , an)
(
ai ∈ Ai (i = 1, . . . , n)

)
をみたすもの（これを fの線形化と呼ぶ）が一意に存在し，写像 f 7→ f∗は (A1 × · · · ×An)→Bか
ら A1→(A2→(· · ·→(An→B) · · · ))への全単射である．
証明 n = 1のときには明らかに成り立つので，n ≥ 2と仮定して，nについての帰納法を使う．
各 a ∈ A1 に対して，A2 × · · · × An→Bの元 fa を fa(a2, . . . , an) = f(a, a2, . . . , an)と定める．
そうすると帰納法の仮定により，faの線形化 (fa)

∗ ∈ A2→(· · ·→(An→B) · · · )が一意に存在する．
A1→(A2→(· · ·→(An→B) · · · ))の元 f∗ を各 a ∈ A1 に対して f∗a = (fa)

∗ と定めれば，f∗ は fの
線形化である．
φ ∈ A1→(A2→(· · ·→(An→B) · · · ))も fの線形化であれば，各 a ∈ A1に対してφaは faの線
形化であるから φa = (fa)

∗ = f∗a，従って φ = f∗ が成り立つ．つまり線形化は一意である．
任意のφ ∈ A1→(A2→(· · ·→(An→B) · · · ))をとり，f ∈ (A1×· · ·×An)→Bを f(a1, . . . , an) =

(· · · ((φa1)a2) · · · )anと定めれば，φは fの線形化であるから，その一意性により φ = f∗が成り
立つ．従って写像 f 7→ f∗ は全射である．
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(A1 × · · · ×An)→Bの二元 f, gが f∗ = g∗をみたせば，任意の (a1, . . . , an) ∈ A1 × · · · ×Anに
対して f(a1, . . . , an) = (· · · ((f∗a1)a2) · · · )an = (· · · ((g∗a1)a2) · · · )an = g(a1, . . . , an)が成り立
つから，f = gが成り立つ．つまり写像 f 7→ f∗ は単射である．

定理 3.10.5 型付代数系Aと巾代数系AV , (AV)V ′
, AV

′×Vについて (AV)V
′ ∼= AV

′×Vが成り立つ．

証明 Aの型代数系を T で表す．そうすると c ∈ AV ′×V なら，c ∈ (V ′ × V)→Atなる t ∈ T があ
り，補題 3.10.1により cの線形化 c∗ ∈ V ′→(V→At) = V ′→(AV)t ⊆ (AV)V

′ が定まる．従って，
各 c ∈ AV ′×V に c∗ ∈ (AV)V

′ を対応させる写像が出来て，これは保型写像であり，

c(v ′, v) = (c∗v ′)v (c ∈ AV
′×V , (v ′, v) ∈ V ′ × V) (3.10.6)

をみたす．各算号λに対応するA, AV , AV ′×V , (AV)V
′の算法をそれぞれαλ, βλ, γλ, δλで表し，nλ

をこれらの項数とし，任意の (c1, . . . , cnλ) ∈ Domγλをとる．そうすると，任意の (v ′, v) ∈ V ′×V
に対して次のように計算することができる．((

γλ(c1, . . . , cnλ)
)∗
v ′
)
v =

(
γλ(c1, . . . , cnλ)

)
(v ′, v) ((3.10.6)による)

= αλ
(
c1(v

′, v), . . . , cnλ(v
′, v)

)
(γλ の定義による)

= αλ
(
(c1

∗v ′)v, . . . , (cnλ
∗v ′)v

)
((3.10.6)による)

=
(
βλ(c1

∗v ′, . . . , cnλ
∗v ′)

)
v (βλ の定義による)

=
((
δλ(c1

∗, . . . , cnλ
∗)
)
v ′
)
v (δλ の定義による)

従って (γλ(c1, . . . , cnλ))∗ = δλ(c1
∗, . . . , cnλ

∗)が成り立つ．つまり写像 c 7→ c∗は擬写であり，従っ
て問題 3.4.12により保型準写である．

定理 3.10.6 A,Bを同型の代数系とし，(fv)v∈V をAから Bへの保型準写の族とする．このとき，
Aから巾代数系 BV への写像 fを

(fa)v = fva (a ∈ A, v ∈ V)

と定めることができて，fは保型準写である．

証明 A,Bの型代数系を Tとすれば，a ∈ At (t ∈ T)のとき任意の v ∈ Vに対して (fa)v = fva ∈ Bt
が成り立つから，fa ∈ V→Bt ⊆ BVが成り立ち，fは確かにAからBVへの保型写像である．A,B, BV
の代数構造を (αλ)λ∈Λ, (βλ)λ∈Λ, (γλ)λ∈Λ とすれば，(a1, . . . , anλ) ∈ Domαλ のとき，任意の
v ∈ V に対して次のように計算することができる (λ ∈ Λ)．(

f
(
αλ(a1, . . . , anλ)

))
v = fv

(
αλ(a1, . . . , anλ)

)
= βλ(fva1, . . . , fvanλ)

= βλ
(
(fa1)v, . . . , (fanλ)v

)
=
(
γλ(fa1, . . . , fanλ)

)
v

つまり，任意の (a1, . . . , anλ) ∈ Domαλ に対して f
(
αλ(a1, . . . , anλ)

)
= γλ(fa1, . . . , fanλ) が成

り立つ (λ ∈ Λ)．従って fは保型擬写，すなわち保型準写である．
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3.11 商代数系
＄ この節では型付代数系の商集合上の代数構造を論ずる．その際，第 3.9節で説明した関係に

ついての記法・用語・概念を断り無く使う．

定義 3.11.1 集合 A上の関係 Rが A上の算法 αと両立するとは，次の条件をみたすことを言う．

(a1, . . . , an) ∈ Domα

ai Ra
′
i (i = 1, . . . , n)

}
=⇒ {

(a ′
1, . . . , a

′
n) ∈ Domα

α(a1, . . . , an)Rα(a
′
1, . . . , a

′
n)

代数系A上の関係 RがAの代数構造に含まれるすべての算法と両立するとき，RはAの代数構造
と両立すると言う．そして，A上の同値関係で Aの代数構造と両立するものを A上の合同関係と
呼ぶ．また，型付代数系 A上の関係 Rが Aの代数構造と両立し，かつ Aの型写像に含まれると
き，Rは Aの型代数構造と両立すると言う．そして，A上の同値関係で Aの型代数構造と両立す
るものを A上の型合同関係と呼ぶ．

注意 3.11.1 集合A上の関係 RがA上の n項汎算法 αと両立するための条件は，言うまでもなく

ai Ra
′
i (i = 1, . . . , n) =⇒ α(a1, . . . , an)Rα(a

′
1, . . . , a

′
n)

である．また，汎代数系 Aを型代数系が単元集合の型付代数系とみなした場合，Aの型写像は A

上の関係としては最大関係であるから，A上の任意の関係が Aの型写像に含まれる．

問題 3.11.1 集合 A上の関係 Rが A上の算法 αと両立すれば，Rの対称核も αと両立する．

定理 3.11.1 fが代数系 Aから代数系 Bへの準写なら，Bの代数構造と両立する関係 Rの fによ
る引き戻し Rf は Aの代数構造と両立する．

証明 Aの代数構造を (αλ)λ∈Λとし，nλを αλの項数とする．また，λ ∈ Λに対応する Bの算法
を βλ とする．そして，(a1, . . . , anλ) ∈ Domαλ, ai Rf a

′
i (i = 1, . . . , nλ)と仮定する．そうする

と，fが擬写であるから，

(fa1, . . . , fanλ) ∈ Domβλ f
(
αλ(a1, . . . , anλ)

)
= βλ(fa1, . . . , fanλ)

が成り立ち，Rf の定義により fai R fa
′
i (i = 1, . . . , nλ)が成り立つ．従って，Rが βλ と両立する

ことにより

(fa ′
1, . . . , fa

′
nλ

) ∈ Domβλ βλ(fa1, . . . , fanλ)Rβλ(fa
′
1, . . . , fa

′
nλ

)

が成り立つ．これからさらに，fが準写であることにより

(a ′
1, . . . , a

′
nλ

) ∈ Domαλ βλ(fa
′
1, . . . , fa

′
nλ

) = f
(
αλ(a

′
1, . . . , a

′
nλ

)
)

が成り立つ．従ってまた f
(
αλ(a1, . . . , anλ)

)
R f
(
αλ(a

′
1, . . . , a

′
nλ

)
)であり，従って Rf の定義によ

り αλ(a1, . . . , anλ)Rf αλ(a
′
1, . . . , a

′
nλ

)が成り立つ．つまり，Rf は αλ と両立する．

系 fが代数系 Aから代数系 Bへの準写なら，A上の関係とみなした fは合同関係である．

証明 A上の関係とみなした fは，Bの相等関係 =の引き戻し =f であるから，定理により Aの
代数構造と両立し，問題 3.9.1により同値関係である．
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系 2 fが型付代数系Aから型付代数系 Bへの保型準写なら，B上の型合同関係 Rの fによる引き
戻し Rf は A上の型合同関係である．特に，A上の関係とみなした fは型合同関係である．

証明 fは準写であるから，定理により RfはAの代数構造と両立する．また，問題 3.9.1により Rf
は同値関係である．また，A,Bの型写像を σ, τとすれば，fが保型写像であるから，任意の a ∈ A
に対して τ(fa) = σaが成り立つ．そこで aRf a

′と仮定すれば，faR fa ′であるから，Rが τに含
まれることにより τ(fa) = τ(fa ′)が成り立ち，従って σa = σa ′ が成り立つ．すなわち，Rf は σ

に含まれる．以上により，Rf は型合同関係である．

系 3 型付代数系 Aの型写像 σは，A上の関係とみなしたとき型合同関係である．

証明 自明に σ ⊆ σであって，系により σは合同関係である．

定理 3.11.2 Aが代数系で Rが A上の合同関係なら，商集合 A/Rに Aと同類の代数構造を定め
て，類別写像 /Rを準写にすることができる．また，さらにAから代数系 Bへの準写 fが R ⊆ fを
みたせば，写像 f/R ∈ A/R→Bを (f/R)(a/R) = faと定義することができて，f/Rは準写となる．

証明 定理 3.11.1の証明の記号を使う．
前半：類別写像 /Rによる Aの元あるいは部分集合 Xの像を Xで表す．特に A/R = Aである．

そして，各 λ ∈ Λに対して，A上の nλ 項算法 αλ を次のように定義する．すなわちまず，

Domαλ = {(a1, . . . , anλ) | (a1, . . . , anλ) ∈ Domαλ}

と定義する．αλ そのものは

αλ(a1, . . . , anλ) = αλ(a1, . . . , anλ)

と定義する．この定義には矛盾がない．なぜなら，Rが Aの代数構造と両立するから
(a1, . . . , anλ) ∈ Domαλ

(a1, . . . , anλ) = (a ′
1, . . . , a

′
nλ

)

}
=⇒ {

(a ′
1, . . . , a

′
nλ

) ∈ Domαλ

αλ(a1, . . . , anλ) = αλ(a
′
1, . . . , a

′
nλ

)
(3.11.1)

が成り立ち，従って特に，(a1, . . . , anλ), (a
′
1, . . . , a

′
nλ

) ∈ Domαλ のときに

(a1, . . . , anλ) = (a ′
1, . . . , a

′
nλ

) =⇒ αλ(a1, . . . , anλ) = αλ(a
′
1, . . . , a

′
nλ

)

が成り立つからである．代数構造 (αλ)λ∈Λ により Aは Aと同類の代数系となる．
(3.11.1)によりまた特に，

(a ′
1, . . . , a

′
nλ

) ∈ Domαλ =⇒ (a ′
1, . . . , a

′
nλ

) ∈ Domαλ

が成り立つ．これと αλ の定義は，/Rが準写であることを示す．
後半：f/Rが定義できることは問題 3.9.46で言及した．今は f/Rを fで表す．これが擬写である

ことは，次の計算で確かめられる．ただし，βλ は λに対応する Bの算法である．

f(αλ(a1, . . . , anλ)) = f(αλ(a1, . . . , anλ))

= f(αλ(a1, . . . , anλ))

= βλ(fa1, . . . , fanλ) = βλ(fa1, . . . , fanλ)

また，この計算を一部逆にたどれば，fが厳密であることが分かる．
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系 (A, T, σ)が型付代数系で Rが A上の型合同関係なら，(A/R, T, σ/R)を型付代数系にして類別
写像 /Rが保型準写になるようにすることができる．また，さらにAから型付代数系 Bへの保型準
写 fが R ⊆ fをみたせば，写像 f/R ∈ A/R→Bを (f/R)(a/R) = faと定義することができて，f/R
は保型準写になる．

証明 定理 3.11.2の証明の記号と記法を使う．
前半：Rが A上の合同関係であるから，定理 3.11.2の前半により，Aに Aと同類の代数構造を

定めて，類別写像 /Rを準写にすることができる．Rが σに含まれるから，定理 3.11.2の後半によ
り，写像 σ ∈ A→T を σa = σaと定義することができて，σは準写になる．従って (A, T, σ)は型
付代数系になる．そして σの定め方により，類別写像 /Rは保型写像になる．
後半：定理 3.11.2の後半により，写像 f ∈ A→Bを f a = faと定義することができて，fは準写

になる．τを Bの型写像とすれば，τ(f a) = τ(fa) = σa = σaが成り立つから，fは保型写像で
ある．

定義 3.11.2 代数系 Aあるいは型付代数系 (A, T, σ)から定理 3.11.2あるいはその系のように作ら
れた代数系 A/Rあるいは型付代数系 (A/R, T, σ/R)を Aの Rによる商代数系と呼ぶ．

問題 3.11.2 代数系 Aの商代数系 A/Rの代数構造は，商集合 A/R上の代数構造の中で，類別写
像 /Rを準写と成すものとして特徴付けられる．型付代数系 (A, T, σ)の商代数系 (A/R, T, σ/R)の T
型代数構造は，商集合 A/R上の T 型代数構造の中で，類別写像 /Rを保型準写と成すものとして
特徴付けられる（問題 3.10.1参照）．

問題 3.11.3 f ∈ A→Bが型付代数系の全射保型準写なら，商代数系A/fから Bへの写像 f/fは保
型同写であって，これと類別写像 /fとは (f/f)(/f) = fをみたす．従って，f ∈ A→Bが型付代数
系の保型準写なら，A/fは Bの台部分系 fAと保型同形である．

問題 3.11.4 代数系 Aの代数構造と両立する関係一つ以上の交わりも Aの代数構造と両立する．

注意 3.11.2 A上の関係零個の交わりは，A×Aの部分集合零個の交わりであるから，第 3.9.3項の
下限の定義により A×Aすなわち最大関係に等しく，最大関係は A上の空でも全域的でもない算
法とは両立しない．従って，代数系の代数構造と両立する関係の全体は一般には交閉的ではない
（問題 3.29.3参照）．

問題 3.11.4により，型付代数系Aの型代数構造と両立する関係一つ以上の交わりもAの型代数
構造と両立する．また，問題 3.9.47も使えば，A上の型合同関係一つ以上の交わりも A上の型合
同関係であることが分かる．他方，Aの型写像 σは定理 3.11.1系 3により A上の型合同関係であ
る．従って，σに含まれる任意の A上の関係 Rに対して，Rを含み Aの型代数構造と両立する関
係の中に最小のものがあり，また，Rを含むA上の型合同関係の中にも最小のものがある．これら
をそれぞれ，Rの型算法包・型合同包と呼び，R− と R= とで表す．

定理 3.11.3 型付代数系A上の型写像 σに含まれる関係 Rに対して，A上の関係 Rn (n = 0, 1, . . .)

を次のように帰納的に定める（Rn を Rのn圏と呼ぶ）．まず R0 = Rと定める．次に，n ≥ 1で
あって Ri (i = 0, . . . , n − 1)が定められたとき，aRn a ′ であるとは，Aの代数構造に属すある算
法 α（kをその項数とする）と∑k

j=1 nj = n − 1なるある非負整数 nj (j = 1, . . . , k)とに対して
a = α(a1, . . . , ak), a

′ = α(a ′
1, . . . , a

′
k), aj Rnj a

′
j (j = 1, . . . , k) なる aj, a

′
j (j = 1, . . . , k)のある

ことと定める．このとき，R− =
⋃
n≥0 Rn が成り立つ．
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証明 ⋃
n≥0 Rn を Qで表す．そうすると，Rn ⊆ σ (n = 0, 1, . . .)なることが nについての帰納

法によって容易に示されるので，R ⊆ Q ⊆ σが成り立つ．次に，Aの代数構造に属す任意の算
法 αをとって (a1, . . . , ak) ∈ Domα, ajQa

′
j (j = 1, . . . , k)と仮定する．そうすると，Q ⊆ σな

ることより σaj = σa ′
j，したがって問題 3.4.4 により (a ′

1, . . . , a
′
k) ∈ Domα が成り立つ．また，

aj Rnj a
′
jなるnjがあるので，n =

∑k
j=1 nj+1と定めれば，α(a1, . . . , ak)Rn α(a ′

1, . . . , a
′
k)，従っ

て α(a1, . . . , ak)Qα(a
′
1, . . . , a

′
k)が成り立つ．つまりQは αと両立する．従って，R− ⊆ Qが成

り立つ．Rn ⊆ R− (n = 0, 1, . . .)なることが nについての帰納法によって容易に示されるから，
R− = Qが成り立つ．

問題 3.11.5 Rが型付代数系A上の型写像に含まれる対称的関係なら，Rの n圏 Rn (n = 1, 2, . . .)

と型算法包 R− も対称的である (問題 3.11.1参照）

問題 3.11.6 型付代数系A上の関係 RがAの型代数構造と両立し，かつ反射的のとき，推移包 Rt
も Aの型代数構造と両立する．

略解 Aの代数構造に属す算法 αに対し，(a1, . . . , an) ∈ Domα, ai R
t a ′
i (i = 1, . . . , n) と仮定

する．このとき，Aの元 ai0, ai1, . . . , aili で ai = ai0, a
′
i = aili , ai,j−1 Raij (j = 1, . . . , li) なる

ものが存在する (i = 1, . . . , n)．Rが反射的だから l1 = · · · = ln = lなるようにできる．そうした
とき，(a1j, . . . , anj) ∈ Domα, α(a1,j−1, . . . , an,j−1)Rα(a1j, . . . , anj) が成り立つ (j = 1, . . . , l)．
従って，(a ′

1, . . . , a
′
n) ∈ Domα, α(a1, . . . , an)R

t α(a ′
1, . . . , a

′
n)が成り立つ．

問題 3.11.7 型付代数系A上の型写像に含まれる任意の関係 Rに対して，R= = Rrs−tが成り立つ．

略解 R=が順に反射的で対称的で型代数構造と両立し推移的であることから，Rrs−t ⊆ R=なるこ
とが分かる．Rrs が反射的対称的であることから Rrs− が反射的対称的で型代数構造と両立するこ
とが分かり，従って Rrs−t は同値関係で型代数構造と両立する．

問題 3.11.8 (A, T, σ)を型付代数系とし，Rを A上の σに含まれる関係とし，U ⊆ T とし，Aの
U部分 B = AUが Aの代数構造に含まれる任意の算法 αで外に閉じていると仮定する．そうする
と，B上の関係についての次の等式が成り立つ．ただし右辺における R ∩ (B× B)は，B上の関係
とではなく A上の関係とみなす．

R=
∣∣
B
=
(
R ∩ (B× B)

)=∣∣
B

従って，R|B が B上の相等関係に含まれれば，R=|B は B上の相等関係に等しい [40]．

略解 A上の任意の関係Qに対して，A上の関係とみなしたQ ∩ (B× B)をQB で表す．これは
QB|B = Q|Bをみたす．従って (R=)B =

(
(RB)

=
)
B
を示せばいい．それには，(R=)B ⊆ (RB)

=を示
せばよく，それにはまた，f = r, s,−, tに対して (Rf)B ⊆ (RB)

f を示せばいい．(R−)B ⊆ (RB)
−を

示すには，関係の n圏について (Rn)B ⊆ (RB)nの成り立つことを nについての帰納法によって示
せばいい．そこで a (Rn)B a

′, n ≥ 1とすれば，Aの代数構造に含まれるある算法 α（その項数を
kとする）によって a = α(a1, . . . , ak), a

′ = α(a ′
1, . . . , a

′
k)と書けて，

∑k
i=1 ni = n− 1なるある

非負整数 ni について ai Rni a
′
i が成り立つ (i = 1, . . . , k)．仮定により ai, a

′
i ∈ Bであるから，帰

納法の仮定により ai (RB)ni a ′
i，従って a (RB)n a ′が成り立つ．また a (Rt)B a ′とすれば，Aの元

[40]この問題は高岡洋介氏と堀川智史氏の着想に基づく．
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の列 a0, a1, . . . , am で aj−1 Raj (j = 1, . . . ,m), a0 = a, am = a ′ なるものがあるが，仮定によ
り ai ∈ Bとなるので，a (RB)t a ′ が成り立つ． 終

問題 3.9.62でのように集合Aの直積A×Aの各元 (a, a ′)を a

a ′ と分数式に表示して，以下の考
察を行なう．
(A, T, σ)が型付代数系であるとき，σを A上の関係とみなすことができ，従って A×Aの部分

集合とみすことができる．すなわち

σ =
{ a
a ′

∣∣ a, a ′ は同型
}

この σをAと同型の型付代数系にすることができる．すなわちまず，Aの代数構造が (αλ)λ∈Λで
nλ が αλ の項数であるとき，各 λ ∈ Λに対して，σ上の nλ 項算法 βλ を次のように定義する．

Domβλ =

{(
a1

a ′
1

, . . . ,
anλ
a ′
nλ

)
∈ σnλ

∣∣ (a1, . . . , anλ) ∈ Domαλ

}
βλ

(
a1

a ′
1

, . . . ,
anλ
a ′
nλ

)
=
αλ(a1, . . . , anλ)

αλ(a ′
1, . . . , a

′
nλ

)(
a1

a ′
1

, . . . ,
anλ
a ′
nλ

)
∈ σnλ , (a1, . . . , anλ) ∈ Domαλ なら，問題 3.4.4または定理 3.11.1系 3により

(a ′
1, . . . , a

′
nλ

) ∈ Domαλであって αλ(a1, . . . , anλ)と αλ(a ′
1, . . . , a

′
nλ

)は同型であるから，この βλ
の定義は可能である．次に，写像 τ ∈ σ→T を

τ
( a
a ′

)
= σa (= σa ′)

と定義する．そうすると，T の代数構造を (tλ)λ∈Λ とするとき，

τ

(
βλ

(
a1

a ′
1

, . . . ,
anλ
a ′
nλ

))
= τ

(
αλ(a1, . . . , anλ)

αλ(a ′
1, . . . , a

′
nλ

)

)
= σ(αλ(a1, . . . , anλ))

= tλ(σa1, . . . , σanλ) = tλ

(
τ

(
a1

a ′
1

)
, . . . , τ

(
anλ
a ′
nλ

))
が成り立つから τは擬写である．この式を一部遡れば，τがさらに厳密であることも分かる．従っ
て (σ, T, τ)は，代数構造 (βλ)λ∈Λ によって型付代数系となる．これを Aの分数代数系と呼ぶ．な
お σは，問題 3.9.62で定義した A×A上の算法 s, tで閉じている．

問題 3.11.9 型付代数系Aから出来る分数代数系は，Aから Tを指集合として出来る巾代数系AT

と保型同形である．

定理 3.11.4 Aを型付代数系とし σをその型写像とするとき，A上の σに含まれる関係 Rについ
て次の三つのことが成り立つ．

1. RがAの代数構造と両立するためには，Rが分数代数系 σの台部分系であることが必要十分
である．

2. R− = [R]σ が成り立つ．ただし，[ ]σ は分数代数系 σにおける算包を表す．

3. R= =
[[
[R∪D]s

]
σ

]
t
が成り立つ．ただし，DはA×Aの対角線であり，[ ]sと [ ]tとは，

問題 3.9.62でと同様に代数系 (A×A, {s})と代数系 (A×A, {t})とにおける算包を表す．
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証明 (αλ)λ∈Λと (βλ)λ∈ΛとをそれぞれAと分数代数系 σとの代数構造とし，nλを αλ, βλの項
数とする．
1. RがAの代数構造と両立すると仮定する．このとき，任意の λ ∈ Λと任意の

(
a1

a ′
1

, . . . ,
anλ
a ′
nλ

)
∈

Rnλ ∩ Domβλ とに対して，(a1, . . . , anλ) ∈ Domαλ, ai Ra
′
i (i = 1, . . . , nλ) が成り立つか

ら，(a ′
1, . . . , a

′
nλ

) ∈ Domαλ, αλ(a1, . . . , anλ)Rαλ(a
′
1, . . . , a

′
nλ

)，従って βλ

(
a1

a ′
1

, . . . ,
anλ
a ′
nλ

)
=

αλ(a1, . . . , anλ)

αλ(a ′
1, . . . , a

′
nλ

)
∈ R が成り立つ．つまり，Rは分数代数系 σの台部分系である．逆に，Rが σの

台部分系であると仮定し，さらに (a1, . . . , anλ) ∈ Domαλ, ai Ra
′
i (i = 1, . . . , nλ)とする．このと

き，
(
a1

a ′
1

, . . . ,
anλ
a ′
nλ

)
∈ Rnλ ∩ Domβλ であるから，αλ(a1, . . . , anλ)

αλ(a ′
1, . . . , a

′
nλ

)
= βλ

(
a1

a ′
1

, . . . ,
anλ
a ′
nλ

)
∈ R，

つまり αλ(a1, . . . , anλ)Rαλ(a
′
1, . . . , a

′
nλ

)が成り立つ．従って，Rは Aの代数構造と両立する．
2. R− は，Aの型代数構造と両立し Rを含む関係の中で最小のものであるから，結論 1によっ

て，分数代数系 σの台部分系であって Rを含むものの中で最小のもの，すなわち [R]σ に等しい．
3. 問題 3.11.7によって R= = Rrs−t が成り立つ．他方，Rr = R ∪Dであり，従って問題 3.9.62

によって Rrs = [R∪D]sが成り立ち，従って結論 2によって Rrs− =
[
[R∪D]s

]
σ
が成り立ち，従っ

てまた問題 3.9.62によって Rrs−t =
[[
[R ∪D]s

]
σ

]
t
が成り立つ．

問題 3.11.10 型付代数系A上の型写像 σに含まれる関係 RとAの元 a, a ′が aR− a ′をみたすた
めには，Aの元の列 a1, . . . , an, a

′
1, . . . , a

′
nで an = aと a ′

n = a ′をみたして各 i ∈ {1, . . . , n}につ
いて次の二条件のいずれかをみたすものの存在することが必要十分である．

1. ai Ra
′
i

2. Aの代数構造に属す算法 α（kをその項数とする）と i − 1以下の番号 j1, . . . , jk とで ai =

α(aj1 , . . . , ajk), a
′
i = α(a

′
j1
, . . . , a ′

jk
) なるものが存在する．

略解 分数代数系 σに問題 3.2.9を使う．

3.12 型付代数系の拡大
＄この節では，与えられた型付代数系を部分系とする型付代数系（これをもとの型付代数系の拡
大と呼ぶ）の存在について論ずる．ここに，算法を沢山持つ代数系特有の問題が生ずる．

3.12.1 基本定理
§ 部分系が台と代数構造の制限によって出来ることに対応して，拡大は台と代数構造の拡大に

よって出来る．この二種類の拡大の存在をまとめて次の定理で証明する．

定理 3.12.1 T を Λ代数系とし，M ⊆ Λとし，(S, TM, τ)を型付代数系とする．さらに，Rは S

の部分集合で，(R, T, τ|R)は型付代数系であり，RM は Sの台部分系であるとする．このとき，次
の四条件をみたす型付代数系 (A, T, σ)が存在する．

1. Sは AのM部分系であり，Rは Aの台部分系である．

2. σ|S = τ



第 3章 論理代数学 161

3. A = [S]

4. (A ′, T, σ ′)が型付代数系で，φ ∈ S→A ′ が保型M準写で，φ|R ∈ R→A ′ が保型準写であれ
ば，φは保型準写 f ∈ A→A ′ に拡張される．

この四条件をみたす (A, T, σ)は，次の意味で一意に定まる．すなわち，型付代数系 (Â, T, σ̂)が上
の四条件において bar ¯を hat ˆに変えたものをみたすなら，保型同写 f ∈ A→Âで f|S = idS を
みたすものが唯一つ存在する．

証明 後半（一意性についての部分）の証明は問題 3.5.8と同様で類型的のものなので省略し，前
半（存在についての部分）のみを証明する．
定理 3.5.1により，普遍型付代数系 (A, T, σ, S)で σ|S = τなるものが存在する．Aの代数構造を

(αλ)λ∈Λ とする．
写像 F ∈ A→Aで F|S = idS, σF = σなるものを以下のように作る．定理 3.8.5により (A, S)

は有基代数系である．そこで，a ∈ Aに対する Faを aの階数 nについて帰納的に定義する．ま
ず n = 0，すなわち a ∈ Sのときは，Fa = aと定める．このとき σFa = σaは成り立つ．次に
n ≥ 1のときは，定理 3.8.2により a = αλ(a1, . . . , aj)と一意に書けて，aiの階数は nより小さい
(i = 1, . . . , j)．従って，Fa1, . . . , Fajは帰納的に定まっている．そこで，場合を三つに分けて Faを
定義する．

　場合 1: Fa1, . . . , Faj ∈ Rの場合，Fa = rλ(Fa1, . . . , Faj) と定める（rλは λに対応する Rの算法
である）．

　場合 2: Fa1, . . . , Faj ∈ Sかつ λ ∈Mの場合，Fa = sλ(Fa1, . . . , Faj) と定める（sλ は λに対応
する Sの算法である）．

　場合 3: これ以外の場合は，Fa = αλ(Fa1, . . . , Faj)と定める．

この定義が可能で矛盾がないことと σFa = σaなることを確かめなくてはならない．まず，場合
1かつ場合 2の場合，すなわち Fa1, . . . , Faj ∈ Rかつ λ ∈ Mの場合，RM は Sの台部分系であ
るから rλ(Fa1, . . . , Faj) = sλ(Fa1, . . . , Faj)が成り立つ（両辺とも定義されない場合も含める）．
従って，場合 1, 2の規定は矛盾しない．いずれの場合でも，αλ(a1, . . . , aj)が定義されているから
tλ(σa1, . . . , σaj)も定義される（tλは λに対応する T の算法である）．帰納的に σai = σFaiは成
り立っている (i = 1, . . . , j)．従って tλ(σFa1, . . . , σFaj)が定義され，σが厳密だから，場合 3にお
ける αλ(Fa1, . . . , Faj)は確かに定義される．場合 1, 2では，σ|S = τなることより σFai = τFaiで
あるから，tλ(τFa1, . . . , τFaj)が定義され，従って rλ(Fa1, . . . , Faj), sλ(Fa1, . . . , Faj)は確かに定
義される．そして，場合 2では，次の計算で σFa = σaなることが確かめられる．

σ
(
sλ(Fa1, . . . , Faj)

)
= τ
(
sλ(Fa1, . . . , Faj)

)
(σ|S = τだから)

= tλ(τFa1, . . . , τFaj) (τが擬写だから)

= tλ(σFa1, . . . , σFaj) (σ|S = τだから)

= tλ(σa1, . . . , σaj) (σFai = σai だから)

= σ
(
αλ(a1, . . . , aj)

)
(σが擬写だから)

場合 1, 3での確かめは，同様かもっと簡単なので省略する．これで Fの帰納的構成が完了した．
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いま作った Fがさらに任意のa ∈ Aに対して FFa = Faをみたすことを，やはりaの階数nについ
ての帰納法で示そう．まずn = 0，すなわち a ∈ Sのときは，F|S = idSなので FFa = a = Faが成り
立つ．次にn ≥ 1のときは，a = αλ(a1, . . . , aj)と一意に書けてaiの階数がnより小さいから，帰納
法の仮定により FFai = Faiが成り立つ (i = 1, . . . , j)．Fa /∈ Sと仮定してよく，そう仮定すると，Fa
は場合 3の規定により Fa = αλ(Fa1, . . . , Faj)と定まるから，Fa1, . . . , Faj ∈ Rでも Fa1, . . . , Faj ∈ S
かつ λ ∈ Mでもない．従って FFa1, . . . , FFaj ∈ Rでも FFa1, . . . , FFaj ∈ Sかつ λ ∈ Mでもない
から，FFaはやはり場合 3の規定により FFa = αλ(FFa1, . . . , FFaj) = αλ(Fa1, . . . , Faj)と定まる．
従って FFa = Faが確かに成り立つ．
A = FAと定める．そうすると，F|S = idS であるから S ⊆ Aが成り立つ．
各 λ ∈ Λに対して A上の算法 αλを次のように定めて，Aを Aと同類の代数系にする．すなわ

ち，Aの元 a1, . . . , aj が (a1, . . . , aj) ∈ Domαλ をみたすときに限り

αλ(a1, . . . , aj) = F
(
αλ(a1, . . . , aj)

)
また，σ = σ|A と定める．そうすると，Aの元 a1, . . . , aj が (a1, . . . , aj) ∈ Domαλ をみたすのは
(σa1, . . . , σaj) ∈ Dom tλ の場合に等しく（tλ は λに対応する T の算法を表す），その場合

σ
(
αλ(a1, . . . , aj)

)
= σF

(
αλ(a1, . . . , aj)

)
(αλ と σの定義による)

= σ
(
αλ(a1, . . . , aj)

)
(σF = σだから)

= tλ(σa1, . . . , σaj) (σが擬写だから)

= tλ(σa1, . . . , σaj) (σの定義による)

が成り立つ．従って σは準写であり，(A, T, σ)は型付代数系となる．
(a1, . . . , aj) ∈ Domαλ かつ a1, . . . , aj ∈ R なら，F|S = idS であることより Fai = ai (i =

1, . . . , j)であるから Fa1, . . . , Faj ∈ R，従って場合 1の規定により

αλ(a1, . . . , aj) = F
(
αλ(a1, . . . , aj)

)
= rλ(Fa1, . . . , Faj) = rλ(a1, . . . , aj)

が成り立つ．よって，RはAの台部分系である．同様に，SがAのM部分系であることが分かる．
さらに，σ|S = σ|S = τが成り立つ．
Aの元 a1, . . . , ajに対して，αλ(a1, . . . , aj)が定義されるのは tλ(σa1, . . . , σaj)の定義される場

合に等しく，σ = σFであったからそれは tλ(σFa1, . . . , σFaj)の定義される場合に等しく，それは
αλ(Fa1, . . . , Faj)の定義される場合に等しく，それは αλ(Fa1, . . . , Faj)の定義される場合に等しい．
そしてこの場合，F(αλ(a1, . . . , aj))と αλ(Fa1, . . . , Faj) = F

(
αλ(Fa1, . . . , Faj)

)とは，場合 1, 2, 3

の規定により Fai (= FFai)だけで決まるから，相等しい．従って Fは，Aから Aへの写像として
準写である．このことと A = [S], F|S = idS であったことにより，A = [S]A が成り立つ．
(A ′, T, σ ′)が型付代数系で，φ ∈ S→A ′が保型M準写で，φ|R ∈ R→A ′が保型準写であるとする．

そうすると，σ ′φ = τ = σ|S であるから，(A, T, σ, S)の普遍性により，φは保型準写 G ∈ A→A ′

に拡張される．
この Gが任意の a ∈ Aに対して GFa = Gaをみたすことを，前のように aの階数 nについて

の帰納法で示そう．まず n = 0のときは，a ∈ Sで F|S = idS だから，GFa = Gaが確かに成り立
つ．次に n ≥ 1のときは，a = αλ(a1, . . . , aj)と書ける．そして，場合 2のときは次の計算によっ
て GFa = Gaなることが確かめられる．ただし，λ ∈ Λに対応する A ′ の算法を α ′

λ とする．

GFαλ(a1, . . . , aj) = Gsλ(Fa1, . . . , Faj) (場合 2だから)



第 3章 論理代数学 163

= φsλ(Fa1, . . . , Faj) (G|S = φだから)

= α ′
λ(φFa1, . . . , φFaj) (φはM擬写だから)

= α ′
λ(GFa1, . . . , GFaj) (G|S = φだから)

= α ′
λ(Ga1, . . . , Gaj) (帰納法の仮定による)

= Gαλ(a1, . . . , aj) (G は擬写だから)

場合 1, 3での確かめは，同様かもっと簡単なので省略する．
さて f = G|A と定めれば，(a1, . . . , aj) ∈ Domαλ のとき

fαλ(a1, . . . , aj) = Gαλ(a1, . . . , aj)

= GF
(
αλ(a1, . . . , aj)

)
= G

(
αλ(a1, . . . , aj)

)
= α ′

λ(Ga1, . . . , Gaj) = α
′
λ(fa1, . . . , faj)

が成り立つ (λ ∈ Λ)．また，σ ′f = σ ′G|A = σ|A = σが成り立つ．従って fは保型準写である．さ
らに f|S = G|S = φも成り立つ．これで定理は証明された．

問題 3.12.1 定理 3.12.1において，φを拡張する保型準写 f ∈ A→A ′ は一意に定まる．

問題 3.12.2 定理 3.12.1の証明において，F ∈ A→Aは全射保型準写であり，従って商代数系A/F

から Aへの写像 F/Fは保型同写である [41]．

略解 後半は問題 3.11.3による．

3.12.2 算拡大
§ 定理 3.12.1において R = ∅として bar ¯をとり Sを Bと書き換えれば，次の定理が得られる．

定理 3.12.2 T を Λ代数系とし，M ⊆ Λとし，(B, TM, τ)を型付代数系とする．このとき，次の
四条件をみたす型付代数系 (A, T, σ)が定理 3.12.1と同様の意味で一意に存在する．

1. Bは AのM部分系である．
2. σ|B = τ

3. A = [B]

4. (A ′, T, σ ′)が型付代数系であってφ ∈ B→A ′が保型M準写であれば，φは保型準写 f ∈ A→A ′

に拡張される．

定義 3.12.1 定理 3.12.2の意味で一意に定まる型付代数系 (A, T, σ)を型付代数系 (B, TM, τ)の T

による算拡大と呼び，(A, T, σ)の性質 4を算拡大の普遍性と呼ぶ．

算拡大の普遍性は，普遍型付代数系の普遍性を説明する図 3.3と同様の図 3.4で説明される．た
だし，図中の記号 iは自然な単射を表す．τ = σ|B = σiであるから，M擬写 φ ∈ B→A ′が保型写
像であることは左側の図式が可換であることと同等である．そのときに右側の図式を可換にする擬
写 fがある，というのが算拡大の普遍性の意味である．
[41]このことを利用して定理 3.12.1における Aを A/Fから，注意 3.4.1で説明した方法で作ることもできる．定理 3.12.1
の最初の証明はそういうものであった．A を FA と定義するという現在の証明法は松田一樹氏の発見による．
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図 3.4: 算拡大の普遍性の図式による説明

B
i−→ A

φ↓ ↓σ
A ′ −→

σ ′
T

B
i−→ A

φ↓ ↙f ↓σ
A ′ −→

σ ′
T

3.12.3 台拡大
§ 定理 3.12.1 においてM = ∅ としてから記号 R, τ, τ|R, φ を B, θ, τ,φ ′ に書き換え bar − を

とれば，次のことが分かる．すなわち，(B, T, τ) を型付代数系とし，集合 S と写像 θ ∈ S→T が
B ⊆ S, θ|B = τをみたすとすれば，次の四条件をみたす型付代数系 (A, T, σ)が一意に存在する
（「一意に」の意味は定理 3.12.1と同様）．

　 1 ′. Sは Aの部分集合であり，Bは Aの台部分系である．

　 2 ′. σ|S = θ，従って σ|B = τ

　 3 ′. A = [S]

　 4 ′. (A ′, T, σ ′)が型付代数系であって写像 φ ′ ∈ S→A ′ が σ ′φ ′ = θをみたし，φ ′|B ∈ B→A ′ が
保型準写であれば，φ ′ は保型準写 f ∈ A→A ′ に拡張される．

これから次の定理が得られる．

定理 3.12.3 (B, T, τ)を型付代数系とし，Rを B∩ R = ∅なる集合とし，ρ ∈ R→T とする．このと
き，次の四条件をみたす型付代数系 (A, T, σ)が定理 3.12.1と同様の意味で一意に存在する．

1. Bは Aの台部分系であり，Rは Aの部分集合である．

2. σ|B = τ, σ|R = ρ

3. A = [B ∪ R]

4. (A ′, T, σ ′)が型付代数系で，φ ∈ B→A ′ が保型準写で，ψ ∈ R→A ′ が保型写像であれば，φ
と ψを共に拡張する保型準写 f ∈ A→A ′ が有る．

証明 S = B∪ Rと定め，B∩ R = ∅に留意して写像 θ ∈ S→T を θ|B = τ, θ|R = ρと定める．そう
すると，先の条件 1 ′ – 4 ′ をみたす型付代数系 (A, T, σ)が存在し，これが条件 1 – 3をみたす．条
件 4の前提の下で，写像 φ ′ ∈ S→A ′ を φ ′|B = φ, φ ′|R = ψと定めれば，φが保型準写であるか
ら σ ′φ ′|B = σ ′φ = τ = θ|B が成り立ち，ψが保型写像であるから σ ′φ ′|R = σ ′ψ = σ|R = ρ = θ|R

が成り立ち，合わせて σ ′φ ′ = θが得られ，さらに φ ′|B = φが保型準写であるから，条件 4 ′によ
り φ ′ は保型準写 f ∈ A→A ′ に拡張される．つまり条件 4もみたされる．

定義 3.12.2 定理 3.12.3の意味で一意に定まる型付代数系 (A, T, σ)を (B, T, τ)の R, ρによる台拡
大と呼び，(A, T, σ)の性質 4を台拡大の普遍性と呼ぶ．
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図 3.5: 台拡大の普遍性の図式による説明

B
i−→ A

φ↓ ↓σ
A ′ −→

σ ′
T

B
i−→ A

φ↓ ↙f ↓σ
A ′ −→

σ ′
T

R
j−→ A

ψ↓ ↓σ
A ′ −→

σ ′
T

R
j−→ A

ψ↓ ↙f ↓σ
A ′ −→

σ ′
T

台拡大の普遍性は図 3.5で説明される．ただし，図中の記号 i, jは自然な単射を表す．擬写 φ ∈
B→A ′ と写像 ψ ∈ R→A ′ がそれぞれ左側の図式を可換にすれば右側の二図式を可換にする擬写
f ∈ A→A ′ があるというのが，台拡大の普遍性の意味である．

問題 3.12.3 定理 3.12.2と定理 3.12.3のそれぞれは，従ってそれらの元である定理 3.12.1は，定
理 3.5.1の拡張である [42]．

問題 3.12.4 Bを汎代数系とし，Rを B ∩ R = ∅なる集合とする．このとき，次の三条件をみたす
汎代数系 Aが定理 3.12.1と同様の意味で一意に存在する（これを Bの Rによる台拡大と呼ぶ）．

1. Bは Aの台部分系であり，Rは Aの部分集合である．

2. A = [B ∪ R]

3. A ′が汎代数系で，φ ∈ B→A ′が擬写で，ψ ∈ R→A ′が写像であれば，φと ψを共に拡張す
る擬写 f ∈ A→A ′ が有る．

略解 問題 3.4.3により，Bは単元集合 T を型代数系とする型付代数系 (B, T, τ)とみなされ，Rか
ら T への一意に定まる写像を ρで表せば，定理 3.12.3の四条件をみたす型付代数系 (A, T, σ)が存
在する．条件 3の前提の下では，A ′も型付代数系 (A ′, T, σ ′)とみなされ，問題 3.4.10によりφは
保型準写となって ψは保型写像となるから，φと ψを共に拡張する保型準写 f ∈ A→A ′ が有る．

3.12.4 普遍型付代数系の素拡大・算拡大・系拡大
§引き続いて標記の拡大の存在と一意性を論ずるが，一意性の具体的な内容と証明は定理 3.12.1

と同様に類型的なものなのでおおむね省略する．

補題 3.12.1 (B, T, τ,U)を普遍型付代数系とし，Rを B ∩ R = ∅なる集合とし，ρ ∈ R→T とする．
このとき，次の三条件をみたす普遍型付代数系 (A, T, σ, S)が一意に存在する．

1. Bは Aの台部分系であり，Rは Aの部分集合である．

2. σ|B = τ, σ|R = ρ

[42]定理 3.12.1 は始めは，現在よりやや弱い形のものであり，定理 3.5.1 の拡張ではなかった．定理 3.5.1 の拡張の形の
現在の定理 3.12.1 は水村泰明氏による．
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3. S = U ∪ R

また，こういう (A, T, σ, S)については，(A, T, σ)は (B, T, τ)の R, ρによる台拡大である（このこと
と条件 3を踏まえて，(A, T, σ, S)を (B, T, τ,U)の R, ρによる素拡大と呼ぶ）．

証明 (A, T, σ)を (B, T, τ)の R, ρによる台拡大とし，条件 3に沿って S = U∪ Rと定める．そうす
ると，定理 3.12.3により条件 1, 2もみたされて A = [B ∪ R] ⊇ Sが成り立つ．問題 3.2.4により
B = [U]B ⊆ [U]，従って問題 3.2.10により B ⊆ [S]が成り立ち，R ⊆ [S]でもあるから B ∪ R ⊆ [S]

を得る．これをA = [B∪R]と合わせてA = [S]を得る．そこで，(A, T, σ, S)が普遍性を持つことを
示すために，型付代数系 (A ′, T, σ ′)と写像ψ ′ ∈ S→A ′ が σ ′ψ ′ = σ|Sをみたすと仮定する．そうす
ると σ ′ψ ′|U = σ|S|U = σ|U = σ|B|U = τ|U が成り立つので，(B, T, τ,U)の普遍性により，ψ ′|U は
保型準写 φ ∈ B→A ′ に拡張される．また，σ ′ψ ′|R = σ|S|R = σ|R が成り立つので，ψ ′|R ∈ R→A ′

は保型写像である．従って，台拡大の普遍性により φと ψ ′|R は保型準写 f ∈ A→A ′ に拡張され，
f|U = f|B|U = φ|U = ψ ′|U かつ f|R = ψ ′|R，従って f|S = ψ ′ が成り立つ．従って (A, T, σ, S)は普
遍性を持ち，これで前半が証明された．
後半については，まず条件3とA = [S]かつU ⊆ Bなることから問題3.2.10によりA = [B∪R]を得

る．そこで，(A, T, σ)が (B, T, τ)の R, ρによる台拡大の普遍性を持つことを示すために，(A ′, T, σ ′)

が型付代数系で，φ ∈ B→A ′ が保型準写で，ψ ∈ R→A ′ が保型写像であるとする．このとき，
S = U q R であることに留意して，写像 ψ ′ ∈ S→A ′ を ψ ′|U = φ|U, ψ

′|R = ψ と定めれば，
σ ′ψ ′|U = σ ′φ|U = τ|U = σ|B|U = σ|U, σ

′ψ ′|R = σ ′ψ = σ|R であるから σ ′ψ ′ = σ|S，従って
(A, T, σ, S)の普遍性により，ψ ′ は保型準写 f ∈ A→A ′ に拡張され，f|B と φが保型準写であって
f|B|U = f|U = f|S|U = ψ ′|U = φ|Uをみたすから f|B = φが成り立ち，また f|R = f|S|R = ψ ′|R = ψ

が成り立つ．従って (A, T, σ)は台拡大の普遍性を持ち，これで後半が証明された．

問題 3.12.5 (A, T, σ, S)を普遍型付代数系とし，U ⊆ Sとし，B = [U], τ = σ|B, R = S−U, ρ = σ|R

と定める．このとき，(B, T, τ,U)は普遍型付代数系であり B ∩ R = ∅が成り立ち，(A, T, σ, S)は
(B, T, τ,U)の R, ρによる素拡大である．

略解 一番目の結論は問題 3.8.10による．また，定理 3.8.5と問題 3.8.4により SはAの算法余白
であるから，問題 3.2.17により B ∩ R = ∅が成り立つ．

問題 3.12.6 (✓) (A, T, σ, S)を普遍型付代数系 (B, T, τ,U)の R, ρによる素拡大とし，Ut = ∅ 6= St
なる任意の t ∈ T について Bt 6= ∅が成り立つと仮定する．このとき，(A ′, T, σ ′)が型付代数系で
あって φ ∈ B→A ′ が保型準写であれば，φは保型準写 f ∈ A→A ′ に拡張される．

略解 Ut 6= ∅なら ∅ 6= φ(Ut) ⊆ A ′
tであり，Ut = ∅ 6= Rtなら仮定により ∅ 6= φ(Bt) ⊆ A ′

tである
から，Rt 6= ∅なる t ∈ T については A ′

t 6= ∅が成り立ち，従って保型写像 ψ ∈ R→A ′ が存在する．

問題 3.12.7 (✓) 普遍型付代数系 (A ′, T, σ ′, S ′)が普遍型付代数系 (A, T, σ, S)の素拡大であって，
普遍型付代数系 (A ′′, T, σ ′′, S ′′)が (A ′, T, σ ′, S ′)の素拡大であれば，(A ′′, T, σ ′′, S ′′)は (A, T, σ, S)の
素拡大である．

補題 3.12.2 T をΛ代数系とし，M ⊆ Λとし，(B, TM, τ, S)を普遍型付代数系とする．このとき，
次の二条件をみたす普遍型付代数系 (A, T, σ, S)が一意に存在する．

1. Bは AのM部分系である．
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2. σ|B = τ

また，こういう (A, T, σ, S)については，(A, T, σ)は (B, TM, τ)の T による算拡大である（そこで
(A, T, σ, S)を (B, TM, τ, S)の T による算拡大と呼ぶ）．

証明 (A, T, σ)を型付代数系 (B, TM, τ)の T による算拡大とする．そうすると定理 3.12.2により，
条件 1, 2がみたされて A = [B]が成り立つ．条件 1と問題 3.2.4により B = [S]B ⊆ [S]が成り立
ち，従って [B] ⊆ [S]が成り立つ．これと A = [B]を合わせて A = [S]を得る．そこで，(A, T, σ, S)

が普遍性を持つことを示すために，型付代数系 (A ′, T, σ ′)と写像 ψ ∈ S→A ′ が σ ′ψ = σ|S をみた
すと仮定する．このとき σ ′ψ = σ|B|S = τ|S であり，また (A ′

M, TM, σ
′)は型付代数系であるから，

(B, TM, τ, S)の普遍性により，ψは保型準写φ ∈ B→A ′
Mに拡張される．そうすると，算拡大の普

遍性により φは保型準写 f ∈ A→A ′に拡張され，従って ψも fに拡張される．従って (A, T, σ, S)

は普遍性を持ち，これで前半が証明された．
後半については，まず S ⊆ B かつ A = [S] であるから，問題 3.2.10 により A = [B] を得る．

そこで，(A, T, σ) が (B, TM, τ) の T による算拡大の普遍性を持つことを示すために，(A ′, T, σ ′)

が型付代数系であって φ ∈ B→A ′ が保型M 準写であるとする．このとき，ψ = φ|S と定めれ
ば，σ ′ψ = σ ′φ|S = τ|S = σ|B|S = σ|S であるから，(A, T, σ, S)の普遍性により，ψは保型準写
f ∈ A→A ′に拡張され，f|Bとφが保型M準写であって f|B|S = f|S = ψ = φ|Sであるから f|B = φ

が成り立つ．従って (A, T, σ)は算拡大の普遍性を持ち，これで後半が証明された．

問題 3.12.8 (A, T, σ, S) を普遍型付 Λ 代数系とし，M ⊆ Λ, B = [S]M, τ = σ|B と定めれば，
(B, TM, τ, S)は普遍型付代数系であって，(A, T, σ, S)は (B, TM, τ, S)の T による算拡大である．

略解 一番目の結論は問題 3.8.10による．

問題 3.12.9 (✓) T を Λ代数系とし，M ⊆ Λとし，(A, T, σ,U)を普遍型付代数系 (B, TM, τ, U)

の T による算拡大とし，(αλ)λ∈ΛをAの代数構造とし，R =
⋃
λ∈Λ−M Imαλ, S = U∪R, ρ = σ|R

と定める．このとき，(AM, TM, σ, S)は普遍型付代数系であって (B, TM, τ, U)の R, ρによる素拡
大である．

略解 問題 3.8.9により (AM, TM, σ, S)は普遍型付代数系である．

定理 3.12.4 T を Λ代数系とし，M ⊆ Λとし，(B, TM, τ, U)を普遍型付代数系とする．また，R
を B ∩ R = ∅なる集合とし，ρ ∈ R→T とする．このとき，次の三条件をみたす普遍型付代数系
(A, T, σ, S)が一意に存在する（「一意に」の意味は証明の最後に述べる）．

1. Bは AのM部分系であり，Rは Aの部分集合である．

2. σ|B = τ, σ|R = ρ

3. S = U ∪ R

証明 補題 3.12.1により，(B, TM, τ, U)の R, ρによる素拡大 (A ′, TM, σ
′, S)があって次の三条件

をみたす．

4. Bは A ′ の台部分系であり，Rは A ′ の部分集合である．

5. σ ′|B = τ, σ ′|R = ρ
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6. S = U ∪ R

補題 3.12.2により，(A ′, TM, σ
′, S)の T による算拡大 (A, T, σ, S)があって次の二条件をみたす．

7. A ′ は AのM部分系である．

8. σ|A ′ = σ ′

条件 4, 7と問題 3.2.1により条件 1がみたされ，条件 5, 8により条件 2がみたされ，条件 3は条
件 6そのものである．
普遍型付代数系 (A ′, T, σ ′, S ′)が条件 1 – 3のA,σ, SをA ′, σ ′, S ′に替えて得られる条件をみたせ

ば，保型同写 f ∈ A→A ′で f|B = idB, f|R = idRなるものが唯一つ存在する（これが定理の「一意
に」の意味である）．これは以下のように証明される．まず，条件 2, 3により S = S ′と σ|S = σ ′|S

が成り立つので，定理 3.5.1により保型同写 f ∈ A→A ′ で f|S = idS なるものが唯一つ存在する．
f|B と idB が Bから A ′ への保型準写であって f|B|U = f|U = f|S|U = idS|U = idU = idB|U をみた
すから f|B = idB 成り立つ．f|R = f|S|R = idS|R = idR も成り立つ．逆に f|B = idB と f|R = idR を
みたす保型同写 f ∈ A→A ′ は，条件 3により f|S = idS をみたすから，唯一つである．

定義 3.12.3 定理 3.12.4の意味で一意に決まる普遍型付代数系 (A, T, σ, S)を (B, TM, τ, U)の T, R, ρ
による系拡大と呼ぶ．

定理 3.12.5 T を Λ代数系としM ⊆ Λとするとき，普遍型付代数系 (A, T, σ, S)と (B, TM, τ, U)

および集合 Rと写像 ρ ∈ R→T についての次の三条件は同等である．
1. (A, T, σ, S)は (B, TM, τ, U)の R, ρによるある素拡大 (A ′, TM, σ

′, S)の T による算拡大である．

2. (A, T, σ, S)は (B, TM, τ, U)の T によるある算拡大 (A ′′, T, σ ′′, U)の R, ρによる素拡大である．

3. (A, T, σ, S)は (B, TM, τ, U)の T, R, ρによる系拡大である．

証明 (1 =⇒ 3) 定理 3.12.4の証明で示したことである．
(2 =⇒ 3) A ′′ ∩ R = ∅ が成り立ち，A ′′ は A の台部分系であり，R は A の部分集合であり，

σ|A ′′ = σ ′′, σ|R = ρ, S = U ∪ Rが成り立つ．また，Bは A ′′のM部分系であって σ ′′|B = τが成
り立つ．従って，B ∩ R = ∅が成り立ち，Bは AのM部分系であり，Rは Aの部分集合であり，
σ|B = τ, σ|R = ρが成り立つ．
(3 =⇒ 1, 2) B ∩ R = ∅ が成り立ち，B は A のM 部分系であり，R は A の部分集合であり，

σ|B = τ, σ|R = ρ, S = U ∪ Rが成り立つ．
そこでまずA ′ = [S]M, σ

′ = σ|A ′ と定める．そうすると問題 3.12.8により，(A ′, TM, σ
′, S)は普

遍型付代数系であって，(A, T, σ, S)は (A ′, TM, σ
′, S)の T による算拡大である．また，問題 3.2.4

から B = [U]A ′ が得られ，τ = σ|B = σ|A ′ |B = σ ′|B, R = S −U, ρ = σ|R = σ|A ′ |R = σ ′|R が成り
立つから，問題 3.12.5により (A ′, TM, σ

′, S)は (B, TM, τ, U)の R, ρによる素拡大である．
そこで次にA ′′ = [U], σ ′′ = σ|A ′′ と定める．そうすると問題 3.12.5により，(A ′′, T, σ ′′, U)は普

遍型付代数系であって，(A, T, σ, S)は (A ′′, T, σ ′′, U)の R, ρによる素拡大である．また，問題 3.2.4

により B = [U]A ′′
M
が成り立ち，従って σ ′′|B = σ|A ′′ |B = σ|B = τも成り立つから，問題 3.12.8に

より (A ′′, T, σ ′′, U)は (B, TM, τ, U)の T による算拡大である．
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3.13 恒等式
＄ 「実数の集合 Rにおいては (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2なる恒等式が成り立つ」「群 Gの中心
の元 aは Gの任意の元 xに対して ax = xaなる関係式をみたす」．これらの意味は明白であって
説明を要しない．式が具体的だからである．これに反して，「Rにおいて成り立つ恒等式」「群の元
がみたす関係式」と抽象的に言ったとき，これが何を意味するかはそれほど明白ではない．
この節では，Rや群・環・体などの特殊な代数系においてではなく，一般の型付代数系において
成り立つ「恒等式」と「関係式」の概念を定義し，そういう恒等式や関係式をみたす型付代数系の
存在について考える．

3.13.1 恒等式の定義と例
§ T を代数系とするとき，T 型の普遍型付代数系 (A, T, S)で各 t ∈ T について素元系 Sの t部
分 St が可算集合であるものは，すべて互いに保型同形となる．実際，もう一つのそういうもの
(A ′, T, S ′)があれば，全単射 φ ∈ S→S ′で φ(St) = S

′
t (t ∈ T)なるものがあり，問題 3.5.7により，

φはAからA ′への保型同写に拡張される．このことを踏まえ，そういう普遍型付代数系 (A, T, S)

を任意に一つとって A(T)で表し，可算基普遍型付代数系と呼ぶ．特に T が単元集合かつ汎代数系
の場合には，A(T)は普遍汎代数系となるから，これを可算基普遍汎代数系と呼ぶ．
A(T) × A(T)の元 (ξ, η)を，T 型代数系についての恒等式または略して式と呼び ξ ≡ ηで表す．

そして，Aが T 型代数系であって任意の保型準写 f ∈ A(T)→Aについて fξ = fηが成り立つとき，
Aにおいて恒等式 ξ ≡ ηが成り立つとかAは恒等式 ξ ≡ ηをみたすとか言い，このことを ξ =A η

で表す．そうすると記号 =A は，A(T)上の関係を表すとみなされる．A(T)上の関係はすなわち
A(T)× A(T)の部分集合であるが，関係 =A は，Aにおいて成り立つ恒等式の全体に他ならない．

問題 3.13.1 A(T)から T 型代数系 Aへの保型準写が存在するためには，任意の t ∈ T に対して
At 6= ∅なることが必要十分である．

問題 3.13.2 T 型代数系Aに対して定まる A(T)上の関係=Aは，最大関係であるか，または型合
同関係である．また =A は，A(T)の保型準換を A(T)上の単項算法とみなしたものと両立する．

略解 A(T)からAへの保型準写が存在しない場合（すなわちAt = ∅なる t ∈ T の存在する場合），
=A は定義によって最大関係となる．そうでない場合，A(T)から Aへの保型準写 fを関係とみな
したものすべての交わりが=Aに等しく，関係とみなした fは定理 3.11.1系 2により型合同関係で
あるから，問題 3.11.4等により =A も型合同関係である．

例 3.13.1 (群) 単元集合 T = {t}に

t · t = t t−1 = t

なる二項算法と単項算法から成る代数構造を与えて代数系と成す．つまり，Tの代数構造は (τi)i∈{1,2}

と表され，τi は i項算法であり (i = 1, 2)，

Dom τ2 = {t}2 Dom τ1 = {t}

τ2(t, t) = t τ1t = t
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であるが，τ2(t, t)を t · tで表して τ1tを t−1 で表したのである．そうすると，T 型代数系の代数
構造は (αi)i∈{1,2}と表されて αiは全域的 i項算法であるが (i = 1, 2)，やはり α2(a, b)を a · bで
表して α1aを a−1 で表すことにする．

a · b = α2(a, b) a−1 = α1a

こういう記法の下では，T 型代数系とは，二項汎算法 a ·bと単項汎算法 a−1から成る代数構造を持
つ汎代数系のことに他ならない．特に，可算基普遍汎代数系 A(T)はそうである．そこで，次の三
つの恒等式を考える．ただし x, y, zは，A(T)の相異なる素元である（そういうものは存在する）．

x · (y · z) ≡ (x · y) · z (3.13.1)

(x−1 · x) · y ≡ y (3.13.2)

x−1 · x ≡ y−1 · y (3.13.3)

以下，これらをみたす T 型代数系は算法 a · bについての群に他ならないことを示そう．
Aが T 型代数系であるとする．そうすると，Aが恒等式 (3.13.1)をみたすことは，Aが結合律

a · (b · c) = (a · b) · c (3.13.4)

に従うことと同等である（問題 3.6.2 参照）．これはつまり，(3.13.1) における x, y, z を A の任
意の元 a, b, c で置き換え記号 ≡ を等号 = で置き換えたものである．また，A が恒等式 (3.13.2)

と (3.13.3)それぞれをみたすことは，Aが次の法則それぞれに従うことと同等である．

(a−1 · a) · b = b (3.13.5)

a−1 · a = b−1 · b (3.13.6)

代表的に (3.13.1)と (3.13.4)について今述べたことを証明しよう．まず，Aが恒等式 (3.13.1)を
みたすと仮定し，Aの任意の元 a, b, cをとる．このとき，A(T)の素元系 Sから Aへの写像 φで
φx = a, φy = b, φz = cなるものが存在する（そのために，x, y, zが相異なることが必要）．A(T)

の普遍性により φは準写 f ∈ A(T)→Aに拡張される．Aが恒等式 (3.13.1)をみたすから

f
(
x · (y · z)

)
= f
(
(x · y) · z

)
(3.13.7)

が成り立ち，fが準写であるから，

f
(
x · (y · z)

)
= fx · (fy · fz) f

(
(x · y) · z

)
= (fx · fy) · fz (3.13.8)

が成り立つ．従って
fx · (fy · fz) = (fx · fy) · fz (3.13.9)

が成り立つ．fx = φx = a, fy = φy = b, fz = φz = cだから (3.13.4)が成り立つ．
逆に，Aが法則 (3.13.4)に従うと仮定し，準写 f ∈ A(T)→Aを任意にとる．そうすると，この

仮定により (3.13.9)が成り立ち，fが準写であることにより (3.13.8)も成り立つから，(3.13.7)が
成り立つ．従って Aは恒等式 (3.13.1)をみたす．
説明の残りは問題として述べる．

問題 3.13.3 三法則 (3.13.4), (3.13.5), (3.13.6) に従う汎算法 a ·bと a−1から成る代数構造を持つ
代数系 Aは，算法 a · bについて群となって，任意の a ∈ Aに対して a−1 は aの逆元である．逆
に，群における乗法 a · bと逆元算法 a−1 はこの三法則に従う．
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略解 a ∈ Aによらずに a−1 · aがAの一定の元であるから，これを eで表す．そうすると，任意
の a ∈ Aに対して e ·a = aと a−1 ·a = eが成り立つ．つまり，eはAの左単位元であり，a−1は
aの左逆元である．このときに eがAの単位元となって a−1が aの逆元となることは周知である．

例 3.13.2 (束) 二つの二項汎算法 ∧,∨ から成る代数構造を持つ代数系 Aが三組み六個の恒等式

x∧y ≡ y∧ x x∨y ≡ y∨ x (可換式)

(x∧y)∧ z ≡ x∧(y∧ z) (x∨y)∨ z ≡ x∨(y∨ z) (結合式)

(x∧y)∨ x ≡ x (x∨y)∧ x ≡ x (吸収式)

をみたすとき，Aは ∧,∨を束算法とする束であると言い，算法 ∧,∨をそれぞれ交わり・結びま
たは交法・結法と呼ぶ [43]．ただし x, y, zは，Aと同類の可算基普遍汎代数系の相異なる素元であ
る（他の例で今後恒等式を提示する場合も同様）．
例 3.13.1での論法によれば，束のこの定義は次のように言い換えられる．すなわち，これらの

恒等式における x, y, zを Aの任意の元 a, b, cで置き換え記号 ≡を等号 =で置き換えて得られる

a∧b = b∧a a∨b = b∨a (可換律)

(a∧b)∧ c = a∧(b∧ c) (a∨b)∨ c = a∨(b∨ c) (結合律)

(a∧b)∨a = a (a∨b)∧a = a (吸収律)

なる三組み六個の法則に Aが従うとき，Aは束であると言う．
Aを束とし ∧,∨をその束算法とする．そうすると吸収律により「b∧a = a ⇐⇒ a∨b = b」
が成り立つので，A上の関係 ≤を

a ≤ b ⇐⇒ b∧a = a ⇐⇒ a∨b = b (3.13.10)

と定義する．そうすると≤は順序関係となる（これを束Aの順序関係とかAの束順序関係とかと
呼ぶ）．実際，≤はまず，二つの吸収律と可換律により

a∧a = a a∨a = a (巾等律)

なる法則に従い，このうち∧と∨いずれについての法則も，≤が反射律に従うことを示す．次に，
∧と∨いずれについての可換律も≤が反対称律に従うことを示し，∧と∨いずれについての結合
律も ≤が推移律に従うことを示す．さらに，∧と ∨それぞれについての結合・巾等・可換の三律
により，任意の a, b ∈ Aに対して，a∧bと a∨bはそれぞれ，順序関係≤に関する {a, b}の下限
inf {a, b}と上限 sup {a, b}に等しい（そこで，交わり・結びをそれぞれ下限・上限とも呼ぶ）．さ
らに，任意の {a1, . . . , an} ∈ P ′Aに ≤に関する下限と上限があって次の二式が成り立つ．

inf {a1, . . . , an} = a1∧a2∧ . . .∧an sup {a1, . . . , an} = a1∨a2∨ . . .∨an (3.13.11)

ただし，両式の右辺における算法 ∧,∨を適用する順番（括弧の付け方）は任意である．なお，任
意の a ∈ Aに対して，Aから Aへの写像 x 7→ x∧aと x 7→ x∨aは共に，Aの束順序関係につい
て増加律に従う．
束算法に言及するときはその順番に留意しなければならない．Aが ∧,∨を束算法とする束であ

れば ∧,∨の順番を入れ替えた ∨,∧についても Aは束だからである．このように束算法を入れ替
[43]四則算法 +,−,×,÷ を加法・減法・乗法・除法と呼ぶ伝である．
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えて得られる束をもとの束の双対束と呼ぶ．双対束の順序関係は，もとの束の順序関係 ≤の双対
関係≥に等しい．従って，束の定義からある命題が導かれたとき，その命題中の∧,∨,≤をそれぞ
れ ∨,∧,≥に書き換えて得られる命題も成り立つ．このことを束についての双対性と呼ぶ．
以上，束を代数系の一種として定義した後にそれに対して束順序関係を定義したが，逆に束を順

序集合の一種として定義した後にそれに対して束算法を定義することもできる．すなわち，順序集
合 (A,≤)において任意の二元部分集合に下限と上限が存在するとき，A上の二項汎算法∧と∨を
a∧b = inf {a, b}, a∨b = sup {a, b}と定めれば，Aは ∧,∨を束算法とする束となって束順序関
係は ≤に等しい．そこでこのとき，Aは ≤について束であると言う．特に完備な順序集合は，そ
の順序関係について束であるので，完備束とも呼ばれる（第 3.9.4項参照）．

例 3.13.3 (偏束・下束・上束) 一つの二項汎算法∧から成る代数構造を持つ代数系Aがこの算法
について可換律・結合律・巾等律の三法則に従うとき，Aは偏束または下束であると言い，算法∧

を交わりまたは交法と呼ぶ．
Aが偏束のとき，その交法 ∧によって A上の関係 ≤を次のように定義する．

a ≤ b ⇐⇒ b∧a = a

そうすると ≤は順序関係となる（これを偏束 Aの順序関係とか Aの偏束順序関係とかと呼ぶ）．
また，任意の a, b ∈ Aに対して，a∧bは ≤に関する {a, b}の下限 inf {a, b}に等しい（そこで，
交わりを下限とも呼ぶ）．さらに，任意の {a1, . . . , an} ∈ P ′Aに ≤に関する下限があって

inf {a1, . . . , an} = a1∧a2∧ . . .∧an

が成り立つ．ただし，右辺における算法 ∧を適用する順番は任意である．
逆に，順序集合 (A,≤)において任意の二元部分集合に下限が存在するとき，A上の二項汎算法

∧を a∧b = inf {a, b}と定めれば，Aは∧を交法とする偏束となって偏束順序関係は≤に等しい．
そこでこのとき，Aは ≤について偏束であると言う．
偏束・下束と双対的に上束の概念が得られる．すなわち上束は，可換律・結合律・巾等律に従

う結法という名の二項汎算法∨から成る代数構造を持つ代数系である．ただしこの定義だけでは，
下束と上束の違いは用語と算号の違いに過ぎない．そこで上束の上束順序関係 ≤は，

a ≤ b ⇐⇒ a∨b = b

と定義する．そうすると，下束についてと双対的に同様のことが上束について成り立つ．
Aが ∧,∨を束算法とする束であれば，Aは ∧を交法とする偏束かつ ∨を結法とする上束であ

り，Aの束順序関係は偏束順序関係にも上束順序関係にも等しい．しかし，逆に偏束・上束がその
順序関係について束であるとは限らない．たとえば PT− {T}は，包含関係⊆について偏束ではあ
るが束ではない．また，PT − {T}と実数の下方区間 (←0]との辞書式直和 (PT − {T}

)
q (←0]は，

最大元を持つ偏束であるが束ではない（問題 3.20.1参照）．なおこの偏束においては，任意の
、
　有
、
　限

部分集合に下限があるが，ある有限部分集合には上限がない．このことは，問題 3.9.32に記した
「順序集合において任意の部分集合に下限があれば任意の部分集合に上限もある」という事実と対
照的である．

例 3.13.4 (分配束) 束が束算法 ∧,∨についての一組み二個の恒等式

(x∧y)∨ z ≡ (x∨ z)∧(y∨ z) (x∨y)∧ z ≡ (x∧ z)∨(y∧ z) (分配式)
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をみたすとき，この束を分配束と呼ぶ．つまり分配束とは，次の一組み二個の法則に従う束である．

(a∧b)∨ c = (a∨ c)∧(b∨ c) (a∨b)∧ c = (a∧ c)∨(b∧ c) (分配律)

集合Aがその上の順序関係≤について束であってこの束が分配束であるとき，Aは≤について
分配束であるという．つまり，Aが ≤について分配束であるためには，Aの任意の二元部分集合
に下限と上限があってA上の二項汎算法 a∧b = inf {a, b}と a∨b = sup {a, b}が分配律に従うこ
とが必要十分である．分配束でない束の例は例 3.13.6にある．

問題 3.13.4 束においては，その束算法∧,∨と束順序関係≤についての次の六法則はいずれも分
配律と同等である [44]．特に，分配律の一方は他方から導かれる．

1. (a∧b)∨ c = (a∨ c)∧(b∨ c)

2. (a∨b)∧ c = (a∧ c)∨(b∧ c)

3. (a∨b)∧ c ≤ (a∧ c)∨b

4. a∧(b∨ c) ≤ (a∧b)∨ c

5.
a∨ c ≥ d
b∨ c ≥ d

}
=⇒ (a∧b)∨ c ≥ d

6.
a∧ c ≤ d
b∧ c ≤ d

}
=⇒ (a∨b)∧ c ≤ d

略解 法則 3から次の計算で法則 2を導くことができる（法則 3を使う箇所で改行してある）．

(a∧ c)∨(b∧ c) ≤ (a∨b)∧ c = (a∨b)∧(c∧ c) =
(
(a∨b)∧ c

)
∧ c

≤
(
(a∧ c)∨b

)
∧ c =

(
b∨(a∧ c)

)
∧ c

≤ (b∧ c)∨(a∧ c) = (a∧ c)∨(b∧ c)

法則 2 と法則 6 の前提から法則 6 の結論が導かれるから，法則 2 から法則 6 が導かれる．d =

(a∧ c)∨b とすれば法則 6 の前提がみたされるから，法則 6 から法則 3 が導かれる．法則 3 は
≤,∧,∨をそれぞれ ≥,∨,∧に取り替えても不変である．従って束についての双対性により，法則
3から法則 1が導かれ，法則 1から法則 5が導かれ，法則 5から法則 3が導かれる．法則 4は，可
換律を使って法則 3を書き換えたものである．

例 3.13.5 (ブール束) 分配束 Aがさらに束算法 ∧,∨と単項汎算法 ♢についての恒等式

(x∧ x♢)∨y ≡ y (x∨ x♢)∧y ≡ y (相補式)

をみたすとき，Aは∧,∨,♢をブール算法とするブール束であると言い [45]，算法 ♢を補法と呼ぶ．
すなわちブール束とは，次の一組み二個の法則に従う分配束である．

(a∧a♢)∨b = b (a∨a♢)∧b = b (相補律)

従ってブール束 Aは，その順序関係 (3.13.10)に関する最小元と最大元を持ち，次の法則に従う．

a∧a♢ = minA a∨a♢ = maxA (本来の相補律)

一般に，最小元と最大元のある順序集合Aの元aに対して，inf {a, a ′} = minA, sup {a, a ′} = maxA

をみたす元 a ′ ∈ Aを aの Aにおける補元と呼ぶ（誤解の恐れのない場合は「Aにおける」は省
略する）．従ってブール束においては，各元 aに対して，a♢ は aの補元である．
[44]他の同等な法則については問題 3.19.5 参照．法則の同等性や強弱については定義 3.29.2 参照．
[45]「ブール」は，論理代数学・代数論理学の開祖ブール (George Boole) に因む．
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ブール束については，ブール算法に加えて，次式で定義される二項汎算法⇒をしばしば考察する．
a⇒b = a♢ ∨b

これを導法と呼ぶ．また，ブール算法 ∧,∨,♢と導法⇒をブール論法と総称する．
集合Aがその上の順序関係≤について束であってこの束がブール束であるとき，Aは≤につい

てブール束であるという．上の説明と下の問題 3.13.5によればつまり，Aが ≤についてブール束
であるためには，≤についてAが最小元と最大元を持つ分配束であってAの各元 aに補元のある
ことが必要十分である．

問題 3.13.5 最小元と最大元を持つ分配束 Aについて次のことが成り立つ．

1. Aの各元には補元は高々一つしかない．

2. Aの各元 aに補元があれば，それを a♢で表して出来る単項汎算法 ♢は本来の相補律に従う．

3. A上の単項汎算法 ♢が本来の相補律に従えば，Aは ∧,∨,♢をブール算法とするブール束と
なる．

例 3.13.6 線形空間 V の部分空間の全体は包含関係 ⊆について {0}を最小元とし V を最大元とす
る束を成すが，dimV ≥ 2であれば，{0}とも V とも異なる部分空間には複数の補元があるので，
問題 3.13.5によれば部分空間束は分配束ではない．

問題 3.13.6 fがブール束 Aからブール束 Bへの準写であれば，fはminAとmaxAとをminB

とmaxBとにうつし，導法についても準写である．

略解 最小元については，任意の a ∈ Aをとって次のように計算すればいい．

f(minA) = f(a∧a♢) = (fa)∧(fa)♢ = minB

問題 3.13.7 ブール束は次の諸法則に従う．ただし，0と 1は最小元と最大元を表す．

0♢ = 1 1♢ = 0

(a♢)♢ = a (重補律)

(a∧b)♢ = a♢ ∨b♢ (a∨b)♢ = a♢ ∧b♢ (双対律)

a ≤ b ⇐⇒ b♢ ≤ a♢ (対偶律)

a∧b♢ = 0 ⇐⇒ a ≤ b ⇐⇒ a♢ ∨b = 1

注意 3.13.1 双対律は普通はドモルガンの法則と呼ばれる [46]．しかしこの法則は，ブール束の補
法 ♢がその束から双対束への準写である（さらに重補律によれば同写である）ことを意味するか
ら，本書では双対律と呼ぶ [47]．また対偶律は，補法 ♢がその束から双対束への真増写であること
を意味する（問題 3.13.14参照）．重補律・双対律・対偶律については定理 3.21.3の対偶律・重補
律と問題 3.21.4の双対律参照．

[46]ドモルガン (Augustus de Morgan) は論理代数学の開祖の一人．
[47]概念に縁の人名を付けるのは時に便利ではあるが，それに固執する西洋人の性癖には辟易する．



第 3章 論理代数学 175

例 3.13.7 任意の集合 Sの巾集合 PSは，包含関係 ⊆についてブール束であり（そこでこれを巾
集合束と呼ぶ），そのブール算法は集合算法 X∩ Y, X∪ Y, X◦に等しい（X◦は Xの補集合 S−Xを
表す）．さらに，巾集合束は包含関係に関して完備束であって，分配律より強い次の法則に従う．(⋂

i∈I

Xi

)
∪ Y =

⋂
i∈I

(Xi ∪ Y)

(⋃
i∈I

Xi

)
∩ Y =

⋃
i∈I

(Xi ∩ Y) (終)

さて，「恒等式が成り立つ」ということを前述のように定義することの効用は，以下の二定理や次
項の諸定理のような一般的な定理を述べて証明できるところにある．

定理 3.13.1 T 型代数系 Aがみたす恒等式は，巾代数系 AV もみたす．

証明 Aが恒等式 ξ ≡ ηをみたすと仮定し，任意の保型準写 f ∈ A(T)→AV をとる．任意の v ∈ V
に対し，prv ∈ AV→Aが保型準写であるから，A(T)の各元 ζに (fζ)vを対応させる写像は A(T)

からAへの保型準写であり，従って，Aが恒等式 ξ ≡ ηをみたすとの仮定により (fξ)v = (fη)vが
成り立つ．v ∈ V が任意だから，これは fξ = fηを意味する．従ってAV も恒等式 ξ ≡ ηをみたす．

定理 3.13.2 Aと Bが T 型代数系であって，BがAの台部分系であるかまたはAから Bへの全射
保型準写があれば，Aがみたす恒等式は Bもみたす．

証明 Aが恒等式 ξ ≡ ηをみたすと仮定し，任意の保型準写 f ∈ A(T)→Bをとる．Bが Aの台部
分系の場合には，fは A(T)からAへの保型準写とみなせるから，Aが恒等式 ξ ≡ ηをみたすとの
仮定により fξ = fηが成り立つ．全射保型準写 h ∈ A→Bがある場合には，問題 3.5.6により保型
準写 g ∈ A(T)→Aで f = hgなるものがあり，Aが恒等式 ξ ≡ ηをみたすとの仮定により gξ = gη

が成り立つから，h(gξ) = h(gη)すなわち fξ = fηが成り立つ．従っていずれの場合にも，Bは恒
等式 ξ ≡ ηをみたす．

系 T 型代数系 Aがみたす恒等式は商代数系 A/Rもみたす．

証明 定理 3.11.2系により類別写像 h ∈ A→A/Rが全射保型準写だからである．
問題 3.13.8 束・偏束・ブール束の巾代数系は，極端な巾代数系も含めて，それぞれ束・偏束・ブー
ル束である（これらを巾束・巾偏束・巾ブール束と呼ぶ）．Aがブール束であればさらに，Aとそ
の巾ブール束AV の導法⇒は，任意の f, g ∈ AV と v ∈ V に対して (f⇒g)v = fv⇒gvをみたし，
Aと AV の最小元 0と最大元 1は，任意の v ∈ V に対して 0v = 0と 1v = 1をみたす．

略解 束・偏束・ブール束の極端な巾代数系は，単元集合であるから，自明に束・偏束・ブール束
である．後半を示すには，各 v ∈ V の定める射影 prv ∈ AV→Aに問題 3.13.6を使えばいい（問題
3.13.9と問題 3.9.12参照）．

問題 3.13.9 束Aの巾束AV (= V→A)の順序関係はAの順序関係の V 乗に等しい．「束」をすべ
て「偏束」またはすべて「ブール束」に書き換えても同様に成り立つ．

略解 V の各元の定める射影が交法∧についての準写であるから，任意の f, g ∈ AV をとっての次
の推論で証明される．

f ≤ g ⇐⇒ f∧g = f ⇐⇒ 任意の v ∈ V に対して (f∧g)v = fv⇐⇒ 任意の v ∈ V に対して fv∧gv = fv ⇐⇒ 任意の v ∈ V に対して fv ≤ gv
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問題 3.13.10 Aを束とし，∧,∨をその束算法とするとき，Bが Aの {∧,∨}部分系であれば，B
は∧,∨の Bへの制限を束算法とする束であり（そこでこういう BをAの部分束と呼ぶ），Bの順
序関係はAの順序関係の Bへの制限であり，Aが分配束であれば Bもそうである．また，Aを偏
束とし，∧をその交法とするとき，Bが Aの {∧}部分系であれば，Bは ∧の Bへの制限を交法と
する偏束であり（そこでこういう BをAの部分偏束と呼ぶ）），Bの順序関係はAの順序関係の B

への制限である．

問題 3.13.11 束はその完備化の部分束であり，偏束はその完備化の部分偏束である．

略解 問題 3.9.45による．

問題 3.13.12 Aをブール束とし，∧,∨,♢をそのブール算法とする．Bが Aの空でない {∧,∨,♢}
部分系であれば，Bは∧,∨,♢の Bへの制限をブール算法とするブール束であって（そこでこうい
う Bを Aの部分ブール束と呼ぶ），minB = minA, maxB = maxAが成り立ち，Bの順序関係
と導法とは Aの順序関係と導法との Bへの制限に等しい．

問題 3.13.13 (A,≤)を順序集合とし，A ′ を束とし，f ∈ (A→A ′) ∪ (A ′→A)を同順写とすれば，
Aは≤について束であって，fは束としての同写（すなわち束算法についての同写）である．以上
のことは，「束」をすべて「偏束」またはすべて「ブール束」に書き換えても同様に成り立つ．

略解 問題 3.9.15と問題 3.3.5により，f ∈ A ′→Aとしていい．このとき，Aを fによって束 A ′

の複製代数系と成せば，問題 3.3.11と定理 3.13.2により，Aも束となって fは束としての同写に
なる．束 Aの順序関係 ≦が ≤と一致することが，任意の a, b ∈ Aをとっての次の推論で示され
る．ただし，fの逆写像と A ′ の束順序関係を gと ≤ ′ で表す．

a ≦ b ⇐⇒ b∧a = a ⇐⇒ g(b∧a) = ga ⇐⇒ gb∧ga = ga ⇐⇒ ga ≤ ′ gb ⇐⇒ a ≤ b

問題 3.13.14 fを偏束Aから偏束A ′への写像とする．fが偏束としての準写であれば，fAはA ′

の部分偏束であって fは増写である．また，fが偏束としての単射準写であるためには，fAが A ′

の部分偏束であって fが真増写であることが必要十分である．従って，fが偏束としての同写であ
るためには，fが同順写であることが必要十分である．以上のことは，「偏束」をすべて「束」また
はすべて「ブール束」に書き換えても同様に成り立つ（問題 3.22.33参照）．

略解 fが準写であるとする．このとき，問題 3.3.9によって fAは A ′ の部分偏束である．また，
a, b ∈ Aが a ≤ bをみたせば，fb∧ fa = f(b∧a) = fa，従って fa ≤ fbが成り立つ．fがさらに
単射であれば，a, b ∈ Aが fa ≤ fbをみたすとき，f(b∧a) = fb∧ fa = fa，従って b∧a = a，
すなわち a ≤ bが成り立つから，fは真増写である．
逆に，fAが A ′ の部分偏束であって fが真増写であると仮定する．そうすると任意の a, b ∈ A

に対して，fAがA ′の部分偏束であるから fc = fa∧ fbなる c ∈ Aがあり，fが真増写であるから
c ≤ a∧b，従って fが増写であることにより fc ≤ f(a∧b)が成り立ち，他方で fの増調性により
f(a∧b) ≤ fa∧ fbが成り立つので，f(a∧b) = fa∧ fbが成り立つ．「偏束」を「束」に書き換えた
場合，同様に f(a∨b) = fa∨ fbが導かれる．そこで，「偏束」を「ブール束」に書き換える．そうす
ると問題 3.13.12により，Aの最小元 0と最大元 1とに対して，f0と f1とはA ′の最小元と最大元
とに等しい．任意の a ∈ Aに対して，fa∧ f(a♢) = f(a∧a♢) = f0, fa∨ f(a♢) = f(a∨a♢) = f1
であるから，補元の一意性により f(a♢) = (fa)♢ が成り立つ．
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問題 3.13.15 順序集合 (A,≤)からある巾集合束への同順写 fがあるとき（このとき (A,≤)を完
備ブール束と呼ぶ [48]），Aは ≤について完備束かつブール束であって一般分配律

inf {xi | i ∈ I} ∨y = inf {xi∨y | i ∈ I} sup {xi | i ∈ I} ∧y = sup {xi∧y | i ∈ I}

に従い，fはブール束としての同写である．

略解 例 3.13.7と問題 3.13.13により，Aは≤についてブール束であって fはブール束としての同
写である．例 3.13.7と問題 3.9.18と問題 3.9.15により，Aは完備束であって一般分配律に従う．

問題 3.13.16 Tは通常の順序関係について完備ブール束であり，そのブール論法は次の式をみたす．

a∧b = inf {a, b} a∨b = sup {a, b} a♢ = 1− a a⇒b = sup {1− a, b}

略解 Tは通常の順序関係について，巾集合束 P{∅} =
{
∅, {∅}

}に同順であるから，問題 3.13.15の
定義により完備ブール束である．

問題 3.13.17 ブール束 Tの巾ブール束 TV (= V→T)の各元 fにその定義集合 f−11 ∈ PV を対応
させる写像は，TV から巾集合束 PV への同順写である．従って，TV は完備ブール束であり，写
像 f 7→ f−11はブール束としての同写である．

略解 問題 3.13.9により，巾ブール束 TV の順序関係はブール束 Tの順序関係の V 乗に等しい．
従って，写像 f 7→ f−11が真増写であることは次の推論で示される．

f ≤ g ⇐⇒ 任意の v ∈ V に対して fv ≤ gv⇐⇒ fv = 1なる任意の v ∈ V に対して gv = 1⇐⇒ f−11 ⊆ g−11

問題 3.13.18 完備ブール束 Aから作られた巾ブール束 AV も完備ブール束である．

略解 問題 3.13.15により，Aはある巾集合束 PSにブール束として同形である．定理 3.10.4と問
題 3.13.17と定理 3.10.5によりブール束として AV ∼= (PS)V ∼= (TS)V ∼= TV×S ∼= P(V × S) である
から，問題 3.13.14により AV は巾集合束 P(V × S)に同順である．

問題 3.13.19 線形順序集合は分配束となる．線形順序集合Aがブール束となるためには，#A ≤ 2
なることが必要十分である．束 Aの任意の部分集合が Aの部分束であるためには，Aが線形順序
集合であることが必要十分である．

3.13.2 恒等式をみたす普遍代数系 (✓)

§ この項を通じて，T を代数系とし，Rを T 型代数系についての恒等式の集合とする．そして，
T 型代数系 Aが Rに属す任意の恒等式をみたすとき，Aにおいて恒等式 Rが成り立つとか Aは
恒等式 Rをみたす [49]とか Aは R種代数系であるとか言う．つまり，Aが R種代数系であること
[48]これは完備ブール束の通常の定義ではない．通常は，一般分配律より強い「全分配律」と相補律に従う完備束を完備
ブール束と定める．この二定義は同等である．第 1.2.5 項と第 3.34 節で参考文献として挙げる「現代数学概説 I」参照．
[49]この二箇所の「恒等式」は「複数の恒等式」を指す．日本語の名詞に複数形の無いため，こういう不便がある．
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は，A(T)上の関係とみなした Rが関係 =Aに含まれることと同等である．特に =Aが最大関係で
あればAはR種代数系であるが，そういうAを自明なR種代数系と呼ぶ．自明でないR種代数系
Aがあれば，問題 3.13.2により =Aは型合同関係であって，特に A(T)の型写像に含まれる．従っ
て，自明でない R種代数系が存在するためには，Rの任意の元 ξ ≡ ξ ′ に対して ξ, ξ ′ が同型であ
ることが必要である．そういう Rを同型の恒等式と呼ぶ．言い換えれば，Rが同型であるために
は，A(T)上の関係とみなした Rが A(T)の型写像に含まれることが必要十分である．

問題 3.13.20 T 型代数系 Bが R種代数系 Aの巾代数系であるか，台部分系であるか，あるいは
Aから Bへの全射保型準写があれば，Bも R種代数系である．特に，R種代数系と保型同形な型
付代数系は R種代数系である．

問題 3.13.21 R種代数系は Rr種代数系である．ただし Rrは，Rを A(T)上の関係とみなしての
反射包を表す．また，対称包 Rs と推移包 Rt についても同様のことが成り立つ．

略解 Aが R種代数系なら，Rが関係=Aに含まれて=Aが同値関係だから，上記各種の包も=A

に含まれる．

定義 3.13.1 R種型付代数系 (G, T, σ)と Gの部分集合 Sが次の二条件をみたすとする．

1. G = [S]

2. (G ′, T, σ ′)が R種型付代数系であって φ ∈ S→G ′ が保型写像であれば，φは保型準写 f ∈
G→G ′ に拡張される．

このとき，四つ組み (G, T, σ, S)を普遍 R種型付代数系と呼び，条件 2を R種型付代数系の普遍
性と呼ぶ．この定義において R = ∅としたものは普遍型付代数系の定義に他ならないから，普遍
R種型付代数系という概念は普遍型付代数系の概念を拡張するものである．

問題 3.13.22 定義 3.13.1の二条件 1, 2は，条件 2における「拡張される」を「一意に拡張され
る」に換えて得られる一条件で置き換えることができる．

問題 3.13.23 定義 3.13.1 において T を単元集合かつ汎代数系とすることによって普遍 R種汎代
数系の定義が得られる．これを適切に述べよ．

問題 3.13.24 (G, T, σ, S)を普遍 R種型付代数系とし，(H, T, τ)を型付代数系とする．このとき，
f ∈ G→Hが保型同写なら (H, T, τ, fS)は普遍 R種型付代数系である．また，g ∈ H→Gが保型同
写なら (H, T, τ, g−1S)は普遍 R種型付代数系である．

問題 3.13.25 (G, T, σ, S)と (G ′, T, σ ′, S ′)が普遍 R種型付代数系であって φ ∈ S→S ′ が φ(St) ⊆
S ′
t (t ∈ T)をみたせば，保型準写 f ∈ G→G ′ で f|S = φなるものが唯一つ存在し，φが全射なら
fも全射であり，φが単射であって St = ∅ 6= S ′

t なる t ∈ T については Gt 6= ∅であれば，fも単
射である．従って，全単射 φ ∈ S→S ′ が φ(St) = S

′
t (t ∈ T)をみたせば，保型準写 f ∈ G→G ′ で

f|S = φなるものが唯一つ存在し，fは保型同写である．従ってまた，(G, T, σ, S)と (G ′, T, σ ′, S)が
普遍 R種型付代数系であって σ|S = σ ′|S が成り立てば，保型同写 f ∈ G→G ′ で f|S = idS なるも
のが唯一つ存在する． 終
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普遍型付代数系の存在と一意性定理によれば，代数系 T と集合 Sと写像 τ ∈ S→T を任意に与え
ても，普遍型付代数系 (A, T, σ, S)であって σ|S = τなるものが一意に存在する．それでは，T, S, τ
に加えて恒等式の集合Rを任意に与えたら，普遍R種型付代数系 (G, T, σ, S)であって σ|S = τなる
ものは存在するだろうか．以下，この問題を幾つかに分割して考え，定理 3.13.7で答を一つ得る．
T 型代数系Aに対して，A上の関係 RAを次のように定義する．すなわち，Aの二元 a, a ′に対

して aRA a ′であるとは，保型準写 f ∈ A(T)→Aと Rの元 ξ ≡ ξ ′とで a = fξ, a ′ = fξ ′をみたす
ものがあることとする（従って，A(T)から Aへの保型準写が存在しないか R = ∅かの場合には，
RA は空関係である）．RA を Rが Aに誘導する関係と呼ぶ．

問題 3.13.26 Rが A(T)上の関係として反射的なら，Rが T 型代数系 Aに誘導する関係 RAは空
関係であるか反射的かである．また，Rが対称的なら，RA も対称的である．

略解 任意の a ∈ Aをとると，aと同型の A(T)の素元 xがある．RA が空関係でなければ，各
t ∈ T に対して At 6= ∅が成り立つから，A(T)の素元系 Sから Aへの保型写像 φで φx = aなる
ものがあり，φは保型準写 f ∈ A(T)→Aに拡張される．従って，さらに Rが反射的なら，特に式
x ≡ xが Rに属すから，aRA aが成り立つ．

問題 3.13.27 Rが T 型代数系 Aに誘導する関係 RA は，Aの保型準換を A上の単項汎算法とみ
なしたものすべてと両立する．

問題 3.13.28 Rが A(T)自身に誘導する関係 RA(T)は，Rを含み A(T)の保型準換を A(T)上の単
項汎算法とみなしたものすべてと両立する関係の中で最小のものである．

略解 A(T)の保型準換の全体を改めて代数構造として集合 A(T)に与えて汎代数系を作る．この
汎代数系上の関係 Rに定理 3.11.3を適用する（適用できることが注意 3.11.1の後半によって分か
る）と，R0 ⊆ R1 = R2 = · · · = RA(T) であるので，RA(T) = R− が成り立つ．

定理 3.13.3 T 型代数系Aから T 型代数系 Bへの全射保型準写 gがあるときに，Bが R種代数系
であるためには，RA ⊆ gなることが必要十分である．特に，T 型代数系Aとその上の型合同関係
Qに対し，商代数系 A/Qが R種代数系であるためには，RA ⊆ Qなることが必要十分である．

証明 問題 3.5.6により，f ∈ A(T)→Bが保型準写であれば，fはある保型準写 h ∈ A(T)→Aと gの
合成として表される．そこで，Rの任意の元 ξ ≡ ξ ′に対して，a = hξ, a ′ = hξ ′と定めればaRA a ′

が成り立つから，RA ⊆ gなら ga = ga ′が成り立ち，従って fξ = ghξ = ga = ga ′ = ghξ ′ = fξ ′

が成り立つ．これは，RA ⊆ gなら Bが R種代数系であることを示す．
a, a ′ ∈ AがaRA a ′をみたせば，保型準写h ∈ A(T)→AとRの元 ξ ≡ ξ ′とでa = hξ, a ′ = hξ ′

をみたすものがあり，f = gh は A(T) から B への保型準写であるから，B が R 種代数系なら，
ga = ghξ = fξ = fξ ′ = ghξ ′ = ga ′ が成り立つ．これは，Bが R種代数系なら RA ⊆ gであるこ
とを示す．

問題 3.13.29 T 型代数系 Aが R種代数系であるためには，RA が A上の相等関係 =に含まれる
ことが必要十分である．

問題 3.13.30 定理 3.13.3と問題 3.13.29を用いて，問題 3.13.20に述べたことを証明せよ．
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略解 Bが R種代数系 Aの巾代数系 AV である場合，各 v ∈ V が定める射影 prv ∈ B→Aは定理
3.10.1により全射保型準写であるから RB ⊆ prv をみたし，従って問題 3.10.2により，RB は B上
の相等関係 =に含まれる．Bが Aの台部分系である場合，RB は RA の Bへの制限に含まれる．

定義 3.13.2 R種型付代数系 (G, T, σ)と集合 Sと ρ ∈ S→Gが次の二条件をみたすとする．
1. G = [ρS]

2. (G ′, T, σ ′) が R 種型付代数系であって φ ∈ S→G ′ が σ ′φ = σρ をみたすなら，保型準写
h ∈ G→G ′ であって φ = hρなるものが存在する．

このとき五つ組み (G, T, σ, S, ρ)を擬普遍 R種型付代数系と呼び，条件 2をその擬普遍性と呼ぶ．
従って，(G, T, σ, S)が普遍 R種型付代数系なら，(G, T, σ, S, idS)は擬普遍 R種型付代数系である．
逆に，擬普遍 R種型付代数系 (G, T, σ, S, ρ)において S ⊆ G, ρ = idS なら (G, T, σ, S)は普遍 R種
型付代数系であるが，このことは問題 3.13.33で拡張される．

問題 3.13.31 (G, T, σ, S, ρ)が擬普遍R種型付代数系であって，型付代数系 (G ′, T, σ ′)と ρ ′ ∈ S→G ′

に対して，保型同写 h ∈ G→G ′ で hρ = ρ ′ なるものがあるか，または保型同写 h ′ ∈ G ′→Gで
h ′ρ ′ = ρなるものがあれば，(G ′, T, σ ′, S, ρ ′)も擬普遍 R種型付代数系である．

問題 3.13.32 (G, T, σ, S, ρ)が擬普遍 R種型付代数系であって ρが単射であるとする．このとき，
Sを含む集合 G ′と全単射 h ∈ G→G ′で hρ = idSなるものをとって型付代数系 (G, T, σ)の hによ
る複製 (G ′, T, σ ′)を作れば，(G ′, T, σ ′, S)は普遍 R種型付代数系であって σ ′|S = σρが成り立つ．

略解 問題 3.4.13により hが保型同写なので，問題 3.13.31により (G ′, T, σ ′, S, idS)は擬普遍 R種
型付代数系である．そして σ ′|S = σ ′idS = σ ′hρ = σρが成り立つ．

問題 3.13.33 (✓) (G, T, σ, S, ρ)が擬普遍 R種型付代数系であれば，(G, T, σ, ρS)は普遍 R種型付
代数系である．

定理 3.13.4 (A, T,ω, S)を普遍型付代数系とし，QをA上の型合同関係とする．このとき，(A, T,ω)

の商代数系 (A/Q, T,ω/Q)と Sと類別写像 /Qの Sへの制限 ρとの組み (A/Q, T,ω/Q, S, ρ)が擬
普遍 R種型付代数系であるためには，Qが RA の型合同包 R=A に等しいことが必要十分である．

証明 A/Qと /Qと ω/Qとを Gと gと σで表す．そうすると，ρ = g|S, σρ = σg|S = ω|S で
あり，また gが全射の保型準写であって A = [S]であるから，G = [ρS]が成り立つ．また，定理
3.13.3により Gが R種代数系であるためには RA ⊆ Qなることが必要十分であり，この条件のみ
たされるときには，問題 3.11.4の後の注意によって R=A が存在して R=A ⊆ Qが成り立つ．従って，
RA ⊆ Qと仮定した上で，(G, T, σ, S, ρ)が擬普遍性を持つためにはQ ⊆ R=Aなることが必要十分で
あることを示せばいい．
(G ′, T, σ ′) が R 種型付代数系であって φ ∈ S→G ′ が σ ′φ = σρ をみたすとする．このとき，

σ ′φ = ω|Sであるから，(A, T,ω, S)の普遍性によってφは保型準写 f ∈ A→G ′に拡張される．そ
して定理 3.11.1系 2により，A上の関係とみなした fは型合同関係となる．しかも，問題 3.11.3

によってA/fはG ′の台部分系と保型同形であって，従って問題 3.13.20によってA/fは R種代数
系であるから，定理 3.13.3によって RA ⊆ fが成り立つ．R=Aは RAを含む A上の最小の型合同関
係であるから，結局 R=A ⊆ fが成り立つ．
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従ってQ ⊆ R=Aなら，Q ⊆ fであるから，定理 3.11.2系によって h ∈ G→G ′を f = hgなるよう
に定義でき，hは保型準写となる．この hがφ = hρをみたす．これで，Q ⊆ R=Aなら (G, T, σ, S, ρ)

が擬普遍性を持つことが示された．
上の (G ′, T, σ ′)と φ ∈ S→G ′ として商代数系 (A/R=A, T,ω/R

=
A)と類別写像 /R=A の Sへの制限

をとる．A/R=A は定理 3.13.3によって確かに R種型付代数系であり，σρ = ω|S であったのと同
じ理由で σ ′φ = ω|S が成り立つから，σ ′φ = σρも確かに成り立つ．従って，(G, T, σ, S, ρ)が擬
普遍性を持てば，保型準写 h ∈ G→G ′ で φ = hρなるものが存在する．類別写像 /R=A を g ′ で表
せば，hg|S = hρ = φ = g ′|S であって A = [S]であるから，hg = g ′ が成り立つ．従って aQa ′

なら，ga = ga ′ であるから g ′a = hga = hga ′ = g ′a ′ となり，aR=A a ′ が成り立つ．これで，
(G, T, σ, S, ρ)が擬普遍性を持てばQ ⊆ R=A であることが示された． 終

Rが τ ∈ S→T に関して豊富であるとは，R種型付代数系 (G, T, σ)であって各 t ∈ T に対して
#(Gt) ≥ min{#(τ−1t), 2} なるものが存在することを言う．

定理 3.13.5 (G, T, σ, S, ρ)が擬普遍 R種型付代数系であって Rが σρ ∈ S→T に関して豊富なら，
ρは単射である．

証明 τ = σρ と定める．そうすると，R 種型付代数系 (G ′, T, σ ′) であって各 t ∈ T に対して
#(G ′

t) ≥ min{#(τ−1t), 2} なるものが存在する．つまり，τ−1t 6= ∅ なら G ′
t 6= ∅ が成り立ち，

#(τ−1t) ≥ 2なら#(G ′
t) ≥ 2が成り立つ (t ∈ T)．従って各 s ∈ Sに対して，φs ∈ S→G ′ で

φs(τ
−1t) ⊆ G ′

t (t ∈ T)

φss 6= φsx (s 6= x ∈ S)

なる二条件をみたすものが存在する．G ′
t = σ ′−1tであるから，一番目の条件は σ ′φs = τなるこ

とを意味する．従って (G, T, σ, S, ρ)の擬普遍性によって，保型準写 hs ∈ G→G ′ で φs = hsρな
るものが存在する．そこで，ある s, s ′ ∈ Sに対して ρs = ρs ′ とすれば，φss = φss ′ となるから，
二番目の条件により s = s ′ でなければならない．すなわち ρは単射である．

定理 3.13.6 Aが T 型代数系であって Rが同型なら，RAはAの型写像に含まれ，従って，RAの
型合同包 R=A が存在する．

証明 aRA a
′ とすれば，保型準写 f ∈ A(T)→Aと Rの元 ξ ≡ ξ ′ とで a = fξ, a ′ = fξ ′ なるも

のがあり，A,A(T)の型写像を ω,θとすれば，ξ, ξ ′ が同型であるから ωa = ωfξ = θξ = θξ ′ =

ωfξ ′ = ωa ′ が成り立つ．従って，RAはωに含まれ，問題 3.11.4の後の注意によって，RAの型
合同包 R=A が存在する．

定理 3.13.7 Sを集合とし，τ ∈ S→T とする．また，Rは同型であるとする．このとき，擬普遍 R

種型付代数系 (G, T, σ, S, ρ)で σρ = τなるものが存在する．さらに Rが τ ∈ S→T に関して豊富で
あれば，普遍 R種型付代数系 (G, T, σ, S)で σ|S = τをみたすものが存在する．

証明 普遍型付代数系 (A, T,ω, S)で ω|S = τなるものが存在し，さらに定理 3.13.6によって R=A

が存在する．そこで，Gと σと ρとして A/R=Aとω/R=Aと類別写像 /R=Aの Sへの制限とをとる．
そうすると，定理 3.13.4とその証明の一行目に示したことにより，(G, T, σ, S, ρ)は擬普遍 R種型
付代数系であって σρ = ω|S = τが成り立つ．従ってまた，Rが τ ∈ S→T に関して豊富なら，定
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理 3.13.5により ρは単射であり，従って問題 3.13.32により，普遍 R種型付代数系 (G, T, σ, S)で
σ|S = τをみたすものが存在する．

問題 3.13.34 擬普遍 R種型付代数系 (G, T, σ, S, ρ)において ρが単射でなければ，ある t ∈ T に対
して#(Gt) ≤ 1が成り立ち，従って T が単元集合なら#G ≤ 1が成り立つ．

定理 3.13.7により，「代数系 T と集合 Sと写像 τ ∈ S→T および恒等式の集合 R を任意に与えた
ときに普遍 R種型付代数系 (G, T, σ, S)で σ|S = τをみたすものがあるか」という先に掲げた問へ
の答が一つ得られた．次に，「R種代数系において成り立つ恒等式」とは具体的に何を指すのかを
考える．

定理 3.13.8 (G, T, σ, S, ρ)が擬普遍R種型付代数系なら，普遍型付代数系 (A, T,ω, S)と全射保型準
写 g ∈ A→Gとで g|S = ρなるものがあって，そういうものに対しては，A上の関係として g = R=A
が成り立ち（従って (G, T, σ)は商代数系 (A/R=A, T,ω/R

=
A)と保型同形である），さらに任意の保型

準写 f ∈ A→Gに対して f ⊇ R=A が成り立つ．

証明 定理 3.5.1によって，普遍型付代数系 (A, T,ω, S)でω|S = σρなるものが存在する．そして
これの普遍性によって，保型準写 g ∈ A→Gで g|S = ρなるものが存在する．そういうものについ
ては，gA = g([S]A) = [gS]G = [ρS]G = Gが成り立ち，従って問題 3.11.3により，商代数系 A/g

から Gへの写像 g/gは保型同写であって，これと類別写像 /gとは (g/g)(/g) = gをみたす．そこ
で，G ′ = A/g, h = g/gとし，/gの Sへの制限を ρ ′ とすれば，ρ = hρ ′ が成り立つ．従って問
題 3.13.31によって (A/g, T,ω/g, S, ρ ′)は擬普遍 R種型付代数系となるから，定理 3.13.4によっ
て g = R=A が成り立つ．任意の保型準写 f ∈ A→Gに対して，A/fは Gの台部分系と同形であり，
従って R種型付代数系であるから，定理 3.13.3によって f ⊇ R=A が成り立つ．

定理 3.13.9 Rが同型であれば，R種代数系すべてにおいて成り立つ恒等式の全体は，Rが A(T)

に誘導する関係 RA(T) の型合同包 R=A(T) に等しい．

証明 A(T)をAで表すと，定理 3.13.6によって R=Aが存在する．これをQで表す．R種代数系す
べてにおいて成り立つ恒等式の全体は，Hを R種代数系全体に亘らせての関係 =H の交わりであ
る．これを Pで表す．そういう =H は，Rを含み，問題 3.13.2によって最大関係であるか型合同
関係かであって，Aの保型準換を A上の単項算法とみなしたものと両立する．従って，P ⊇ Qが
成り立つ（問題 3.13.28参照）．逆に P ⊆ Qなることを示すために，Aの型写像と素元系とをω,S
で表し，A/Qと類別写像 /Qの Sへの制限とω/Qとを G, ρ, σで表す．そうすると，定理 3.13.4

によって (G, T, σ, S, ρ)は擬普遍 R種型付代数系である．従って定理 3.13.8により，QはAからG

への保型準写すべての交わりに，すなわち =G に等しい．これで P ⊆ Qなることが示された．

例 3.13.8 まず，いわゆる自由群は普遍 R種汎代数系であることを示そう．単元集合 T = {t}に例
3.13.1のように代数構造を定める．そうすると T 型代数系とは，二項汎算法 a ·bと単項汎算法 a−1
とから成る代数構造を持つ汎代数系に他ならない．次にRとして，例 3.13.1に示した三つの恒等式

x · (y · z) ≡ (x · y) · z (x−1 · x) · y ≡ y x−1 · x ≡ y−1 · y

から成る集合をとる．ただし，x, y, zは A(T)の相異なる素元である．そうすると，例 3.13.1で示
したことにより，R種代数系とは算法 a · bについての群のことに他ならない．
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任意の集合 Sをとる．そうすると，写像 τ ∈ S→T が一意自明に定まり，位数 2の群が存在する
ことにより，Rは τ ∈ S→T に関して豊富である．従って定理 3.13.7によって普遍 R種型付代数系
(G, T, σ, S)が存在する．すなわち，次の二条件をみたす群 Gが存在する．

1. Gは群として Sによって生成される．

2. φが Sから群 G ′ への写像なら，φは Gから G ′ への群準同形写像に拡張される．

こういう Gは，いわゆる S上の自由群に他ならない．ただしこの二条件を以ってするなら，自由
群ではなく普遍群と名付けるべきである．
次に，

、
　す
、
　べ
、
　て
、
　の群において成り立つ恒等式を

、
　す
、
　べ
、
　て求める．それには，定理 3.13.9で示したこ

とにより，可算集合 S上の普遍群 A(T)に Rが誘導する関係 RA(T)の型合同包 R=A(T)を調べればい
い．A(T)を Aで表すことにする．
問題 3.11.7により R=A = Rrs−t

A が成り立つ．さらに，定理 3.11.4により R=A =
[[
[RA ∪D]s

]
σ

]
t

が成り立つ．ただし，Dは A×Aの対角線であり，[ ]s と [ ]t とは，問題 3.9.62でと同様，代
数系 (A×A, {s})と代数系 (A×A, {t})とにおける算包を表す．また，[ ]σは分数代数系 σにおけ
る算包を表すが，T = {t}だから σは A × Aに等しい．RA は Rから誘導される関係であるから，
次の三種類の元から成る．ただし a, b, cは，三種の元それぞれにおいて独立に A全体に亘る．

a · (b · c)
(a · b) · c

(a−1 · a) · b
b

a−1 · a
b−1 · b

従って，[RA ∪D]sは次の六種類の元から成る．ただし a, b, cは，六種の元それぞれにおいて独立
に A全体に亘る．

a · (b · c)
(a · b) · c

(a · b) · c
a · (b · c)

(a−1 · a) · b
b

b

(a−1 · a) · b
a−1 · a
b−1 · b

a

a

そして，分数代数系 A×Aの算法は次の二つである．
a

a ′ ·
b

b ′ =
a · b
a ′ · b ′

( a
a ′

)−1
=
a−1

a ′−1

これら二つの算法を上記六種の元に任意に施して得られる元の全体が [[RA∪D]s
]
σ
に等しい．そう

して，A×Aの元 a

a ′ が R=Aに属すためには，
[
[RA ∪D]s

]
σ
の元の列 a0

a ′
0

, . . . ,
an

a ′
n

で a = a0, a
′ =

a ′
n, a

′
i−1 = ai (i = 1, . . . , n) なるものの存在することが必要十分である．

問題 3.13.35 定理 3.13.7を用いて，任意の集合 Sに対して S上の普遍ブール束が，すなわち次の
二条件をみたすブール束 Gが存在することを示せ．

1. Gは束として Sによって生成される．

2. φが Sからブール束 G ′ への写像なら，φは Gから G ′ への束準同形写像に拡張される．

同様に，S上の普遍半群が存在してそれが半群 S+ =
⋃
n≥1 S

n に同形であることを示せ．

3.13.3 関係式をみたす普遍代数系 (✓)

§ 前項で述べた事柄は以下のように拡張される．すなわちまず，諸定義を次のように拡張する．
T を代数系とするとき，T 型代数系についての恒等式の集合Rと A(T)の

、
　相
、
　異
、
　な
、
　る素元の族 (xi)i∈I
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の組み R, (xi)i∈I を T 型代数系についての関係式と呼び，Rと (xi)i∈I をそれぞれこの関係式の恒
等式・定元と呼ぶ [50]．そして，T 型代数系 Aとその元の族 (ai)i∈I の組み (A, (ai)i∈I)がこの関
係式をみたすとは，各 i ∈ Iに対して ai, xiが同型であって，fxi = ai (i ∈ I)なる任意の保型準写
f ∈ A(T)→Aと Rの任意の元 ξ ≡ ξ ′ に対して fξ = fξ ′ の成り立つことを言う．また，そういう
組み (A, (ai)i∈I)を R, (xi)i∈I種代数系と呼び，(ai)i∈IをAにおける (xi)i∈Iの実例と呼ぶ（別の
意味の「実例」について定義 3.27.2参照）．なお，I = ∅の場合の R, (xi)i∈I 種代数系は，前項の
R種代数系に他ならない．
R, (xi)i∈I 種型付代数系 (G, T, σ, (ai)i∈I)と Gの部分集合 S が次の二条件をみたすとする．

1. G = [S ∪ {ai | i ∈ I}]かつ S ∩ {ai | i ∈ I} = ∅

2. (G ′, T, σ ′, (a ′
i)i∈I)がR, (xi)i∈I種型付代数系であってφ ∈ S→G ′が保型写像であれば，φは

保型準写 h ∈ G→G ′ で hai = a
′
i (i ∈ I)なるものに拡張される．

このとき，五つ組み (G, T, σ, (ai)i∈I, S)を普遍 R, (xi)i∈I種型付代数系と呼ぶか，あるいは，四つ
組み (G, T, σ, (ai)i∈I)を S上の普遍 R, (xi)i∈I 種型付代数系と呼ぶ．
この定義で S = ∅の場合は除外しない．すなわち，∅上の普遍 R, (xi)i∈I種型付代数系とは，次
の二条件をみたす R, (xi)i∈I 種型付代数系 (G, T, σ, (ai)i∈I) のことを言う（例 3.13.10参照）．

1. G = [{ai | i ∈ I}]

2. (G ′, T, σ ′, (a ′
i)i∈I)が R, (xi)i∈I種型付代数系なら，保型準写 h ∈ G→G ′で hai = a

′
i (i ∈ I)

なるものが存在する．

以上の定義のもとで，定理 3.13.7が次のように拡張される．

定理 3.13.10 S を集合とし，τ ∈ S→T とする．また，R, (xi)i∈I を T 型代数系についての関係
式とし，Rは同型であるとする．このとき，R, (xi)i∈I 種型付代数系 (G, T, σ, (ai)i∈I) および写像
ρ ∈ S→Gで次の三条件をみたすものが存在する．

1. G = [ρS ∪ {ai | i ∈ I}]

2. σρ = τ

3. (G ′, T, σ ′, (a ′
i)i∈I)が R, (xi)i∈I種型付代数系であって φ ∈ S→G ′が σ ′φ = τをみたすなら，

保型準写 h ∈ G→G ′ で φ = hρ, hai = a
′
i (i ∈ I)なるものが存在する．

さらに R, (xi)i∈I 種型付代数系 (G ′, T, σ ′, (a ′
i)i∈I) で各 t ∈ T に対して #(G ′

t − {a ′
i | i ∈ I}t) ≥

min{#(τ−1t), 2} なるものが存在すれば（このときR, (xi)i∈Iは τ ∈ S→T に関して豊富であると言
う），普遍 R, (xi)i∈I 種型付代数系 (G, T, σ, (ai)i∈I, S)で σ|S = τをみたすものが存在する．

この定理において S = ∅とすれば，τ, ρ,φに関わる仮定や結論が消去されて次の系が得られる．

系 T を代数系とし，R, (xi)i∈I を T 型代数系についての関係式とし，Rは同型であるとする．こ
のとき，∅上の普遍 R, (xi)i∈I 種型付代数系 (G, T, σ, (ai)i∈I)が存在する．

[50]この「定元」も前出の「関係式」も，先の「恒等式」と同様に複数形と解釈されたい．
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定理 3.13.10の証明 定理 3.13.7の証明をほとんど逐語的に翻訳すればいいので，変更点に重点
を置く．集合 S ′ を S ′ = S q {xi | i ∈ I}と定め，A(T)の型写像 θを用いて，τの拡張 τ ′ ∈ S ′→T
を τ ′xi = θxi (i ∈ I)と定める．普遍型付代数系 (A, T,ω, S ′)で ω|S ′ = τ ′ なるものをとって，A
上の関係 Rを次のように定める．すなわち，aRa ′であるとは，保型準写 F ∈ A(T)→Aと Rの元
ξ ≡ ξ ′とで a = Fξ, a ′ = Fξ ′, Fxi = xi (i ∈ I) をみたすものがあることとする．そうすると，Rが
同型であるから RはAの型写像ωに含まれ，従って Rを含むA上の最小の型合同関係Qがある．
G = A/Qに T 型代数構造を定めて類別写像 g ∈ A→Gが保型準写であるようにすることができ
る．Gの型写像を σとし，Gの元の族 (ai)i∈Iを ai = gxiと定め，ρ = g|Sと定める．そうすると，
A = [S∪ {xi | i ∈ I}]なのでG = [ρS∪ {ai | i ∈ I}]が成り立ち，σg = ωなので σρ = τが成り立つ．
また，gが保型写像なので ai, xiは同型である (i ∈ I)．そして問題 3.5.6により，kxi = ai (i ∈ I)
なる保型準写 k ∈ A(T)→Gは，Fxi = xi (i ∈ I)なる保型準写 F ∈ A(T)→A と gとの合成として
表される．そこで，Rの任意の元 ξ ≡ ξ ′に対して，a = Fξ, a ′ = Fξ ′と定めれば aRa ′が成り立
つから，R ⊆ Qなることより ga = ga ′ が成り立ち，従って kξ = gFξ = ga = ga ′ = gFξ ′ = kξ ′

が成り立つ．よって，(G, T, σ, (ai)i∈I)は R, (xi)i∈I 種型付代数系である．
(G ′, T, σ ′, (a ′

i)i∈I)が R, (xi)i∈I 種型付代数系であって φ ∈ S→G ′ が σ ′φ = τをみたすとする．
このとき，φの拡張φ ′ ∈ S ′→G ′をφ ′xi = a

′
i (i ∈ I)と定めれば，a ′

i, xiが同型であることによっ
て σ ′φ ′ = τ ′が成り立つから，(A, T,ω, S ′)の普遍性によってφ ′は保型準写 f ∈ A→G ′に拡張され，
A上の関係とみなした fは型合同関係となる．しかも，R ⊆ fが成り立つ．なぜなら，a, a ′ ∈ Aが
aRa ′をみたせば，保型準写 F ∈ A(T)→AとRの元 ξ ≡ ξ ′とでa = Fξ, a ′ = Fξ ′, Fxi = xi (i ∈ I)
をみたすものがあり，fF ∈ A(T)→G ′は fFxi = a

′
i (i ∈ I)をみたす保型準写であって (G ′, (a ′

i)i∈I)

が R, (xi)i∈I 種代数系であるから，fa = fFξ = fFξ ′ = fa ′ が確かに成り立つ．Qが Rを含む最小
の型合同関係であったから，Q ⊆ fが成り立つ．従って，h ∈ G→G ′を f = hgなるように定義で
き，hは保型準写で φ = hρをみたし，hai = hgxi = fxi = φ ′xi = a

′
i が成り立つ (i ∈ I)．

R種型付代数系 (G ′, T, σ ′)であって各 t ∈ T に対して #(G ′
t − {a ′

i | i ∈ I}t) ≥ min{#(τ−1t), 2}

なるものが存在すると仮定する．このとき，τ−1t 6= ∅なら G ′
t − {a ′

i | i ∈ I}t 6= ∅であり，また，
#(τ−1t) ≥ 2 なら #(G ′

t − {a ′
i | i ∈ I}t) ≥ 2 が成り立つ (t ∈ T)．従って，各 s ∈ S に対して，

φs ∈ S→G ′ であって

φs(τ
−1t) ⊆ G ′

t − {a ′
i | i ∈ I}t (t ∈ T)

φss 6= φsx (s 6= x ∈ S)

なる二条件をみたすものが存在する．一番目の条件によって σ ′φs = τが成り立つから，保型準写
hs ∈ G→G ′ で φs = hsρ, hsai = a ′

i (i ∈ I)なるものが存在する．ある i ∈ Iに対して ai ∈ ρS
とすれば，a ′

i ∈ φsSが成り立つが，これは一番目の条件に反する．従って ρS ∩ {ai | i ∈ I} = ∅
が成り立つ．また，ある s, s ′ ∈ Sに対して ρs = ρs ′ とすれば，φss = φss

′ となるから，二番目
の条件により s = s ′ でなければならない．すなわち ρは単射である．そこで，Sを含む集合 G ′

と全単射 h ∈ G→G ′ で hρ = idS なるものをとって (G, T, σ)の hによる複製 (G ′, T, σ ′)を作り，
a ′
i = hai (i ∈ I)と定めれば，(G ′, T, σ ′, (a ′

i)i∈I, S)は普遍 R, (xi)i∈I種型付代数系で σ ′|S = τをみ
たす．

例 3.13.9 Kを可換環とするとき，単位可換 K多元環は，関係式をみたす汎代数系とみなされる．
すなわちまず，二つの二項汎算法 a + bと a · bと，単項汎算法 −aと，Kを添数集合とする単項
汎算法族 (ka)k∈Kとから成る代数構造を持つ代数系 Aを考える．次に，これが以下に示す関係式
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R, (xi)i∈Iをみたすものとする．すなわちまず，この関係式の恒等式Rとしては次表のものをとる．

x+ (y+ z) ≡ (x+ y) + z k(x+ y) ≡ kx+ ky(
(−x) + x

)
+ y ≡ y (k+ l)x ≡ kx+ lx

(−x) + x ≡ (−y) + y (kl)x ≡ k(lx)

x+ y ≡ y+ x 1x ≡ x

x · (y · z) ≡ (x · y) · z k(x · y) ≡ (kx) · y

x · (y+ z) ≡ (x · y) + (x · z) k(x · y) ≡ x · (ky)

(x+ y) · z ≡ (x · z) + (y · z) w · x ≡ x

x · y ≡ y · x x ·w ≡ x

ただし，w, x, y, zは可算基普遍汎代数系 A({t})の相異なる素元であり，k, lは Kのすべての元に
わたり，1は Kの単位元である．また，{t}の代数構造は，空算法が無いように自明に定める．次
に，関係式の定元 (xi)i∈Iは I = {i}, xi = wと定める．最後に，Aにおけるwの実例を eで表す．
そうすると，Aは eを単位元とする可換 K多元環である．すなわちまず，上表のwを含まない 14

種の恒等式は，Aが可換 K多元環であることを表現する．次に，wを含む二つの恒等式は，eがA
の単位元であることを表現する．なぜなら，Aの任意の元 aに対し，fw = e, fx = aなる保型準
写 f ∈ A({t})→Aをとれば（w, xが相異なるから，そういう fは存在する），式 w · x ≡ xが Rに
属すから e · a = fw · fx = f(w · x) = fx = aが成り立ち，同様に a · e = aも成り立つ．
逆に任意の単位可換 K多元環は，その単位元を (xi)i∈Iの実例としてこの関係式 R, (xi)i∈Iをみ

たす．このことを含め，上で証明無しに述べたことは，例 3.13.1での論法によって確かめられる．
任意の集合 Sに対して，R, (xi)i∈Iは一意自明に定まる写像 τ ∈ S→{t}に関して豊富であるから，

定理 3.13.10によって S上の普遍 R, (xi)i∈I種汎代数系が存在する．これはすなわち，次の二条件
をみたす単位可換 K多元環 Gである．

1. Gは Sと単位元 1とで生成され 1 /∈ Sが成り立つ．

2. G ′が単位可換 K多元環であって（単位元を 1 ′で表す）φ ∈ S→G ′なら，φは多元環準同形
写像 h ∈ G→G ′ で h1 = 1 ′ なるものに拡張される．

こういう Gは，S上の K係数多項式環 K[S]に他ならない．

問題 3.13.36 定理 3.13.10を用いて，任意の集合 Sに対して S上の普遍単位半群が，すなわち次
の二条件をみたす半群 Gが存在してそれが半群 S∗ =

⋃
n≥0 S

n に同形であることを示せ．

1. Gは Sと単位元 1とで生成され 1 /∈ Sが成り立つ．

2. G ′が単位半群であって（単位元を 1 ′で表す）φ ∈ S→G ′なら，φは半群準同形写像h ∈ G→G ′

で h1 = 1 ′ なるものに拡張される．

例 3.13.10 生成元と関係式とで定義される群は ∅上の普遍 R, (xi)i∈I 種汎代数系とみなされる．
すなわちまず，二項汎算法 a · bと単項汎算法 a−1 とから成る代数構造を持つ代数系 Aを考える．
次に，これが以下に示す関係式 R, (xi)i∈Iをみたすものとする．すなわちまず，この関係式の恒等
式 Rとしては例 3.13.1の三つの恒等式

x · (y · z) ≡ (x · y) · z (x−1 · x) · y ≡ y x−1 · x ≡ y−1 · y
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に加えて，可算基普遍汎代数系 A({t}) における {xi | i ∈ I} の算包の中から任意の恒等式の族
ξj ≡ ηj (j ∈ J)をとる．ただし，x, y, z, xi (i ∈ I)は A({t})の相異なる素元であり，A({t})の代数
構造は例 3.13.1のように定める．次に，Aにおける (xi)i∈Iの実例を (ai)i∈Iで表す．そうすると，
まずAは算法 a · bについて群となる．次に，恒等式 ξj ≡ ηj (j ∈ J)に現れる (xi)i∈Iを (ai)i∈Iで
置き換え記号 ≡を等号 =で置き換えた式が Aにおいて成り立つ．このことを以後，(ai)i∈I は関
係式 ξj ≡ ηj (j ∈ J)をみたすと言い表す．
逆に，Aが群であってその元の族 (ai)i∈I が関係式 ξj ≡ ηj (j ∈ J)をみたすなら，A, (ai)i∈I は

R, (xi)i∈I 種汎代数系である．
定理 3.13.10系によって ∅上の普遍 R, (xi)i∈I種汎代数系Gが存在する．これはすなわち，次の

三条件をみたす群である．

1. Gは ai (i ∈ I)によって生成される．

2. (ai)i∈I は関係式 ξj ≡ ηj (j ∈ J)をみたす．

3. G ′ が群であってその元の族 (a ′
i)i∈I が関係式 ξj ≡ ηj (j ∈ J)をみたすなら，群準同形写像

h ∈ G→G ′ で hai = a
′
i (i ∈ I)なるものが存在する．

こういう Gは，「生成元 (ai)i∈I と関係式 ξj ≡ ηj (j ∈ J)とで定義される群」に他ならない．

問題 3.13.37 関係式 R, (xi)i∈I をみたす型付代数系 A の台部分系 B は，A における (xi)i∈I の
実例 (ai)i∈I を含むなら，やはり関係式 R, (xi)i∈I をみたす．また，Aの商代数系 A/Rも関係式
R, (xi)i∈I をみたす．

問題 3.13.38 T 型代数系 Aがみたす関係式は，巾代数系 AV もみたす．

問題 3.13.39 体は，関係式をみたす代数系とみなすことができない．

3.14 代数系間の伝達
＄ 代数系間の擬写や準写は，同類の代数系を比較するための概念とみなすことができる．この

節では，必ずしも同類でない代数系同士の比較に関わる概念を説明する．そのために，集合 A上
の算法全体の集合をOAで表す．

OA =
⋃
n≥1

(⋃
D∈P(An)(D→A))

そしてこれを台集合として代数系を作る．すなわち，αがA上のm項算法で βi (i = 1, . . . ,m)が
A上の n項算法であるとき，A上の n項算法 γを次のように定義する．

γ(a1, . . . , an) = α
(
β1(a1, . . . , an), . . . , βm(a1, . . . , an)

)
ただし γの定義域は，上式の右辺が定義されるような (a1, . . . , an)の範囲である．この算法 γを
α,β1, . . . , βm の合成と呼び，

α ◦ (β1, . . . , βm)

で表す．合成を作るこの操作を Γmで表すと，ΓmはOA上のm+ 1項算法とみなされる．そこで，
OAに算法族 (Γm)m=1,2,... を与えて出来る代数系を A上の算法代数系と呼ぶ．
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問題 3.14.1 代数系 (A, (αλ)λ∈Λ)の台部分系は，算法代数系 (OA, (Γm)m=1,2,...)における {αλ |

λ ∈ Λ}の算包を代数構造として集合 Aに与えて出来る代数系においても台部分系である．

次に，任意の自然数 nと任意の i ∈ {1, . . . , n}に対し，A上の n項汎算法 pni を

pni (a1, . . . , an) = ai
(
(a1, . . . , an) ∈ An

)
と定義し，nと iを色々に変えて出来る pni を射影と総称する [51]．また，任意の自然数 nと任意
の a ∈ Aに対し，A上の n項汎算法 cna を

cna(a1, . . . , an) = a
(
(a1, . . . , an) ∈ An

)
と定義し，nと aを色々に変えて出来る cna を定値算法と総称する．さらに，A上の射影と定値算法
の全体をNAで表す．そして，OAの任意の部分集合Xに対して，算法代数系 (OA, (Γm)m=1,2,...)

における X ∪NAの算包を，Xの多項式包と呼び P[X]で表す．

定義 3.14.1 写像 f ∈ A→Bが代数系 (A, (αλ)λ∈Λ)から代数系 (B, (βµ)µ∈M)への伝達であると
は，P[{βµ | µ ∈M}]の元の族 (γλ)λ∈Λを適当にとったときに fが代数系 (A, (αλ)λ∈Λ)から代数系
(B, (γλ)λ∈Λ)への準写になることを言う．また，そういう族 (γλ)λ∈Λ を (αλ)λ∈Λ の f, (βµ)µ∈M

による翻訳と呼ぶ．

補題 3.14.1 fが代数系 (A, (αλ)λ∈Λ)から代数系 (B, (βµ)µ∈M)への伝達なら，A上の関係とみな
した fは合同関係であり，fAは (αλ)λ∈Λの f, (βµ)µ∈Mによる翻訳 (γλ)λ∈Λに属す各算法 γλで
閉じている．

証明 fが合同関係であることは定理 3.11.1系 から直ちに分かる．fAが γλで閉じていることは，
問題 3.3.9により fAが代数系 (B, (γλ)λ∈Λ)の台部分系になることから分かる．

定理 3.14.1 (A, (αλ)λ∈Λ)を代数系とし，fを Aから集合 Bへの写像とし，A上の関係とみなし
た fは合同関係であると仮定する．このとき，次の三つのことが成り立つ．

1. fA上の算法 δλを次のように定義することができる (λ ∈ Λ)．すなわち，(b1, . . . , bj) ∈ Dom δλ

となるのは Domαλ の元 (a1, . . . , aj)で fai = bi (i = 1, . . . , j)をみたすものが存在する場
合とし，この場合に δλ(b1, . . . , bj) = f

(
αλ(a1, . . . , aj)

)と定める（算法 δλを fにより αλか
ら
、
　誘
、
　導
、
　さ
、
　れ
、
　る算法と呼ぶ）．

2. fが (A, (αλ)λ∈Λ)から代数系 (B, (βµ)µ∈M)への伝達で，(γλ)λ∈Λが (αλ)λ∈Λの f, (βµ)µ∈M
による翻訳なら，fAは各 γλ で閉じており，γλ の fAへの制限は δλ と等しい．

3. (B, (βµ)µ∈M)が代数系であり，(γλ)λ∈ΛがP[{βµ | µ ∈M}]の元の族であり，fAが各γλで閉
じていて，かつ γλの fAへの制限が δλと等しければ，fは (A, (αλ)λ∈Λ) から (B, (βµ)µ∈M)

への伝達であり，(γλ)λ∈Λ は (αλ)λ∈Λ の f, (βµ)µ∈M による翻訳である．

証明 1. fが合同関係だから，Domαλ のもう一つの元 (a ′
1, . . . , a

′
j)も fa ′

i = bi (i = 1, . . . , j)を
みたせば，f(αλ(a1, . . . , aj)) = f(αλ(a ′

1, . . . , a
′
j)
)が成り立つ．従って δλ は矛盾無く定義できる．

2. まず，補題 3.14.1により fAは γλで閉じている．そこで次に，γλの fAへの制限が δλと等
しいことを示すために，b1, . . . , bj ∈ fAとし，fai = biなる ai ∈ Aをとる (i = 1, . . . , j)．もし
[51]第 3.10 節で定めた巾代数系からその底代数系への射影の概念参照．
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も (b1, . . . , bj) ∈ Domγλ なら，仮定により fは (A, (αλ)λ∈Λ)から (B, (γλ)λ∈Λ)への準写である
から

(a1, . . . , aj) ∈ Domαλ γλ(b1, . . . , bj) = f
(
αλ(a1, . . . , aj)

)
が成り立ち，従ってまた，δλ の定義により

(b1, . . . , bj) ∈ Dom δλ γλ(b1, . . . , bj) = δλ(b1, . . . , bj)

が成り立つ．逆に (b1, . . . , bj) ∈ Dom δλ なら，δλ の定義により Domαλ の元 (a ′
1, . . . , a

′
j) で

fa ′
i = bi (i = 1, . . . , j)なるものがあるが，fは合同関係であるから (a1, . . . , aj) ∈ Domαλとなり，

fが (A, (αλ)λ∈Λ)から (B, (γλ)λ∈Λ)への擬写であるから (b1, . . . , bj) ∈ Domγλが成り立つ．従っ
て確かに，γλ の fAへの制限は δλ と等しい．
3. fが (A, (αλ)λ∈Λ)から (B, (γλ)λ∈Λ)への準写であることを示せばいい．そうするためにまず

(a1, . . . , aj) ∈ Domαλ と仮定すると，δλ の定義により

(fa1, . . . , faj) ∈ Dom δλ f
(
αλ(a1, . . . , aj)

)
= δλ(fa1, . . . , faj)

となり，γλ の fAへの制限が δλ と等しいから，

(fa1, . . . , faj) ∈ Domγλ f
(
αλ(a1, . . . , aj)

)
= γλ(fa1, . . . , faj)

が成り立つ．逆に (fa1, . . . , faj) ∈ Domγλ と仮定すると，γλ の fA への制限が δλ と等しから
(fa1, . . . , faj) ∈ Dom δλであり，従ってDomαλの元 (a ′

1, . . . , a
′
j) で fa ′

i = fai (i = 1, . . . , j)なる
ものがあるが，fは合同関係であるから (a1, . . . , aj) ∈ Domαλ が成り立つ．従って確かに，fは
(A, (αλ)λ∈Λ)から (B, (γλ)λ∈Λ)への準写である．

系 (A, (αλ)λ∈Λ)と (B, (βµ)µ∈M)を代数系とし，fを Aから集合 Bへの写像とし，A上の関係
とみなした fは合同関係であると仮定する．また，δλ を fにより αλ から誘導される fA上の算
法とする (λ ∈ Λ)．このとき，f が (A, (αλ)λ∈Λ) から (B, (βµ)µ∈M) への伝達であるためには，
P[{βµ | µ ∈M}]の元の族 (γλ)λ∈Λであって各 γλが次の二条件 a, bをみたすものの存在すること
が必要十分である．

a. fAは γλ で閉じている． b. γλ の fAへの制限は δλ と等しい．

また，こういう族 (γλ)λ∈Λ は (αλ)λ∈Λ の f, (βµ)µ∈M による翻訳である．

証明 必要であることは定理 3.14.1の結論 2から分かる．十分であることと最後の注意は定理 3.14.1

の結論 3から分かる．

系 2 (A, (αλ)λ∈Λ)と (B, (βµ)µ∈M)を代数系とし，fを Aから集合 Bへの写像とし，A上の関係
とみなした fは合同関係であると仮定する．また，δλを fにより αλから誘導される fA上の算法
とする (λ ∈ Λ)．このとき，次の二条件は同等である．

1. fは (A, (αλ)λ∈Λ)から (B, (βµ)µ∈M)への伝達である．

2. fAから Bへの埋め込み写像は代数系 (fA, (δλ)λ∈Λ)から (B, (βµ)µ∈M)への伝達である．
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証明 C = fAと定め，Cから Bへの埋め込み写像を gで表す．そうすると，C上の関係とみなし
た gは代数系 (C, (δλ)λ∈Λ)上の合同関係であり，gC = fAであり，gにより δλ から誘導される
gC上の算法は δλ 自身である (λ ∈ Λ)．従って，前の系により直ちに証明される．

問題 3.14.2 (A, (αλ)λ∈Λ)と (B, (βµ)µ∈M)を代数系とし，f ∈ A→Bを単射とし，fA上の算法 δλ
を次のように定義する (λ ∈ Λ)．ただし nλ は αλ の項数である．

δλ(b1, . . . , bnλ) = f
(
αλ(f

−1b1, . . . , f
−1bnλ)

)
このとき，次の二条件は同等である．

1. fは (A, (αλ)λ∈Λ)から (B, (βµ)µ∈M)への伝達である．

2. fAから Bへの埋め込み写像は代数系 (fA, (δλ)λ∈Λ)から (B, (βµ)µ∈M)への伝達である．

問題 3.14.3 集合 Aの恒等写像 idAが代数系 (A, (αλ)λ∈Λ)から代数系 (A, (βµ)µ∈M)への伝達で
あるためには，各 λ ∈ Λに対して αλ ∈ P[{βµ | µ ∈M}] なることが必要十分である．

問題 3.14.4 (A, (αλ)λ∈Λ)を代数系とし，nλを αλの項数とし，pλを nλ次の置換とし，A上の
nλ 項算法 βλ を次のように定める (λ ∈ Λ)．

βλ(a1, . . . , anλ) = αλ(apλ1, . . . , apλnλ)

このとき idA は代数系 (A, (βλ)λ∈Λ)から代数系 (A, (αλ)λ∈Λ)への伝達である．
また，mλ をmλ ≥ nλ なる自然数とし，A上のmλ 項算法 γλ を次のように定める (λ ∈ Λ)．

γλ(a1, . . . , amλ) = αλ(a1, . . . , anλ)

このとき idA は代数系 (A, (γλ)λ∈Λ)から代数系 (A, (αλ)λ∈Λ)への伝達である．

定理 3.14.2 (伝達定理) (A, T, σ, S)と (A ′, T ′, σ ′, S ′)が普遍型付代数系であり，gが T から T ′の台
部分系 σ ′A ′への伝達であり [52]，写像φ ∈ S→A ′が σ ′φ = gσ|Sをみたせば，φは伝達 f ∈ A→A ′

で σ ′f = gσをみたすものに拡張される．

証明 問題 3.8.7によりσ ′は全射であると仮定していい．A ′, T ′の代数構造をそれぞれ (α ′
λ ′)λ ′∈Λ ′，

(t ′λ ′)λ ′∈Λ ′とする．伝達の定義により，P[{t ′λ ′ | λ ′ ∈ Λ ′}]の元の族 (t ′′λ )λ∈Λを適当にとれば，gは代数
系 Tから代数系 (T ′, (t ′′λ )λ∈Λ)への準写になる．他方で，後記の補題 3.14.2により，P[{α ′

λ ′ | λ ′ ∈ Λ ′}]

の元の族 (α ′′
λ )λ∈Λを適当にとれば，σ ′は代数系 (A ′, (α ′′

λ )λ∈Λ)から代数系 (T ′, (t ′′λ )λ∈Λ)への準写
になる．従って，これらの代数系を A ′′, T ′′で表せば，(A ′′, T ′′, σ ′)は型付代数系になる．そうす
ると，定理 3.7.1系により，φは保型準写 f ∈ A→A ′′で σ ′f = gσをみたすものに拡張される．保
型準写は準写であるから，fは Aから A ′ への伝達である．

補題 3.14.2 fが代数系 (A, (αλ)λ∈Λ)から代数系 (B, (βλ)λ∈Λ)への全射準写であり (δµ)µ∈M が
P[{βλ | λ ∈ Λ}] の元の族であるとき，P[{αλ | λ ∈ Λ}] の元の族 (γµ)µ∈M を適当にとれば，fは代
数系 (A, (γµ)µ∈M)から代数系 (B, (δµ)µ∈M)への準写になる．

[52]問題 3.3.9 参照．
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証明 X = {αλ | λ ∈ Λ}, Y = {βλ | λ ∈ Λ}と定める．P[Y]の任意の元 α ′ に対して P[X]の元 αで
次の二条件をみたすものがあることを示せばいい．

1. α(a1, . . . , aj)が定義されるためは α ′(fa1, . . . , faj)が定義されることが必要十分である．

2. α(a1, . . . , aj)が定義されれば f
(
α(a1, . . . , aj)

)
= α ′(fa1, . . . , faj)が成り立つ．

Z = Y ∪NBと定めれば，P[Y]は ZのOBにおける n圏 Znの和であるから，α ′ ∈ Znなる
、
　最
、
　小
、
　の

番号 nが定まる (n = 0, 1, . . .)．この nについての帰納法で，こういう αが存在することを示す．
n = 0の場合：α ′ ∈ Y ∪NBである．α ′ ∈ Yなら α ′ = βλなる λがあるから，α = αλが条件 1,

2をみたす．α ′ ∈ NBなら，α ′ = pni であるか，または α ′ = cnfaなる a ∈ Aがある．それぞれの
場合に応じて α = pni または α = cna とすれば，これが条件 1, 2をみたす．
n ≥ 1の場合：α ′ = β ′ ◦ (γ ′

1, . . . , γ
′
k)なる β ′, γ ′

1, . . . , γ
′
k ∈

⋃
i<n Ziがある．帰納法の仮定に

より，β ′, γ ′
1, . . . , γ

′
k に対しては条件 1, 2をみたす P[X]の元 β, γ1, . . . , γk が存在する．そこ

で α = β ◦ (γ1, . . . , γk)と定めれば，これが α ′ に対して条件 1, 2をみたすことが容易に確かめら
れる．

問題 3.14.5 fを代数系 (A, (αλ)λ∈Λ)から代数系 (B, (βλ)λ∈Λ)への準写とし，(γµ)µ∈Mを P[{αλ |

λ ∈ Λ}] の元の族とするとき，P[{βλ | λ ∈ Λ}] の元の族 (δµ)µ∈M を適当にとれば，f は代数系
(A, (γµ)µ∈M)から代数系 (B, (δµ)µ∈M)への準写になる．

3.15 現れ
＄この節と後に続く二節では，形式言語における「自由な現れ」「束縛された現れ」の概念と「代入」
の概念に関わることを，純粋に代数系の理論として述べる．そこでこの節を通じて，(A, (αλ)λ∈Λ)

を代数系とし nλ を αλ の項数とする．

定義 3.15.1 Aの二元 a, bに対して a = αλ(. . . , b, . . .)なる λがあるとき，bは aに直接に現れ
ると言い，このことを b ≺ aで表す．また，b ≺ aあるいは b = aであることを b � aで表す．
そして，Aの元の列 b0, b1, . . . , bn (n ≥ 0)で

a = b0 � b1 � · · · � bn = b

なる条件をみたすものが存在するとき（�は �の双対関係を表す），bは aに現れると言い，こ
のことを b �� aで表す．また，上記のような列 (bi)i=0,...,nを aへの bの現れと呼び，その中で
も n ≥ 1であって各 i ∈ {1, . . . , n}に対し bi−1 6= biなるものを，重複のない現れと呼ぶ．さらに，
Aの元 aと部分集合 Bに対し，Bの部分集合 Ba を次のように定義する．

Ba = {b ∈ B | b �� a}

定義 3.15.2 Aの元 aと算号系Λの元 λが (Imαλ)
a 6= ∅をみたすとき，λを aに現れる算号と呼

んだり，λは aに現れると言ったりする．また，Aの元 aとΛの部分集合Mに対し，aに現れる
Mの元の全体をMa で表す．

問題 3.15.1 x1, . . . , xm, y1, . . . , ynを集合 Sの元とするとき，S上の普遍半群 S+ =
⋃
l≥1 S

lにお
いて y1 · · ·yn が x1 · · · xm に現れるためには，yi = xk+i (i = 1, . . . , n)なる番号 kのあることが
必要十分である．
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略解 y1 · · ·yn が x1 · · · xm に直接に現れるためには，yi = xi (i = 1, . . . , n) あるいは yi =

xm−n+i (i = 1, . . . , n) の成り立つことが必要十分である．

問題 3.15.2 群においては，任意の元が任意の元に直接に現れ，任意の元に算号が現れる．

問題 3.15.3 a, b ∈ Aが b ≺ aをみたし fが Aの擬換なら，fb ≺ faが成り立つ．

現れの概念は形式言語の理論において重要であり，形式言語は普遍型付代数系の一種として定義
される．そこで以下この節では，Aがさらに集合 S上の有基代数系であると仮定する．

定理 3.15.1 (A, S)について次の三つのことが成り立つ．

1. A上の関係��は順序関係であり，Sは��に関する極小元の全体と一致する．特に，a ∈ S
なら Sa = {a}が成り立つ．

2. a = αλ(a1, . . . , anλ) ∈ Aのとき，b ≺ aなることと b ∈ {a1, . . . , anλ }なることは同等で
あって Sa =

⋃nλ
k=1 S

ak が成り立つ．

3. 各 a ∈ Aに対して Sa は有限集合である．

証明 1. �が≺の反射包であって��が�の推移包であるから，問題 3.9.51により��は擬順序関
係である．定理 3.8.2により，b ≺ aなら rkb < rkaが成り立つ．従って b �� aなら，rkb ≤ rka

であり，rkb = rkaは b = aのときに限り成り立つ．従って，b �� aかつ a �� b なら b = aで
なければならない．つまり，��は反対称律をもみたし，従って順序関係である．
任意の a ∈ Aをとる．a /∈ Sすなわち rka ≥ 1なら，定理 3.8.2により a 6= b ≺ aなる bが存在
するから，aは極小元ではない．そこで a ∈ Sと仮定する．そうすると，定理 3.8.2により b ≺ a
なる bは存在せず，従って b �� aなる bは aに限るから，aは極小元である．つまり Aa = {a}

であるが，a ∈ Sa ⊆ Aa でもあるから，Sa = {a}が成り立つ．
2. b ≺ aなら，定義により a = αµ(. . . , b, . . .)なる µ ∈ Λがあり，a = αλ(a1, . . . , anλ)でもあ

るから，定理 3.8.2により µ = λかつ (. . . , b, . . .) = (a1, . . . , anλ)，従って b ∈ {a1, . . . , anλ }が成
り立つ．逆に b ∈ {a1, . . . , anλ }なら，定義により b ≺ aが成り立つ．
ak ≺ aであるから，s �� ak なら，結論 1により s �� aが成り立つ (k = 1, . . . , nλ)．従っ

て ⋃nλ
k=1 S

ak ⊆ Sa．そこで s ∈ Sa と仮定する．そうすると a = s0 � s1 � · · · � sn = s なる
(si)i=0,...,n がある．定理 3.8.2により a 6= sであるから，a = si−1 � si なる iがあり，結論 2前
半より si = ak なる kがあり，従って s ∈ Sak が成り立つ．よって Sa ⊆

⋃nλ
k=1 S

ak．
3. aの階数nについての帰納法を使う．n = 0すなわち a ∈ Sのときは，結論 1より Sa = {a}が

成り立つからいい．そこで n ≥ 1と仮定する．そうすると定理 3.8.2により，a = αλ(a1, . . . , anλ)

と表せて，rkak < nが成り立つ (k = 1, . . . , nλ)．帰納法の仮定により Sak が有限集合であって，
結論 2により Sa =

⋃nλ
k=1 S

ak が成り立つから，Sa も有限集合である．

問題 3.15.4 R ⊆ Sのとき，Sa ⊆ Rをみたす a ∈ Aの全体は Rを含むAの台部分系であり，従っ
て，任意の a ∈ [R]Λ に対して Sa ⊆ Rが成り立つ．

定理 3.15.2 各 a ∈ Aについて，次の四つのことが成り立つ．

1. Λa =

∅ · · · a ∈ Sのとき
{λ} ∪

⋃nλ
k=1Λ

ak · · · a = αλ(a1, . . . , anλ)のとき



第 3章 論理代数学 193

2. #(Λa) ≤ rka

3. a ∈ [Sa]Λa（Λa 代数系としての Aにおける Sa の算包）

4. Λa 擬写 f, g ∈ A→Bが f|Sa = g|Sa をみたせば，fa = gaが成り立つ．

証明 1. a ∈ Sなら，任意の λ ∈ Λに対して，定理 3.15.1と定理 3.8.2とにより (Imαλ)
a ⊆ {a}

と a /∈ Imαλとが成り立ち，従って (Imαλ)
a = ∅であるから，Λa = ∅が成り立つ．そこで a /∈ S

とする．そうすると a = αλ(a1, . . . , anλ)と表される．定理 3.8.2により，a ∈ Imαµ なる µ ∈ Λ
は λに限る．また，a 6= b �� aなら，定理 3.15.1の結論 2の証明の論法により b �� akなる kの
あることが分かる．従って Λa ⊆ {λ} ∪

⋃nλ
k=1Λ

ak が成り立つ．逆に，a �� aであるから λ ∈ Λa

が成り立ち，b �� ak なら b �� aであるから，Λak ⊆ Λa が成り立つ (k = 1, . . . , nλ)．
2. aの階数nについての帰納法を使う．n = 0すなわちa ∈ Sなら，結論 1によりΛa = ∅，従って

#(Λa) = 0 = n．そこでn ≥ 1と仮定する．そうすると，定理3.8.2によりa = αλ(a1, . . . , anλ)と表
されてn = 1+

∑nλ
k=1 rkak，従って帰納法の仮定により#(Λak) ≤ rkakが成り立つ (k = 1, . . . , nλ)．

結論 1により#(Λa) ≤ 1+
∑nλ
k=1#(Λak)であるから，#(Λa) ≤ nが成り立つ．

3. aの階数 nについての帰納法を使う．n = 0すなわち a ∈ Sなら，a ∈ Saなので a ∈ [Sa]Λa

が成り立つ．そこでn ≥ 1と仮定する．そうすると，定理 3.8.2により a = αλ(a1, . . . , anλ)と表さ
れて n = 1+

∑nλ
k=1 rkak，従って帰納法の仮定により ak ∈ [Sak ]Λak が成り立つ (k = 1, . . . , nλ)．

定理 3.15.1と結論 1とにより Sak ⊆ Sa と Λak ⊆ Λa とが成り立つことから ak ∈ [Sa]Λa なるこ
とが分かり (k = 1, . . . , nλ)，これと結論 1により λ ∈ Λa なることから，a ∈ [Sa]Λa が成り立つ．
4. 問題 3.3.7により fと gの [Sa]Λa への制限が等しいから，結論 3により fa = gaが成り立つ．

問題 3.15.5 M ⊆ Λのとき，Λa ⊆Mをみたす a ∈ Aの全体は Sを含む AのM部分系であり，
従って，任意の a ∈ [S]M に対して Λa ⊆Mが成り立つ．

課題 3.15.1 たとえば a = αλ(. . . , b, . . . , c, . . .), c = αµ(. . . , b, . . .)の場合，bが
、
　二
、
　箇
、
　所
、
　で aに現

れる．こういう「現れの箇所」の違いを弁別した「現れの理論」を作れ．

3.16 現れの自由
＄この節を通じて，(A, S)は (αλ)λ∈Λを代数構造とする有基代数系であって，その算号系Λは，
基底 Sとある集合 Γ の直和 Γ q S上の普遍半群 (Γ q S)+ =

⋃
n≥1(Γ q S)n に含まれるものとする．

つまり，Λの各元が Γ ∪ Sの元幾つかの「積」であるとする．定義 3.15.1に従って，半群 (Γ q S)+

において λ ∈ Λに現れる Sの元の全体を Sλによって表す（問題 3.15.1参照）．さらに，Λの各部
分集合Mに対して SM =

⋃
λ∈M S

λ と定める．

定義 3.16.1 a ∈ A, s ∈ Sのとき，次の 1, 2のように定める．

1. aへの sの現れ (si)i=0,...,nが s ∈ Sλなる任意の λ ∈ Λに対して {s0, . . . , sn}∩ Imαλ = ∅を
みたすとき [53]（この条件は s /∈ SΛなら自明にみたされる），この現れは自由であると言う．

2. aへの sの自由な現れがあるとき，sは aに自由に現れると言い，このことを s� aで表す．

[53]定理 3.8.2 により任意の λ ∈ Λ に対して s /∈ Imαλ であるから，sn /∈ Imαλ は常に成り立つ．
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また，a ∈ A, R ⊆ Sのとき，s � aなる s ∈ Rの全体を Rafree で表す．さらに，B ⊆ Aのとき，
RBfree =

⋃
a∈B R

a
free と定める．

例 3.16.1 一階述語言語を後出の例 4.1.2でのように普遍型付代数系 (A, T, σ,Prm)と定義すれば，
定理 3.8.5により (A,Prm)は有基代数系であり，算号系 Λは ∧,∨,♢,⇒,∀x, ∃x と関数記号と述
語記号から成る．ただし，x は変数系 Var 全体にわたり，Prm = Con q Var である．そこで，
∧,∨,♢,⇒,∀, ∃ と関数記号と述語記号の全体を Γ とすれば，Λ ⊆ (Γ q Prm)+ とみなせて，

Prmλ =

∅ · · · λ ∈ Λ− {∀x, ∃x | x ∈ Var}のとき
{x} · · · λ = ∀x, ∃xのとき (x ∈ Var)

PrmΛ = Var

が成り立つ（(4.1.1)参照）．従って s ∈ Conなら s /∈ PrmΛ であり，s ∈ Varなら，s ∈ Prmλ な
る λ ∈ Λは ∀sと ∃sに限る．従って a ∈ Aへの s ∈ Prmの現れ (si)i=0,...,n は，s ∈ Conなら自
由であり，s ∈ Varなら，{s0, . . . , sn} ∩ (Im ∀s ∪ Im ∃s) = ∅のときに限り自由である．より具体
的に，相異なる変数 x, y, zと三変数述語記号 pから出来る論理式 a = ∀y

(
∃z
(
p(x, y, z)

))に対し
て，s1 = ∃z

(
p(x, y, z)

)
, s2 = p(x, y, z)と定めれば，列 a, s1, s2, xは aへの xの自由な現れであ

り，従って x � a，すなわち xは aに自由に現れる．さらに，aへの xの重複のない現れはこれ
に限る．同様に，列 a, s1, s2, yと列 a, s1, s2, zはそれぞれ yと zの aへの唯一つの重複のない現
れであるが，これらは自由ではない．従って y 6� aと z 6� aが成り立つ．また，aに現れる変数
は x, y, zに限る．従って Varafree = {x}が成り立つ．

定理 3.16.1 a ∈ A, s ∈ Sa −
⋃
λ∈Λa S

λであれば，aへの sの現れはすべて自由である．従って，
任意の a ∈ Aに対して Sa −

⋃
λ∈Λa S

λ ⊆ Safreeが成り立つ．特に，任意の λ ∈ Λaに対して Sλ = ∅
であれば，Sa ⊆ Safree が成り立つ．

証明 (si)i=0,...,nを aへの sの現れとする．このとき，λ ∈ Λ, s ∈ Sλであれば，λ /∈ Λaであるか
らAa ∩ Imαλ = (Imαλ)

a = ∅であり，他方で {s0, . . . , sn} ⊆ Aaなので，{s0, . . . , sn}∩ Imαλ = ∅
が成り立つ．つまり，(si)i=0,...,n は自由である．

系 任意の a ∈ Aに対して a ∈
[
Safree ∪

⋃
λ∈Λa(S

a ∩ Sλ)
]
Λa
が成り立つ．

証明 定理 3.15.2により a ∈ [Sa]Λa が成り立つからである．

定義 3.16.2 a ∈ A, s ∈ S, B ⊆ Aのとき，次の 1, 2, 3のように定める．
1. aへの sの現れ (si)i=0,...,n が SBfree ∩ Sλ 6= ∅なる任意の λ ∈ Λに対して {s0, . . . , sn}∩ Imαλ

= ∅をみたすとき，この現れは Bから自由であるとか，この現れを Bは束縛しないとか，こ
の現れにとって Bは自由であるとかと言う．

2. aへの Bから自由な sの現れがあるとき，sは aに Bから自由に現れると言い，このことを
s�B aで表す．

3. aへの sの自由な現れがどれも Bから自由であるとき，aにおいて sは Bから自由である (s

is free from B)とか，aにおいて Bは sを束縛しないとか，aにおいて Bは sにとって自由
である (B is free for s)とかと言う [54]．

[54]文献では三番目の言い方が一般的で，一番目の言い方と紛らわしいので注意を要する．第三項についても同様である．
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また，a ∈ A, B ⊆ Aのとき，s�B aなる s ∈ Sの全体を Safree,Bで表す．ただし Bが単元集合 {b}

である場合には，1, 2, 3における Bはすべて bと表記する．

例 3.16.2 例 3.16.1を継続して論理式 a = ∀y
(
∃z
(
p(x, y, z)

))への xの自由な現れ

a, s1 = ∃z
(
p(x, y, z)

)
, s2 = p(x, y, z), x

について考え，y, zと異なる変数wをとると，例 3.16.1での説明により，Prmwfree ∩ Prmλ 6= ∅な
る λ ∈ Λは ∀wと ∃wに限り，{a, s1, s2, x} ∩ (Im ∀w ∪ Im ∃w) = ∅であるから，aへの xの現れ
a, s1, s2, xは wから自由である．従って x�w a，すなわち xは aに wから自由に現れる．aへ
の xの重複のない現れはこれだけであったから，aにおいて xはwから自由である．他方，zと一
変数関数記号 fから項 u = f(z)を作ると，z ∈ Prmufree ∩ Prm∃zと s1 ∈ Im ∃zが成り立つので，a
への xの現れ a, s1, s2, xは uから自由ではない．aへの xの重複のない現れは a, s1, s2, xに限っ
たから，x 6�u a，すなわち xは aに uから自由には現れない．また，この現れは自由であったか
ら，aにおいて xは uから自由ではない．同様に，xは aに zから自由には現れず，aにおいて x

は zから自由ではない．

問題 3.16.1 a ∈ A, s ∈ S, B ⊆ Aのとき，次のことが成り立つ．

1. aへの sの現れ (si)i=0,...,nが Bから自由であるためには，(si)i=0,...,nが各 b ∈ Bから自由
であることが必要十分である．

2. aにおいて sが Bから自由であるためには，aにおいて sが各 b ∈ Bから自由であることが
必要十分である．

3. aにおいて sが Bから自由であって Aの部分集合 Cが任意の λ ∈ Λに対して SCfree ∩ Sλ ⊆
SBfree ∩ Sλ をみたせば，aにおいて sは Cから自由である．

4. s�B aであって Aの部分集合 Cが任意の λ ∈ Λに対して SCfree ∩ Sλ ⊆ SBfree ∩ Sλ をみたせ
ば，s�C aが成り立つ．

略解 任意の λ ∈ Λに対して SBfree∩Sλ =
⋃
b∈B(S

b
free∩Sλ)が成り立つ．従って，(si)i=0,...,nがBか

ら自由であるためには，各b ∈ BとSbfree∩Sλ 6= ∅なる任意のλ ∈ Λに対して {s0, . . . , sn}∩Imαλ = ∅
をみたすことが，つまり，(si)i=0,...,n が各 b ∈ Bから自由であることが必要十分である．

定理 3.16.2 各 s ∈ Sについて，次の三つのことが成り立つ．

1. a ∈ Sへの sの現れ (si)i=0,...,n は，a = sのときに限り存在して si = a (i = 0, . . . , n)をみ
たし，それら現れは，自由であって各 B ⊆ Aに対して Bから自由である．

2. Ssfree = {s}が成り立ち，各 B ⊆ Aに対して Ssfree,B = {s}が成り立つ．

3. a ∈ Aへの sの現れが自由であるためには，sから自由であることが必要十分である．

証明 1. sへの sの現れはある．(si)i=0,...,n が a ∈ Sへの sの現れであれば，定理 3.15.1により
si = a (i = 0, . . . , n)が成り立ち，従って a = sであり，定理 3.8.2により，任意の λ ∈ Λに対し
て {s0, . . . , sn} ∩ Imαλ = ∅ が成り立つ．従ってこの現れは自由であって Bから自由である．
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2. 結論 1により s ∈ Ssfreeが成り立つ．Ssfreeは Ssに含まれ，定理 3.15.1により Ss = {s}である．
従って Ssfree = {s}が成り立つ．Safree,B についても同様である．
3. 結論 2により，aへの sの現れ (si)i=0,...,nが sから自由であるためには，{s}∩Sλ 6= ∅なる任

意の λ ∈ Λに対して {s0, . . . , sn}∩Imαλ = ∅の成り立つことが必要十分である．{s}∩Sλ 6= ∅なるこ
とは，s ∈ Sλなることと同等である．従って，(si)i=0,...,nが sから自由であることは，(si)i=0,...,n

が自由であることと同等である．

系 s ∈ S, a ∈ Aのとき，s� aなることと s�s aなることは同等である．

証明 s� aなら，aへの sの自由な現れがあり，それが定理により sから自由であるから，s�s a

が成り立つ．逆についても同様である．

定理 3.16.3 a = αλ(a1, . . . , aj) ∈ A, s ∈ S, B ⊆ Aとする．(si)i=0,...,n が aへの Bから自由で
重複のない sの現れであれば，n ≥ 1であって次の二条件が成り立つ．

1. (si)i=1,...,nは（iの範囲に注意），ある ak (k ∈ {1, . . . , j})への Bから自由な sの現れである．

2. SBfree ∩ Sλ = ∅

逆に，この二条件が成り立てば，s0 = aと定めるとき，(si)i=0,...,nは（iの範囲に注意），aへの
Bから自由な sの現れである．

証明 前半：定理 3.8.2により a 6= s，従って n ≥ 1で s1 6= aであるから，定理 3.15.1により
s1 = ak なる kがあり，従って (si)i=1,...,n は ak への sの現れである．SBfree ∩ Sµ 6= ∅なる µ ∈ Λ
に対して {s1, . . . , sn}∩ Imαµ ⊆ {s0, . . . , sn}∩ Imαµ = ∅であるから，この現れは Bから自由であ
る．また，s0 = a ∈ {s0, . . . , sn} ∩ Imαλ であるから条件 2が成り立つ．
後半：SBfree ∩ Sµ 6= ∅ かつ s0 ∈ Imαµ なる µ ∈ Λ は無い．なぜなら，そういう µ があると，

a ∈ Imαλ ∩ Imαµであるから定理 3.8.2により λ = µ，従って SBfree ∩ Sλ 6= ∅となって条件 2に反
する．このことと条件 1により，SBfree ∩ Sµ 6= ∅なる µ ∈ Λに対して {s0, . . . , sn}∩ Imαµ = ∅が成
り立つ．つまり，(si)i=0,...,n は aへの Bから自由な sの現れである．

系 a = αλ(a1, . . . , aj) ∈ A, B ⊆ Aのとき，次の式が成り立つ．

Safree,B =


⋃j
k=1 S

ak
free,B · · · SBfree ∩ Sλ = ∅のとき

∅ · · · SBfree ∩ Sλ 6= ∅のとき

証明 s ∈ Sとする．そうすると a 6= sだから，aへの sの現れがあれば，それから重複する元を
取り除いて重複の無い現れを作ることができる．従って定理 3.16.3により，s�B aなるためには

1. s�B ak なる k ∈ {1, . . . , j}がある 2. SBfree ∩ Sλ = ∅

なる二条件をみたすことが必要十分である．これから系の式が得られる．

系 2 a = αλ(a1, . . . , anλ) ∈ A, s ∈ Sとする．(si)i=0,...,nが aへの sの自由で重複のない現れで
あれば，n ≥ 1であって次の二条件が成り立つ．

1. (si)i=1,...,n はある ak (k ∈ {1, . . . , nλ})への sの自由な現れである．
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2. s /∈ Sλ

逆に，この二条件が成り立てば，s0 = aと定めるとき，(si)i=0,...,n は aへの sの自由な現れで
ある．

証明 定理 3.16.2によれば，Aの元への sの現れが自由であるためには sから自由であることが
必要十分である．定理 3.16.2により Ssfree = {s}であるから，条件 2は Ssfree ∩ Sλ = ∅と同等である．
従ってこの系は，定理 3.16.3において B = {s}としたものに他ならない．

問題 3.16.2 B ⊆ A, R ⊆ Sのとき，Safree,B ⊆ Rをみたす a ∈ Aの全体は Rを含む Aの台部分系
であり，従って，a ∈ [R]Λ なら Safree,B ⊆ Rが成り立つ．

定理 3.16.4 a = αλ(a1, . . . , aj) ∈ Aのとき，Safree = S
{a1,...,aj}

free − Sλ が成り立つ．つまり，Sの
元が aに自由に現れるためには，a1, . . . , ajのどれかに自由に現れて λには現れないことが必要十
分である．

証明 定理 3.16.3系の証明に記した通り，s ∈ Sが s�s aをみたすためには

1. s�s ak なる k ∈ {1, . . . , j}がある 2. Ssfree ∩ Sλ = ∅

なる二条件をみたすことが必要十分である．また，定理 3.16.3系 2の証明に記した通り，�sは�
と書き換えられ，条件 2は s /∈ Sλ と同等である．従ってこの定理が成り立つ．

問題 3.16.3 R ⊆ Sのとき，Safree ⊆ Rをみたす a ∈ Aの全体は Rを含む Aの台部分系であり，
従って，a ∈ [R]Λ なら Safree ⊆ Rが成り立つ．

定理 3.16.5 a ∈ A, s ∈ S, B ⊆ Aであって次の三条件のいずれかが成り立てば，aにおいて sは
Bから自由である．

1. s 6� a 2. a ∈ S 3. B = {s}

証明 s 6� aなら，aへの sの自由な現れが無いから，定義 3.16.2の 3の条件が自明に成り立つ．
条件 2または 3の下では，定理 3.16.2により，aへの sの自由な現れは Bから自由である．

定理 3.16.6 a = αλ(a1, . . . , aj) ∈ A, s ∈ S, B ⊆ Aとするとき，aにおいて sが Bから自由であ
るためには，sが aに自由に現れないか次の二条件の成り立つことが必要十分である．

1. 各 ak において sは Bから自由である (k ∈ {1, . . . , j})．

2. SBfree ∩ Sλ = ∅

証明 s 6� a なら，定理 3.16.5 により，a において s は B から自由である．従って，s � a と
仮定して，aにおいて sが Bから自由であることと条件 1, 2とが同等であることを示せばいい．
a 6= s � aであるから，aへの自由で重複のない sの現れがある．従って，定理 3.16.3系 2また
は定理 3.16.4により，s /∈ Sλ が成り立つ．
まず，aにおいて sが Bから自由であると仮定する．そうすると，存在した aへの自由で重複の

ない sの現れは Bから自由であり，従って定理 3.16.3により条件 2が成り立つ．条件 1が成り立つ
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ことを示すために，(si)i=1,...,nを akへの sの自由な現れとする．そうすると，s /∈ Sλであったか
ら，s0 = aと定めれば (si)i=0,...,nは，定理 3.16.3系 2により aへの sの自由な現れであり，従っ
て仮定により Bから自由である．つまり，µ ∈ Λ, SBfree ∩ Sµ 6= ∅なら，{s0, . . . , sn}∩ Imαµ = ∅が
成り立つ．そういう µに対しては {s1, . . . , sn} ∩ Imαµ = ∅も当然成り立つ．つまり，(si)i=1,...,n

も Bから自由である．従って条件 1が成り立つ．
次に，条件 1, 2が成り立つと仮定し，aにおいて sがBから自由であることを示すために，aへの

sの自由な現れ (si)i=0,...,nと SBfree∩Sµ 6= ∅なる µ ∈ Λとを任意にとって {s0, . . . , sn}∩ Imαµ = ∅
を示そう．そのためには，この現れに重複がないとしていい．このとき，定理 3.16.3系 2により
n ≥ 1であって (si)i=1,...,n がある ak への sの自由な現れであるから，条件 1によりこの現れは
Bから自由であり，従って {s1, . . . , sn} ∩ Imαµ = ∅が成り立つ．また，条件 2により λ 6= µであ
るから，定理 3.8.2により s0 /∈ Imαµ が成り立つ．これで {s0, . . . , sn} ∩ Imαµ = ∅が示された．

系 a = αλ(a1, . . . , aj) ∈ A, s ∈ S − Sλ, B ⊆ A であって aにおいて sが Bから自由であれば，
各 ak において sは Bから自由である (k = 1, . . . , j)．

証明 aにおいて sが Bから自由であれば，定理により s 6� aであるか，または，各 ak におい
て sが Bから自由である．s 6� aの場合でも，s /∈ Sλ と仮定しているから，定理 3.16.4により
s 6� ak であり，従って ak において sは Bから自由である．

定理 3.16.7 a ∈ A, B ⊆ Aであって SBfree ∩ SΛ
a

= ∅が成り立てば（つまり Bの元に自由に現れ
る Sの元が aに現れる算号に現れなければ），aにおいて任意の s ∈ Sは Bから自由である．

証明 n = rkaについての帰納法を使う．n = 0すなわち a ∈ Sのときは，定理 3.16.5によりこ
の定理の結論が成り立つ．n ≥ 1のときには，定理 3.8.2により a = αλ(a1, . . . , aj)と表されて
rkak < nが成り立ち (k = 1, . . . , j)，定理 3.15.2により Λak ⊆ Λa が成り立つ．従って帰納法の
仮定により，各 ak において任意の s ∈ Sは Bから自由である．λ ∈ Λa であるから，仮定により
SBfree ∩ Sλ = ∅も成り立つ．従って定理 3.16.6により，この定理の結論が成り立つ．

定理 3.16.8 (✓) (ai)i∈I を Aの元の族とし，(si)i∈I を Sの元の族とし，任意の i ∈ Iに対して
ai において si を束縛しない b ∈ Aの全体を Bで表す．このとき，Bは Aの台部分系であって，
M = {λ ∈ Λ | Sλ = ∅}, R = S ∪

⋃
λ∈Λ−M Imαλと定めれば，BMは R ∩ B上の有基代数系である．

証明 b = αλ(b1, . . . , bj), b1, . . . , bj ∈ Bと仮定する．さらに，任意の i ∈ Iをとる．このとき問
題 3.16.1 により，ai において {b1, . . . , bj} は si を束縛しない．また定理 3.16.4 により，Sbfree ⊆
S
{b1,...,bj}

free が成り立つ．従って再び問題 3.16.1により，aiにおいて bは siを束縛しない．これは
b ∈ Bを示すから，Bは Aの台部分系である．
定理 3.8.3系によりAMはR上の有基代数系である．従って，BMの算法余白をQで表せば，定理

3.8.3により BMはQ上の有基代数系である．従って R∩B = Qなることを示せばいいが，(AM, R)
が有基代数系であることから R ∩ B ⊆ Qなることが分かる．逆に R ∩ B ⊇ Qなることを示すため
に，任意の b ∈ B − R ∩ Bをとる．このとき，b = αµ(c1, . . . , cj)なる µ ∈ Mと c1, . . . , cj ∈ A
が存在し，Sµ = ∅なので，定理 3.16.4により Sckfree ⊆ Sbfree が成り立つ (k = 1, . . . , j)．従って問題
3.16.1により，任意の i ∈ Iに対し，ai において ck は si を束縛しない．すなわち ck ∈ Bである
から，b ∈ B−Qが成り立つ．これで R ∩ B ⊇ Qなることが示せた．



第 3章 論理代数学 199

3.17 代入と現れ
＄ この節を通じて，(A, T, σ, S)は (αλ)λ∈Λを代数構造とする普遍型付代数系であって，Λは素
元系 Sとある集合 Γ によって定まる普遍半群 (Γ q S)+ =

⋃
n≥1(Γ q S)n に含まれるものとする．

定理 3.8.5により (A, S)は有基代数系であるから，第 3.8節や第 3.16節などの事柄を使うことがで
きる．このことにより，以下の定義と議論が可能になる．

定義 3.17.1 s1, . . . , sn は Aの
、
　相
、
　異
、
　な
、
　る素元とし，ci は si と同型の Aの元とする (i = 1, . . . , n)．

このとき，各 a ∈ Aに対して aと同型の Aの元

a

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
を下記のように定義し，これを，aにおいて si に ci を代入して得られる元と呼ぶ．従って記号(

s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
は，Aから Aへの保型写像を表すものとみなされる．この写像を代入と呼ぶ．なお，この代入の
記号を (s1, . . . , sn/c1, . . . , cn) または (si/ci)と書くことがある．
a(s1, . . . , sn/c1, . . . , cn)の定義は，nと aの階数 rについての二重帰納法で行なう．すなわち，

便宜上 n = 0 の場合を考え，この場合には代入は恒等写像であるとする．そして，まず一個の
元の代入 a(s/c)を rka = 0, rka = 1, . . .の順に定め，次に二個の元の代入 a(s1, s2/c1, c2)を
rka = 0, rka = 1, . . .の順に定め，次に三個の元の代入. . .，という順にやって行く．
そこで n ≥ 1とする．まず，r = 0すなわち aが素元のときには，

a

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
=

ci · · · a = si のとき (i = 1, . . . , n)

a · · · a /∈ {s1, . . . , sn}のとき
(3.17.1)

と定義する．s1, . . . , snが相異なるからこの定義は可能であり，ciが siと同型だから，いま定義し
た元は aと同型である．
r ≥ 1のときは，a = αλ(a1, . . . , aj)と一意に書けて

∑j
k=1 rkak = r− 1が成り立つ．また，

{s1, . . . , sn}− S
λ = {si1 , . . . , sim } i1 < · · · < im

なる番号 i1, . . . , im がある (0 ≤ m ≤ n)．そこで，

a

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
= αλ

(
a1

(
si1 , . . . , sim
ci1 , . . . , cim

)
, . . . , aj

(
si1 , . . . , sim
ci1 , . . . , cim

))
(3.17.2)

と定義する．ak
(
si1 , . . . , sim
ci1 , . . . , cim

)
は，m < nの場合は nについての帰納法により，また m = n

の場合は rについての帰納法により，共に既に定義されており，いずれの場合も akと同型である
(k = 1, . . . , j)．従って問題 3.4.4により，(3.17.2)の右辺は確かに存在して aと同型である．
これで帰納法による代入の定義が完了した．最後に，代入 (si/ci)は，s1, . . . , snが Aの相異な

る素元であって ciが siと同型のAの元である場合にだけ定義したことを改めて強調しておく．代
入 (si/ci)についてのこういう要件は，以後の説明では一々記さない．
なお，この定義では，s1, . . . , sn は素元でなくても構わないように見える．しかし，s1, . . . , sn

が素元とは限らない場合を含めて代入を
、
　有
、
　意
、
　義
、
　に定義するためには，定義法を変えなくてはならな

い（課題 3.17.2参照）．
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注意 3.17.1 いま定義した代入は，厳密には同時代入と呼ぶべきものであり，逐次代入とは区別し
なければならない．つまり，次の式は一般には成り立たない（定理 3.17.4参照）．

a

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
= a

(
s1

c1

)
· · ·
(
sn

cn

)
実際，Aを一階述語言語とし，x, y, zを相異なる素項とし，dを項とし，f, gを二変数関数記号と
して a = f(x, y), c = g(y, z)と定めれば， (3.17.1)と (3.17.2)により

a
(x, y
c, d

)
= f

(
x
(x, y
c, d

)
, y
(x, y
c, d

))
= f(c, d) = f(g(y, z), d)

a
(x
c

)(y
d

)
= f

(
x
(x
c

)
, y
(x
c

))(y
d

)
= f(c, y)

(y
d

)
= f

(
c
(y
d

)
, y
(y
d

))
= f

(
c
(y
d

)
, d
)

c
(y
d

)
= g

(
y
(y
d

)
, z
(y
d

))
= g(d, z)

従って，y 6= dであれば a
(x, y
c, d

)
6= a

(x
c

)(y
d

)
となる．

例 3.17.1 例 3.16.1で使った一階述語言語 Aの論理式

a = ∀y
(
∃z
(
p(x, y, z)

))
に代入

( x, y, z
u, v,w

)
を施してみる．ただし，代入の要件によりu, v,wは項である．a ′ = ∃z

(
p(x, y, z)

)
と定めれば，a = ∀ya ′, {x, y, z}− Prm∀y = {x, z} であるから，(3.17.2)により

a
( x, y, z
u, v,w

)
= ∀y

(
a ′
( x, z
u,w

))
a ′′ = p(x, y, z)と定めれば，a ′ = ∃z a ′′, {x, z}− Prm∃z = {x}であるから，(3.17.2)により

a ′
( x, z
u,w

)
= ∃z

(
a ′′
( x
u

))
a ′′ = p(x, y, z), {x}− Prmp = {x}であるから，(3.17.2)により

a ′′
( x
u

)
= p

(
x
( x
u

)
, y
( x
u

)
, z
( x
u

))
(3.17.1)により x

( x
u

)
= u, y

( x
u

)
= y, z

( x
u

)
= z，従って

a
( x, y, z
u, v,w

)
= ∀y

(
∃z
(
p(u, y, z)

))
つまり，x, y, zの中の aに自由に現れる xだけを uに置き換えた論理式が a

( x, y, z
u, v,w

)
である（補

題 3.17.2参照）．なお，例 3.16.2のように u = f(z)とすれば，a
( x, y, z
u, v,w

)
= ∀y

(
∃z
(
p(f(z), y, z)

))
となり，uには自由に現れていた zが a

( x, y, z
u, v,w

)
には自由に現れない．これは，例 3.16.2に記し

たように xが aに zから自由に現れないからである（定理 3.17.1参照）．

補題 3.17.1 a = αλ(a1, . . . , aj), si ∈ Sλ であれば次の式が成り立つ (i = 1, . . . , n)．

a

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
= a

(
s1, . . . , si−1, si+1, . . . , sn

c1, . . . , ci−1, ci+1, . . . , cn

)
証明 {s1, . . . , sn}− S

λ = {s1, . . . , si−1, si+1, . . . , sn}− S
λ が成り立つからである．
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定理 3.17.1 a ∈ A, s ∈ Sとするとき，s� a

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
が成り立つためには，次の二条件

、
　の

、
　い
、
　ず
、
　れ
、
　かの成り立つことが必要十分である．

1. si �{s,si} aかつ s� ci なる i ∈ {1, . . . , n}がある．

2. s� aかつ s /∈ {s1, . . . , sn}

証明 nと r = rkaについての帰納法を使う．b = a

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
と定める．n = 0のときは，

b = aであり条件 1は空虚であって条件 2は s� aを意味するからいい．そこでn ≥ 1と仮定する．
(1) r = 0の場合：a ∈ Sである．
(1.1)必要性：s � bと仮定する．a = si なる iがあれば，定理 3.16.2により si �{s,si} aが

成り立ち，代入の定義 (3.17.1)により b = ci だから，条件 1が成り立つ．a /∈ {s1, . . . , sn}なら，
(3.17.1)により b = a，従って s� aなので，定理 3.16.2により s = aであり，条件 2が成り立つ．
(1.2)十分性：条件 1が成り立てば，si �{s,si} aなることから定理 3.16.2により a = si，従っ

て (3.17.1)により b = ci なので，s � ci なることにより s � bが成り立つ．条件 2が成り立て
ば，s � aなることから定理 3.16.2により a = s，従って a /∈ {s1, . . . , sn}なので，(3.17.1)によ
り b = a = sであり，定理 3.16.2により s� bが成り立つ．
(2) r ≥ 1の場合：a = αλ(a1, . . . , aj)と書けて

∑j
k=1 rkak = r− 1が成り立つ．

(2.1) {s1, . . . , sn} ∩ Sλ = ∅の場合：bk = ak

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
(k = 1, . . . , j)と定めれば，代入の

定義 (3.17.2)により b = αλ(b1, . . . , bj)が成り立つ．
(2.1.1)必要性：s � bとすれば，定理 3.16.4により，s /∈ Sλ であって s � bk なる kがある．

これと rについての帰納法の仮定により，次の二条件のいずれかが成り立つ．

　 1k. si �{s,si} ak かつ s� ci なる i ∈ {1, . . . , n}がある．

　 2k. s� ak かつ s /∈ {s1, . . . , sn}

{s, si} ∩ Sλ = ∅であって定理 3.16.2により {s, si} = S
{s,si}

free であるから，条件 1kが成り立てば，定
理 3.16.3系により条件 1が成り立つ．s /∈ Sλであったから，条件 2kが成り立てば，定理 3.16.4に
より条件 2が成り立つ．
(2.1.2)十分性：条件 1が成り立てば，si �{s,si} aなることから定理 3.16.2と定理 3.16.3系に
より {s, si}∩ Sλ = ∅であって si �{s,si} ak なる kのあることが分かり，これと s� ciなることか
ら帰納法の仮定により s� bkが得られ，これと s /∈ Sλであったことから定理 3.16.4により s� b

が得られる．
条件 2が成り立てば，s� aなることから定理 3.16.4により s /∈ Sλ であって s� ak なる kの

あることが分かり，これと s /∈ {s1, . . . , sn}なることから帰納法の仮定により s� bkが得られ，こ
れと s /∈ Sλ であったことから定理 3.16.4により s� bが得られる．
(2.2) sh ∈ Sλ なる hがある場合：補題 3.17.1により次の式が成り立つ．

b = a

(
s1, . . . , sh−1, sh+1, . . . , sn

c1, . . . , ch−1, ch+1, . . . , cn

)
(2.2.1)必要性：s � bなら，(3.17.2)により b ∈ Imαλ であるから定理 3.16.4により s /∈ Sλ，

従って s 6= sh であって，nについての帰納法の仮定により，次のいずれかの条件が成り立つ．

　 1 ′. si �{s,si} aかつ s� ci なる i ∈ {1, . . . , h− 1, h+ 1, . . . , n}がある．
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　 2 ′. s� aかつ s /∈ {s1, . . . , sh−1, sh+1 . . . , sn}

条件 1 ′が成り立てば，明らかに条件 1が成り立つ．条件 2 ′が成り立てば，s 6= shであったから条
件 2が成り立つ．
(2.2.2)十分性：条件 1が成り立つ場合，si �{s,si} aなることから定理 3.16.2と定理 3.16.3系に

より {s, si}∩ Sλ = ∅，特に i 6= hであり，従って条件 1 ′が成り立つ．条件 2が成り立つ場合，明ら
かに条件 2 ′が成り立つ．いずれの場合でも，nについての帰納法の仮定により s� bが成り立つ．

系 a ∈ A, b = a

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
なら Sbfree ⊆ S

{c1,...,cn}

free ∪
(
Safree − {s1, . . . , sn}

)が成り立つ．
課題 3.17.1 a ∈ A, b = a

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
, B ⊆ Aのとき，定理 3.17.1と系に倣って Sbfree,B につ

いて考えよ．

定理 3.17.2 a ∈ A, s ∈ S, B ⊆ Aとするとき，a
(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
において sが Bから自由である

ためには，s 6� a

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
であるか次の二条件の成り立つことが必要十分である．

1. s� ciであって aへの {s, si}から自由な siの現れがあれば，その現れは Bからも自由であっ
て ci において sは Bから自由である (i = 1, . . . , n)．

2. s /∈ {s1, . . . , sn}なら，aにおいて sは Bから自由である．

証明 nと r = rkaについての帰納法を使う．n ≥ 1と仮定していい．b = a(si/ci)と定める．
s 6� bなら，定理 3.16.5により bにおいて sは Bから自由である．従って，s� bと仮定した上
で，bにおいて sが Bから自由であることと条件 1, 2とが同等であることを示せばいい．
(1) r = 0の場合：a ∈ Sであり，定理 3.16.5により条件 2が成り立つ．従って，bにおいて s

が Bから自由であるためには条件 1が必要十分であることを示せばいい．
(1.1)必要性：bにおいて sが Bから自由であると仮定する．さらにある iに対して，aへの

{s, si}から自由な siの現れがあると仮定する．そうすると，定理 3.16.2により a = siが成り立ち，
代入の定義 (3.17.1)により b = ciであり，従って ciにおいて sは Bから自由である．定理 3.16.2

により aへの si の現れは Bから自由である．従って条件 1が成り立つ．
(1.2)十分性：a /∈ {s1, . . . , sn}なら，(3.17.1)により b = a ∈ Sだから，定理 3.16.5により bに

おいて sは Bから自由である．そこで，a = si なる iがあると仮定する．そうすると，まず定理
3.16.2により，aへの {s, si}から自由な siの現れがある．次に，(3.17.1)により b = ciであり，さ
らに，s � bと仮定していたから s � ci が成り立つ．従って条件 1が成り立てば，bにおいて s

は Bから自由である．
(2) r ≥ 1の場合：a = αλ(a1, . . . , aj)と書けて

∑j
k=1 rkak = r− 1が成り立つ．

(2.1) {s1, . . . , sn} ∩ Sλ = ∅ の場合：bk = ak(si/ci) (k = 1, . . . , j) と定めれば，代入の定
義 (3.17.2)により b = αλ(b1, . . . , bj)が成り立つ．s� bと仮定していたから s /∈ Sλが成り立つ．
(2.1.1)必要性：bにおいて sが Bから自由であると仮定する．そうすると，s� bとも仮定し

ていたから，定理 3.16.6により，SBfree ∩ Sλ = ∅であって各 bk において sは Bから自由である．
従って帰納法の仮定により，各 kに対して，s 6� bk であるか次の二条件が成り立つ．

　 1k. s� ciであって akへの {s, si}から自由な siの現れがあれば，その現れは Bからも自由で
あって ci において sは Bから自由である (i = 1, . . . , n)．
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　 2k. s /∈ {s1, . . . , sn}なら，ak において sは Bから自由である．

s 6� bk なら，定理 3.17.1により次の二条件が成り立つ．

　 1 ′k. s� ci かつ si �{s,si} ak なる i ∈ {1, . . . , n}はない．

　 2 ′k. s /∈ {s1, . . . , sn}なら s 6� ak （従って定理 3.16.5により ak において sは Bから自由）．

従って，各 kについて条件 1k, 2kが成り立つ．
条件 1が成り立つことを示すために，s� ciであって aへの {s, si}から自由な siの現れがある

と仮定する．この現れには重複が無いとしていい．そうすると定理 3.16.3により，この現れの先頭
の aを取り除いたものは，ある akへの {s, si}から自由な siの現れである．従って条件 1k により，
この新しい現れは Bからも自由であって ciにおいて sは Bから自由である．SBfree ∩ Sλ = ∅であっ
たから，再び定理 3.16.3により，もとの現れも Bから自由である．従って条件 1が成り立つ．
次に，条件 2が成り立つことを示すために，s /∈ {s1, . . . , sn}と仮定する．そうすると，条件 2k

により，各 akにおいて sは Bから自由である．SBfree ∩ Sλ = ∅であったから，定理 3.16.6により，
aにおいても sは Bから自由である．従って条件 2が成り立つ．
(2.1.2)十分性：条件 1, 2がみたされると仮定する．そしてまず，条件 1k, 2kが成り立つこと

を示そう．まず条件 1kについて考える．そこで，s� ciであって akへの {s, si}から自由な siの
現れがあると仮定する．S{s,si}free ∩ Sλ = {s, si} ∩ Sλ = ∅ であったから，定理 3.16.3により，この現
れの先頭に aを付け加えたものは aへの {s, si}から自由な siの現れである．従って条件 1により，
ci において sは Bから自由であり，新しい現れは Bからも自由である．従って，もとの現れも B

からも自由である．これで akが条件 1をみたすことが分かった．次に条件 2kについて考える．そ
こで，s /∈ {s1, . . . , sn}と仮定する．そうすると，条件 2により aにおいて sは Bから自由であり，
s /∈ Sλ であったから，定理 3.16.6系により，各 akにおいても sは Bから自由である．これで ak

が条件 2kをみたすことも分かった．
条件 1k, 2kが各 kについて成り立つから，帰納法の仮定により各 bkにおいて sは Bから自由で

ある．従って SBfree ∩ Sλ = ∅なら，定理 3.16.6により，bにおいても sは Bから自由である．そこ
で，SBfree ∩ Sλ = ∅を背理法で証明するために，SBfree ∩ Sλ 6= ∅と仮定する．そうすると定理 3.16.6

により，aにおいて sが Bから自由であるためには s 6� aでなくてはならない．従って条件 2に
より，s ∈ {s1, . . . , sn}または s 6� aが成り立つ．つまり，定理 3.17.1の条件 2が成り立たない．
そうすると，s � bと仮定していたから，定理 3.17.1の条件 1が成り立たなくてはならず，ある
i ∈ {1, . . . , n}について，s� ciであって aへの {s, si}から自由な siの現れが実際に存在する．条
件 1によりこの現れは Bからも自由であるから，定理 3.16.3系により SBfree ∩ Sλ = ∅でなければな
らない．これは矛盾である．
(2.2) sh ∈ Sλ なる hがある場合：補題 3.17.1により次の式が成り立つ．

b = a

(
s1, . . . , sh−1, sh+1, . . . , sn

c1, . . . , ch−1, ch+1, . . . , cn

)
(2.2.1)必要性：bにおいて sが Bから自由であれば，s� bと仮定していたから，nについて

の帰納法の仮定により，条件 1, 2において 1, . . . , nを 1, . . . , h− 1, h+ 1, . . . , nで置き換えた条件
が成り立つ．sh ∈ S{s,sh}free ∩ Sλ，従って sh 6�{s,sh} aであるから，条件 1, 2が自明に成り立つ．
(2.2.2)十分性：s1, . . . , sn についての条件と見た条件 1は自明に s1, . . . , sh−1, sh+1, . . . , sn へ

遺伝する．sh ∈ Sλなる仮定により sh 6� aであり，従って定理 3.16.5により，shは aにおいて B
から自由である．従って条件 2も遺伝する．従って条件 1, 2が成り立てば，nについての帰納法
の仮定により，bにおいて sは Bから自由である．
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系 a ∈ A, s ∈ S, B ⊆ Aであって次の二条件が成り立てば，a
(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
において sは Bか

ら自由である．
1. aにおいて sと si は Bから自由である (i = 1, . . . , n)．

2. ci において sは Bから自由である (i = 1, . . . , n)．

証明 定理 3.17.2の条件 1, 2のみたされることを示せばいい．条件 2は本系の条件 1によりみた
される．そこで条件 1について調べるために，aへの {s, si}から自由な si の現れがあると仮定す
る．そうすると，問題 3.16.1と定理 3.16.2によりその現れは aへの si の自由な現れであるから，
本系の条件 1によりその現れは Bから自由である．このことと本系の条件 2とを合わせれば，定
理 3.17.2の条件 1のみたされることが分かる．

補題 3.17.2 si が a ∈ Aに自由に現れなければ，次の式が成り立つ (i = 1, . . . , n)．

a

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
= a

(
s1, . . . , si−1, si+1, . . . , sn

c1, . . . , ci−1, ci+1, . . . , cn

)
証明 nと r = rkaについての帰納法を使う．
r = 0の場合：a ∈ Sなので，定理 3.16.2により，si が aに自由に現れないことは a 6= si を意

味する．従って代入の定義 (3.17.1)により，nの如何によらず補題の式は 成り立つ．
r ≥ 1の場合：a = αλ(a1, . . . , aj)と書けて

∑j
k=1 rkak = r − 1が成り立つ．si ∈ Sλ のときに

は，補題 3.17.1によりこの補題の式は成り立つ．そこで，si /∈ Sλ と仮定する．そうすると定理
3.16.4により，siはどの akにも自由に現れない (k = 1, . . . , j)．従って，rについての帰納法の仮
定により次の式が成り立つ．

ak

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
= ak

(
s1, . . . , si−1, si+1, . . . , sn

c1, . . . , ci−1, ci+1, . . . , cn

)
{s1, . . . , sn}∩ Sλ = ∅の場合には，この式と代入の定義 (3.17.2)から補題の式が得られる．sh ∈ Sλ

なる hがある場合には，この hは iと異なり，特に n ≥ 2であるから，n = 1の場合の証明はも
う完結している．そこで，たとえば h < iと仮定すれば，nについての帰納法の仮定により

a

(
s1, . . . , sh−1, sh+1, . . . , sn

c1, . . . , ch−1, ch+1, . . . , cn

)
= a

(
s1, . . . , sh−1, sh+1, . . . , si−1, si+1, . . . , sn

c1, . . . , ch−1, ch+1, . . . , ci−1, ci+1, . . . , cn

)
が成り立つ．これと補題 3.17.1とからこの補題の式が得られる．i < hでも同様である．

定理 3.17.3 r1, . . . , rnと s1, . . . , snはそれぞれ相異なる素元の列であり，riと siは同型であって，
これらと a ∈ Aが次の二条件をみたすとする (i = 1, . . . , n)．

1. ri は aに自由に現れない． 2. aにおいて si は ri から自由である．

このとき a

(
s1, . . . , sn

r1, . . . , rn

)(
r1, . . . , rn

c1, . . . , cn

)
= a

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
が成り立つ．

証明 nと r = rkaについての帰納法を使う．n ≥ 1としていい．
(1) r = 0の場合：a ∈ Sである．定理 3.16.2と条件 1により a /∈ {r1, . . . , rn}が成り立つ．従っ
て代入の定義 (3.17.1)により，定理の式の両辺は，a /∈ {s1, . . . , sn}なら aに等しく，a = si なら
ci に等しい (i = 1, . . . , n)．
(2) r ≥ 1の場合：a = αλ(a1, . . . , aj)と書けて

∑j
k=1 rkak = r − 1が成り立つ．また，定理

3.16.4と定理 3.16.6系および条件 1, 2により，次の二条件が成り立つ (i = 1, . . . , n; k = 1, . . . , j)．
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　 1k. ri /∈ Sλ なら，ri は ak に自由に現れない．

　 2k. si /∈ Sλ なら，ak において si は ri から自由である．

(2.1) {s1, . . . , sn, r1, . . . , rn} ∩ Sλ = ∅の場合：代入の定義 (3.17.2)により，定理の式の左辺は

αλ

(
a1

(
s1, . . . , sn

r1, . . . , rn

)(
r1, . . . , rn

c1, . . . , cn

)
, . . . , aj

(
s1, . . . , sn

r1, . . . , rn

)(
r1, . . . , rn

c1, . . . , cn

))
に等しく，右辺は

αλ

(
a1

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
, . . . , aj

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

))
に等しい．今の場合，1k, 2kにより条件 1, 2は各 ak に遺伝しているから，帰納法の仮定により

ak

(
s1, . . . , sn

r1, . . . , rn

)(
r1, . . . , rn

c1, . . . , cn

)
= ak

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
が成り立ち，従って定理の式が成り立つ．
(2.2) {s1, . . . , sn, r1, . . . , rn} ∩ Sλ 6= ∅の場合：さらに次の二つの場合に分ける．

(a) ri ∈ Sλ なる ri がある． (b) si ∈ Sλ なる si がある．

(a)の場合には，ri ∈ Srifree ∩ Sλ，従って条件 2と定理 3.16.6により si 6� aだから，補題 3.17.2に
より次の式が成り立つ．

定理の式の右辺 = a

(
s1, . . . , si−1, si+1, . . . , sn

c1, . . . , ci−1, ci+1, . . . , cn

)
(b)の場合にも，補題 3.17.1により同じ式が成り立つ．全く同様に次の式が成り立つ．

a

(
s1, . . . , sn

r1, . . . , rn

)
= a

(
s1, . . . , si−1, si+1, . . . , sn

r1, . . . , ri−1, ri+1, . . . , rn

)
条件 1および r1, . . . , rnが相異なることと定理 3.16.2により riは a, r1, . . . , ri−1, ri+1, . . . , rnのど
れにも自由に現れないから，定理 3.17.1系により，ri はこの式の右辺に，従って左辺にも自由に
現れない．従って補題 3.17.2により，

定理の式の左辺 = a

(
s1, . . . , si−1, si+1, . . . , sn

r1, . . . , ri−1, ri+1, . . . , rn

)(
r1, . . . , ri−1, ri+1, . . . , rn

c1, . . . , ci−1, ci+1, . . . , cn

)
が成り立つ．従って，nについての帰納法の仮定により，定理の式が成り立つ．

定理 3.17.4 si, . . . , sn が c1, . . . , ci−1 に自由に現れなければ，任意の a ∈ Aに対して

a

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
= a

(
s1, . . . , si−1

c1, . . . , ci−1

)(
si, . . . , sn

ci, . . . , cn

)
が成り立つ (i = 1, . . . , n)．従って si, . . . , sn 6� ci−1 (i = 2, . . . , n)なら，任意の a ∈ Aに対して
a

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
= a

(
s1

c1

)
· · ·
(
sn

cn

)
が成り立つ．

証明 nと r = rkaについての帰納法を使う．n > 1としていい．
(1) r = 0の場合：a ∈ Sである．a /∈ {s1, . . . , sn}なら，定理の式の両辺は代入の定義 (3.17.1)に

より aに等しい．そこで a = shなる hがあると仮定する．そうすると，定理の式の左辺は (3.17.1)
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により chに等しい．右辺は，h ≥ iなら (3.17.1)により chに等しい．そこで h < iとすると，右
辺はまず (3.17.1)により ch

(
si, . . . , sn

ci, . . . , cn

)
に等しいが，これは，si, . . . , sn 6� ch なる仮定と補題

3.17.2により ch に等しい．
(2) r ≥ 1の場合：a = αλ(a1, . . . , aj)と書けて

∑j
k=1 rkak = r− 1が成り立つ．

(2.1) {s1, . . . , sn} ∩ Sλ = ∅の場合：rについての帰納法の仮定により，各 kに対して

ak

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
= ak

(
s1, . . . , si−1

c1, . . . , ci−1

)(
si, . . . , sn

ci, . . . , cn

)
が成り立つ (k = 1, . . . , j)．これと代入の定義 (3.17.2)により，定理の式の両辺は等しい．
(2.2) sh ∈ Sλ なる hがある場合：h < iなら，nについての帰納法の仮定により

a

(
s1, . . . , sh−1, sh+1, . . . , sn

c1, . . . , ch−1, ch+1, . . . , cn

)
= a

(
s1, . . . , sh−1, sh+1, . . . , si−1

c1, . . . , ch−1, ch+1, . . . , ci−1

)(
si, . . . , sn

ci, . . . , cn

)
が成り立ち，補題 3.17.1により，この式の両辺が定理の式の両辺に等しい．h ≥ iなら，nについ
ての帰納法の仮定により

a

(
s1, . . . , sh−1, sh+1, . . . , sn

c1, . . . , ch−1, ch+1, . . . , cn

)
= a

(
s1, . . . , si−1

c1, . . . , ci−1

)(
si, . . . , sh−1, sh+1, . . . , sn

ci, . . . , ch−1, ch+1, . . . , cn

)
が成り立つ．はやり補題 3.17.1により，この式の左辺が定理の式の左辺に等しい．また，(3.17.2)

により a

(
s1, . . . , si−1

c1, . . . , ci−1

)
∈ Imαλ が成り立つから，やはり補題 3.17.1により，この式の右辺が定

理の式の右辺に等しい．

定理 3.17.5 a1, . . . , aj ∈ A, B ⊆ A とし，s1, . . . , sn は S の相異なる元であって SBfree ∩ SΛ ⊆
{s1, . . . , sn}をみたすものとする．さらに，{s1, . . . , sn}t ∩ SΛ 6= ∅なる t ∈ T に対しては St ∩ SΛ

が可算個の元を含むとする．このとき，SΛ ∪ ({s1, . . . , sn} − S
Λ) の相異なる元 r1, . . . , rn で次の

二条件をみたすものが存在する．

1. ri は si と同型である (i = 1, . . . , n)．

2. ak において任意の s ∈ Sは b

(
s1, . . . , sn

r1, . . . , rn

)
から自由である (k = 1, . . . , j; b ∈ B)．

証明 R = SΛ ∪ ({s1, . . . , sn}−S
Λ), Mk = Λak (k = 1, . . . , j), M =

⋃j
k=1Mkと定める．R−SM

の相異なる元 r1, . . . , rn で条件 1 をみたすものがあることを示せばいい．なぜなら，そういう
r1, . . . , rn と任意の b ∈ B に対して c = b(si/ri)と定めれば，定理 3.17.1系と定理 3.16.2により
Scfree ∩ SΛ ⊆ {r1, . . . , rn}，従って Scfree ∩ SΛ ⊆ S − SMk が成り立ち (k = 1, . . . , j)，従って定理
3.16.7により条件 2が成り立つからである．そこで

{s1, . . . , sn} ∩ SΛ = {s ′1, . . . , s
′
m} {s1, . . . , sn}− S

Λ = {s ′′1 , . . . , s
′′
l } (m+ l = n)

とし，s ′i の型を ti とする (i = 1, . . . ,m)．そうすると，Sti ∩ SΛ が可算個の元を含む．他方で定
理 3.15.2によりMは有限集合である．従って，Sti ∩ SΛ − SMも可算個の元を含み，ここから任
意有限個の元を取り出すことができる．従って SΛ − SM の相異なる元 r ′1, . . . , r

′
m であって s ′i と

r ′iとが同型のものが存在する．そこで r ′1, . . . , r
′
m, s

′′
1 , . . . , s

′′
l を適宜に並べ替えたものを r1, . . . , rn

とすれば，これらは R− SM の相異なる元であって条件 1をみたす．
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系 a1, . . . , aj ∈ Aとし，s1, . . . , sn を Sの相異なる元とし，{s1, . . . , sn}t ∩ SΛ 6= ∅なる t ∈ T に
対しては St ∩ SΛ が可算個の元を含むとする．このとき，SΛ ∪ ({s1, . . . , sn} − S

Λ) の相異なる元
r1, . . . , rn で次の二条件をみたすものが存在する．

1. si と ri は同型である (i = 1, . . . , n)．

2. ak において任意の s ∈ Sは ri から自由である (k = 1, . . . , j; i = 1, . . . , n)．

証明 定理 3.17.5において B = {s1, . . . , sn}とすればいい．

定義 3.17.2 Aの元 a, bとAの相異なる素元 s1, . . . , sn, r1, . . . , rnが次の四条件をみたすとする．

0. si と ri は同型である (i = 1, . . . , n)．

1. b = a

(
s1, . . . , sn

r1, . . . , rn

)
2. ri は aに自由に現れない (i = 1, . . . , n)．

3. aにおいて si は ri から自由である (i = 1, . . . , n)．

このとき，aは s1, . . . , sn, r1, . . . , rnに関して bに相似であると言い，このことを a(si)(ri)bで表
す．代入は保型写像であるから，a(si)(ri)bであれば aと bは同型である．

問題 3.17.1 a ∈ Aとし，s1, . . . , sn を Sの相異なる元とし，{s1, . . . , sn}t 6= ∅なる t ∈ T に対し
ては St ∩ SΛ が可算個の元を含むとする．このとき，Aの元 bと SΛ − {s1, . . . , sn}の相異なる元
r1, . . . , rn とで a(si)(ri)bをみたすものが存在する．

略解 U = {s1, . . . , sn} ∪ Safree ∪ SΛ
a

, ti = σsi (i = 1, . . . , n)と定めると，(Sti ∩ SΛ) −Uが可算
個の元を含むので，SΛ − Uの相異なる元 r1, . . . , rn で定義 3.17.2の条件 0をみたすものがある．
それらは条件 2もみたし，また，Srifree ∩ SΛ = {ri} ⊆ S − SΛ

a

(i = 1, . . . , n) が成り立つので，定
理 3.16.7により条件 3もみたす．

問題 3.17.2 任意の n次の置換 pに対して
(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
=

(
sp1, . . . , spn

cp1, . . . , cpn

)
が成り立つ．

補題 3.17.3 si = ci なる i ∈ {1, . . . , n}があれば，各 a ∈ Aに対して

a

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
= a

(
s1, . . . , si−1, si+1, . . . , sn

c1, . . . , ci−1, ci+1, . . . , cn

)

が成り立つ．従って，
(
s1, . . . , sn

s1, . . . , sn

)
は恒等変換である．

証明 問題 3.17.2により i = 1と仮定してよく，補題 3.17.2により s1 � aと仮定していい．また，
r = rkaについての帰納法を使う．まず r = 0の場合には，定理 3.16.2により a = s1であるから，
代入の定義 (3.17.1)と s1 = c1との仮定により，補題の式の両辺は c1に等しい．そこで r ≥ 1と仮
定する．そうすると a = αλ(a1, . . . , aj)と書けて

∑j
k=1 rkak = r− 1が成り立つ．また，s1 � a

であるから s1 /∈ Sλ が成り立つ．従って {s2, . . . , sn} − S
λ = {si1 , . . . , sim }, i1 < · · · < im とすれ

ば，{s1, . . . , sn}− S
λ = {s1, si1 , . . . , sim }, 1 < i1 < · · · < im であり，代入の定義 (3.17.2)により

a

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
= αλ

(
a1

(
s1, si1 , . . . , sim
c1, ci1 , . . . , cim

)
, . . . , aj

(
s1, si1 , . . . , sim
c1, ci1 , . . . , cim

))
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が成り立つ．帰納法の仮定により ak

(
s1, si1 , . . . , sim
c1, ci1 , . . . , cim

)
= ak

(
si1 , . . . , sim
ci1 , . . . , cim

)
(k = 1, . . . , j)であ

るから，再び代入の定義 (3.17.2)により a

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
= a

(
s2, . . . , sn

c2, . . . , cn

)
が成り立つ．

定理 3.17.6 A の元 a, b と A の相異なる素元 s1, . . . , sn, r1, . . . , rn が a(si)(ri)b をみたせば，
b(ri)(si)aが成り立つ．

証明 次の三つのことを確かめればいい．

　 1 ′. a = b

(
r1, . . . , rn

s1, . . . , sn

)
　 2 ′. si は bに自由に現れない (i = 1, . . . , n)．

　 3 ′. bにおいて ri は si から自由である (i = 1, . . . , n)．

条件 1 ′ は定理 3.17.3 と補題 3.17.3 により確かに成り立つ．定理 3.17.1 系と定理 3.16.2 により
Sbfree ⊆ {r1, . . . , rn}∪

(
Safree − {s1, . . . , sn}

)が成り立ち，仮定により r1, . . . , rn, s1, . . . , snが相異な
るから，条件 2 ′ が成り立つ．条件 3 ′ が成り立つことを示すには，定理 3.17.2の条件 1, 2に相当
する次の二条件が成り立つことを示せばいい．

　 3 ′1. ri � rj であって aへの {ri, sj}から自由な sj の現れがあれば，その現れは si からも自由
であって rj において ri は si から自由である (j = 1, . . . , n)．

　 3 ′2. ri /∈ {s1, . . . , sn}なら，aにおいて ri は si から自由である．

r1, . . . , rnが相異なるから，ri � rjであれば，定理 3.16.2により i = jが成り立つ．従ってさらに
aへの {ri, sj}から自由な sjの現れがあれば，その現れは問題 3.16.1により siから自由であり，定
理 3.16.2により rj において ri は si から自由である．よって条件 3 ′1が成り立つ．定理の仮定に
より定義 3.17.2の条件 2が成り立つから，定理 3.16.5により条件 3 ′2も成り立つ．

定理 3.17.7 (✓) Aの元a, b, cとAの相異なる素元 s1, . . . , sn, r1, . . . , rn, q1, . . . , qn がa(si)(ri)b
と b(ri)(qi)cをみたせば，a(si)(qi)cが成り立つ．

証明 次の三つのことを確かめればいい．

　 1 ′. c = a

(
s1, . . . , sn

q1, . . . , qn

)
　 2 ′. qi は aに自由に現れない (i = 1, . . . , n)．

　 3 ′. aにおいて si は qi から自由である (i = 1, . . . , n)．

条件 1 ′ は定理 3.17.3により成り立つ．同じ理由と定理 3.17.6とによって a = c

(
q1, . . . , qn

s1, . . . , sn

)
も

成り立ち，従って定理 3.17.1系と定理 3.16.2により Safree ⊆ {s1, . . . , sn}∪
(
Scfree − {q1, . . . , qn}

)が
成り立つ．仮定により q1, . . . , qn, s1, . . . , snが相異なるから，条件 2 ′が成り立つ．条件 3 ′が成り
立つことを示すには，定理 3.17.2の条件 1, 2に相当する次の二条件が成り立つことを示せばいい．

　 3 ′1. si � sjであって cへの {si, qj}から自由な qjの現れがあれば，その現れは qiからも自由
であって sj において si は qi から自由である (j = 1, . . . , n)．
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　 3 ′2. cにおいて si は qi から自由である．
s1, . . . , snが相異なるから，si � sjであれば，定理 3.16.2により i = jが成り立つ．従ってさらに c
への {si, qj}から自由な qjの現れがあれば，その現れは問題 3.16.1により qiから自由であり，定理
3.16.2により sjにおいて siはqiから自由である．よって条件 3 ′1が成り立つ．条件 1 ′によって先ほ
どと同様 Scfree ⊆ {q1, . . . , qn}∪

(
Safree− {s1, . . . , sn}

)が成り立ち，仮定により q1, . . . , qn, s1, . . . , sn
が相異なるから，si は cに自由に現れず，従って定理 3.16.5により条件 3 ′2も成り立つ．

定理 3.17.8 Aの元 a, bとAの相異なる素元 s1, . . . , sn, r1, . . . , rnが a(si)(ri)bをみたすとき，次
の三つのことが成り立つ．

1. si � aなることと ri � bなることは同等である (i = 1, . . . , n)．

2. Safree =
(
{s1, . . . , sn} ∩ Safree

)
q (Safree ∩ Sbfree), Sbfree =

(
{r1, . . . , rn} ∩ Sbfree

)
q (Safree ∩ Sbfree)

3. R ⊆ Sのとき，Rafree ⊆ {s1, . . . , sn}と Rbfree ⊆ {r1, . . . , rn}は同等である．

証明 定義 3.17.2により ri 6� aが成り立つ．従って ri � bなら，定理 3.17.1により sj �{ri,sj} a

かつ ri � rj なる j ∈ {1, . . . , n}のあることが分かり，ri � rj から定理 3.16.2により j = iが得ら
れ，これと sj �{ri,sj} aから問題 3.16.1と定理 3.16.2により si � aが得られる．定理 3.17.6に
より b(ri)(si)aであるから，同様に，ri � bなら si � aが成り立つ．よって結論 1が成り立つ．
定理 3.17.6の証明中に記した通り Sbfree ⊆ {r1, . . . , rn} ∪

(
Safree − {s1, . . . , sn}

)が成り立つから，
Sbfree =

(
{r1, . . . , rn} ∩ Sbfree

)
∪
(
Safree ∩ Sbfree − {s1, . . . , sn}

)
が成り立つ．また，定義 3.17.2と定理 3.17.6により {r1, . . . , rn} ∩ Safree = ∅ = Sbfree ∩ {s1, . . . , sn}

が成り立つ．これらのことから結論 2を得る．結論 2において Sを Rに置き換えたことも成り立つ
から，Rafree ⊆ {s1, . . . , sn}と Rbfree ⊆ {r1, . . . , rn}とは共に Rafree ∩ Rbfree = ∅なることと同等である．

系 a = αλ(a1, . . . , aj), b = αµ(b1, . . . , bj), S
λ = {s}, Sµ = {r}, ak(s)(r)bk (k = 1, . . . , j)が成

り立てば，Safree = Sbfree =
⋃j
k=1

(
Sakfree ∩ S

bk
free

)が成り立つ．
証明 定理 3.16.4により Safree =

⋃j
k=1 S

ak
free − {s}, Sbfree =

⋃j
k=1 S

bk
free − {r}が成り立ち定理 3.17.8

により Sakfree − {s} = Sbkfree − {r} = Sakfree ∩ S
bk
free が成り立つからである．

定理 3.17.9 b = a

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
なら，Λb ⊆ Λa ∪

⋃
si≪aΛ

ci が成り立つ．

証明 nと r = rkaについての帰納法を使う．r = 0の場合，a ∈ Sであるから，定理 3.16.2によ
り si � aなることは si = aなることと同等であり，この同等な条件の下で b = ci が成り立つ
から，定理の式は成り立つ．そこで r ≥ 1と仮定する．このとき，a = αλ(a1, . . . , aj)と書けて∑j
k=1 rkak = r− 1が成り立つ．補題 3.17.2と nについての帰納法の仮定により，s1, . . . , snが a

に自由に現れると仮定していい．そう仮定すると，定理 3.16.4により s1, . . . , sn /∈ Sλが成り立つ．
従って代入の定義 (3.17.2)により，次の式が成り立つ．

b = αλ(b1, . . . , bj) bk = ak

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
(k = 1, . . . , j)

定理 3.15.2により Λb = {λ} ∪
⋃j
k=1Λ

bk が成り立ち，rについての帰納法の仮定により Λbk ⊆
Λak ∪

⋃
si≪ak Λ

ci が成り立ち，si � akなら定理 3.16.4により si � aが成り立つから，再び定
理 3.15.2により定理の式が成り立つ．



第 3章 論理代数学 210

定理 3.17.10 M ⊆ Λとし，R = S ∪
⋃
λ∈Λ−M Imαλと定める（従って問題 3.8.9により，(AM,

TM, σ, R)は普遍型付M代数系である）．このとき c1, . . . , cn ∈ Rなる代入
(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
は，A

の元の (AM, TM, σ, R)における階数を不変に保つ．

証明 任意の a ∈ Aに対して aと b = a

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
の (AM, TM, σ, R)での階数 rkM aと rkM b

とが等しいこと示さなければならない．それをnと rkM aについての帰納法で行なう．rkM a = 0の
場合，a, c1, . . . , cn ∈ Rであるから，代入の定義 (3.17.1)と (3.17.2)によりb ∈ R，従って rkM b = 0

が確かに成り立つ．そこで rkM a ≥ 1と仮定する．このとき，a = αµ(a1, . . . , aj) (µ ∈ M)と
書けて∑j

k=1 rkM ak = rkM a − 1が成り立つ．補題 3.17.2と nについての帰納法の仮定により，
s1, . . . , snがaに自由に現れると仮定していい．そう仮定すると，定理 3.16.4により s1, . . . , sn /∈ Sµ
が成り立つ．従って代入の定義 (3.17.2)により，次の式が成り立つ．

b = αµ(b1, . . . , bj) bk = ak

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
(k = 1, . . . , j)

rkM aについての帰納法の仮定により rkM ak = rkM bk (i = 1, . . . , j)が成り立つから，定理 3.8.2

により rkM a = rkM bが確かに成り立つ．

問題 3.17.3 SΛ = ∅の場合には，代入は Aの保型準換である．

課題 3.17.2 s1, . . . , snが素元とは限らない場合，代入を次のように定義する．まず，siに自由に
現れる素元はどれも ciと同型で，かつ，i 6= jなら si, sjには共通の素元が自由に現れないという
制限を設ける．そして，素元 aに対しては，

a

(
s1, . . . , sn

c1, . . . , cn

)
=

ci · · · a� si のとき (i = 1, . . . , n)

a · · · a 6� si (i = 1, . . . , n)のとき

と定義し，後はさっきと同様に定義する．この代入の性質を調べよ．

3.18 有限性と閉写
＄ ここでは，代数系の台部分系の概念などに陰に含まれていた重要な概念について陽に説明し

て次節以降への準備とする．

3.18.1 有限性と被覆
§ この項を通じて Aを任意の集合とする．そうすると，巾集合 PAは包含関係 ⊆に関して完

備な順序集合であるから，PAの部分集合について交閉性や結閉性や下方性を云々することができ
る．それに加えてここでは，次に定義する集合の有限性に関わる概念について考える．それらは各
種の被覆概念によって統括される．

定義 3.18.1 B を PA の部分集合とする．このときまず，X ∈ PA が B により被覆されるとは，
X ⊆

⋃
Bをみたすことを言う．そして Bが覆閉的であるとは，Bにより被覆される X ∈ PAがす

べて Bに属すことを言う．次に，X ∈ PAが Bにより強被覆されるとは，条件

Y ∈ P ′X =⇒ Y ⊆ Bなる B ∈ Bが存在する
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をみたすことを言う．そして Bが有限的であるとは，Bにより強被覆される X ∈ PAがすべて B

に属すことを言う．次に，X ∈ PAが Bにより超被覆されるとは，条件

Y ∈ P ′X =⇒ Y ⊆ B ⊆ Xなる B ∈ Bが存在する

をみたすことを言う．そして Bが概有限であるとは，Bにより超被覆される X ∈ PAがすべて B

に属すことを言う [55]．次に，X ∈ PAがBにより極被覆されるとは，P ′X ⊆ Bが成り立つことを
言う．そして Bが劣有限であるとは，Bにより極被覆される X ∈ PAがすべて Bに属すことを言
う．最後に，X ∈ PAが Bにより昇被覆されるとは，Bの空でない線形部分順序集合 {Bi | i ∈ I}
で X =

⋃
i∈I Bi をみたすものがあることを言う．そして Bが昇閉的であるとは，Bにより昇被覆

される X ∈ PAがすべて Bに属すことを言う．

問題 3.18.1 Bを PAの部分集合とするとき，X ∈ PAが Bにより単被覆されるとは，X ⊆ Bな
る B ∈ Bが存在することを言う．そうすると，Bにより単被覆される X ∈ PAがすべて Bに属す
ことは，Bが下方的であることと同等である．
また，X ∈ PAがBにより内被覆されるとは，X =

⋃
B∋B⊆X Bをみたすことを言う．そうすると，

Bにより内被覆される X ∈ PAがすべて Bに属すことは，Bが結閉的であることと同等である．

問題 3.18.2 Bを PAの部分集合とし X ∈ PAとすれば，次のことが成り立つ（図 3.6参照）．

1. Xが Bにより昇被覆されるか極被覆されれば，Xは Bにより超被覆される．

2. Xが Bにより単被覆されれば，Xは Bにより強被覆される．

3. Xが Bにより超被覆されれば，Xは Bにより強被覆され，Bの元の空でない族 (Bi)i∈I で
X =

⋃
i∈I Bi なるものがあり，とくに Xは Bにより内被覆される．

4. Xが Bにより強被覆されるか内被覆されれば，Xは Bにより被覆される．

5. Bが下方的のときには，Xが Bにより強被覆されることと，Bにより超被覆されることと，
Bにより極被覆されることは，すべて同等である．

図 3.6: 各種被覆概念の相関図（矢印の向きに注意）

昇被覆 極被覆↘ ↙
単被覆 超被覆↘ ↙ ↘

強被覆 内被覆↘ ↙
被覆

[55]概有限の概念とこれに関わる本書内の命題の幾つかは，松田一樹氏の発見によるもので，氏の 2004年度東京大学修士
論文「関係集合の存在定理」に陰に陽に記されている．ただし松田氏の発見当時は，図 3.6 に示すような被覆概念の相関
によって概有限・有限的等の概念が統括されることは分かっていなかった．
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略解 1. X =
⋃
i∈I Bi なる Bの空でない線形部分順序集合 {Bi | i ∈ I}があれば，任意の Y ∈ P ′X

に対し Y ⊆ Bi ⊆ Xなる i ∈ Iがあるから，Xは Bにより超被覆される．
3. XがBにより超被覆されれば，任意の Y ∈ P ′Xに対し Y ⊆ BY ⊆ Xなる BY ∈ Bがあるから，

X =
⋃
Y∈P ′X BY が成り立つ．

4. Xが Bにより強被覆されれば，特に条件「Y ⊆ X, #Y = 1 =⇒ Y ⊆ Bなる B ∈ Bが存在す
る」をみたし，これは Xが Bにより被覆されることと同等である．

注意 3.18.1 問題 3.18.2により，Bにより各様に被覆される集合はすべて⋃Bに含まれる．従っ
てそれら各種の被覆概念も，それらによって定まる概有限等の概念も，B ⊆ PAなる集合 Aには
依存しない．それ故，これら概念に「Aに関して」の断りは無用である（注意 3.9.3参照）．

問題 3.18.3 PAの部分集合 Bについて次のことが成り立つ（図 3.7参照）．

1. Bが昇閉的なら，Bは包含関係 ⊆に関して帰納的である．

2. Bが概有限なら，Bは昇閉的かつ劣有限である．

3. Bの元の空でない任意の族 (Bi)i∈Iに対して
⋃
i∈I Bi ∈ Bが成り立てば，Bは概有限である．

特に Bが結閉的なら，Bは概有限である．

4. 次の条件 a, b, c, dは同等である．

a. Bは有限的である．
b. Bは下方的かつ概有限である．
c. Bは下方的かつ劣有限である．
d. 各 X ∈ PAについて「X ∈ B ⇐⇒ Xは Bにより極被覆される」が成り立つ．

5. Bが覆閉的であるためには，B = P (
⋃

B)をみたすことも，B = PBなる B ∈ PAのあるこ
とも，下方的かつ結閉的であることも，有限的かつ結閉的であることも，Aの任意の部分集
合の族 (Xi)i∈I に対して「Xi ∈ B (i ∈ I) ⇐⇒ ⋃

i∈I Xi ∈ B」をみたすことも，いずれも必
要十分である．

図 3.7: 巾集合の部分集合の有限性に関わる性質の相関図

帰納的 ↖
昇閉的 劣有限↖ ↗

下方的 概有限↖ ↗ ↖
有限的 結閉的↖ ↗

覆閉的

(図 3.6参照)
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略解 図 3.7に示す各種性質の間の含意関係 [56]のうちの「帰納的」について以外のことは，問題
3.18.1と問題 3.18.2から得られる（図 3.6参照）．
4. B の元は B により強被覆されるから，B が有限的であるためには，各 X ∈ PA について

「X ∈ B ⇐⇒ Xは Bにより強被覆される」の成り立つことが必要十分である．また，条件 a, b,

c, dいずれの下でも Bは下方的である．また，Bが下方的のときには，問題 3.18.2により，Bに
よる強被覆・超被覆・極被覆はすべて同等の概念である．従って条件 a, b, c, dは同等である．
5．B = PBなる B ∈ PAのあることは，すなわち Bが PAの下方閉区間であることであり，そ

のことは問題 3.9.34により，Bが下方的かつ結閉的であることと同等である．

問題 3.18.4 PAの部分集合の交わりについて次のことが成り立つ．

1. 概有限な部分集合の交わりも概有限である．

2. 劣有限な部分集合の交わりも劣有限である．

3. 昇閉的部分集合の交わりも昇閉的である．

注意 3.18.2 問題 3.18.4の結論 3は，PAの昇閉的な部分集合の全体が PAに関して交閉的である
ことと同等であり，結論 1, 2についても同様である．問題 3.9.37によれば同様に，PAの Aに関
して交閉的な部分集合の交わりは Aに関して交閉的であり，結閉的な部分集合の交わりは結閉的
であり，下方的な部分集合の交わりは下方的である．従って問題 3.18.3により，結論 1における
「概有限」を「有限的」に替えても「覆閉的」に替えても同様に成り立つ．

問題 3.18.5 (✓) PA ⊇ B 6= ∅とする．このとき，Bが有限的であるためには，ある集合 Iを添数
集合とする自然数 ni の族と写像 fi ∈ Ani→Ci の族と Ci の部分集合Di の族とで

B = {B ∈ PA |任意の i ∈ Iに対して Bni ⊆ fi−1Di}

なるものの存在することが必要十分である（Iが有限集合とは限らないことに注意）．また，Bが
有限的であれば，この式をみたす (ni, fi, Ci, Di)i∈I で#Di = 1 (i ∈ I)なるものが存在する．

略解 Bがこの式をみたすと仮定する．そうすると Bは下方的であり，特に Bの元は Bにより
極被覆される．また，B ∈ PA − B であれば，ある i ∈ I とある (b1, . . . , bni) ∈ Bni に対して
fi(b1, . . . , bni) 6⊆ Diが成り立ち，{b1, . . . , bni } ∈ P ′B−Bであるから，BはBにより極被覆され
ない．従って Bは有限的である．逆に Bが有限的であれば，B 6= ∅であることより ∅ ∈ Bである
から，各 n ∈ Nに対して写像 fn ∈ An→Tを

fn(a1, . . . , an) =

1 · · · {a1, . . . , an} ∈ Bのとき
0 · · · {a1, . . . , an} /∈ Bのとき

と定めるとき，B = {B ∈ PA |任意の n ∈ Nに対して Bn ⊆ fn−11} が成り立つ．

問題 3.18.6 Bを PAの部分集合とする．このとき，X ∈ P ′Aが Bにより強被覆されるためには
Xが Bにより単被覆されることが必要十分であり，Xが Bにより超被覆されるためには X ∈ Bな
ることが必要十分であり，Xが Bにより極被覆されるためには PX ⊆ Bなることが必要十分であ
[56]二つの命題 A と B の間に「A なら B」という論理的関係があるとき，「A は B を含意する (A implies B)」と言う．
矢印で「A =⇒ B」と書くのと同じ意味である．定義 3.29.2 参照．
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る．従って，Bが概有限であるためにはAのBにより超被覆される無限部分集合がすべてBに属
すことが必要十分であり，Bが劣有限であるためには，Aの Bにより極被覆される無限部分集合
がすべてBに属すことが必要十分である．従ってまた，Aが有限集合であれば，PAの任意の部分
集合は概有限である．

問題 3.18.7 Bを PAの部分集合とするとき，P ′A ⊆ Bであれば，PAの任意の元は Bにより極
被覆され，従って，Bがさらに劣有限ならB = PAが成り立つ．また，P ′A∩B = ∅であれば，PA

の元はどれも Bによって極被覆されず，従って Bは自明に劣有限である．

注意 3.18.3 以下の問題 3.18.9 – 問題 3.18.11と問題 3.18.3により，図 3.7中の矢筈にある性質は
矢尻にある性質と同等でない．

問題 3.18.8 (✓) Aを無限集合とし B = {B ∈ PA | 0 < #(A− B) <∞}と定めれば，Bは昇閉的
かつ劣有限であるが概有限ではない [57]．

略解 {Bi | i ∈ I}が Bの空でない線形部分順序集合であれば，{A − Bi | i ∈ I}は有限集合から成
る空でない線形順序集合であるから，#(A − Bj) = min {#(A − Bi) | i ∈ I}なる j ∈ Iがあって
A − Bj = min {A − Bi | i ∈ I}，従って A −

⋃
i∈I Bi = A − Bj であるから，

⋃
i∈I Bi ∈ Bが成り立

つ．Y ∈ P ′Aであれば，z ∈ A − Y なる zがあって Y ⊆ A − {z} ∈ Bが成り立つ．従って Aは B

により超被覆されるが，Aは Bに属さない．

問題 3.18.9 (✓) Aを可算集合とし B = {B ∈ PA | A− Bは無限集合 }と定めれば，Bは下方的
であるが帰納的でも劣有限でもない．

問題 3.18.10 (✓) Aが第一分離公理をみたす非離散位相空間であれば，Aの開集合系は結閉的で
あるが下方的ではなく，Aの閉集合系は帰納的であるが昇閉的でも劣有限でもない．

略解 閉集合系をBで表す．Bの任意の部分集合Xに対し⋃Xの閉包はBにおけるXの上限であ
るので（問題 3.18.33参照），Bは帰納的である．問題 3.18.7によりBは劣有限でない．Bが昇閉
的であるとすると，次のようにして矛盾が導かれる．まず，開集合でない C ∈ PAがある．次に，
{B ∈ B | B ∩ C = ∅}は空でなく昇閉的，従って ⊆に関して帰納的であるから，ツォルンの補題に
より極大元 Bを持つ．任意の a ∈ A−Bに対して，B∪ {a}は Bより大きい閉集合なので c ∈ Cが
成り立つ．従って A− B = Cであるが，これでは Cが開集合となって矛盾である．

問題 3.18.11 順序集合Aの線形部分順序集合の全体は，有限的であるが，Aが線形順序集合でな
ければ結閉的でない．

略解 Aの線形部分順序集合の全体Bが結閉的とすると，問題 3.18.3によりB = PBなる B ∈ PA

があり，さらに Aの任意の単元部分集合が Bに属すから B = Aが成り立つ．

注意 3.18.4 問題 3.18.11とツォルンの補題により，空でない順序集合Aには極大線形部分順序集
合 Bがあって Bは空でない．従って，Aの任意の空でない線形部分順序集合に

、
　上
、
　界があれば，B

にも上界 cがあり，B∪ {c}も線形部分順序集合なので c ∈ B，従って c = maxBが成り立ち，従っ
てまた (c→) = ∅が成り立って，cはAの極大元である．つまり，「帰納的順序集合」の定義におい
て「上限」を「上界」に替えても，ツォルンの補題は成り立つ．
[57]この問題は高岡洋介氏の着想に基づく．
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問題 3.18.12 A,Bが集合で写像φ ∈ PA→PBが任意の X ∈ PAに対してφX =
⋃
Y∈P ′XφYをみ

たすとき（このとき φは有限的であると言う），次のことが成り立つ．
1. φは PAと PBにおける包含関係 ⊆について増写である．

2. 写像 ψ ∈ PA→PBも増写であれば，PAの部分集合 {X ∈ PA | φX ⊆ ψX} は概有限である．
特に，A = Bなら，{X ∈ PA | φX ⊆ X}は概有限である．

3. 写像 ψ ∈ PA→PBも増写であれば，PA→PB上の巾順序関係について φ ⊆ ψであるために
は，任意の Y ∈ P ′Aに対して φY ⊆ ψY の成り立つことが必要十分である．

4. Cが集合で写像 ψ ∈ PB→PCも有限的であれば，合成写像 ψφ ∈ PA→PCも有限的である．

略解 2. X ∈ PA が B = {X ∈ PA | φX ⊆ ψX} により超被覆されれば，各 Y ∈ P ′X に対して
Y ⊆ Z ⊆ Xなる Z ∈ Bがあって φY ⊆ φZ ⊆ ψZ ⊆ ψXが成り立つから，φX ⊆ ψXが成り立つ．
3. 任意の Y ∈ P ′A に対して φY ⊆ ψY が成り立てば，任意の X ∈ PA に対して φX =⋃
Y∈P ′XφY ⊆

⋃
Y∈P ′XψY ⊆ ψXが成り立つ．

4. 任意の X ∈ PAをとる．Z ∈ P ′(φX)なら，各 z ∈ Zに対して z ∈ φ(Yz)なる Yz ∈ P ′Xがあ
り，YZ =

⋃
z∈Z Yz と定めれば YZ ∈ P ′Xであって Z ⊆ φ(YZ)，従って ψZ ⊆ ψ

(
φ(YZ)

)が成り立
つ．従って ψ(φX) =

⋃
Z∈P ′(φX)ψZ ⊆

⋃
Y∈P ′Xψ(φY)が成り立つ．

問題 3.18.13 代数系 Aにおいて，各部分集合 Xに Xの算包を対応させる写像も，Xの n包を対
応させる写像も，Xの n圏を対応させる写像も，いずれも PAから PAへの写像として有限的で
ある (n = 0, 1, . . .)．従って，Aの台部分系の全体は概有限である．

略解 問題 3.2.12と問題 3.18.12による．

注意 3.18.5 定理 3.24.12で一般化して証明するが，以上に説明したことにより，代数系Aの部分
集合 CとDに対し Aの台部分系 Bで B ∩ C = ∅と B ⊇ Dをみたすものがあれば，その中に包含
関係⊆に関して極大のものがある．単位元を持つ環に極大イデアルがあることはこの原理による．

問題 3.18.14 A,B が集合であって写像 φ ∈ PA→PB が PA の任意の元の族 (Xi)i∈I に対して
φ(
⋃
i∈I Xi) =

⋃
i∈IφXi をみたせば（このときφは加法的であると言う），φは有限的である．また，

φが加法的であるためには，φが増写であって PAの任意の元の族 (Xi)i∈Iに対してφ(
⋃
i∈I Xi) ⊆⋃

i∈IφXi をみすことが必要十分である（この後者の性質を劣加法性と呼ぶ）．

問題 3.18.15 A,Bを集合とし，PAからPBへの加法的写像の全体をFで表し，PA→PB上の巾順序
関係の制限によりFを順序集合と成す．また，A,B間の任意の関係Rに対して，写像φR ∈ PA→PB

を φRX = {y ∈ B | xRyなる x ∈ Xがある } と定める．そうすると写像 R 7→ φR は，A,B間の関
係の全体すなわち P(A× B)から Fへの同順写である．
特に，f ∈ A→Bであれば，各 X ∈ PAに Xの fによる像 fX ∈ PBを対応させる写像も，各

Y ∈ PBに Y の fによる逆像 f−1Y ∈ PAを対応させる写像も共に加法的，従って有限的である．

問題 3.18.16 A,Bを集合とし，PAから PBへの写像 φで PAの任意の元の族 (Xi)i∈I に対して
φ(
⋃
i∈I Xi) =

⋂
i∈IφXiをみたす（この性質を反加法性と呼ぶ）ものの全体を Fで表し，PA→PB

上の巾順序関係の制限により Fを順序集合と成す．また，A,B間の任意の関係 Rに対して，写像
φR ∈ PA→PBをφRX = {y ∈ B |任意の x ∈ Xに対して xRy}と定める．そうすると写像R 7→ φR

は，A,B間の関係の全体すなわち P(A× B)から Fへの同順写である．
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問題 3.18.17 A,B を集合とし，各 φ ∈ PA→PB と各 b ∈ B に対して，PA の部分集合 φb を
φb = {X ∈ PA | b /∈ φX}と定める．そうすると次のことが成り立つ（図 3.8参照）．

1. φが有限的であることは，各 φb (b ∈ B)が有限的であることと同等である．

2. φが増調であることは，各 φb (b ∈ B)が下方的であることと同等である．

3. φが劣加法的であることは，各 φb (b ∈ B)が結閉的であることと同等である．

4. φが加法的であることは，各 φb (b ∈ B)が覆閉的であることと同等である．

5. 各 φb (b ∈ B)が概有限であることは，各 X ∈ PAが φX =
⋃
Y∈P ′X

⋂
Y⊆Z⊆XφZ をみたす

ことと同等である（こういう φは概有限であると言う）．

6. 各φb (b ∈ B)が劣有限であることは，各 X ∈ PAがφX ⊆
⋃
Y∈P ′XφY をみたすことと同等

である（こういう φは劣有限であると言う）．

7. 各φ ∈ PA→PBにPAの部分集合族 (φb)b∈Bを対応させる写像は，PA→PBからB→P(PA)

への，包含関係 ⊆の巾順序関係についての同順写である．

図 3.8: 巾集合間の写像の有限性に関わる性質の相関図

劣有限↗
増調 概有限↖ ↗ ↖

有限的 劣加法的↖ ↗
加法的

(図 3.7参照)

問題 3.18.18 A,Bを集合とし，(φi)i∈I を PAから PBへの有限的写像の族とすれば，これらの
PA→PB上の巾順序関係 ⊆についての上限 ⋃i∈Iφi も有限的である．つまり，PAから PBへの
有限的写像の全体は，完備束 PA→PBにおいて結閉的である．増調・劣加法的・加法的・概有限・
劣有限な写像についても同様である．

略解 各 b ∈ Bに対して問題 3.18.17の記号法について (⋃i∈Iφi)b =
⋂
i∈I(φi)b が成り立って，

問題 3.18.4と注意 3.18.2により PAの有限的部分集合の全体が PAに関して交閉的だからである．

問題 3.18.19 A,Bを集合とし，写像 φ ∈ PA→PBが有限的であるとし，Dを Aの部分集合とし
て写像 ψ ∈ PA→PBを ψX = φ(X ∪D)と定める．このとき，ψも有限的である．

略解 PA上の定値変換 X 7→ Dを δで表せば，ψ = φ · (idPA ∪ δ)が成り立つ．φ, idPA, δがいず
れも有限的であるから，ψも有限的である．
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3.18.2 閉写と包
§ 順序集合 (A,≤)に対し，写像 φ ∈ A→Aが次の三法則に従うとき，φを A上の閉写とか閉

作用子とか閉包写像とかと呼び，各 x ∈ Aに対して φxを xの φ包と呼ぶ．

x ≤ φx (拡大律)

φ(φx) = φx (巾等律)

y ≤ x =⇒ φy ≤ φx (増加律)

より一般に任意の写像 φ ∈ A→Aに対し，φx = xなる元 x ∈ Aを φ留元と呼び，Aの φ留元の
全体をφの留域と呼び，φx ≤ xなる元 x ∈ Aをφ閉元と呼び，Aのφ閉元の全体をφの閉域と
呼ぶ．さらに，(A,≤)の双対順序集合 (A,≥)における閉写を，(A,≤)における開写と呼ぶ．これ
はすなわち，巾等律と ≤についての

φx ≤ x (縮小律)

と増加律に従う写像 φであり，そういう φについては，φxを xの φ核と呼ぶ．
Aが集合 Sの巾集合 PSの場合の以上の概念は，そうでない旨断らない限り，PS上の順序とし

て包含関係 ⊆をとってのものを指す．特に，任意の写像 φ ∈ PS→PSに対し，X ∈ PSが φ閉元
であるとは，φX ⊆ Xをみたすことを言う．そういう Xを Sの φ閉集合とも呼んだり，Xは φで
閉じているとか φは Xを閉ざすとかとも言う．

例 3.18.1 本書にこれまで登場しこれから登場する「…包」という名の色々の概念は，ほとんどが
何らかの閉写 φの定める φ包であり，それらは「包」を画面検索すれば探し出すことができる．
これまで登場したものは算包・下方包・上方包・区間包・偏区間包・交包・結包・L包・反射包・
対称包・推移包・同値包・擬順序包・型算法包・型合同包・多項式包等であり，これから登場する
ものは増写包・閉写包・概有限包・有限包・覆包・劣有限包・交概有限包・界包・偏包容包・D包
等である．

注意 3.18.6 位相空間 Sの各部分集合 Xにその閉包 Xを対応させる写像は PS上の閉写であり，開
核を対応させる写像は開写である．「φ包」「φ核」の名はこのことに由来する．しかし，位相空間
での閉包がさらに ∅ = ∅, X ∪ Y = X ∪ Y なる二法則に従うのに対し，φ包はこの二法則に必ずし
も従わない．φ核についても同様の事情がある．

問題 3.18.20 Aを集合とし，αをA上の算法とし，各 X ∈ PAに代数系 (A, {α})における Xの 1

圏を対応させる写像をφで表す．そうすると，X ∈ PAが定義 3.1.2の意味で αで閉じているため
には，Xが φで閉じていることが必要十分である（問題 3.24.16参照）．

問題 3.18.21 (A,≤)を順序集合としφ ∈ A→Aとする．このとき，φが拡大律に従えば，φの留
域と閉域は等しく，φが巾等律に従うためには巾閉律「φ(φx) ≤ φx」に従うことが必要十分であ
る．また，φが巾等律に従えば，φの留域は φの値域 φAにも等しい．また，A→Aの元 ψが巾
順序関係について φ ≤ ψをみたせば，ψの閉域は φの閉域に含まれる．

定理 3.18.1 (閉写の基本定理) 順序集合 (A,≤)上の閉写について次のことが成り立つ．

1. φが A上の閉写であれば，φの留域 Bと任意の x ∈ Aについて φx = min {y ∈ B | x ≤ y}

が成り立つ．
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2. Bが Aの部分集合であって各 x ∈ Aに対して min {y ∈ B | x ≤ y}が存在すれば，各 x ∈ A
にこの最小値を対応させる写像は A上の閉写であり，その留域は Bに等しい．

3. A上の二つの閉写φ,ψがA→A上の巾順序関係についてφ ≤ ψをみたすためには，ψの留
域が φの留域に含まれることが必要十分である．

証明 1. 拡大律と巾等律により，任意の x ∈ Aに対して x ≤ φx ∈ Bが成り立つ．逆に x ≤ y ∈ B
であれば，増加律により φx ≤ φy = yが成り立つ．つまり φx = min {y ∈ B | x ≤ y}である．
2. 写像 x 7→ min {y ∈ B | x ≤ y}を φで表す．そうすると，任意の x ∈ Aに対して x ≤ φx ∈ B

が成り立つ．また，y ∈ Bなら，y ≤ y ∈ Bであるから φy ≤ yが成り立つ．以上により，拡大律
x ≤ φxと巾閉律 φ(φx) ≤ φxがみたされ，「x ∈ B ⇐⇒ φx = x」が成り立つ．また，x ′ ∈ Aが
x ≤ x ′ をみたせば，{y ∈ B | x ≤ y} ⊇ {y ∈ B | x ′ ≤ y}であるから φx ≤ φx ′ が成り立つ．従っ
て問題 3.18.21により φは閉写である．
3. 必要であることは問題 3.18.21による．逆にψの留域 Cがφの留域 Bに含まれれば，任意の

x ∈ Aに対して，{y ∈ B | x ≤ y} ⊇ {y ∈ C | x ≤ y}，従って結論 1により φx ≤ ψxが成り立つ．

問題 3.18.22 Aが集合で φが PA上の閉写であるとし，Bを φの留域とし，D ⊆ Aとして写像
ψ ∈ PA→PAをψX = φ(X∪D)と定める．このとき，ψも閉写であり，その留域は {Y ∈ B | D ⊆ Y}
に等しい．また，φが有限的なら ψも有限的である．

略解 B ′ = {Y ∈ B | D ⊆ Y}とすれば，定理 3.18.1により φ(X ∪D)が {Y ∈ B ′ | X ⊆ Y}の最小元
であるから，また定理 3.18.1により一番目の結論が成り立つ．二番目の結論は問題 3.18.19による．

問題 3.18.23 Aが代数系でDがAの部分集合であれば，Aの各部分集合 Xに算包 [X∪D]Aを対
応させる写像は PA上の有限的な閉写であり，その留域は AのDを含む台部分系の全体に等しい
（このことは定理 3.24.11で一般化する）．

問題 3.18.24 Aが順序集合であれば，Aの各部分集合 BにAにおける下方包←−B を対応させる写
像は PA上の閉写であり，その留域はAの下方的部分集合の全体に等しい．上方包−→

B についても
同様である．

問題 3.18.25 Aが完備束であれば，Aの各部分集合 BにAにおける交包 B∩を対応させる写像は
PA上の閉写であり，その留域はAの交閉的部分集合の全体に等しい．結包 B∪についても同様で
ある．

問題 3.18.26 (✓) 各実数 xに xを下回らない最小整数を対応させる写像はR上の閉写であり，各
実数 xに xを超えない最大整数を対応させる写像は R上の開写であり，これらの留域は Zに等
しい．

定理 3.18.2 (ガロア対の基本定理) i = 0, 1に対して，(Ai,≤i)を順序集合とし，fi ∈ Ai→A1−i
を減写で任意の x ∈ Aiに対して x ≤i f1−i(fix) をみたすものとする（こういう (f0, f1)をガロア対
と呼ぶ [58]）．このとき，fif1−ifi = fiが成り立つ．また，φi = f1−ifiは Ai上の閉写であり（そ
こで (φ0, φ1)をガロア対 (f0, f1)に伴う閉写対と呼ぶ），その留域すなわち値域φiAiは f1−iA1−i
[58]ガロア (Évariste Galois, 1811-1832) はフランスの数学者．彼のいわゆる Galois 理論は，代数方程式の解が巾根に
よって構成される仕組みを，群の部分群束と体の部分体束の間のガロア対を介して解明した．
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に等しく，fi|φiAi (i = 0, 1)は，φiAiから φ1−iA1−iへの逆順写であって互いに他の逆写像であ
る．特に，x, x ′ ∈ Ai が fix ≤i−1 fix ′ をみたすためには，φix ′ ≤i φixをみたすことが必要十分
である．また，各 x ∈ Ai に対し fix = max f1−i

−1(φix)が成り立つ．

証明 j = 1−iと定める．そうすると，任意のx ∈ Aiに対してx ≤i fjfix，すなわちx ≤i φixが成り
立つ．x ≤i fjfixを fiでうつして fifjfix ≤j fixが得られ，x ≤i fjfixの双対のy ≤j fifjyにy = fix

を代入して逆の fix ≤j fifjfixも得られるので，fifjfi = fi が成り立つ．これから fjfifjfi = fjfi，
すなわち φiφi = φi が得られる．x ′ ≤i xなら，fix ≤j fix ′，従って fjfix

′ ≤i fjfix，すなわち
φix

′ ≤i φixが成り立つ．以上により φi は閉写である．φi = fjfi かつ fj = fjfifj = φifj である
ので，φiAi = fjAj が成り立つ．fjy ≤i fjy ′ であれば fifjy

′ ≤j fifjy すなわち φjy
′ ≤j φjyが

成り立ち，逆に φjy
′ ≤j φjyすなわち fifjy

′ ≤j fifjyであれば fjy = fjfifjy ≤i fjfifjy ′ = fjy
′

が成り立つ．従って fi|fjAj は真減写である．fifjfi = fi が成り立つので，fi(fjAj) = fiAi であ
り，従って fi|fjAj は fjAj から fiAi への逆順写である．さらに，(fjfi)fj = fj と (fifj)fi = fi が
成り立つので，fi|fjAj と fj|fiAi は互いに他の逆写像である．最後に，fj(fix) = φixであり，また
fjy = φixであれば，y ≤j fifjy = fiφix = fifjfix = fixが成り立つ．

問題 3.18.27 (✓) φが順序集合 (A,≤)上の閉写で Bがφの留域であれば，写像φ ∈ A→Bと写
像 idB ∈ B→Aとは，(A,≤)と双対制限順序集合 (B,≥|B)との間のガロア対を成し，その閉写対
は (φ, idB)である．

問題 3.18.28 A,Bを集合とし，PAと PBが包含関係⊆により成す順序集合の間のガロア対φ,ψ
で φと ψが共に反加法的であるものの全体を Gで表し，PA→PB上と PB→PA上の巾順序関係
から出来る (PA→PB) × (PB→PA)上の直積順序の制限により Gを順序集合と成す．また，A,B
間の任意の関係 Rに対し，写像 φR ∈ PA→PBと写像 ψR ∈ PB→PAを次のように定める．

φRX = {y ∈ B |任意の x ∈ Xに対して xRy}

ψRY = {x ∈ A |任意の y ∈ Y に対して xRy}

そうすると写像 R 7→ (φR, ψR)は，A,B間の関係の全体すなわち P(A × B)から Gへの同順写で
ある．また，PAから PBへの反加法的写像φの各々に対して (φ,ψ) ∈ Gなる ψが唯一つ存在し，
PBから PAへの反加法的写像 ψの各々に対して (φ,ψ) ∈ Gなる φが唯一つ存在する．

略解 (φ,ψ) ∈ Gであれば，問題 3.18.16により，A,B間の関係Qと Rでφ = φQ, ψ = ψRなる
ものがそれぞれ唯一つ存在する．そして次の推論により，Q = Rなることが示される．

xQy =⇒ φ{x} ⊇ {y} =⇒ {x} ⊆ ψ(φ{x}) ⊆ ψ{y} =⇒ xRy

xRy =⇒ {x} ⊆ ψ{y} =⇒ φ{x} ⊇ φ(ψ{y}) ⊇ {y} =⇒ xQy

問題 3.18.29 順序集合 Aにおいて，各 X ∈ PAに対して，PAの元 [X→)と (←X]を
[X→) =

⋂
x∈X

[x→) (←X] = ⋂
x∈X

(←x]
と定義する（これらはXの上界の全体と下界の全体である）．このとき写像X 7→ [X→)とX 7→ (←X]
は，PAとそれ自身の間で包含関係 ⊆に関してガロア対を成し，反加法的である．
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問題 3.18.30 (✓) fが集合Aから集合Bへの写像であれば，各X ∈ PAにXの fによる像 fX ∈ PB

を対応させる写像と，各 Y ∈ PBに Yの fによる逆像 f−1Y ∈ PAを対応させる写像とは，PAが包
含関係 ⊆について成す順序集合 (PA,⊆)と PBが双対包含関係 ⊇について成す順序集合 (PB,⊇)

の間のガロア対を成し，それに伴う閉写対は共に有限的である．

問題 3.18.31 (A,≤)を完備束とし，各写像 φ ∈ A→Aに対して写像 φ ∈ A→Aを
φx = sup {φy | y ≤ x}

と定める（特にAが集合 Sの巾集合の場合は φX =
⋃
Y⊆XφY）．そうすると φは，A→A上の巾

順序関係について φより大きい増写の中で最小のものである（そこで φを φの増写包と呼ぶ）．
従って写像 φ 7→ φは A→A上の閉写であり，その留域は増写の全体に等しい．
略解 任意の x ∈ Aに対して，x ≤ xであるからφx ≤ φxが成り立つ．x ′ ∈ Aが x ≤ x ′をみたせ
ば，{φy | y ≤ x} ⊆ {φy | y ≤ x ′}であるから，φx ≤ φx ′が成り立つ．ψ ∈ A→Aが増写でφ ≤ ψ
をみたせば，y ≤ xなる任意の y ∈ Aに対してφy ≤ ψy ≤ ψxであるから，φx ≤ ψxが成り立つ．

補題 3.18.1 (A,≤)を完備束とし，A→Aと PAを巾順序関係 ≤と包含関係⊆によって順序集合
と成す．また，各 φ ∈ A→Aに対して，φの増写包 φの閉域を Bφ で表す．

Bφ = {x ∈ A | φx ≤ x}

また，各 B ∈ PAに対して，A→Aの元φBを次のように定義する．すなわち，各 x ∈ Aに対して

φBx = inf {y ∈ B | x ≤ y}

そうすると，写像 φ 7→ Bφと B 7→ φBは A→Aと PAの間のガロア対を成し，これに伴う閉写対
について次のことが成り立つ．すなわちまず，各 φ ∈ A→Aに対し φ∞ = φBφ と定めれば，φ∞
は φより大きいA上の閉写の中で最小のものであり（そこで φ∞を φの閉写包と呼ぶ），φ∞の
留域は Bφ に等しい．次に，各 B ∈ PAに対し，BφB は Bの Aにおける交包 B∩ に等しい．

証明 1. 任意の B ∈ PA をとる．そうすると定義により，任意の x ∈ A に対して φBx ≥ x が
成り立ち，特に x ∈ B であれば φBx = x が成り立つ．また，x, x ′ ∈ A が x ≤ x ′ をみたせば，
{y ∈ B | x ≤ y} ⊇ {y ∈ B | x ′ ≤ y} であるからφBx ≤ φBx ′が成り立つ．つまりφBは増写である．
2. 任意の φ ∈ A→Aとる．さらに，Bφ の任意の部分集合 Xをとって y = inf Xと定める．そ

うすると，任意の x ∈ Xに対して，y ≤ xであるから φy ≤ φx ≤ xが成り立つ．従って φy ≤ y，
すなわち y ∈ Bφ が成り立つ．つまり Bφ は交閉的である．
3. φ ′ ∈ A→Aが φ ≤ φ ′ をみたせば，問題 3.18.31により φ ≤ φ ′ であるから，問題 3.18.21

により Bφ ⊇ Bφ ′ が成り立つ．また，任意の x ∈ A をとると，x ≤ y なる任意の y ∈ Bφ に
対して問題 3.18.31 により φx ≤ φx ≤ φy ≤ y であるから，φx ≤ φBφx が成り立つ．つま
り，φ ≤ φBφ が成り立つ．また，B ′ ∈ PA が B ⊆ B ′ をみたせば，任意の x ∈ A に対して，
{y ∈ B | x ≤ y} ⊆ {y ∈ B ′ | x ≤ y} であることより φBx ≥ φB ′xが成り立つから，φB ≥ φB ′ が成
り立つ．また，(1)により B ⊆ BφB が成り立つ．これで，ガロア対の要件のみたされることが示
された．
4. 任意の x ∈ Aに対して，(1)と (2)により x ≤ φBφx ∈ Bφ であるから，φ∞x = φBφx =

min {y ∈ Bφ | x ≤ y} が成り立つ．従って定理 3.18.1により, φ∞ は閉写であり，その留域は Bφ
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に等しい．閉写 ψ ∈ A→Aが φ ≤ ψをみたすとする．そうすると，問題 3.18.31により φ ≤ ψ

であるので，任意の x ∈ Aに対して φ(ψx) ≤ ψ(ψx) = ψx，すなわち ψx ∈ Bφ であり，他方で
x ≤ ψxであるから，φ∞x ≤ ψxとなる．つまり φ∞ ≤ ψが成り立つ．
5. (1)と (2)と問題 3.9.36により BφB = {x ∈ A

∣∣ φBx ≤ x} = {x ∈ A
∣∣ φBx = x} ⊆ B∩ が成り

立つ．逆に x ∈ B∩ なら，x = inf Xなる Bの部分集合 Xがあって X ⊆ {y ∈ B | x ≤ y}であるから
φBx ≤ x，従って x ∈ BφB が成り立つ．これで BφB = B∩ が示された．

定理 3.18.3 完備束 (A,≤)上の閉写について次のことが成り立つ．

1. φが A上の閉写であれば，Bを φの留域とするとき，Bは Aにおいて交閉的かつ制限順序
関係≤|Bについて完備であり，任意の x ∈ Aについてφx = min {y ∈ B | x ≤ y}が成り立つ．

2. Bが Aの部分集合であれば，各 x ∈ Aに inf {y ∈ B | x ≤ y}を対応させる写像を φB で表
すとき，φB は A上の閉写であり，φB の留域は Bの Aにおける交包 B∩ に等しく，任意の
x ∈ Aに対して φBx = min {y ∈ B∩ | x ≤ y}が成り立つ．

3. A上の閉写の全体は，A→A上の巾順序関係≤について交閉的であり，≤の制限順序関係に
ついて完備である．

4. φ ∈ A→Aであれば，φの閉写包 φ∞ の留域は φの増写包 φの閉域に等しく，各 x ∈ Aに
対し，φ∞xは xより大きい φ閉元の中で最小のものである．

5. 各 φ ∈ A→Aに φ∞ を対応させる写像は A→A上の巾順序関係 ≤についての閉写であり，
その留域は A上の閉写の全体に等しい．

証明 結論 4, 5は補題 3.18.1と定理 3.18.1から得られる．A→Aが問題 3.9.38により巾順序関係
について完備であるから，結論 5の閉写 φ 7→ φ∞ にこれから証明する結論 1を適用すれば結論 3

が得られる．補題 3.18.1のガロア対を (F,G)で表し，それに伴う閉写対を (f, g)で表す．すなわち，
各 φ ∈ A→Aと B ∈ PAに対し

Fφ = {x ∈ A | φx ≤ x} (GB)x = inf {y ∈ B | x ≤ y} (x ∈ A)

fφ = GFφ = φ∞ gB = FGB = B∩

そうすると，定理 3.18.2によりG(PA) = f(A→A)であり，これは結論 5によりA上の閉写の全体
に等しい．同様に F(A→A) = g(PA)であり，これは問題 3.18.25により Aの交閉的部分集合の全
体に等しい．従って，φが A上の閉写で Bがその留域であれば，B = Fφ ∈ F(A→A)であるから
Bは交閉的である．これと問題 3.9.34と定理 3.18.1を合わせれば結論 1が得られる．また B ∈ PA

のとき，φ = GBと定めれば，φ ∈ G(PA)であるからφは閉写であり，従ってφ = φ∞であるか
ら，補題 3.18.1により，φの留域は Fφ = FGB = gB = B∩に等しい．これと定理 3.18.1を合わせ
れば結論 2が得られる．

問題 3.18.32 (✓) (A,≤)が完備束であれば次のことが成り立つ．

1. φ ∈ A→Aが増写であれば，φの閉域は Aにおいて交閉的である．

2. 任意の B ∈ PAと x ∈ Aに対して inf {y ∈ B | x ≤ y} = min {y ∈ B∩ | x ≤ y} が成り立つ．

3. B ∈ PAがAにおいて交閉的であるためには，任意の x ∈ Aに対してmin {y ∈ B | x ≤ y}の
存在することも，Bを留域とする A上の閉写の存在することも必要十分である．
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略解 定理 3.18.3およびその証明の論法と定理 3.18.1による．

問題 3.18.33 φが完備束 A上の閉写で Bが φの留域であれば，任意の X ⊆ Bに対し supB X =

φ(supA X)と infB X = φ(infA X) = infA Xが成り立ち，従って，φ(minA)とmaxAとが Bの最
小元と最大元とである．また，任意の Y ⊆ Aに対して φ(supA(φY)) = φ(supA Y)が成り立つ．

略解 任意の x ∈ Xに対して x ≤ supA X，従って x = φx ≤ φ(supA X)が成り立つ．また，y ∈ B
が任意の x ∈ Xに対して x ≤ yをみたせば，supA X ≤ y，従って φ(supA X) ≤ φy = yが成り立
つ．従ってφ(supA X) = supB Xであり，同様にφ(infA X) = infB Xを得る．また，定理 3.18.3に
より Bは交閉的であるから，問題 3.9.34により infB X = infA Xが成り立つ．特に X = ∅として
minB = φ(minA)とmaxB = maxAを得る．
任意の y ∈ Y に対して φy ≥ yが成り立つから，supA(φY) ≥ supA Y，従って φ(supA(φY)) ≥

φ(supA Y)を得る．また，任意の y ∈ Y に対して y ≤ supA Y，従って φy ≤ φ(supA Y)が成り立
つから，supA(φY) ≤ φ(supA Y)であり，従ってさっきと逆のφ(supA(φY)) ≤ φ(supA Y)を得る．

問題 3.18.34 Aが集合で写像φ ∈ PA→PAが有限的であれば，φの閉写包φ∞は PA→PA上の
巾順序関係についての上限⋃n≥1(φ0 ∪φ)n に等しく（問題 3.33.17参照），φ∞ も有限的であり，
φ∞ の留域は Aの φ閉集合の全体に等しく，従って各 X ∈ PAに対し，φ∞Xは Xを含む最小の
Aの φ閉集合である．

略解 φ0 = φ0 ∪ φ, φ̃ =
⋃
n≥1φ

n
0 と定める．φ̃ ⊇ φ0 ⊇ φ0 = idPA なので，φ̃, φ0 は拡大律

に従う．問題 3.18.12と問題 3.18.18により φ̃, φ0 は有限的，従って増写である．任意の X ∈ PA

をとって Y = φ̃Xと定める．そうすると，Y =
⋃
n≥1φ

n
0Xかつ φ10X ⊆ φ20X ⊆ · · · であるから，

Z ∈ P ′Y であれば Z ⊆ φn0Xなる nがあって φ0Z ⊆ φn+10 X ⊆ Y となる．従って φ0Y ⊆ Y が成り
立ち，これから φ̃Y ⊆ Y，すなわち巾閉律 φ̃(φ̃X) ⊆ φ̃Xが得られる．ψが φより大きい閉写であ
れば，ψ ⊇ φ0なので問題 3.9.19により ψ ⊇ φn0 (n = 1, 2, . . . )，従って ψ ⊇ φ̃が成り立つ．以上
により φ̃ = φ∞ である．残りのことは定理 3.18.3による．

注意 3.18.7 巾集合上の閉写について以下に述べることの中には，順序集合や完備束上の閉写につ
いての既出のことの特殊化に過ぎないものがあるが，重要なので改めて述べるのである．

問題 3.18.35 Aが集合で Bが PAの部分集合であれば，各 X ∈ PAに ⋂X⊆B∈B Bを対応させる
写像をφBで表すとき，φBは PA上の閉写であり，φBの留域はBのAに関する交包B∩に等し
く，任意の X ∈ PAに対して ⋂X⊆B∈B B =

⋂
X⊆Y∈B∩ Y が成り立つ．逆に φが PA上の閉写であ

れば，Bをφの留域とするとき，φ = φBが成り立ち，BはAに関して交閉的かつ包含関係⊆に
ついて完備である．

略解 定理 3.18.3の一部を完備束 PAに特殊化したものである．

問題 3.18.36 Aが集合でBが PAの部分集合であれば，BのAに関する交包B∩は，Bの元任意
個の交わり全体に等しく（ただし Bの元零個の交わりは，第 3.9.3項の下限の定義により Aであ
る），Bを含みAに関して交閉的な PAの部分集合の中で最小のものである．また，写像B 7→ B∩

は P(PA)上の閉写であり，その留域は PAのAに関して交閉的な部分集合の全体に等しい．また，
X ∈ B∩ − {A}であれば X ⊆ Bなる B ∈ B− {A}が存在し，従って⋃(B− {A}) =

⋃
(B∩ − {A})が

成り立つ．
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略解 最後のこと以外は問題 3.9.36と問題 3.18.25の特殊化である．

注意 3.18.8 問題 3.18.36の括弧中や注意 3.9.3に記した事情で，交包についての「Aに関する」と
いう断りは省くことができない．後出の「交概有限包」についても同様である．これに対し結包・
下方包や後出の「概有限包」「有限包」「覆包」「劣有限包」については，注意 3.9.3や注意 3.18.1

に記した事情で，こういう断りは必要ない．

問題 3.18.37 Aを集合とし，PAの各部分集合 Bに対し，Bによって超被覆される PAの元の全
体を Bで表す．そうすると写像 B 7→ Bは P(PA)上の閉写であり，その留域は PAの概有限な部
分集合の全体に等しい．従って Bは，Bを含み概有限な PAの部分集合の中で最小のものである
（そこで Bを Bの概有限包と呼ぶ）．また，任意の Y ∈ P ′Aに対して⋂Y⊆B∈B B =

⋂
Y⊆X∈B Xが

成り立ち，⋃(B− {A}) =
⋃
(B− {A})が成り立ち，X ∈ Bであれば B ⊆ Xなる B ∈ Bが存在する．

また，B−Bは無限集合から成る

略解 B ⊆ PAとし，Bによって超被覆される X ∈ PAを任意にとる．Y ∈ P ′Xであれば，Y ⊆
B ′ ⊆ Xなる B ′ ∈ Bがあるから，Y ⊆ B ⊆ B ′ ⊆ Xなる B ∈ Bがある．従って，Xは Bによって
超被覆される．これは巾閉律 B ⊆ Bがみたされることを示す．Y ∈ P ′Aのとき，Y ⊆ X ∈ Bなら
Y ⊆ B ⊆ Xなる B ∈ Bがあるから，⋂Y⊆B∈B B ⊆

⋂
Y⊆X∈B Xが成り立つ．x ∈ X ∈ B − {A}なら

x ∈ B ⊆ Xなる B ∈ Bがあって B 6= Aであるから，⋃(B− {A}) ⊇
⋃
(B− {A})が成り立つ．X ∈ B

なら，∅ ∈ P ′Xであるから ∅ ⊆ B ⊆ Xなる B ∈ Bがある．最後のことは問題 3.18.6による．

注意 3.18.9 Bを含み概有限な PAの部分集合の中に最小のものがあることは問題 3.18.4からすで
に分かっており，後出の有限包・覆包・劣有限包・交概有限包についても問題 3.18.4と注意 3.18.2

により同様である．

問題 3.18.38 Aが集合で Bが PAの部分集合であれば，Bの下方包←−B は，⋃B∈B PBに等しく，
Bを含み下方的な PAの部分集合の中で最小のものである．また，写像 B 7→←−B は P(PA)上の閉
写であり，その留域は PAの下方的な部分集合の全体に等しい．また，包含関係 ⊆に関して Bの
極大元の全体と←−B の極大元の全体は等しく，⋃B =

⋃←−
B が成り立つ．

略解 最後のこと以外は問題 3.9.8と問題 3.18.24の特殊化である．

問題 3.18.39 Aが集合でBが PAの部分集合であれば，Bの下方包←−B の概有限包←−B はBによっ
て強被覆される PAの元の全体に等しく，写像B 7→←−B は P(PA)上の閉写であり，その留域は PA

の有限的な部分集合の全体に等しい．従って←−B は，Bを含み有限的な PAの部分集合の中で最小
のものである（そこで←−B を Bの有限包と呼ぶ）．また，Aの部分集合が←−B に属すためには，←−B
により極被覆されることが必要十分である．

略解 最後の注意は問題 3.18.2による．

問題 3.18.40 (✓) Aが集合で Bが PAの部分集合であれば，Bの下方包←−B の結包←−B∪ は Bに
よって被覆される PAの元の全体 P (

⋃
B)に等しく，写像B 7→←−B∪は P(PA)上の閉写であり，そ

の留域は PAの覆閉的な部分集合の全体に等しい．従って←−B∪ は，Bを含み覆閉的な PAの部分
集合の中で最小のものである（そこで←−B∪ を Bの覆包と呼ぶ）．
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問題 3.18.41 (✓) Aを集合とし，PAの各部分集合Bに対し，Bにより極被覆される PAの元の
全体をB ′で表し，B̃ = B∪B ′と定める（超被覆・強被覆・被覆の場合と違ってB ⊆ B ′とは限ら
ないことに留意）．そうすると，写像B 7→ B̃は P(PA)上の閉写であり，その留域は PAの劣有限
な部分集合の全体に等しい．従って B̃は，Bを含み劣有限な PAの部分集合の中で最小のもので
ある（そこで B̃を Bの劣有限包と呼ぶ）．また，B̃−Bは無限集合から成る．

問題 3.18.42 (✓) Aが集合で Bが PAの部分集合であれば次のことが成り立つ．←−
B ⊆

←−
B =

←̃−
B

←−
B∪ ⊆

←−
B

∪
B

∪
= B∪ B̃ = B̃ = B

問題 3.18.43 (✓) Aを集合とし，Bを PAの部分集合とし，Bの相異なる二元の間には包含関係
が無いと仮定する．このとき←−B ∩B = Bが成り立つ．

略解 X ∈
←−
B ∩ Bとすれば，まず X ⊆ Bなる B ∈ Bがあり，次に問題 3.18.37により B ′ ⊆ Xな

る B ′ ∈ Bがあるから，X = B = B ′ ∈ Bが成り立つ．

図 3.9: 巾集合の部分集合 Bの各種の包の相関図（矢印の向きに注意．問題 3.18.42参照）

劣有限包 B̃↙
下方包←−B 概有限包 B↘ ↙ ↘

　
←−
B 　 結包 B∪

↙ ↘ ↙
有限包←−B 　 ←−B∪ 　↘ ↙

覆包←−B∪

問題 3.18.44 Aを集合とし，PAの各部分集合 Bと各 C ∈ PAに対し，PAの部分集合 BC を
BC = {B ∈ B | C ⊆ B}と定める（これを Bの C上方と呼ぶ）．そうすると，PAの任意の部分集
合 Bに対して，次のことが成り立つ．

1. 任意の C ∈ PAに対して BC ⊆ B
C が成り立つ．

2. C ∈ P ′Aであれば BC = B
C が成り立つ．

3. C ∈ B−Bであれば C ∈ B
C
−BC が成り立つ．

4. PAの部分集合 Bについての次の三条件は同等である．

a. B = Bが成り立つ．
b. 任意の C ∈ PAに対して BC = B

C が成り立つ．
c. 任意の C ∈ PAに対して BC = BC が成り立つ．
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略解 1. 任意の X ∈ BC をとる．そうすると，Y ∈ P ′Xであれば，Y ⊆ B ⊆ Xなる B ∈ BC があ
り，BC の定義により B ∈ Bと C ⊆ Xが成り立つ．従って X ∈ B

C が成り立つ．
2. C ∈ P ′Aとし，任意の X ∈ B

C をとる．そうすると，Y ∈ P ′Xであれば，C ∪ Y ⊆ B ⊆ Xな
る B ∈ Bがある．従って X ∈ BC が成り立つ．
3. C ∈ BC とすれば，問題 3.18.37により B ⊆ Cなる B ∈ BC があるから，C = B ∈ Bとなっ

て矛盾である．
4. 条件 aの下で，任意のC ∈ PAに対しBC ⊆ B

C
= BC ⊆ BC，従って条件 b, cがみたされる．

問題 3.18.45 Aを集合とし，Bを PAの部分集合で包含関係⊆に関して帰納的のものとし，Cを
Bの ⊆に関する極大元の全体とする．このとき Bは Cの下方包に含まれる．

略解 ツォルンの補題の系と問題 3.18.38による．

問題 3.18.46 (✓) Aが第一分離公理をみたす位相空間であるとき，Bが Aの開集合系であれば
B∩ = PAが成り立ち，Bが Aの閉集合系であれば B = PAが成り立つ．

略解 任意の X ∈ PAについて X =
⋂
y∈A−X(A − {y})であって，任意の y ∈ Aに対して A − {y}

が開集合であるので，開集合についてのことが成り立つ．Bが Aの閉集合系であれば，P ′A ⊆ B

が成り立つから，問題 3.18.7と問題 3.18.2により B = PAが成り立つ．

問題 3.18.47 (問題 3.24.14参照) Aを集合とし φ ∈ PA→PAを有限的写像とする．このとき，
φが拡大律に従うことは，任意の X ∈ P ′Aに対して X ⊆ φXをみたすこととも，法則

φ{x1, . . . , xn} 3 xi (i = 1, . . . , n) (3.18.1)

に従うこととも同等である．またφが巾閉律に従うためには，任意のX ∈ P ′Aに対してφ(φX) ⊆ φX
をみたすことも，次の法則に従うことも必要十分である．

φ{x1, . . . , xm} 3 yj (j = 1, . . . , n)
φ{y1, . . . , yn} 3 z

}
=⇒ φ{x1, . . . , xm} 3 z (3.18.2)

略解 PAの恒等写像を ψで表せば，ψも有限的であり，φが拡大律に従うことは，PA→PA上
の巾順序関係について ψ ⊆ φ をみたすことと同等であり，このことは問題 3.18.12により，任意
の X ∈ P ′A に対して X ⊆ φX をみたすことと同等である．また，φ が巾閉律に従うためには，
φ2 ⊆ φをみたすことが必要十分であり，このためには問題 3.18.12により，任意の X ∈ P ′Aに対
してφ(φX) ⊆ φX をみたすことが必要十分である．また，φ(φX) ⊆ φXが成り立つためには，任
意の Y ∈ P ′(φX)に対して φY ⊆ φXの成り立つことが必要十分である．以上のことから上記の結
論が得られる．

問題 3.18.48 Aが集合で写像φ ∈ PA→PAが増写なら，写像φ ′ ∈ PA→PAをφ ′X =
⋃
Y∈P ′XφY

と定めるとき，次のことが成り立つ．

1. φ ′ は PA→PAにおいて巾順序関係 ⊆について φより小さい有限的写像の中で最大のもの
であり（そこで φ ′ を φの有限核と呼ぶ），任意の Y ∈ P ′Aに対して φ ′Y = φY をみたす．

2. φが閉写であれば，φ ′ も閉写であって，φ ′ の留域は φの留域 Bの概有限包 Bに等しい．
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従って写像φ 7→ φ ′は，PAから PAへの増写の全体上の開写であって，その留域は有限的写像の
全体に等しい．また，PA上の閉写φが有限的であるためには，φの留域が概有限であることが必
要十分である．

略解 1. φが増写なので φ ′ ⊆ φが成り立つ．Y ∈ P ′Aに対しては，定義により φ ′Y ⊇ φY でも
あるので，φ ′Y = φYが成り立つ．従ってまたφ ′は有限的である．ψ ∈ PA→PAがψ ⊆ φをみた
す有限的写像であれば，任意の Y ∈ P ′Aに対して ψY ⊆ φY = φ ′Y が成り立つから，問題 3.18.12

により ψ ⊆ φ ′ が成り立つ．
2. φ が閉写であるとする．このとき，任意の Y ∈ P ′A に対して Y ⊆ φY = φ ′Y が成り立

つから，問題 3.18.47により φ ′ は拡大律に従う．また，任意の Y ∈ P ′Aに対して，φ ′(φ ′Y) =

φ ′(φY) =
⋃
Z∈P ′(φY)φZであるが，Z ⊆ φY なら φZ ⊆ φ(φY) = φY = φ ′Y が成り立つので，

φ ′(φ ′Y) ⊆ φ ′Y が成り立つ．従って問題 3.18.47により φ ′ は巾閉律に従う．また，問題 3.18.12

により φ ′ は増写である．従って φ ′ は閉写である．
X ∈ Bであれば，各 Y ∈ P ′Xに対して Y ⊆ B ⊆ Xなる B ∈ Bがあって φY ⊆ φB = B ⊆ Xが

成り立つので，φ ′X = Xが成り立つ．逆に，Aの部分集合 Xが φ ′X = Xをみたせば，各 Y ∈ P ′X

に対して Y ⊆ φY ⊆ Xが成り立って φY ∈ Bであるから，X ∈ Bが成り立つ．

問題 3.18.49 Aが集合で Bが PAの Aに関して交閉的な部分集合であれば，Bの概有限包 Bは
Aに関して交閉的である．従って，PAの各部分集合BにそのAに関する交包B∩の概有限包B∩

を対応させる写像は PA上の閉写であり，その留域は PAの Aに関して交閉的かつ概有限な部分
集合の全体に等しい．従って B∩ は，Bを含み Aに関して交閉的かつ概有限な PAの部分集合の
中で最小のものである（そこで B∩ を Bの Aに関する交概有限包と呼ぶ）．

略解 問題 3.18.35により，Bから閉写φBが出来て，BはφBの留域に等しい．従ってBは，問
題 3.18.48により φB の有限核 (φB)

′ の留域に等しく，従って問題 3.18.35により交閉的である．

問題 3.18.50 Aが集合で Cが PAの部分集合のとき，各 X ∈ PAに対して

φCX = {a ∈ A | aを含む任意の Y ∈ Cに対して X ∩ Y 6= ∅}

と定める．そうすると，各 X ∈ PAにφCXを対応させる写像φCは PA上の閉写である．逆に，φ
が PA上の閉写であれば，φ = φC なる PAの部分集合 Cが存在する．

略解 B = {A− Y | Y ∈ C}と定めれば

φCX = A−
⋃
Y∈C, X∩Y=∅ Y =

⋂
Y∈C, X⊆(A−Y)(A− Y) =

⋂
X⊆Z∈B Z

が成り立つので，問題 3.18.35により φC は閉写である．

問題 3.18.51 Aを集合とし，F = (Ca)a∈Aを次の二条件をみたす PAの部分集合族とする（こう
いう族を Aの近傍系族と呼ぶ）．

1. aは任意の Y ∈ Ca に属す (a ∈ A)．

2. a ∈ Y ∈ Cb なら，Z ⊆ Y なる Z ∈ Ca が存在する (a, b ∈ A)．
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このとき，各 X ∈ PAに対して ψFX = {a ∈ A | 任意の Y ∈ Ca に対して X ∩ Y 6= ∅}と定めれば，
各 X ∈ PAに ψFXを対応させる写像 ψF は PA上の閉写である．逆に，φが PA上の閉写であれ
ば，φ = ψF なる Aの近傍系族 Fが存在する．

略解 C =
⋃
a∈A Caと定める．そうすると条件 1, 2により，任意の Y ∈ Caに対して X∩ Y 6= ∅な

ることは，aを含む任意の Y ∈ Cに対して X ∩ Y 6= ∅なることと同等である．従って問題 3.18.50

により，ψF = φC が成り立つ．

問題 3.18.52 (A,≤)を順序集合とすれば，各 X ∈ PAに {a ∈ A
∣∣ a = inf

(
X ∩ [a→)

)} を対応さ
せる写像も {a ∈ A

∣∣ a = sup
(
X ∩ (←a])} を対応させる写像も PA上の閉写である（定理 3.9.4

の条件 4参照）．

略解 各 a ∈ Aに対して Ca =
{
[a→) − [b→)

∣∣ A 3 b ≰ a
} と定める．そうすると，PAの部分

集合族 (Ca)a∈A は Aの近傍系族である．また，a ∈ Aが任意の Y ∈ Ca に対して X ∩ Y 6= ∅をみ
たすことは，a = inf

(
X ∩ [a→)

)なることと同等である．そこで問題 3.18.51を使う．

3.19 束写系から得られる関係法則
＄ 第 3.17節までの代数学は，論理学の三本柱である形式言語の文法論・意味論・演繹論の中で
も，主に文法論と意味論に関連する．この節からは意味論と演繹論に関連する代数学に転ずる．そ
の主要部は第 3.26節から第 3.31節までであり，その他の節では重要な準備を行なう．
この節を通じて，そうでない旨断らない限り，次の条件 a, b, cを仮定する．

　 a. Aは集合である．

　 b. Bは束であり（その順序関係・交法・結法を ≤,∧,∨で表す），最小元 0と最大元 1を持つ．

　 c. fは Aから Bへの写像である．

こういう三つ組み (A,B, f)を束写系と呼び，特に B = T (= {0, 1})の場合は T写系とも呼ぶ．
束写系は意味論に関連する．意味論では，たとえばある形式言語の文の真偽を問題とする．文の

全体をAで表し，真と偽を 1と 0で表して B = {0, 1}と定め，Aの各元 xの真偽値を fxで表せば，
fは Aから Bの写像とみなされ，(A,B, f)は束写系である．より精密に言えば，意味論は第 3.26

節以降の「論対」の理論として抽象され，束写系は第 3.30節で定義する「束値論対」の特殊なも
のとみなされる．逆に束値論対は，束写系の族の一種とみなされ，問題 3.30.12によれば束写系と
「同値」である．
束についての基本的な概念・事実・規約は例 3.13.2で説明してある．この節の後半以降ではブー

ル束が重要な役割を演ずる．ブール束についての基本的な概念・事実・規約は例 3.13.5で説明して
ある．問題 3.13.16に記したように Tはブール束である．
Aの元は x, y, zなどで表し，Bの元は a, b, cなどで表し，A上の普遍単位半群 A∗ =

⋃
n≥0A

n

の元を α,β, γなどで表す．アルファベット (alphabet)の先頭と末尾の文字群をこのように使い分
ける記法を，今後はAZ記法と呼ぶ．
半群 A∗ の単位元すなわち空列は，主に εで，時に空白で表す．A∗ の乗法記号は通常は記さな

い．従って，A∗ の元は一般に x1 · · · xn と書かれるが，これは n = 0の場合には空列を意味する．
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A∗ の元 x1 · · · xn を αで表した場合，集合 {x1, . . . , xn}も αで表すという列便法を用いる．特に，
空列 εは列便法によれば空集合 ∅を表す（この段落については端書き参照）．
Bの任意の

、
　有
、
　限部分集合に上限と下限があることに留意して A∗ 上の関係 ≼f を

α ≼f β ⇐⇒ inf fα ≤ sup fβ (3.19.1)

と定義し，束写系 (A,B, f)の定める関係とか f真関係とかと呼ぶ．後者の名は，前述のように (A, {f})

が束値論対とみなされて≼fがその「恒真関係」に当たることに因む．また，色々な束写系の定め
る関係を束写関係と総称する．ただし束を Tに限定した場合は，「束」を「T」で置き換えて T写
関係とも呼ぶ．
(3.19.1)では列便法を使っている．つまり，α = x1 · · · xm, β = y1 · · ·ynなら，fα = f{x1, . . . , xm}

= {fx1, . . . , fxm}, fβ = f{y1, . . . , yn} = {fy1, . . . , fyn}，従って

x1 · · · xm ≼f y1 · · ·yn ⇐⇒ inf {fx1, . . . , fxm} ≤ sup {fy1, . . . , fyn}

ただし，第 3.9.3項の下限・上限の定義により inf ∅ = 1, sup ∅ = 0であり，inf ∅と sup ∅を存在さ
すために Bに最大限・最小限があると仮定している．さらに (3.13.11)を使えば，

x1 · · · xm ≼f y1 · · ·yn ⇐⇒ fx1∧ . . .∧ fxm ≤ fy1∨ . . .∨ fyn

ただし，⇐⇒ の右側における算法 ∧,∨を適用する順番（括弧の付け方）は任意である．
以下定理 3.19.7の辺りまでは，主に束写系 (A,B, f)についての種々の代数的付加条件の下で，f

真関係 ≼f がどういう法則に従うかを調べる．

問題 3.19.1 束写系 (A,B, f)の定める関係 ≼f が A∗ 上の最大関係であるためには，#B = 1なる
ことが必要十分である（こういう (A,B, f)を極端な束写系と呼ぶ）．

略解 ≼f が最大関係なら，特に ε ≼f ε，すなわち 1 ≤ 0，すなわち#B = 1が成り立つ．

問題 3.19.2 T写系 (A,T, f)と (A,T, g)が関係の包含関係⊆に関して≼f ⊆ ≼gをみたせば，f = g
が成り立つ．従って，A∗ 上の T写関係の全体は ⊆に関して離散的である．

略解 fx = 1 =⇒ ε ≼f x =⇒ ε ≼g x =⇒ gx = 1が成り立ち，同様に fx = 0 =⇒ gx = 0が
成り立つからである．

定理 3.19.1 f真関係 ≼f は次の四法則に従う．ただし，≽f は ≼f の双対関係を表す．

x ≼f x (反復律)

α ≼f β =⇒ xα ≼f β
α ≽f β =⇒ xα ≽f β

}
(付加律)

xxα ≼f β =⇒ xα ≼f β
xxα ≽f β =⇒ xα ≽f β

}
(巾等律)

αxyβ ≼f γ =⇒ αyxβ ≼f γ
αxyβ ≽f γ =⇒ αyxβ ≽f γ

}
(置換律)

証明 fx = fxが成り立つので，≼fは反復律に従う．列便法によれば xα ⊇ α，従って inf f(xα) ≤
inf fαと sup fα ≤ sup f(xα)が成り立つので，≼f は付加律に従う．同じく列便法によれば xα =

xxα, αyxβ = αxyβなので，≼f は巾等律と置換律に従う．
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注意 3.19.1 反復律と第 3.9.2項に出て来た反射律は異なる．反復律は，≼f を Aに制限して出来
る A上の関係が反射律に従うことを意味する．Bにおいて 1 ≤ 0でない限り（つまり，Bが単元
集合でない限り），ε ≼f εが成り立たないから，A∗ 上の関係としての ≼f は反射律に従わない．

問題 3.19.3 定理 3.19.1の反復律以外において，Aの元 x, yを A∗ の元に置き換えても同様に成
り立つ．反復律において Aの元 xを A∗ の ε以外の元に置き換えても同様に成り立つ．

問題 3.19.4 付加律・巾等律・置換律を合わせた法則は次の法則と同等である．

α ≼f β, α ⊆ α ′, β ⊆ β ′ =⇒ α ′ ≼f β ′ (包容律)

定理 3.19.2 f真関係 ≼f は次の法則に従う．

α ≼f x, xβ ≼f δ =⇒ αβ ≼f δ
α ≽f x, xβ ≽f δ =⇒ αβ ≽f δ

}
(消去律)

Bが分配束なら ≼f は次の法則に従う [59]（問題 3.22.19参照）．

α ≼f xγ
xβ ≼f δ

}
=⇒ αβ ≼f δγ (強消去律)

証明 強消去律を証明するために a = inf fα, b = inf fβ, c = sup fγ, d = sup fδ, e = fx と定め
る．そうすると，強消去律の前提条件は a ≤ e∨ cと e∧b ≤ dなる二つの不等式と同等である．
この前提の下で，さらに Bが分配束なら，次のように推論することができる．

a∧b ≤ (e∨ c)∧b (前提と写像 x 7→ x∧bの増調性による)

≤ (e∧b)∨ c (分配律による．問題 3.13.4参照)

≤ d∨ c (前提と写像 x 7→ x∨ cの増調性による)

従って inf f(αβ) = a∧b ≤ d∨ c = sup f(δγ) すなわち αβ ≼f δγが成り立つ．γ = εまたは β = ε

の場合には，c = 0または b = 1であって，上の推論が分配律無しに運べる．従って，消去律が無
条件に成り立つ．

定義 3.19.1 反復律・付加律・巾等律・置換律・消去律の計五法則を合わせた法則を束律と呼び，
反復律・付加律・巾等律・置換律・強消去律の計五法則を合わせた法則を強束律と呼ぶ．また，束
律に従う関係と強束律に従う関係をそれぞれ束関係・強束関係と呼ぶ．

注意 3.19.2 強消去律において γ = εまたは β = εとしたのが消去律であるから，強消去律・強束
律はそれぞれ実際に消去律・束律より強い．また，強束律が束律と同等でないことが問題 3.19.17

と例 3.13.6から分かる．

問題 3.19.5 束が分配束であるためには，束算法と順序が次の法則に従うことが必要十分である．

a ≤ e∨ c
e∧b ≤ d

}
=⇒ a∧b ≤ d∨ c

[59]この種の法則に「切断」という名を当てる人がいるが，「Schnitt」「cut」などの誤訳であろう．日本語では「消去」「削
減」あるいは「代入」が相応しい（問題 3.20.10 参照）．本書では「切断」を定義 3.22.1 の意味で使う．
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略解 上の法則に従う束において任意の元 b, c, eに対して，a = e∨ c, d = e∧bとすればこの法
則の前提がみたされるから，(e∨ c)∧b ≤ (e∧b)∨ cが成り立つ．そこで問題 3.13.4を使う．

問題 3.19.6 fAが Bの部分束であるとき，次の三条件は同等である（問題 3.22.19参照）．

1. fAは分配束である．

2. f真関係 ≼f は強消去律に従う．

3. f真関係 ≼f は「v ≼f xy, xw ≼f z =⇒ vw ≼f zy」なる法則に従う．

略解 fA ∪ {0, 1}も Bの部分束であって，(3.19.1)において Bを fA ∪ {0, 1}に替えても ≼fは変わ
らないから，fA ∪ {0, 1} = Bと仮定していい．そう仮定すると，fAが分配束なら Bもそうなので
(1 =⇒ 2)は定理 3.19.2に含まれ，(3 =⇒ 1)には問題 3.19.5が使える．

問題 3.19.7 A∗ 上の関係 ⋞f を次のように定める（記号 ⋞と ≼の違いに注意）．

α ⋞f β ⇐⇒
inf fα ≤ fyなる y ∈ βがある · · · β 6= εのとき
inf fα = 0 · · · β = εのとき

このとき，⋞fは強束律に従い⋞f ⊆ ≼fをみたし，⋞fと≼fのA∗ × (A0 ∪A1)への制限は一致す
る．また，Bが線形順序集合であれば ⋞f = ≼f が成り立つ．

略解 ⋞f が強消去律に従うことを示すために，α ⋞f xγ, xβ ⋞f δと仮定する．inf fα ≤ fyなる
y ∈ γがあれば，αβ ⋞f δγが成り立つ．そこで inf fα ≤ fxと仮定する．そうすると inf f(αβ) ≤
inf f(xβ)が成り立つので，αβ ⋞f δγが成り立つ．

問題 3.19.8 fAが 0, 1を含むためには，f真関係≼fが次の二法則（合わせて両端律と呼ぶ）に従
うことが必要十分である．

x ≼f εなる xが存在する (下端律)

x ≽f εなる xが存在する (上端律)

略解 fAが 0を含むためには fx = 0なる x ∈ Aのあることが必要十分であり，fx = 0なること
は x ≼f εなることと同等である．

問題 3.19.9 0 = inf fAであるか 1 = sup fAであるかに応じて，f真関係 ≼fは次の劣空律か優空
律かに従う（これらの法則を合わせて両空律と呼ぶ）．

α ≼f ε ⇐⇒ 任意の y ∈ Aに対して α ≼f y (劣空律)

α ≽f ε ⇐⇒ 任意の y ∈ Aに対して α ≽f y (優空律)

略解 0 = inf fAが成り立つ場合，α ∈ A∗ が任意の y ∈ Aに対して α ≼f yをみたせば，任意の
y ∈ Aに対して inf fα ≤ fy，従って inf fα ≤ 0，すなわち α ≼f εが成り立つ．逆に α ≼f εが成
り立てば，付加律により任意の y ∈ Aに対して α ≼f yが成り立つ．
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問題 3.19.10 fAが Bの部分束であるためには，f真関係≼fが次の二法則（合わせて準両限律と
呼ぶ）に従うことが必要十分である．

各 (x, y) ∈ A×Aに応じて，z ≼f x, z ≼f y, xy ≼f z なる z ∈ Aが存在する (準下限律)

各 (x, y) ∈ A×Aに応じて，z ≽f x, z ≽f y, xy ≽f z なる z ∈ Aが存在する (準上限律)

略解 任意の (x, y) ∈ A×Aをとる．fAが算法 ∧で閉じていれば，fx∧ fy = fzなる z ∈ Aが存
在し，これが fz ≤ fx, fz ≤ fy, fx∧ fy ≤ fzをみたす．逆に，この三不等式をみたす z ∈ Aが存
在すれば，fx∧ fy = fz ∈ fAが成り立つ．

問題 3.19.11 fA = Bなら，f真関係≼fは準両限律・両端律・両空律に従う（問題 3.21.11参照）．
また，Bが線形順序集合なら，≼f は強束律と準両限律に従う．

略解 後半は問題 3.13.19による．

問題 3.19.12 集合 Aの部分集合 Sに対して，A∗ 上の関係 ≼S を列便法を使って

α ≼S β ⇐⇒ α ⊈ Sまたは β ⊈ A− S

と定義する（これを S関係と呼ぶ）．そうすると ≼S は強束律と準両限律に従う．また，≼S が下
端律に従うためには S 6= Aなることが必要十分であり，≼Sが上端律に従うためには S 6= ∅なるこ
とが必要十分である（問題 3.21.16参照）．

略解 A,Tと Sの定義関数 1S ∈ A→Tから成る三つ組み (A,T, 1S) が束写系であり，その定める
関係 ≼1S （および問題 3.19.7のように定義される関係 ⋞1S）が ≼Sに等しい．Tが分配束で 1SA

が Tの部分束であるから，≼S は強束律と準両限律に従う．
なお，PAから A→Tへの写像 S 7→ 1S が全単射であるから，Sを PA全体に亘って動かして得

られる関係 ≼S の全体は，A∗ 上の T写関係の全体に等しい．

問題 3.19.13 Aを集合とし，φ ∈ PA→PAを閉写とし，α,β ∈ A∗ が列便法の下で

φα ⊇
⋂
y∈β

φ{y}

をみたすことを α ≼φ βで表す．ただし，β = εの場合の⋂y∈βφ{y}は Aを表す．こうして得ら
れる A∗ 上の関係 ≼φ は束律と劣空律に従う．
≼φ が準下限律に従うためには，各 (x, y) ∈ A × A に応じて φ{x, y} = φ{z} なる z ∈ A の

存在することが必要十分であり，≼φ が準上限律に従うためには，各 (x, y) ∈ A × A に応じて
φ{x} ∩φ{y} = φ{z}なる z ∈ Aの存在することが必要十分である．
≼φ が下端律に従うためには，φ{x} = Aなる x ∈ Aの存在することが必要十分であり，上端律

に従うためには，φ∅ 6= ∅なることが必要十分である．

略解 φの留域を Bとし，B上の順序関係 ≤を「X ≤ Y ⇐⇒ X ⊇ Y」と定め（≤はすなわち双
対包含関係である），写像 f ∈ A→Bを fx = φ{x}と定める．そうすると問題 3.18.33により，Bは
最小元 Aと最大元 φ∅とを持つ完備束であって，次の二式が成り立つ．

inf fα = inf {φ{x} | x ∈ α} = φ
(⋃
x∈α

φ{x}
)
= φα
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sup fβ = sup {φ{y} | y ∈ β} =
⋂
y∈β

φ{y}

また，第一式と同様に inf fA = φA = Aが成り立つ．つまり (A,B, f)が束写系であり，その定め
る関係 ≼f が ≼φ に等しく，inf fA = minBが成り立つ．従って ≼φ は束律と劣空律に従う．

問題 3.19.14 代数系 Aの部分集合Dに対して，α,β ∈ A∗ が

[α ∪D]A ⊇
⋂
y∈β

[{y} ∪D]A

をみたすことを α ≼D βで表して得られる A∗ 上の関係 ≼D は束律に従う．

略解 写像 φ ∈ PA→PAを φX = [X ∪D]A と定義すれば，φは問題 3.18.23により閉写である．

問題 3.19.15 Aを集合とし，φ ∈ PA→PAを閉写とし，A∗ 上の関係 ⋞φ を次のように定める．

α ⋞φ β ⇐⇒
φα ∩ β 6= ∅ · · · β 6= εのとき
φα = A · · · β = εのとき

このとき，⋞φ は強束律と劣空律に従い ⋞φ ⊆ ≼φ をみたし，⋞φ と ≼φ の A∗ × (A0 ∪ A1)への
制限は一致する．

略解 問題 3.19.7を使って問題 3.19.13と同様にすればいい．

定理 3.19.3 x∧yと x∨yを A上の二項汎算法とする．このとき，fが {∧,∨}準写であるために
は，f真関係 ≼f が次の二法則（合わせて両限律と呼ぶ）に従うことが必要十分である．

x∧y ≼f x x∧y ≼f y xy ≼f x∧y (下限律)

x∨y ≽f x x∨y ≽f y xy ≽f x∨y (上限律)

証明 fが {∧}準写であると仮定する．そうすると，任意の x, y ∈ Aに対して f(x∧y) = fx∧ fy

が成り立ち，従って f(x∧y) ≤ fx, f(x∧y) ≤ fy, fx∧ fy ≤ f(x∧y)が成り立つ．つまり，≼fは
下限律に従う．同様に，fが {∨}準写であれば，≼f は上限律に従う．
逆に，≼f が下限律に従うと仮定する．そうすると，任意の x, y ∈ A に対して f(x∧y) ≤

fx, f(x∧y) ≤ fy, fx∧ fy ≤ f(x∧y) が成り立ち，従って f(x∧y) = fx∧ fy が成り立つ．つ
まり，fは {∧}準写である．同様に，≼f が上限律に従えば，fは {∨}準写である．

注意 3.19.3 準下限律と準上限律とは，算法 ∧と ∨とを表に出さずに下限律と上限律とを述べた
ものである．すなわち，A∗ 上の関係 ≼が準下限律に従うためには，≼が A上のある二項汎算法
x∧yに関する下限律に従うことが必要十分であり，≼が準上限律に従うためには，≼がA上のあ
る二項汎算法 x∨yに関する上限律に従うことが必要十分である．

定理 3.19.4 Bがブール束であるとし，その補法を a♢ で表す．また，x♢ を A上の単項汎算法と
する．このとき，fが {♢}準写であるためには，f真関係 ≼f が次の二法則（合わせて両補律と呼
ぶ）に従うことが必要十分である．

xx♢ ≼f ε (下補律)

xx♢ ≽f ε (上補律)
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証明 fが {♢}準写であれば，任意の x ∈ Aに対して fx∧ f(x♢) = fx∧(fx)♢ = 0が成り立つから，
≼f は下補律に従う．上補律についても同様である．
逆に，≼f が両補律に従えば，各 x ∈ Aに対して，fx∧ f(x♢) = 0と fx∨ f(x♢) = 1とが成り立

つから f(x♢)は fxの補元であり，補元の一意性により f(x♢) = (fx)♢ が成り立つ．

問題 3.19.16 A上の単項汎算法 x♢ についての次の二条件は同等である．

1. 各 x ∈ Aに対して f(x♢)は fxの補元である．

2. f真関係 ≼f は算法 x♢ について両補律に従う．

定理 3.19.5 Bがブール束であるとし，その補法と導法を a♢と a⇒bで表す．また，x♢と x⇒y
をA上の単項と二項の汎算法とする．このとき，fが {♢,⇒}準写であるためには，f真関係≼fが
両補律に加えて次の三法則（合わせて三導律と呼ぶ）に従うことが必要十分である [60]．

x♢ ≼f x⇒y (下補導律)

y ≼f x⇒y (反復導律)

x⇒y ≼f x♢y (上補反復導律)

証明 fが {♢,⇒}準写であると仮定する．そうすると，定理 3.19.4によって ≼f は両補律に従う．
さらに，任意の x, y ∈ Aに対して，次のように計算することができる．

f(x⇒y) = fx⇒ fy (fが {⇒}準写だから)

= (fx)♢ ∨ fy (Bの導法⇒の定義による)

= f(x♢)∨ fy (fが {♢}準写だから)

従って f(x♢) ≤ f(x⇒y), fy ≤ f(x⇒y), f(x⇒y) ≤ f(x♢)∨ fy なる三不等式が成り立ち，それぞ
れから下補導律と反復導律と上補反復導律が得られる．
逆に，≼fが両補律と三導律に従うと仮定する．そうすると，まず定理 3.19.4により fは {♢}準写

である．次に，任意の x, y ∈ Aをとると，下補導律と反復導律とにより (fx)♢ = f(x♢) ≤ f(x⇒y)
と fy ≤ f(x⇒y)，従って fx⇒ fy = (fx)♢ ∨ fy ≤ f(x⇒y)が成り立つ．他方，上補反復導律によ
り f(x⇒y) ≤ f(x♢)∨ fy = (fx)♢ ∨ fy = fx⇒ fy が成り立つ．合わせて f(x⇒y) = fx⇒ fyが成
り立つから，fは {⇒}準写である． 終

以上のことを総合するために，これまでの規約や定義に次のものを加える．まず，Bがブール束で
ある場合，その補法と導法を a♢と a⇒bで表す．次に，Bがブール束で，x∧y, x∨y, x♢, x⇒y
が A上の汎算法で，f ∈ A→Bが {∧,∨,♢,⇒}準写である場合，fはこれらの算法について Aの B
上のブール表現であるとかブール束 B上のAの表現であるとか言い，束写系 (A,B, f)はブール表
現系とも呼ぶ．また，色々なブール表現系の定める関係をブール表現関係と総称する．ただしブー
ル束を Tに限定した場合は，「ブール」を「T」で置き換えて T表現・T表現系・T表現関係とも
呼ぶ．他方，A∗上の関係≼が反復律・付加律・巾等律・置換律・強消去律とA上の汎算法 x∧y,

x∨y, x♢, x⇒yについての両限律・両補律・三導律の計十二法則を合わせた法則（これをブール
律と呼ぶ）に従うとき，≼はこれらの算法についてA∗上のブール関係であると言う．さらに，以
上のブール表現・ブール律・ブール関係等の条件から算法⇒に関する条件を除いて得られる概念
[60]三法則の名の由来は問題 3.21.6 の略解を見れば分かるであろう．
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を，擬ブール表現・擬ブール律・擬ブール関係等と呼ぶ．すなわち，擬ブール表現は {∧,∨,♢}準
写であり，擬ブール律は反復律・付加律・巾等律・置換律・強消去律・両限律・両補律を合わせた
法則であり，擬ブール関係は擬ブール律に従う関係である．
そうすると，以上のことは次の定理と系に総合される．

定理 3.19.6 Bがブール束であって fがA上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yについてAの B上
のブール表現であれば，これらの算法について f真関係 ≼f は A∗ 上のブール関係である．
Bがブール束であって fが A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢についてAの B上の擬ブール表現で

あれば，これらの算法について ≼f は A∗ 上の擬ブール関係である．

証明 Bがブール束であって fが A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢について Aの B上の擬ブール表
現であれば，≼fは，定理 3.19.1により反復律・付加律・巾等律・置換律に従い，定理 3.19.2によ
り強消去律に従い，定理 3.19.3により両限律に従い，定理 3.19.4により両補律に従う．fがさらに
A上の汎算法⇒についても準写であれば，≼f は定理 3.19.5により三導律に従う．

系 A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒y についての次の二条件は同等である．
1. これらの算法について f真関係 ≼f は A∗ 上のブール関係である．

2. B ′ = fA ∪ {0, 1}は Bの部分束かつブール束であって，fを Aから B ′への写像とみなしたも
のは，これらの算法について Aの B ′ 上のブール表現である．

これら同等な二条件の下で，さらに A 6= ∅なら，0, 1 ∈ fA，すなわち B ′ = fAが成り立つ．

証明 条件 2の下で，0, 1は B ′の最小元・最大元となるから，B ′の補法を ♢で表すと，x ∈ Aな
ら f(x∧ x♢) = fx∧(fx)♢ = 0, f(x∨ x♢) = fx∨(fx)♢ = 1，従って 0, 1 ∈ fAが成り立つ．
(2 =⇒ 1) B ′ = fA∪ {0, 1}が Bの部分束との仮定により，(3.19.1)において Bを B ′に替えても
≼f は変わらない．そこで，B = B ′ と仮定して定理 3.19.6を使えばいい．
(1 =⇒ 2)問題 3.19.10により fAが Bの部分束であるから，B ′ もそうである．従って上と同

様に B = B ′ と仮定していい．問題 3.19.6により fAが分配束であるから，Bもそうである（問題
3.13.4参照）．問題 3.19.16により fAの各元には補元があるから，Bの各元にも補元がある．従っ
て，Bはブール束である．従ってまた定理 3.19.5により，fは {♢,⇒}準写である．定理 3.19.3に
より fは {∧,∨}準写でもある．

問題 3.19.17 Aが順序関係≤について最小元と最大元とを持つ束であるとき，A∗上の関係≼を
「α ≼ β ⇐⇒ inf α ≤ supβ」によって定めれば，次の四つのことが成り立つ．

1. ≼は束律と両端律および Aの束算法 x∧yと x∨yについての両限律に従う．

2. ≼が強消去律に従うためには，Aが分配束であることが必要十分である．

3. Aがブール束であれば，≼は Aのブール論法に関して A∗ 上のブール関係である．

4. ≼がA上のある汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関してA∗上のブール関係であれば，Aは
ブール束であって，これらの算法は Aのブール論法に等しい．
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略解 (A,A, idA)が束写系であり，その定める関係が ≼に等しい．≼がある汎算法 x∧y, x∨y,

x♢, x⇒y に関して A∗ 上のブール関係であれば，定理 3.19.6系により，Aはブール束であって，
これらの算法と Aのブール論法に関して idA はブール表現である．従ってこれらの算法は，実は
Aのブール論法に等しい．

定理 3.19.7 B = Tの場合には，A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒y に関しての次の三条件は
同等である．

1. fは Aの T表現である．

2. f真関係 ≼f は A∗ 上のブール関係である．

3. fの定義集合 F = f−11は次の四法則に従う（算法∧,∨,♢,⇒に関し，これら四法則を合わせ
た法則をブール部分集合律と呼び，これに従う部分集合 Fをブール部分集合と呼ぶ）．

3a. x∧y ∈ F ⇐⇒ x, y ∈ F

3b. x∨y ∈ F ⇐⇒ x ∈ Fまたは y ∈ F

3c. x♢ ∈ F ⇐⇒ x /∈ F

3d. x⇒y ∈ F ⇐⇒ x /∈ Fまたは y ∈ F

従って，算法∧,∨,♢,⇒に関するAの T表現の全体を Tで表し，これら算法に関するAのブール
部分集合の全体をBで表せば，TからBへの写像 f 7→ f−11は全単射である（問題 3.13.17参照）．

証明 条件 1, 2が同等なのは，B = Tであれば定理 3.19.6系において B ′ = Bとなるからである．
f(x∧y) = fx∧ fyが成り立つためには，「f(x∧y) = 1 ⇐⇒ fx∧ fy = 1」の成り立つことが必

要十分であり，fx∧ fy = 1なることは fx = fy = 1なることと同等である．従って，fが {∧}準写
であるためには，Fが法則 3aに従うことが必要十分である．
f(x∨y) = fx∨ fyが成り立つためには，「f(x∨y) = 1 ⇐⇒ fx∨ fy = 1」の成り立つことが必

要十分であり，fx∨ fy = 1なることは fx = 1または fy = 1なることと同等である．従って，fが
{∨}準写であるためには，Fが法則 3bに従うことが必要十分である．
f(x♢) = (fx)♢ が成り立つためには，「f(x♢) = 1 ⇐⇒ (fx)♢ = 1」の成り立つことが必要十分で

あり，(fx)♢ = 1なることは fx = 0なることと同等である．従って，fが {♢}準写であるためには，
Fが法則 3cに従うことが必要十分である．
f(x⇒y) = fx⇒ fyが成り立つためには，「f(x⇒y) = 1 ⇐⇒ fx⇒ fy = 1」の成り立つこと

が必要十分である．fx⇒ fy = (fx)♢ ∨ fyであるから，fx⇒ fy = 1なることは (fx)♢ = 1または
fy = 1なることと同等であり，それは fx = 0または fy = 1なることと同等である．従って，fが
{⇒}準写であるためには，Fが法則 3dに従うことが必要十分である．

問題 3.19.18 集合 A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関して，Aのブール部分集合の全体
は包含関係 ⊆について離散的であり，Aの T表現の全体は巾順序関係 ≤について離散的である．

略解 Aのブール部分集合 FとGが F ⊆ Gをみたすとき，x ∈ G− Fとすれば，x♢ ∈ F−Gとなっ
て矛盾である．後半は，前半と問題 3.13.17によるか，Aの T表現 fと gが f ≤ gをみたせば任意
の x ∈ Aに対して fx ≤ gxと f(x♢) ≤ g(x♢) が成り立つことによる． 終

以上，束写系 (A,B, f)について，種々の代数的付加条件の下で f真関係≼fがどういう法則に従
うかを主に調べた．以下では，f真関係 ≼f とその A × Aへの制限 ≤f の関係に焦点を合わせる．
≼f の定義により

x ≤f y ⇐⇒ fx ≤ fy
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が成り立つから，≤fは Bの順序関係≤の fによる引き戻しに他ならず，従って問題 3.9.53により
≤f は擬順序関係である（問題 3.9.56参照）．

補題 3.19.1 集合 A上の擬順序関係 vに対し，A∗ 上の関係 ≼を次のように定める．すなわち，
A∗ の元 x1 · · · xm と y1 · · ·yn が x1 · · · xm ≼ y1 · · ·yn をみたすとは，

x ′, y ′ ∈ A, x ′ v xi (i = 1, . . . ,m), yj v y ′ (j = 1, . . . , n) =⇒ x ′ v y ′

なる条件をみたすこととする．そうすると≼は，vを拡張し束律と両空律に従う．また≼は，vを
拡張し束律に従うA∗上の関係の中で最大のものである（そこで≼を，擬順序関係vの最大束拡張
と呼ぶ．定理 3.20.1で定義する偏束関係の最大束拡張を参照）．

注意 3.19.4 擬順序関係 v の最大束拡張 ≼ の上記の定義条件は，m > 0, n = 0 の場合には，
x ′ v xi (i = 1, . . . ,m)なる任意の x ′ ∈ Aと任意の y ′ ∈ Aに対して x ′ v y ′ の成り立つことを意
味する．従って Aの元 xが x ≼ εをみたすためには，任意の y ∈ Aに対して x v yをみたすこと
が必要十分である．m = 0, n > 0の場合とm = n = 0の場合についても同様である．

証明 定理 3.20.1のように ≼の定義を使うだけで証明できるが，以下の証明の方が視野が広く好
ましい．≡を vの対称核とすれば，問題 3.9.55により，商集合 A = A/≡上の順序関係 ≤を

x ≤ x ′ ⇐⇒ x v x ′

と定義することができる．(B,≦)を (A,≤)の完備化とし，写像 f ∈ A→Bを fx = xと定める．そ
うすると x1 · · · xm ≼ y1 · · ·yn であることは

x ′, y ′ ∈ A, fx ′ ≤ fxi (i = 1, . . . ,m), fyj ≤ fy ′ (j = 1, . . . , n) =⇒ fx ′ ≤ fy ′

の成り立つことと同等であり，このことは，fA = Aなることと定理 3.9.5により

inf
B

{fx1, . . . , fxm} ≦ sup
B

{fy1, . . . , fyn}

の成り立つことと同等である．従って≼は，vを拡張し，定理 3.19.1と定理 3.19.2により束律に
従う．また，問題 3.9.45によりminB = infB fA, maxB = supB fA が成り立つから，問題 3.19.9

により ≼は両空律に従う．
vを拡張し束律に従う A∗ 上の関係 Rを任意にとり，x1 · · · xm Ry1 · · ·yn と仮定する．このと

き，x ′ v xi (i = 1, . . . ,m), yj v y ′ (j = 1, . . . , n) なる任意の x ′, y ′ に対して，Rが vの拡張で
あることによって x ′ Rxi (i = 1, . . . ,m), yj Ry

′ (j = 1, . . . , n)が成り立ち，従って Rの消去律等
によって x ′ Ry ′が成り立ち，再び Rがvの拡張であることによって x ′ v y ′が成り立つ．つまり
x1 · · · xm ≼ y1 · · ·yn が成り立つ．これで Rが ≼に含まれることが示された．

定理 3.19.8 束写系 (A,B, f)がさらに次の二条件をみたすなら，f真関係≼fは Bの順序関係≤を
fによって引き戻して得られる A上の擬順序関係 ≤f の最大束拡張に等しい．

a = inf fα =⇒ a = sup
(
fA ∩ (←a]) (3.19.2)

b = sup fβ =⇒ b = inf
(
fA ∩ [b→)

)
(3.19.3)
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注意 3.19.5 α = εの場合の条件 (3.19.2)は，aが Bの最大元 1に等しいから，1 = sup fAなる
条件と同等である．同様に，β = εの場合の (3.19.3)は 0 = inf fAなる条件と同等である（問題
3.19.9参照）．また，a = sup

(
fA∩ (←a])なることは，a ≰ c ∈ Bなら d ≤ a, d ≰ cなる d ∈ fA

のあることと同等であり，b = inf
(
fA ∩ [b→)

)なることは，B 3 c ≰ bなら b ≤ d, c ≰ dなる
d ∈ fAのあることと同等である（問題 3.9.42と問題 3.18.52参照）．

証明 ≤f の最大束拡張を ≼で表す．任意の α,β ∈ A∗ をとり，a = inf fα, b = sup fβと定め，
α = x1 · · · xm, β = y1 · · ·yn とする．そうすると，x ′, y ′ ∈ Aが x ′ ≤f xi (i = 1, . . . ,m), yj ≤f
y ′ (j = 1, . . . , n), x ′ ≤f y ′ をみたすことはそれぞれ，fx ′ ≤ a, b ≤ fy ′, fx ′ ≤ fy ′ なることと同
等である．従って，次の推論により ≼f が ≼に等しいことが示される．

α ≼ β ⇐⇒ fx ′ ≤ a, b ≤ fy ′ なる任意の x ′, y ′ ∈ Aに対して fx ′ ≤ fy ′

⇐⇒ c ≤ a, b ≤ dなる任意の c, d ∈ fAに対して c ≤ d⇐⇒ sup
(
fA ∩ (←a]) ≤ inf

(
fA ∩ [b→)

)
⇐⇒ a ≤ b⇐⇒ α ≼f β

系 fAが 1 = sup fAと 0 = inf fAをみたす Bの部分束であれば（たとえば fA = Bのとき），f
真関係 ≼f は Bの順序関係 ≤を fによって引き戻して得られる A上の擬順序関係 ≤f の最大束拡
張に等しい．

証明 a = inf fα (α 6= ε)なら a ∈ fAが成り立ち，b = sup fβ (β 6= ε)なら b ∈ fAが成り立つ．
これと 1 = sup fA, 0 = inf fAなる仮定により，条件 (3.19.2), (3.19.3)がみたされる．

問題 3.19.19 fA = Bであってもう一つの束写系 (A,B ′, f ′)も f ′A = B ′をみたすとする．このと
き，f真関係 ≼f が f ′ 真関係 ≼f ′ に等しいためには，Bの順序関係 ≤を fによって引き戻して得
られる A上の擬順序関係 ≤fが B ′の順序関係 ≤を f ′によって引き戻して得られる A上の擬順序
関係 ≤f ′ に等しいことが必要十分である．

問題 3.19.20 定理 3.19.6系の同等な二条件の下で，さらに A 6= ∅なら，f真関係 ≼fは Bの順序
関係 ≤を fによって引き戻して得られる A上の擬順序関係 ≤f の最大束拡張に等しい

問題 3.19.21 問題 3.19.17における A∗ 上の関係 ≼は，A上の順序関係 ≤の最大束拡張である．

問題 3.19.22 Aを集合とし，Bを最小元と最大元を持つ束とし，(fv)v∈V をAから Bへの写像の
族とし，Aから巾束 BV への写像 fを (fx)v = fvx (x ∈ A, v ∈ V)と定める．このとき，f真関係
≼f は fv 真関係 ≼fv (v ∈ V)すべての交わりに等しい．

略解 x1 · · · xm, y1 · · ·yn ∈ A∗ とすれば，問題 3.13.9と問題 3.9.12により

x1 · · · xm ≼f y1 · · ·yn⇐⇒ inf {fx1, . . . , fxm} ≤ sup {fy1, . . . , fyn}⇐⇒ 任意の v ∈ V に対して (inf {fx1, . . . , fxm}
)
v ≤

(
sup {fy1, . . . , fyn}

)
v⇐⇒ 任意の v ∈ V に対して inf {(fx1)v, . . . , (fxm)v} ≤ sup {(fy1)v, . . . , (fyn)v}
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⇐⇒ 任意の v ∈ V に対して inf {fvx1, . . . , fvxm} ≤ sup {fvy1, . . . , fvyn}⇐⇒ 任意の v ∈ V に対して x1 · · · xm ≼fv y1 · · ·yn

問題 3.19.23 集合 Aから巾束 TPA への写像 fを「(fx)S = 1 ⇐⇒ x ∈ S」(x ∈ A, S ∈ PA) と
定める．そうすると f真関係 ≼f は，「α ≼f β ⇐⇒ α ∩ β 6= ∅」をみたし，A∗ 上の T写関係すべ
ての交わりに等しく，A∗上の反復律と包容律に従う関係の中で最小のものであり，強束律に従う．

略解 各 S ∈ PA の定義関数 1S について (fx)S = 1S(x) が成り立つから，問題 3.19.22 により
≼f は 1S 真関係 ≼1S (S ∈ PA)すべての交わりに等しく，従って問題 3.19.12で定義した S関係
≼S (S ∈ PA)すべての交わりに等しい．このことから始めの二つの結論が得られる．

注意 3.19.6 束写系の条件 a, b, cより強い次の三条件をみたす三つ組み (A,B ′, f)について考える
（これを完備束写系と呼ぶ）．

　 a ′. Aは集合である（これは条件 aと変わらない）．

　 b ′. B ′ は完備束である（順序関係・最小元・最大元を ≤, 0, 1で表す．第 3.9.4項参照）．

　 c ′. fは Aから B ′ への写像である（これも条件 cと変わらない）．

そしてまず，A上の普遍単位半群A∗の代わりにAの巾集合 PAに着目し，PAに加法 α∪βを
算法として与えて汎代数系とみなす．ただし，加法記号 ∪は記さず，また，単元集合 {x}を xで表
す（従ってたとえば，αxyβは α∪ {x}∪ {y}∪βを意味する）．そうすると，PAは空集合 ∅を単位
元とする可換半群であり，巾等律 αα = αに従う．
次に，B ′ が完備束であることに留意して，PA上の f真関係 ≼ ′

f を次のように定義する．

α ≼ ′
f β ⇐⇒ inf fα ≤ sup fβ

ただし，第 3.9.3項の下限・上限の定義により inf ∅ = 1, sup ∅ = 0である．
PA上の f真関係 ≼ ′

f について，束写関係についてと同様の理論が成立する．ただし，まったく
同様ではない．

、
　主
、
　な相違点を挙げれば，

1. fAが B ′ の部分束である場合を，fA ∪ {0, 1} = B ′ の場合に帰着させることができない．B ′

の部分束は必ずしも完備束ではないからである．そのため，≼ ′
f についての問題 3.19.6に相

当する命題では，たとえば fA = B ′ と仮定を強めなくてはならず，また，≼ ′
f についての定

理 3.19.6系に相当する命題が成立するかが不明となる．

2. 集合 A上の擬順序関係vに対して，補題 3.19.1でと同様に PA上の関係≼を定義すること
はできて，これが vを拡張し束律に従うことも証明できる．しかし，これが vを拡張し束
律に従う PA上の関係の中で最大のものであるかが不明となる．

なお，(A,B, f)が束写系であれば，Bの完備化を B ′で表すとき，(A,B ′, f)は完備束写系であり，
その定める関係≼ ′

fを P ′Aに制限したものは，(A,B, f)の定める関係≼fと同一視することができ
る．問題 3.9.45により Bが B ′ の部分束であって B ′ と最小元・最大元を共有するからである．
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3.20 偏束写系から得られる関係法則
＄第 3.19節では束写系から得られる関係について考えた．類似の考察をより広範に「偏束写系」
についても行なうと共に，束写系と偏束写系の関係について考える．ただし，第 3.19節の内容の自
明な拡張に類することは，本来は定理とすべきことでも問題の形に述べることがある．また，AZ

記法・列便法を含めて，第 3.19節の記法・便法を継承する．なお，偏束についての基本的な概念・
事実・規約は例 3.13.3で説明してある．

問題 3.20.1 三つ組み (A,B, f)が束写系の条件 a, b, cより弱い次の三条件をみたすとする（こう
いう三つ組みを偏束写系と呼ぶ）．

　 a ′. Aは集合である（これは条件 aと変わらない）．

　 b ′. Bは偏束であり（その順序関係・交法を ≤,∧で表す），最大元 1を持つ．

　 c ′. fは Aから Bへの写像である（これも条件 cと変わらない）．

そして，A∗, A間の関係 ⊨fを次のように定義する（これを偏束写系 (A,B, f)の定める関係とか偏
f真関係とかと呼ぶ）．

α ⊨f y ⇐⇒ inf fα ≤ fy

ただし，下限の定義により inf ∅ = 1である．そうすると，関係 ⊨f は次の五法則に従う．

x ⊨f x (反復律)

α ⊨f y =⇒ xα ⊨f y (偏付加律)

xxα ⊨f y =⇒ xα ⊨f y (偏巾等律)

αxyβ ⊨f z =⇒ αyxβ ⊨f z (偏置換律)

α ⊨f x, xβ ⊨f y =⇒ αβ ⊨f y (偏消去律)

また，fAが Bの部分偏束であるためには ⊨fが問題 3.19.10の準下限律に従うことが必要十分であ
り，fAが 1を含むためには ⊨f が問題 3.19.8の上端律に従うことが必要十分である．

定義 3.20.1 任意の集合Aに対して，A∗, A間の関係についての上記の五法則を合わせた法則を偏
束律と呼び，A∗, A間の偏束律に従う関係を偏束関係と呼ぶ．

問題 3.20.2 偏付加律・偏巾等律・偏置換律を合わせた法則は次の法則と同等である．

α ⊨f y, α ⊆ α ′ =⇒ α ′ ⊨f y (偏包容律)

問題 3.20.3 偏束律およびそれを成す反復律・偏付加律・偏巾等律・偏置換律・偏消去律はそれぞ
れ交閉的法則である（定理 3.29.4と定理 3.29.2参照）．

問題 3.20.4 (A,B, f)が束写系であれば，(A,B, f)は偏束写系であって，偏 f真関係 ⊨f は f真関
係 ≼f の A∗ ×Aへの制限に等しい．

略解 例 3.13.3に記した通り，束 Bは偏束でもあって，Bの束順序関係と偏束順序関係が等しい
からである．
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問題 3.20.5 Aを集合とするとき，A∗ 上の束関係 ≼を制限して得られる A∗, A間の関係 ⊨は偏
束律に従う．⊨が準下限律に従うためには≼が準下限律に従うことが必要十分であり，⊨が上端律
に従うためには ≼が上端律に従うことが必要十分である．

問題 3.20.6 集合 Aの部分集合 Sに対して，A∗, A間の関係 ⊨S を列便法を使って

α ⊨S y ⇐⇒ α ⊈ Sまたは y ∈ S

と定義する（これを偏 S関係と呼ぶ）．そうすると ⊨Sは偏束律と準下限律に従う．また，⊨Sが上
端律に従うためには，S 6= ∅なることが必要十分である．

略解 ⊨S が問題 3.19.12で定義した S関係 ≼S の A∗ ×Aへの制限に等しいからである．

問題 3.20.7 Aを集合とし φ ∈ PA→PAを閉写とするとき，(α, y) ∈ A∗ ×Aが

φα 3 y

をみたすことを α ⊨φ yで表して得られる A∗, A間の関係 ⊨φ は偏束律に従う．⊨φ が準下限律に
従うためには，各 (x, y) ∈ A × Aに応じて φ{x, y} = φ{z}なる z ∈ Aの存在することが必要十分
であり，上端律に従うためには，φ∅ 6= ∅なることが必要十分である．

注意 3.20.1 A∗, A間の任意の偏束関係は PA上のある有限的閉写φに対し ⊨φに等しいことが問
題 3.24.16により示される．

略解 ⊨φ は問題 3.19.13で定めた A∗ 上の関係 ≼φ および問題 3.19.15で定めた A∗ 上の関係 ⋞φ
の A∗ ×Aへの制限に等しい．

問題 3.20.8 代数系 Aの部分集合Dに対して，(α, y) ∈ A∗ ×Aが [α ∪D]A 3 yをみたすことを
α ⊨D yで表して得られる A∗, A間の関係 ⊨D は偏束律に従う．

問題 3.20.9 Aを代数系とし，(α, y) ∈ A∗ ×Aに対し，A上の計算代数系 C(A)の元 c で sp c ⊆
α, tp c = y なるものがあることを α ⊨∅ yで表す（sp cは第 3.8節末尾で定義した）．こうして得
られる A∗, A間の関係 ⊨∅ は偏束律に従う．

問題 3.20.10 (✓) Aを代数系とし，(α, y) ∈ A∗ ×Aに対し，A上の計算代数系 C(A)の元 c で
ssp c = α, tp c = y なるものがあることを α ⊨A yで表す（ssp cは第 3.8節末尾で定義した）．こ
うして得られる A∗, A間の関係 ⊨A は次の法則に従う．

α ⊨A x, β ⊨A y =⇒ β(x/α) ⊨A y (代入律)

ただし β(x/α)は，βにおいて xに αを代入した元を表す（この代入概念は未定義である）．

定理 3.20.1 Aを集合とし，A∗, A間の偏束関係 ⊨に対して，A∗ 上の関係 ≼を

α ≼ y1 · · ·yn ⇐⇒ yi ⊨ z (i = 1, . . . , n)なる任意の z ∈ Aに対して α ⊨ z

と定義すれば，≼は ⊨を拡張し束律と劣空律に従う．また，≼は ⊨を拡張し束律に従う A∗ 上の
関係の中で最大のものである（そこで≼を，偏束関係 ⊨の最大束拡張と呼ぶ．補題 3.19.1で定義
した擬順序関係の最大束拡張を参照）．
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注意 3.20.2 上記定義において n = 0の場合，「yi ⊨ z (i = 1, . . . , n)なる」は空疎な条件となる．
従って α ≼ εなることは，任意の z ∈ Aに対して α ⊨ zなることと同等である．

証明 (後出の別証参照) 拡張であることと反復律：α ⊨ yなら，y ⊨ zなる任意の zに対して偏消
去律によって α ⊨ zが成り立つから，α ≼ yが成り立つ．逆に α ≼ yなら，反復律により y ⊨ yな
ので α ⊨ yが成り立つ．よって ≼は ⊨の拡張である．特に，≼は反復律に従う．
劣空律：上記の注意と ≼が ⊨の拡張であることにより，α ≼ εなることは，任意の z ∈ Aに対
して α ≼ zなることと同等である．
付加律：α ≼ y1 · · ·ynと仮定して，任意の x ∈ Aをとる．このとき，yi ⊨ z (i = 1, . . . , n)なる
任意の z ∈ Aに対して α ⊨ z，従って偏付加律により xα ⊨ zが成り立つから，xα ≼ y1 · · ·yn が
成り立つ．x ⊨ z, yi ⊨ z (i = 1, . . . , n)なら，yi ⊨ z (i = 1, . . . , n)により α ⊨ zが成り立つ．従っ
て α ≼ xy1 · · ·yn も成り立つ．
巾等律：まず xxα ≼ y1 · · ·ynと仮定する．このとき，yi ⊨ z (i = 1, . . . , n)なる任意の z ∈ Aに
対して xxα ⊨ z，従って偏巾等律により xα ⊨ zが成り立つから，xα ≼ y1 · · ·yn が成り立つ．次
に α ≼ xxy1 · · ·yn と仮定する．このとき，x ⊨ z, yi ⊨ z (i = 1, . . . , n)なる任意の z ∈ Aに対し
て α ⊨ z が成り立つから，α ≼ xy1 · · ·yn が成り立つ．
置換律：これは，⊨の偏置換律と ≼の定義が y1, . . . , yn の番号付けに依らないことにより成り

立つ．
消去律：まず α ≼ x, xβ ≼ y1 · · ·yn と仮定する．このとき，yi ⊨ z (i = 1, . . . , n) なる任

意の z ∈ A に対して，xβ ⊨ z が成り立ち，また，≼ が ⊨ の拡張であることにより α ⊨ x が成
り立つから，偏消去律によって αβ ⊨ z が成り立つ．つまり αβ ≼ y1 · · ·yn が成り立つ．次に
x ≼ x1 · · · xm, δ ≼ xy1 · · ·yn と仮定する．このとき，xi ⊨ z (i = 1, . . . ,m)であれば，x ⊨ zが成
り立つから，yj ⊨ z (j = 1, . . . , n)でもあれば δ ⊨ zが成り立つ．つまり δ ≼ x1 · · · xmy1 · · ·yn が
成り立つ．
最大性：⊨を拡張し束律に従うA∗上の関係Rを任意にとる．αRεなら，任意の z ∈ Aに対して，ま

ず Rについての付加律によりαR zが成り立ち，次に Rが ⊨の拡張であることによりα ⊨ zが成り立
つから，≼の定義によりα ≼ εが成り立つ．また，αRy1 · · ·yn (n ≥ 1)なら，yi ⊨ z (i = 1, . . . , n)
なる任意の z ∈ Aに対して，まず Rが ⊨の拡張であることにより yi R z (i = 1, . . . , n)が成り立
ち，従って Rについての消去律・置換律・巾等律によって αR zが成り立ち，従ってまた Rが ⊨の
拡張であることにより α ⊨ zが成り立つから，≼の定義により α ≼ y1 · · ·yn が成り立つ．これで
R ⊆ ≼なることが示せた．

定理 3.20.2 束写系 (A,B, f)がさらに定理 3.19.8の条件 (3.19.3)をみたすとする．このとき，f
真関係 ≼f は偏 f真関係 ⊨f の最大束拡張に等しい．

証明 問題 3.20.4 と問題 3.20.1 により ⊨f は偏束律に従うから，定理 3.20.1 により ⊨f の最大束
拡張 ⊨f∗ が存在する．それが ≼f に等しいことは，α, y1 · · ·yn ∈ A∗ に対して a = inf fα, b =

sup {fy1, . . . , fyn} と定めての次の推論によって示すことができる．

α ⊨∗f y1 · · ·yn ⇐⇒ yi ⊨f z (i = 1, . . . , n)なる任意の z ∈ Aに対して α ⊨f z⇐⇒ fyi ≤ fz (i = 1, . . . , n)なる任意の z ∈ Aに対して a ≤ fz⇐⇒ b ≤ fzなる任意の z ∈ Aに対して a ≤ fz⇐⇒ a ≤ inf
(
fA ∩ [b→)

)
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⇐⇒ a ≤ b⇐⇒ α ≼f y1 · · ·yn

系 束写系 (A,B, f)がさらに次の二条件のいずれかをみたすとする．

1. B− {1} ⊆ fA 2. 0 = inf fAであって fAは Bの結法 ∨で閉じている

このとき，f真関係 ≼f は偏 f真関係 ⊨f の最大束拡張に等しい．

証明 条件 1の下では A,B, fは，定理 3.19.8の条件 (3.19.3)より強い次の条件をみたす．

b ∈ B =⇒ b = inf
(
fA ∩ [b→)

)
(3.20.1)

実際，b ∈ fAなら b = min
(
fA∩ [b→)

)が成り立ち，b /∈ fAなら，b = 1なので (fA∩ [b→)
)
= ∅，

従って inf
(
fA ∩ [b→)

)
= 1 = bが成り立つ．条件 2の下では，b = sup fβ (β 6= ε)なら b ∈ fA

なることと注意 3.19.5により，A,B, fは条件 (3.19.3)をみたす．いずれにしても，定理 3.20.2に
よってこの系が成り立つ．

系 2 Aを集合とし SをAと異なるAの部分集合とするとき，問題 3.19.12で定義した S関係≼S
は，問題 3.20.6で定義した偏 S関係 ⊨S の最大束拡張に等しい．

証明 問題 3.19.12の略解に記した通り，三つ組み (A,T, 1S)が束写系であり，1S 真関係が ≼S に
等しい．また，問題 3.20.6の略解に記したことと問題 3.20.4により，偏 1S真関係が ⊨Sに等しい．
さらに，S 6= Aなることにより，0 ∈ 1SAが成り立つ．従って前系の条件 1, 2がいずれもみたさ
れ，この系が成り立つ．

注意 3.20.3 系 2において，Tは最小元と最大元とを持つ線形順序集合であり 0 ∈ 1SAが成り立
つ．従って系 2は，後出の問題 3.20.12から導くこともできる．

系 3 Aを集合とし φ ∈ PA→PAを閉写とするとき，問題 3.19.13において定義した A∗ 上の関
係 ≼φ は，問題 3.20.7において定義した A∗, A間の関係 ⊨φ の最大束拡張に等しい．

証明 問題 3.19.13の略解に記した通り，φの留域を Bとし，B上の順序関係 ≤を「X ≤ Y ⇐⇒
X ⊇ Y」と定義し，f ∈ A→Bを fx = φ{x}と定義すれば，三つ組み (A,B, f)は束写系であり，f真
関係≼fが≼φに等しい．また，問題 3.20.7の略解に記したことと問題 3.20.4により，偏 f真関係
⊨f が ⊨φ に等しい．また，Y ∈ Bなら Y =

⋃
z∈Y{z} = φ

(⋃
φ{z}⊆Y φ{z}

) が成り立つから，A,B, f
は定理 3.20.2系の証明中に記した条件 (3.20.1)をみたす．従って定理 3.20.2からこの系が得られ
る．
別証 一般的な定理 3.20.2から導くのでなく≼φと ⊨φの定義だけを使って次のように証明するこ
ともできる（定理 3.20.1別証参照）．

α ≼φ y1 · · ·yn ⇐⇒ φα ⊇ φ{y1} ∩ · · · ∩φ{yn}⇐⇒ φ{yi} 3 z (i = 1, . . . , n)なる任意の z ∈ Aに対して φα 3 z⇐⇒ yi ⊨φ z (i = 1, . . . , n)なる任意の z ∈ Aに対して α ⊨φ z
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定理 3.20.3 Aを集合とし，A∗, A間の偏束関係 ⊨に対して，A∗ 上の関係 ≼を

α ≼ β ⇐⇒
α ⊨ yなる y ∈ βがある · · · β 6= εのとき
任意の z ∈ Aに対して α ⊨ z · · · β = εのとき

(3.20.2)

と定義すれば，≼は ⊨を拡張し強束律と劣空律とに従う．また≼は，⊨を拡張し束律と劣空律とに
従う A∗ 上の関係の中で最小のものである（そこで ≼を，偏束関係 ⊨の最小束劣空拡張と呼ぶ）．
また，≼が準上限律に従うためには，各 (x, y) ∈ A×Aに対して x ⊨ yと y ⊨ xのどちらかの成り
立つことが必要十分である．

証明 (後出の別証参照) β 6= εの場合の α ≼ βの定義より，≼は ⊨の拡張であり，従って特に ≼
は反復律に従う．また，α ≼ εの定義より，≼は劣空律に従う
付加律：任意の x ∈ Aをとる．まず α ≼ β (β 6= ε)と仮定する．そうすると，α ⊨ yなる y ∈ β

があり，従って α ≼ xβが成り立つ．また，偏付加律により xα ⊨ yが成り立つから，xα ≼ βも成
り立つ．次に α ≼ εと仮定する．そうすると，任意の z ∈ Aに対して α ⊨ z，従って偏付加律によ
り xα ⊨ zが成り立つから，xα ≼ εが成り立つ．また，特に α ⊨ xが成り立つから，α ≼ xも成り
立つ．
巾等律：まず xxα ≼ β (β 6= ε)と仮定する．そうすると，xxα ⊨ yなる y ∈ βがあり，それは
偏巾等律により xα ⊨ yをみたすから，xα ≼ βが成り立つ．次に xxα ≼ εと仮定する．そうする
と，任意の z ∈ Aに対して xxα ⊨ z，従って偏巾等律により xα ⊨ zが成り立つから，xα ≼ εが成
り立つ．最後に α ≼ xxβと仮定する．そうすると，α ⊨ xまたは α ⊨ yなる y ∈ βがあるから，
α ≼ xβが成り立つ．
置換律：これは，⊨の偏置換律と α ≼ βの定義が βを列便法によって集合とみなしたものにし
か依らないこととにより成り立つ．
強消去律：α ≼ xγ, xβ ≼ δと仮定する．そうすると，α ⊨ xであるか α ⊨ yなる y ∈ γがある．

α ⊨ yなる y ∈ γのある場合には，偏付加律と偏置換律とにより αβ ⊨ yが成り立つから，αβ ≼ δγ
が成り立つ．そこで α ⊨ xと仮定する．xβ ⊨ zなる z ∈ δがある場合には，偏消去律により αβ ⊨ z
が成り立つから，αβ ≼ δγが成り立つ．δ = εすなわち xβ ≼ εの場合には，任意の z ∈ Aに対し
て xβ ⊨ zが成り立ち，従って偏消去律により αβ ⊨ zが成り立つから，αβ ≼ γが成り立つ．
最小性：⊨を拡張し束律と劣空律とに従う A∗上の関係 Rを任意にとる．α ≼ β (β 6= ε)であれ
ば，α ⊨ yなる y ∈ βがあり，Rが ⊨の拡張であることにより αRyが成り立つから，Rの付加律
と置換律とによって αRβが成り立つ．α ≼ εであれば，≼の付加律または≼の定義によって任意
の z ∈ Aに対して α ⊨ z，従って αR zが成り立つから，Rの劣空律によって αRεが成り立つ．以
上により ≼は Rに含まれる．
準上限律：任意の (x, y) ∈ A×Aをとる．そしてまず，x ≼ z, y ≼ z, z ≼ xy なる z ∈ Aがある
と仮定する．そうすると，x ⊨ z, y ⊨ zが成り立ち，z ⊨ xと z ⊨ yのどちらかが成り立つ．従って
⊨の偏消去律によって，y ⊨ xと x ⊨ yのどちらかが成り立つ．次に，x ⊨ yと y ⊨ xのどちらかが
成り立つと仮定する．どちらが成り立つかに応じて z = yまたは z = xと定めれば，反復律により
x ⊨ z, y ⊨ zが共に成り立ち，z ⊨ xと z ⊨ yのどちらかが成り立つ．従って x ≼ z, y ≼ z, z ≼ xy
が成り立つ．

問題 3.20.11 束写系 (A,B, f)がさらに inf fA = 0をみたすとする．このとき，問題 3.19.7でのよ
うに定義される A∗ 上の関係 ⋞f は偏 f真関係 ⊨f の最小束劣空拡張に等しい．
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問題 3.20.12 束写系 (A,B, f)がさらに inf fA = 0をみたし Bが線形順序集合であるとする（問題
3.9.22参照）．このとき，f真関係 ≼f は偏 f真関係 ⊨f の最大束拡張と最小束劣空拡張に等しい．
従って，⊨f を拡張し束律と劣空律に従う A∗ 上の関係は ≼f に限る．

略解 ≼f が ⊨f の最大束拡張に等しいことは，定理 3.20.2系から分かる．≼f が ⊨f の最小束劣空
拡張に等しいことは，問題 3.19.7と問題 3.20.11から分かる．

問題 3.20.13 Aを集合とし φ ∈ PA→PAを閉写とするとき，問題 3.19.15において定義した A∗

上の関係 ⋞φ は，問題 3.20.7において定義した A∗, A間の関係 ⊨φ の最小束劣空拡張に等しい．

問題 3.20.14 集合 A上の擬順序関係 vに対して，A∗, A間の関係 ⊨を

x1 · · · xn ⊨ y ⇐⇒ z v xi (i = 1, . . . , n)なる任意の z ∈ Aに対して z v y

と定義すれば，⊨は vを拡張し偏束律に従う A∗, A間の関係の中で最大のものである（そこで ⊨
を，擬順序関係 vの最大偏束拡張と呼ぶ）．

問題 3.20.15 集合 A上の擬順序関係 vの最大偏束拡張の最大束拡張は，vの最大束拡張（これ
は補題 3.19.1で定義した）に等しい．

問題 3.20.16 問題 3.20.1において A,B, fがさらに定理 3.19.8の条件 (3.19.2)をみたすなら，⊨f
は Bの順序関係 ≤を fによって引き戻して得られる A上の擬順序関係 ≤f の最大偏束拡張に等
しい．

問題 3.20.17 問題 3.20.1においてさらに fAが 1 = sup fAをみたすBの部分偏束であれば，⊨fは
Bの順序関係 ≤を fによって引き戻して得られる A上の擬順序関係 ≤fの最大偏束拡張に等しい．

略解 a = inf fα (α 6= ε)なら a ∈ fAが成り立つから，条件 (3.19.2)がみたされる．

問題 3.20.18 Aを集合とし，Bを最大元を持つ偏束とし，(fv)v∈V をAから Bへの写像の族とし，
Aから巾偏束 BV への写像 fを (fx)v = fvx (x ∈ A, v ∈ V)と定める．このとき，偏 f真関係 ⊨f
は偏 fv 真関係 ⊨fv (v ∈ V)すべての交わりに等しい．

略解 問題 3.19.22と同様である．

3.21 ブール律の分析
＄第 3.19節で，束写系 (A,B, f)が種々の代数的付加条件をみたすのに応じて f真関係≼fが種々
の法則に従うことを示した．この節では，それら法則と関連する法則について説明する．そこでこ
の節を通じて，そうでない旨断らない限り（定義 3.21.1，定義 3.21.2，定義 3.21.4，定義 3.21.5，
定理 3.21.10参照），Aを集合とし≼をA∗上の束関係，すなわち次の五法則から成る束律に従う
関係とする．ただし，AZ記法・列便法等の第 3.19節の記法・便法を継承する．

x ≼ x (反復律)

α ≼ β =⇒ xα ≼ β
α ≽ β =⇒ xα ≽ β

}
(付加律)
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xxα ≼ β =⇒ xα ≼ β
xxα ≽ β =⇒ xα ≽ β

}
(巾等律)

αxyβ ≼ γ =⇒ αyxβ ≼ γ
αxyβ ≽ γ =⇒ αyxβ ≽ γ

}
(置換律)

α ≼ x, xβ ≼ δ =⇒ αβ ≼ δ
α ≽ x, xβ ≽ δ =⇒ αβ ≽ δ

}
(消去律)

しばしば，束関係より狭い強束関係の範囲について考える．すなわち，≼が束律中の消去律を

α ≼ xγ
xβ ≼ δ

}
=⇒ αβ ≼ δγ (強消去律)

に取り替えて得られる強束律に従う場合について考える．．
なお，A∗の乗法記号はこれまで通り通常は記さないが，記す必要のある場合はコンマを乗法記
号に代用する．たとえば，定理 3.21.1の法則 a2における x∧y, βは，Aの二元 x, yに Aの二項
算法 ∧を適用して出来た Aの元 x∧yと A∗ の元 βの A∗ における積を表す．

補題 3.21.1 ≼を制限して出来るA上の関係vは擬順序関係である．従ってvの対称核は同値関
係である（これを以後 �で表す）．

証明 ≼の反復律がすなわち vの反射律となり，≼の消去律がすなわち vの推移律となる（従っ
てこの文脈では，「推移律」でなく「消去律」と呼ぶのが相応しい）．後半は問題 3.9.55による．

注意 3.21.1 補題 3.21.1では，≼の A × Aへの制限 vの対称核を �で表したのであり，≼自身
の対称核を �で表したのではない．どんな関係にも対称核があるから，≼自身の対称核を考える
こともできる．しかし一般に，本書で何らかの集合Aに対してA∗上の関係を考察する際には，そ
れ自身の対称核は重要ではなく，それの A×Aへの制限の対称核が重要となる．

補題 3.21.2 ≼は次の法則に従う (n = 1, 2, . . .)．

αi ≼ xi (i = 1, . . . , n)
x1 · · · xnβ ≼ δ

}
=⇒ α1 · · ·αnβ ≼ δ (重消去律)

≼は，強消去律に従う場合には次の法則に従う (n = 1, 2, . . .)．

αi ≼ xiγi (i = 1, . . . , n)
x1 · · · xnβ ≼ δ

}
=⇒ α1 · · ·αnβ ≼ δγ1 · · ·γn (重強消去律)

証明 まず，≼が強消去律に従う場合を考える．n = 1のときの重強消去律は強消去律そのもの
である．そこで，n > 1と仮定し nについての帰納法を使う．α1 ≼ x1γ1 と x1 · · · xnβ ≼ δ に
強消去律を使えば α1x2 · · · xnβ ≼ δγ1．これに置換律を繰り返し使って x2 · · · xnα1β ≼ δγ1 を
得る．従って，帰納法の仮定により α2 · · ·αnα1β ≼ δγ1 · · ·γn．これに置換律を繰り返し使って
α1 · · ·αnβ ≼ δγ1 · · ·γn を得る．以上で γi = ε (i = 1, . . . , n)とすれば，重消去律の証明となる．

注意 3.21.2 Aが順序関係≤について最小元と最大元とを持つ束であるとき，A∗上の関係≼を問
題 3.19.17でのように定めると，≼は束律に従い（つまりこの節の仮定をみたし），Aが分配束で
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あれば≼は強消去律に従う．そこでこの≼に補題 3.21.2を適用することができて，Aが分配束で
あれば Aの束算法 ∧,∨が次の法則に従うことが分かる (n = 1, 2, . . .)．

ai ≤ ei∨ ci (i = 1, . . . , n)
e1∧ . . .∧ en∧b ≤ d

}
=⇒ a1∧ . . .∧an∧b ≤ d∨ c1∨ . . .∨ cn

以下に示す命題からも同様に，束についての非自明な命題の得られる場合がある．なお，問題 3.19.5

によれば，上の法則の n = 1の場合は分配律と同等である．

問題 3.21.1 x1, . . . , xn ∈ Aと β, δ ∈ A∗ についての次の四条件のうち，条件 1, 3, 4は同等であ
り，条件 2は他を含意する [61]．≼が強消去律に従う場合には条件 2も他と同等である．

1. x1 · · · xnβ ≼ δ

2. αi ≼ xiγi (i = 1, . . . , n) =⇒ α1 · · ·αnβ ≼ δγ1 · · ·γn

3. αi ≼ xi (i = 1, . . . , n) =⇒ α1 · · ·αnβ ≼ δ

4. yi ≼ xi (i = 1, . . . , n) =⇒ y1 · · ·ynβ ≼ δ

略解 (1 =⇒ 2)と (1 =⇒ 3)とはそれぞれ，重強消去律と重消去律との言い換えである．
(4 =⇒ 1) 反復律により xi ≼ xi (i = 1, . . . , n)．これを条件 4の前提として使う．

補題 3.21.3 x1, . . . , xn, y ∈ A (n ≥ 1)についての次の六条件のうち，条件 1および 3 – 6は同等
であり，条件 2は他を含意する．≼が強消去律に従う場合には条件 2も他と同等である（矢印の
向きに注意）．

1. x1 · · · xn ≼ y

2. α ≼ xiβ (i = 1, . . . , n) =⇒ α ≼ yβ

3. α ≼ xi (i = 1, . . . , n) =⇒ α ≼ y

4. x1 · · · xnβ ≼ α ⇐= yβ ≼ α

5. x1 · · · xn ≼ α ⇐= y ≼ α

6. x1 · · · xn ≼ z ⇐= y ≼ z

証明 まず，≼が強消去律に従う場合を考える．
(1 =⇒ 2) x1 · · · xn ≼ yかつα ≼ xiβ (i = 1, . . . , n)とする．

、
　重
、
　強
、
　消
、
　去
、
　律
、
　に
、
　よ
、
　りα · · ·α ≼ yβ · · ·β．

これに置換律と巾等律を繰り返し使って α ≼ yβを得る．
(2 =⇒ 3) 条件 2において β = εとすれば条件 3となる．
(3 =⇒ 1) 反復律・付加律・置換律により x1 · · · xn ≼ xi (i = 1, . . . , n)．これらを条件 3の前提
として使って x1 · · · xn ≼ yを得る．
(1 =⇒ 4) x1 · · · xn ≼ yと yβ ≼ αとに消去律をつかって x1 · · · xnβ ≼ αを得る．
(4 =⇒ 5) 条件 4において β = εとすれば条件 5となる．
(5 =⇒ 6) 条件 5において α = zとすれば条件 6となる．
(6 =⇒ 1) y ≼ yを条件 6の前提として使って x1 · · · xn ≼ yを得る．
なお，条件 1 – 3の間の上記の関係は，問題 3.21.1から導くこともできる．
≼が強消去律に従わない場合，重強消去律が使えないから (1 =⇒ 2)が証明できないが，代わり

に重消去律を使えば (1 =⇒ 3)が同様に証明される．

[61]条件・法則についての「含意する」という概念については定義 3.29.2 参照．
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注意 3.21.3 補題 3.21.3によれば，x, y ∈ Aについての次の三条件は同等である．

1. x ≼ y 2. α ≼ x =⇒ α ≼ y 3. y ≼ α =⇒ x ≼ α

実は，(1⇐⇒3)なることは，(1⇐⇒2)なることを≼の双対関係≽に適用しても分かる．なぜなら，
≼が束律に従うことは ≽が束律に従うことと同等である（これを束律の双対性と呼ぶ．例 3.13.2

の双対性参照）．従って (1⇐⇒2)なることにより，x ≽ yと「α ≽ x =⇒ α ≽ y」が同等である
ことが分かり，それから (1⇐⇒3)が得られる．そこで一般に，束律からある命題が導かれたとき，
その中の ≼を ≽に書き換えて得られる命題（これをもとの命題の双対命題と呼ぶ）は取り立てて
証明せずに使う．また，≼が強束律に従うことは ≽が強束律に従うことと同等である（これを強
束律の双対性と呼ぶ）から，強束律から導かれた命題についても同様にする．

問題 3.21.2 ≼は次の法則に従う (n = 1, 2, . . .)．

αi ≽ xi (i = 1, . . . , n)
x1 · · · xnβ ≽ δ

}
=⇒ α1 · · ·αnβ ≽ δ (双対重消去律)

≽は，強消去律に従う場合には次の法則に従う (n = 1, 2, . . .)．

αi ≽ xiγi (i = 1, . . . , n)
x1 · · · xnβ ≽ δ

}
=⇒ α1 · · ·αnβ ≽ δγ1 · · ·γn (双対重強消去律)

補題 3.21.4 x1, . . . , xn, y ∈ A (n ≥ 1)についての次の六条件は同等である（矢印の向きに注意）．

1. y ≼ xi (i = 1, . . . , n)

2. α ≼ xiβ (i = 1, . . . , n) ⇐= α ≼ yβ

3. α ≼ xi (i = 1, . . . , n) ⇐= α ≼ y

4. x1 · · · xnβ ≼ α =⇒ yβ ≼ α

5. x1 · · · xn ≼ α =⇒ y ≼ α

6. x1 · · · xn ≼ z =⇒ y ≼ z

証明 (1 =⇒ 2) y ≼ xi と α ≼ yβとに消去律を使って α ≼ xiβを得る (i = 1, . . . , n)．
(2 =⇒ 3) 条件 2において β = εとすれば条件 3となる．
(3 =⇒ 1) y ≼ yを条件 3の前提として使って y ≼ xi (i = 1, . . . , n)を得る．
(1 =⇒ 4) y ≼ xi (i = 1, . . . , n)と x1 · · · xnβ ≼ αとに重消去律を使って y · · ·yβ ≼ α．これに
巾等律を繰り返し使って yβ ≼ αを得る．
(4 =⇒ 5) 条件 4において β = εとすれば条件 5となる．
(5 =⇒ 6) 条件 5において α = zとすれば条件 6となる．
(6 =⇒ 1)反復律・付加律・置換律により x1 · · · xn ≼ xi．これを条件 6の前提として使って y ≼ xi
を得る (i = 1, . . . , n)．

定理 3.21.1 A上の二項汎算法 x∧yについての次の六法則は同等である（矢印の向きに注意）．

　 a1. x∧y ≼ x, x∧y ≼ y

　 a2. α ≼ xβ, α ≼ yβ ⇐= α ≼ x∧y, β

　 a3. α ≼ x, α ≼ y ⇐= α ≼ x∧y

　 a4. xyβ ≼ α =⇒ x∧y, β ≼ α

　 a5. xy ≼ α =⇒ x∧y ≼ α

　 a6. xy ≼ z =⇒ x∧y ≼ z

また，次の六法則のうち，b1および b3 – b6は同等であり，b2は他を含意する．≼が強消去律
に従う場合には b2も他と同等である（矢印の向きに注意）．
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　 b1. xy ≼ x∧y

　 b2. α ≼ xβ, α ≼ yβ =⇒ α ≼ x∧y, β

　 b3. α ≼ x, α ≼ y =⇒ α ≼ x∧y

　 b4. xyβ ≼ α ⇐= x∧y, β ≼ α

　 b5. xy ≼ α ⇐= x∧y ≼ α

　 b6. xy ≼ z ⇐= x∧y ≼ z

また，A上の二項汎算法 x∨yについての次の六法則は同等である（矢印と ≽の向きに注意）．

　 c1. x∨y ≽ x, x∨y ≽ y

　 c2. α ≽ xβ, α ≽ yβ ⇐= α ≽ x∨y, β

　 c3. α ≽ x, α ≽ y ⇐= α ≽ x∨y

　 c4. xyβ ≽ α =⇒ x∨y, β ≽ α

　 c5. xy ≽ α =⇒ x∨y ≽ α

　 c6. xy ≽ z =⇒ x∨y ≽ z

また，次の六法則のうち，d1および d3 – d6は同等であり，d2は他を含意する．≼が強消去律
に従う場合には d2も他と同等である（矢印と ≽の向きに注意）．

　 d1. xy ≽ x∨y

　 d2. α ≽ xβ, α ≽ yβ =⇒ α ≽ x∨y, β

　 d3. α ≽ x, α ≽ y =⇒ α ≽ x∨y

　 d4. xyβ ≽ α ⇐= x∨y, β ≽ α

　 d5. xy ≽ α ⇐= x∨y ≽ α

　 d6. xy ≽ z ⇐= x∨y ≽ z

証明 前半は，補題 3.21.3と補題 3.21.4とにおいて n = 2として x1, x2, yをそれぞれ x, y, x∧y

に替えれば証明される．後半は，∧を ∨に替えた上で，前半の双対命題として得られる．

定義 3.21.1 A∗ 上の束関係とは限らぬ任意の関係 ≼について，定理 3.21.1の法則 a4, b2を合わ
せた法則と法則 c4, d2を合わせた法則を，それぞれ強下限律・強上限律と呼び，さらにこれらを
合わせて強両限律と呼ぶ．

xyα ≼ β =⇒ x∧y, α ≼ β
α ≼ xβ, α ≼ yβ =⇒ α ≼ x∧y, β

}
(強下限律)

xα ≼ β, yα ≼ β =⇒ x∨y, α ≼ β
α ≼ xyβ =⇒ α ≼ x∨y, β

}
(強上限律)

補題 3.21.5 x1, . . . , xn, y ∈ A (n ≥ 1)についての次の六条件のうち，条件 1および 3 – 6は同等
であり，条件 2は他を含意する．≼が強消去律に従う場合には条件 2も他と同等である．

1. y ≼ xi (i = 1, . . . , n), x1 · · · xn ≼ y

2. α ≼ xiβ (i = 1, . . . , n) ⇐⇒ α ≼ yβ

3. α ≼ xi (i = 1, . . . , n) ⇐⇒ α ≼ y

4. x1 · · · xnβ ≼ α ⇐⇒ yβ ≼ α

5. x1 · · · xn ≼ α ⇐⇒ y ≼ α

6. x1 · · · xn ≼ z ⇐⇒ y ≼ z

証明 これは補題 3.21.3と補題 3.21.4を合わせたものである．

定理 3.21.2 A上の二項汎算法 x∧yに関する下限律 x∧y ≼ x, x∧y ≼ y, xy ≼ x∧yは下記の
法則のうちの e1および e3 – e6のいずれとも同等であり，e2はこれらを含意する．≼が強消去
律に従う場合には，e2も他の五法則と同等である．



第 3章 論理代数学 249

　 e1. γxyβ ≼ α ⇐⇒ γ, x∧y, β ≼ α

　 e2. α ≼ xβ, α ≼ yβ ⇐⇒ α ≼ x∧y, β

　 e3. α ≼ x, α ≼ y ⇐⇒ α ≼ x∧y

　 e4. xyβ ≼ α ⇐⇒ x∧y, β ≼ α

　 e5. xy ≼ α ⇐⇒ x∧y ≼ α

　 e6. xy ≼ z ⇐⇒ x∧y ≼ z

また，A上の二項汎算法 x∨yについての上限律 x∨y ≽ x, x∨y ≽ y, xy ≽ x∨yは下記の法則
のうちの f1および f3 – f6のいずれとも同等であり，f2はこれらを含意する．≼が強消去律に従
う場合には，f2も他の五法則と同等である．

　 f1. γxyβ ≽ α ⇐⇒ γ, x∨y, β ≽ α

　 f2. α ≽ xβ, α ≽ yβ ⇐⇒ α ≽ x∨y, β

　 f3. α ≽ x, α ≽ y ⇐⇒ α ≽ x∨y

　 f4. xyβ ≽ α ⇐⇒ x∨y, β ≽ α

　 f5. xy ≽ α ⇐⇒ x∨y ≽ α

　 f6. xy ≽ z ⇐⇒ x∨y ≽ z

また，≼が算法 x∧yと x∨yについて両限律に従えば，次のことが成り立つ．ただし結論 g1の
≼式の両辺と結論 g2の �式の左辺と結論 g3の �式の両辺においては，算法 ∧,∨を適用する
順番（括弧の付け方）はそれぞれ任意であり，結論 g1ではさらに，m = 0の場合の x1 · · · xm と
x1∧ · · ·∧ xm と，n = 0の場合の y1 · · ·yn と y1∨ · · ·∨yn とは，共に A∗ の空列 εを表す．

　 g1. x1 · · · xm ≼ y1 · · ·yn ⇐⇒ x1∧ · · ·∧ xm ≼ y1∨ · · ·∨yn

　 g2.

x1∧ · · ·∧ xn � (· · · (x1∧ x2)∧ · · · )∧ xn
x1∨ · · ·∨ xn � (· · · (x1∨ x2)∨ · · · )∨ xn

　 g3. n次の任意の置換 ρに対して
xρ1∧ · · ·∧ xρn � x1∧ · · ·∧ xn
xρ1∨ · · ·∨ xρn � x1∨ · · ·∨ xn

　 g4. ≼を制限して出来る A上の関係は算法 ∧,∨と両立する．すなわち，次のことが成り立つ．

x1 ≼ y1
x2 ≼ y2

}
=⇒

x1∧ x2 ≼ y1∧y2x1∨ x2 ≼ y1∨y2

証明 下限律と法則 e2 – e6とは，補題 3.21.5の六条件において n = 2として x1, x2, yをそれぞれ
x, y, x∧yに替えたものである．また，≼が置換律に従うから，e1と e4とは同等である．従って，
e1 – e6についてのことが成り立つ．f1 – f6についてのことは，∧を∨に替えて双対性を使えば証明
される．結論 g1は法則 e1, f1を繰り返し使えば証明される．結論 g2については，x1∧ · · ·∧ xnを
yで表せば，反復律により x1∧ · · ·∧ xn ≼ y，従って結論 g1により x1 · · · xn ≼ y，従ってまた結
論 g1により (· · · (x1∧ x2)∧ · · · )∧ xn ≼ yが成り立つ．これの逆の y ≼ (· · · (x1∧ x2)∧ · · · )∧ xn
が同様にして得られるから，∧についての式が成り立つ．∨についても同様である．結論 g3に
ついては，x1∧ · · ·∧ xn を yで表せば，反復律により x1∧ · · ·∧ xn ≼ y，従って結論 g1により
x1 · · · xn ≼ y，従って置換律により xρ1 · · · xρn ≼ y，従ってまた結論 g1により xρ1∧ · · ·∧ xρn ≼ y
が成り立つ．これの逆の y ≼ xρ1∧ · · ·∧ xρn が同様にして得られるから，∧についての式が成り立
つ．∨についても同様である．結論 g4の x1∧ x2 ≼ y1∧y2を証明するには，まず仮定の x1 ≼ y1
と x2 ≼ y2とに付加律と置換律を使って x1x2 ≼ y1と x1x2 ≼ y2とを得てから，法則 e3を使って
x1x2 ≼ y1∧y2を得て，最後に法則 e1を使えばいい．x1∨ x2 ≼ y1∨y2については，同様にする
か，∧を ∨に替えて双対性を使えばいい．
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補題 3.21.6 ≼が強消去律に従う場合，x, x ′ ∈ Aについての次の六条件は同等である．

1. xx ′ ≼ ε

2. α ≼ xβ, α ≼ x ′β =⇒ α ≼ β

3. α ≼ x, α ≼ x ′ =⇒ α ≼ ε

4. α ≼ xβ =⇒ x ′α ≼ β

5. α ≼ x =⇒ x ′α ≼ ε

6. y ≼ x =⇒ x ′y ≼ ε

証明 (1 =⇒ 2 =⇒ 3 =⇒ 1) 補題 3.21.3における (1 =⇒ 2 =⇒ 3 =⇒ 1)と同様に証明できる．
(1 =⇒ 4) α ≼ xβと xx ′ ≼ εに強消去律を使って αx ′ ≼ βを得た後で置換律を使えばいい．
(4 =⇒ 5) 条件 4において β = εとすれば条件 5を得る．
(5 =⇒ 6) 条件 5において α = yとすれば条件 6を得る．
(6 =⇒ 1) x ≼ xを条件 6の前提として使って x ′x ≼ εを得た後で置換律を使えば条件 1を得る．

定理 3.21.3 ≼が強消去律に従うとする．このとき，A上の単項汎算法 x♢に関する下補律 xx♢ ≼ ε
は次の八法則（これらを矛盾律と総称する）のいずれとも同等である．

　 a1. α ≼ xβ, α ≼ x♢β =⇒ α ≼ β

　 a2. α ≼ x, α ≼ x♢ =⇒ α ≼ ε

　 a3. α ≼ xβ =⇒ x♢α ≼ β

　 a4. α ≼ x =⇒ x♢α ≼ ε

　 a5. y ≼ x =⇒ x♢y ≼ ε

　 a6. α ≼ x♢β =⇒ xα ≼ β

　 a7. α ≼ x♢ =⇒ xα ≼ ε

　 a8. y ≼ x♢ =⇒ xy ≼ ε

また，上補律 xx♢ ≽ εは次の八法則（これらを排中律と総称する）のいずれとも同等である（≽の
向きに注意）．

　 b1. α ≽ xβ, α ≽ x♢β =⇒ α ≽ β

　 b2. α ≽ x, α ≽ x♢ =⇒ α ≽ ε

　 b3. α ≽ xβ =⇒ x♢α ≽ β

　 b4. α ≽ x =⇒ x♢α ≽ ε

　 b5. y ≽ x =⇒ x♢y ≽ ε

　 b6. α ≽ x♢β =⇒ xα ≽ β

　 b7. α ≽ x♢ =⇒ xα ≽ ε

　 b8. y ≽ x♢ =⇒ xy ≽ ε

従って，両補律は次の二法則のいずれとも同等である．

c1. α ≼ xβ ⇐⇒ x♢α ≼ β（背理律） c2. α ≽ xβ ⇐⇒ x♢α ≽ β（道理律）

また，両補律は次の二法則を含意する．

d1. xα ≼ yβ ⇐⇒ y♢α ≼ x♢β（対偶律） d2. (x♢)♢ � x（重補律）

証明 補題 3.21.6 における x ′ を x♢ に替えれば法則 a1 – a5 を得る．置換律により xx♢ ≼ ε と
x♢x ≼ εとは同等であるから，a3 – a5において xと x♢ とを取り替えて新たに法則 a6 – a8を得
る．法則 a1 – a8から双対性によって b1 – b8を得る．
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定義 3.21.2 A∗ 上の束関係とは限らぬ任意の関係 ≼について，定理 3.21.3の法則 a3と b3を合
わせた法則を強両補律と呼ぶ．

α ≼ xβ =⇒ x♢α ≼ β
xα ≼ β =⇒ α ≼ x♢β

}
(強両補律)

問題 3.21.3 ≼が A上の二項汎算法 x∧yについての下限律に従う場合，≼が A上の単項汎算法
x♢についての下補律に従うことは，法則 x∧ x♢ ≼ εに従うことと同等である．従って，≼が x∧y
についての下限律と x♢ についての下補律に従って A 6= ∅であれば，≼は下端律に従う．
≼がA上の二項汎算法 x∨yについての上限律に従う場合，≼が x♢についての上補律に従うこ

とは，法則 x∨ x♢ ≽ εに従うことと同等である．従って，≼が x∨yについての上限律と x♢につ
いての上補律に従って A 6= ∅であれば，≼は上端律に従う．

略解 定理 3.21.2による．

定義 3.21.3 ≼がこの節で仮定している束律だけでなく汎算法 x∧y, x∨y, x♢についての擬ブー
ル律に従うとき（定理 3.19.6参照），≼の双対関係≽は算法 x∨y, x∧y, x♢（順番に注意）に関
して擬ブール関係である．従って，擬ブール律から導かれた命題は，≼,∧,∨を ≽,∨,∧に書き換
えても成り立つ（そうして得られた命題をもとの命題の双対命題と呼ぶ）．このことを擬ブール関
係の双対性と呼ぶ．

問題 3.21.4 ≼が汎算法 x∧y, x∨y, x♢ に関して擬ブール関係であれば，�は次の法則に従う
（問題 3.13.7, 問題 3.19.17と例 3.29.2参照）．

(x∧y)♢ � x♢ ∨y♢ (x∨y)♢ � x♢ ∧y♢ (双対律)

問題 3.21.5 ≼が汎算法 x∧y, x∨y, x♢ に関して擬ブール関係であれば，任意の α,β ∈ A∗ と
x ∈ Aに対して次のことが成り立つ．

α ≼ β ⇐⇒ α ≼ x∧ x♢, β ⇐⇒ x∨ x♢, α ≼ β

補題 3.21.7 ≼が強消去律に従い，かつ x, x ′ ∈ Aが xx ′ ≼ εと xx ′ ≽ εとをみたせば，x, x ′ と
y, z ∈ Aとについての次の四条件は同等である（矢印の向きに注意）．

1. x ′ ≼ z, y ≼ z

2. xα ≼ yβ =⇒ α ≼ zβ

3. xα ≼ y =⇒ α ≼ z

4. β ≼ xα, yβ ≼ α ⇐= zβ ≼ α

証明 (1 =⇒ 2) x ′ ≼ zに付加律と置換律を繰り返し使って x ′α ≼ zβを得る．また，xα ≼ yβと
y ≼ z に消去律を使えば xα ≼ zβ．この二つの式に補題 3.21.6の双対命題を使って α ≼ zβを得る．
(2 =⇒ 3) 条件 2において β = εとすれば条件 3となる．
(3 =⇒ 1) xx ′ ≼ εと付加律により xx ′ ≼ yが成り立つから，これを条件 3の前提として使って

x ′ ≼ zを得る．また，xy ≼ yを条件 3の前提として使って y ≼ zを得る．
(1 =⇒ 4) x ′ ≼ zと zβ ≼ αに消去律を使えば x ′β ≼ α．これに補題 3.21.6の双対命題を x, x ′

の役割を入れ替えて使って β ≼ xαを得る．また，y ≼ zと zβ ≼ αに消去律を使って yβ ≼ αを
得る．
(4 =⇒ 1) z ≼ zを条件 4の前提として使えば ε ≼ xzかつ y ≼ z．前者に補題 3.21.6を使って

x ′ ≼ zを得る．
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補題 3.21.8 x, y, z ∈ Aについての次の六条件のうち，条件 1, 3, 6は同等であり条件 2, 4, 5の
それぞれは条件 1, 3, 6を含意する．≼が強消去律に従う場合には条件 2, 4, 5のそれぞれも他と
同等である（矢印の向きに注意）．

1. xz ≼ y

2. xα ≼ yβ ⇐= α ≼ zβ

3. xα ≼ y ⇐= α ≼ z

4. β ≼ xα, yβ ≼ α =⇒ zβ ≼ α

5. α ≼ xγ, β ≼ zδ =⇒ αβ ≼ yγδ

6. α ≼ x, β ≼ z =⇒ αβ ≼ y

さらに xと x ′ ∈ Aが xx ′ ≼ εと xx ′ ≽ εをみたせば，条件 1 – 6は次の条件とも同等である．

7. z ≼ x ′y

証明 まず，xx ′ ≼ εと xx ′ ≽ εが成り立って ≼が強消去律に従う場合を考える．
(1 =⇒ 7) xz ≼ yに補題 3.21.6の双対命題を使って z ≼ x ′yを得る．
(7 =⇒ 1) xx ′ ≼ εに置換律を使えば x ′x ≼ ε．これと z ≼ x ′yに強消去律を使えば zx ≼ y，従っ

て再び置換律を使って xz ≼ yを得る．
次に，≼が強消去律に従うとだけ仮定した場合を考える．
(1 =⇒ 2) xz ≼ yに置換律を使えば zx ≼ y．これと α ≼ zβに強消去律を使えば αx ≼ yβ．こ

れに置換律を使って xα ≼ yβを得る．
(2 =⇒ 3) 条件 2において β = εとすれば条件 3となる．
(3 =⇒ 1) z ≼ zを条件 3の前提として使って xz ≼ yを得る．
(1 =⇒ 4) β ≼ xαと xz ≼ yに強消去律を使えば βz ≼ yα．これと yβ ≼ αに強消去律を使えば

βzβ ≼ αα．これに置換律と巾等律を使って zβ ≼ αを得る．
(4 =⇒ 1) 反復律・付加律・置換律により成り立つ x ≼ xyと yx ≼ yを条件 4の前提として使え

ば zx ≼ y．これに置換律を使って xz ≼ yを得る．
(1 =⇒ 5) α ≼ xγと xz ≼ y に強消去律を使えば αz ≼ yγ．これに置換律を使って zα ≼ yγと

し，これと β ≼ zδに強消去律を使えば βα ≼ yγδ．これに置換律を使って αβ ≼ yγδを得る．
(5 =⇒ 6) 条件 5において γ = δ = εとすれば条件 6となる．
(6 =⇒ 1) x ≼ xと z ≼ zを条件 6の前提として使って xz ≼ yを得る．
最後に，≼が強消去律に従うとも仮定しない場合，(1 =⇒ 2)(1 =⇒ 4)(1 =⇒ 5)の論法が使えな

いが，(1 =⇒ 3)(1 =⇒ 6)が (1 =⇒ 2)(1 =⇒ 5)と同様に証明でき，他の論法はそのまま使える．

定理 3.21.4 ≼が強消去律と A上の単項汎算法 x♢ に関する両補律に従うとし，x⇒yを A上の
二項汎算法とする．このとき，下記の法則 a1（すなわち下補導律と反復導律を合わせた法則）は
法則 a2 – a4のいずれとも同等である（矢印と ≼,≽の向きに注意）．

　 a1. x♢ ≼ x⇒y, y ≼ x⇒y
　 a2. xα ≼ yβ =⇒ α ≼ x⇒y, β

　 a3. xα ≼ y =⇒ α ≼ x⇒y (転位導律)

　 a4. xα ≽ β, α ≽ yβ ⇐= α ≽ x⇒y, β
また，下記の法則 b1は法則 b2 – b4のいずれとも同等である（矢印と ≼,≽の向きに注意）．
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　 b1. x⇒y ≼ x♢y（上補反復導律）
　 b2. xα ≼ yβ ⇐= α ≼ x⇒y, β

　 b3. xα ≼ y ⇐= α ≼ x⇒y（反転導律）
　 b4. xα ≽ β, α ≽ yβ =⇒ α ≽ x⇒y, β

これら四法則は，さらに次の三法則とも同等である．

　 b5. α ≼ xγ, β ≼ x⇒y, δ =⇒ αβ ≼ yγδ

　 b6. α ≼ x, β ≼ x⇒y =⇒ αβ ≼ y（複消去導律）

　 b7. x, x⇒y ≼ y（消去導律）
証明 補題 3.21.7と補題 3.21.8とにおいて x ′ = x♢, z = x⇒yとすれば直ちに証明される．
注意 3.21.4 定理 3.21.4によれば，ブール関係を定義する法則の中，特に上補反復導律は消去導
律に置き換えることができる．

定義 3.21.4 A∗ 上の束関係とは限らぬ任意の関係 ≼について，定理 3.21.4の法則 b4, a2を合わ
せた法則を強三導律と呼ぶ．

α ≼ xβ, yα ≼ β =⇒ x⇒y, α ≼ β
xα ≼ yβ =⇒ α ≼ x⇒y, β

}
(強三導律)

問題 3.21.6 反復律・付加律・置換律の下では，強両限律・強両補律・強三導律は両限律・両補律・
三導律を含意する．

略解 反復律・付加律・置換律により成り立つ xy ≼ xと xy ≼ yに強下限律を使って下限律を得
る．下補律と付加律により成り立つ xx♢ ≼ yに強三導律を使って下補導律を得る．反復律と付加
律により成り立つ xy ≼ yに強三導律を使って反復導律を得る．上補律・反復律・付加律・置換律
により成り立つ ε ≼ xx♢yと y ≼ x♢yに強三導律を使って上補反復導律を得る．

定理 3.21.5 ≼が強消去律とA上の二項汎算法 x∨yに関する上限律とA上の単項汎算法 x♢に関
する両補律に従うとし，x⇒yを A上の二項汎算法とする．このとき，次の二法則は同等である．

1. x♢ ≼ x⇒y, y ≼ x⇒y, x⇒y ≼ x♢y （三導律） 2. x♢ ∨y � x⇒y
証明 定理 3.21.2により x♢ ≼ x⇒yかつ y ≼ x⇒yなることは x♢ ∨y ≼ x⇒yなることと同等
であり，x⇒y ≼ x♢yなることは x⇒y ≼ x♢ ∨yなることと同等である．

定理 3.21.6 ≼は，A上の二項汎算法 x⇒yについて消去導律と転位導律に従えば次の法則に従う．
x ≼ y =⇒

z⇒ x ≼ z⇒yy⇒ z ≼ x⇒ z
証明 x ≼ yであれば，消去導律により成り立つ z, z⇒ x ≼ xとに消去律を使って z, z⇒ x ≼ y，
従って転位導律により z⇒ x ≼ z⇒yを得る．同様に，消去導律により成り立つ y, y⇒ z ≼ zとに
消去律を使って x, y⇒ z ≼ z，従って転位導律により y⇒ z ≼ x⇒ zを得る．
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定理 3.21.7 ≼がA上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒y に関するブール律に従えば，�はこれら
の算法と両立する．

証明 �は，定理 3.21.2により算法∧,∨と両立し，定理 3.21.3により算法♢と両立し，定理 3.21.4

と定理 3.21.6により算法⇒と両立する．
定理 3.21.8 ≼が A上の汎算法 x∧yに関する強下限律または A上の汎算法 x∨yに関する強上
限律に従ってさらに A上の汎算法 x♢ に関する強両補律に従えば，≼は強消去律に従う．

証明 代表的に，≼が強下限律と強両補律に従う場合を考え，≼が強消去律に従うことを示すために，
α ≼ xγかつ xβ ≼ δと仮定する．そうすると，付加律と置換律によりαβ ≼ xδγと xαβ ≼ δγが成り
立ち，後者に強両補律を使ってαβ ≼ x♢δγを得て，これと前者に強下限律を使ってαβ ≼ x♢ ∧ x, δγ

を得る．他方で，反復律と強両補律と強下限律により x♢ ∧ x ≼ εが成り立つ．これらに消去律を
使えば αβ ≼ δγを得る．

定理 3.21.9 ≼が A上の汎算法 x⇒yに関する強三導律に従えば，≼は強消去律に従う．
証明 α ≼ xγかつ xβ ≼ δと仮定する．そうすると，付加律と置換律によりαβ ≼ xδγと xαβ ≼ δγ
が成り立ち，これらに強三導律を使って x⇒ x, αβ ≼ δγを得る．他方で，反復律と強三導律より
ε ≼ x⇒ xが成り立つ．これらに消去律を使えば αβ ≼ δγを得る．

定義 3.21.5 A∗ 上の束関係とは限らぬ任意の関係について，反復律・付加律・巾等律・置換律と
A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒y に関する強両限律・強両補律・強三導律を合わせた法則を
算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関する弱ブール律と呼び，これに従う関係をこれらの算法に関す
る弱ブール関係と呼ぶ．

注意 3.21.5 反復律・付加律・巾等律・置換律の下では，問題 3.21.6により強両限律・強両補律・
強三導律は実際に両限律・両補律・三導律より強いが，定理 3.21.10で示すように弱ブール律は実
際にブール律より弱い．また，弱ブール律がブール律と同等でないことが問題 3.22.4と定理 3.22.4

と定理 3.22.5から分かる．

定理 3.21.10 A∗ 上の束関係とは限らぬ任意の関係 ≼と A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒y
についての次の二条件は同等である．

1. 関係≼は消去律と弱ブール律に従う（すなわち束律・強両限律・強両補律・強三導律に従う）．

2. 関係 ≼はブール律に従う（すなわち強束律・両限律・両補律・三導律に従う）．

従って次のことが成り立つ．

　 a. 弱ブール関係が強消去律に従うためには消去律に従うことが必要十分である．

　 b. 束関係については，弱ブール関係であることとブール関係であることは同等である．

証明 (1 =⇒ 2) ≼は，定理 3.21.8または定理 3.21.9により強消去律に従い，定理 3.21.1・定理
3.21.3・定理 3.21.4により両限律・両補律・三導律に従う．
(2 =⇒ 1)定理 3.21.1と定理 3.21.3と定理 3.21.4による．
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補題 3.21.9 ≼についての準下限律と準上限律はそれぞれ，下記の一般準下限律と一般準上限律
に同等である（これら二法則における yをそれぞれ，x1, . . . , xn の ≼に関する準下限と準上限と
呼ぶ）．

（一般準下限律）各 (x1, . . . , xn) ∈ Anに応じて，y ≼ xi (i = 1, . . . , n), x1 · · · xn ≼ y なる y ∈ A
が存在する (n = 1, 2, . . .)．

（一般準上限律）各 (x1, . . . , xn) ∈ Anに応じて，y ≽ xi (i = 1, . . . , n), x1 · · · xn ≽ y なる y ∈ A
が存在する (n = 1, 2, . . .)．

証明 n = 2の場合の一般準下限律が準下限律である．逆に準下限律がみたされる仮定して，一
般準下限律がみたされることを n についての帰納法によって導く．n = 1 の場合の一般準下限
律は，反復律によりみたされる．そこで (x1, . . . , xn) ∈ An (n ≥ 2)とする．帰納法の仮定によ
り，y ′ ≼ xi (i = 1, . . . , n − 1), x1 · · · xn−1 ≼ y ′ なる y ′ ∈ Aが存在する．また準下限律により，
y ≼ y ′, y ≼ xn, y ′xn ≼ yなる y ∈ Aが存在する．y ≼ y ′と y ′ ≼ xiとに消去律を使って y ≼ xi
を得る (i = 1, . . . , n− 1)．また，x1 · · · xn−1 ≼ y ′ と y ′xn ≼ yとに消去律を使って x1 · · · xn ≼ y
を得る．従って，一般準下限律が n = 1, 2, . . .に対して成り立つ．準上限律についても同様である．

問題 3.21.7 Aを集合とするとき，A∗, A間の偏束関係 ⊨についての準下限律は一般準下限律と同
等である．

略解 補題 3.21.9の証明を繰り返してもいいが，⊨の最大束拡張≼に補題 3.21.9を適用してもいい．

問題 3.21.8 yが x1, . . . , xnの≼に関する準下限であれば「x1 · · · xn ≼ α ⇐⇒ y ≼ α」が成り立
つ．yが x1, . . . , xn の ≼に関する準上限であれば「x1 · · · xn ≽ α ⇐⇒ y ≽ α」が成り立つ．

定理 3.21.11 ≼が準上限律と劣空律とに従えば，≼は≼を制限して出来るA∗, A間の偏束関係 ⊨
の最大束拡張に等しい．

証明 問題 3.20.5により ⊨は偏束律に従うから，定理 3.20.1により ⊨の最大束拡張 ⊨∗が存在する．
⊨∗ が ≼に含まれることを示せばいい．そこでまず，α, y1 · · ·yn ∈ A∗ が α ⊨∗ y1 · · ·yn をみたす
とする (n ≥ 1)．そうすると，補題 3.21.9により y1, . . . , ynの準上限 zが存在し，zは i = 1, . . . , n
に対して yi ≼ z，すなわち yi ⊨ zをみたすから，⊨∗ の定義により α ⊨ z，すなわち α ≼ zが成り
立ち，問題 3.21.8により α ≼ y1 · · ·ynが成り立つ．次に，α ∈ A∗が α ⊨∗ εをみたすとする．そ
うすると，⊨∗ の付加律または定義により任意の z ∈ Aに対して α ⊨ z，すなわち α ≼ zが成り立
つから，≼の劣空律により α ≼ εが成り立つ．以上により ⊨∗ は ≼に含まれる．

問題 3.21.9 ≼が準両限律と両空律に従えば，≼は≼を制限して出来るA上の擬順序関係vの最
大束拡張 v∗（これは補題 3.19.1で定義した）に等しい．

略解 x1 · · · xm v∗ y1 · · ·yn (m ≥ 1; n ≥ 1) なら x1 · · · xm ≼ y1 · · ·yn であることを示せ
ばいい．x1, . . . , xm の準下限 x ′ と y1, . . . , yn の準上限 y ′ とに対して x ′ v xi (i = 1, . . . ,m)

と yj v y ′ (j = 1, . . . , n) とが成り立つので，v∗ の定義により x ′ ≼ y ′ が成り立つ．これと
x1 · · · xm ≼ x ′と y ′ ≼ y1 · · ·ynとに消去律を使う．なお，問題 3.21.10と定理 3.21.11とから問題
3.20.15によって導くこともできる．
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問題 3.21.10 Aを集合とし，⊨を A∗, A間の偏束律・準下限律・優空律に従う関係とする．この
とき ⊨は，⊨を制限して出来る A上の擬順序関係 vの最大偏束拡張 v∗ に等しい．

問題 3.21.11 ≼が下端律に従えば ≼は劣空律に従い，≼が上端律に従えば ≼は優空律に従う．

問題 3.21.12 劣空律と優空律は共に交閉的法則である．

定義 3.21.6 束写系 (A,B, f)の定める関係 ≼f が ≼に等しいとき，組み (B, f)は ≼の表現である
と言う．また，≼の表現 (B, f)が極小であるとは，fが全射であることを言う．

問題 3.21.13 (B, f)と (C, g)とが共に≼の表現であって (B, f)が極小であれば，真増写 h ∈ B→C
で g = hfなるものが唯一つ存在する．(C, g)も極小なら，hは同順写である．

略解 任意の x, y ∈ A に対して，「fx ≤ fy ⇐⇒ x ≼ y ⇐⇒ gx ≤ gy」が成り立ち，特に
「fx = fy =⇒ gx = gy」が成り立つ．従って，h ∈ B→Cを h(fx) = gxと矛盾無く定義すること
ができ，任意の b, b ′ ∈ Bに対して「b ≤ b ′ ⇐⇒ hb ≤ hb ′」が成り立つ．

問題 3.21.14 ≼の極小表現が存在すれば，≼は準両限律と両端律に従う．

略解 問題 3.19.11による．

定理 3.21.12 ≼が準両限律と両端律に従えば，≼の極小表現が存在する．

証明 補題 3.21.1により，≼を制限して出来るA上の関係vは擬順序関係である．従って，vの
対称核を ≡で表せば，問題 3.9.55により，≡は同値関係であって，Aから商集合 B = A/≡への
類別写像を fで表せば，B上の順序関係 ≤を「fx ≤ fy ⇐⇒ x v y」と定義することができる．
従って，vは ≤の fによる引き戻し ≤f に等しい．
両端律により x ≼ ε ≼ xなる x, x ∈ Aがある．そして付加律により，任意の x ∈ Aに対して

x ≼ x ≼ x すなわち x v x v xが成り立つ．これは fx ≤ fx ≤ fxを意味するから，fxと fxはそれ
ぞれ Bの最小元と最大元である．
任意の x, y ∈ Aをとる．準下限律により z ≼ x, z ≼ y, xy ≼ zなる z ∈ Aがある．この zは

fz ≤ fx, fz ≤ fyをみたす．逆に z ′ ∈ A, fz ′ ≤ fx, fz ′ ≤ fyとすると，z ′ ≼ x, z ′ ≼ yが成
り立ち，これらと xy ≼ zを合わせて補題 3.21.4の条件 1, 6が同等であることを使えば，z ′ ≼ z
すなわち fz ′ ≤ fz を得る．これは fz = inf {fx, fy} なることを示す．同様に，準上限律により
w ≽ x, w ≽ y, xy ≽ wなるwがあって fw = sup {fx, fy}が成り立つ．
以上により (A,B, f)は束写系であり，これに第 3.19節の諸概念を適用することができる．
問題 3.21.11により ≼が両空律に従うから，問題 3.21.9により，≼は vすなわち ≤f の最大束

拡張 v∗ に等しい．また定理 3.19.8系により，v∗ は f真関係 ≼f に等しい．従って ≼は ≼f に等
しい．fA = Bでもあるから，(B, f)は ≼の極小表現である．

問題 3.21.15 Aを集合とし，⊨を A∗, A間の偏束律・準下限律・上端律に従う関係とする．この
とき ⊨は，fが全射であるようなある偏束写系 (A,B, f)の定める関係 ⊨f に等しい．

略解 問題 3.21.10と問題 3.20.17を使って定理 3.21.12の証明を真似ればいい．
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問題 3.21.16 集合Aとその部分集合 Sに対して問題 3.19.12で定義した S関係≼S （それは束律
に従う）に極小表現が存在するためには，∅ 6= S 6= Aなることが必要十分であり，∅ 6= S 6= Aのと
き，Tと Sの定義関数 1S ∈ A→Tの組み (T, 1S) は ≼S の極小表現である．

問題 3.21.17 (A,B, f)を束写系とし，f真関係≼f（それは束律に従う）が準両限律と両端律に従
うと仮定する．このとき，(fA, f)は ≼f の極小表現である（問題 3.19.13参照）．

定理 3.21.13 ≼が A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関して A∗ 上のブール関係であると
する．このとき，ブール束 Bとこれら算法に関するブール表現 f ∈ A→B から成る≼の表現 (B, f)
が存在する（このことの精密化について定理 3.22.17参照）．特にA 6= ∅であれば，≼の極小表現
(B, f)が存在して，Bはブール束であり，fはこれらの算法に関してAの B上のブール表現である．

証明 A 6= ∅の場合：≼は算法 x∧yと x∨yについての両限律に，従って準両限律に従う．ま
た，問題 3.21.3により≼は両端律に従う．従って定理 3.21.12により≼の極小表現 (B, f)がある．
fA = Bであるから，定理 3.19.6系により Bはブール束であって fは B上のブール表現である．
A = ∅の場合：A∗ = {ε}であるから，≼は空関係か最大関係かである．それぞれの場合に応じ
て Bとして Tまたは {0}をとる．そうすると Bはブール束である．また，端書きに記した空集合
律によりA→B = {∅}であるので，f ∈ A→Bとして ∅をとる．そうすると，fは自明にブール表現
である．また，ε ≼f εが B = Tなら成り立たず B = {0}なら成り立つので，≼ = ≼f が成り立つ．

問題 3.21.18 ≼が準両限律と両端律と強消去律に従えば，定理 3.21.12により存在する≼の極小
表現 (B, f)において，Bは分配束である．

略解 問題 3.19.6による．

注意 3.21.6 fが Aのブール表現であれば，定理 3.19.6により f関係 ≼fは A∗上のブール関係で
ある．逆に ≼が A∗ 上のブール関係であれば，定理 3.21.13により，Aのブール表現 fで ≼ = ≼f
なるものが存在する．従って，A∗ 上のブール関係を調べることは Aのブール表現を調べること
と同等である．ブール関係とブール表現のこの対応関係は，ブール表現という Aの外側の事柄が
ブール関係という Aの内側の事柄で表されることを示している．これと同様の現象（これを内外
対応と呼ぶ）は，代数学の色々な所で起きて重要な役割を演じている．たとえば，群 Gの可移置
換表現には Gの部分群が対応し，Gの複素線形表現には群多元環 C[G]の左イデアルが対応する．
この二番目の例では，G自身ではなく，Gを形式的に拡大した C[G]の内部構造が問題となる．A
のブール表現に A自身ではなく Aを形式的に拡大した A∗ の内部構造が関わってきたことは，こ
の Gの複素線形表現の例と似ている．

補題 3.21.10 束写系 (A,B, f)の定める関係≼fが A上の二項汎算法 x∧yについての強下限律と
二項汎算法 x∨yについての強上限律のどちらかに従って fA = Bであれば，Bは分配束である．

証明 代表的に，≼f が強下限律に従う場合を考える．反復律と付加律と置換律により成り立つ
xy ≼f xと xy ≼f y を強下限律の前提として使って下限律を得る．従って定理 3.19.3の証明中に示
した通り，fは {∧}準写である．Bの任意の元 a, b, c, dをとり a∨ c ≥ d, b∨ c ≥ dと仮定する．
そうすると，a = fx, b = fy, c = fz, d = fwなる x, y, z,w ∈ Aがあって xz ≽f w, yz ≽f w，
従って強下限律により x∧y, z ≽f w，すなわち f(x∧y)∨ fz ≥ fwが成り立つ．f(x∧y) = fx∧ fy
であるから，結局 (a∧b)∨ c ≥ dが成り立つ．従って問題 3.13.4により，Bは分配束である．
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問題 3.21.19 束写系 (A,B, f)の定める関係 ≼f が A上の二項汎算法 x∧yと x∨yについて強下
限律と上限律に従うかまたは下限律と強上限律に従えば，fは {∧,∨}準写であり，fAは Bの部分
束でかつ分配束である．

定理 3.21.14 ≼が両端律に従い，A上の二項汎算法 x∧yと x∨yについて，強下限律と上限律
に従うかまたは下限律と強上限律に従うと仮定する．このとき，≼は強消去律に従う．

証明 定理 3.21.1により≼は両限律に従う．従って定理 3.21.12により，≼の極小表現 (B, f)が存
在する．補題 3.21.10により Bは分配束であるから，定理 3.19.2により ≼は強消去律に従う．

課題 3.21.1 束写系についての命題を介することなく定理 3.21.14を証明せよ．また，定理 3.21.14

と定理 3.21.8あるいは定理 3.21.9との関係を探れ．

定理 3.21.15 ≼が A上の汎算法 x∨yと x⇒yについて次の三条件をみたすと仮定する．
1. ≼は三法則「x ≼ x∨y」「y ≼ x∨y」「x∨y, x⇒ z, y⇒ z ≼ z」に従う．
2. ≼は算法 x⇒yについての転位導律に従う．
3. ≼は ≼を制限して出来る A∗, A間の偏束関係 ⊨の最大束拡張に等しい．

このとき ≼は，算法 x∨yについての強上限律に従う．

証明 xα ≼ zかつ yα ≼ zと仮定すれば，転位導律により α ≼ x⇒ zと α ≼ y⇒ zが成り立ち，こ
れらと条件 1により成り立つ x∨y, x⇒ z, y⇒ z ≼ zに重消去律等を使えば，x∨y, α ≼ zが得ら
れる．つまり，≼は次の法則に従う．

xα ≼ z, yα ≼ z =⇒ x∨y, α ≼ z (3.21.1)

特に，≼はこの法則において α = εとして得られる

x ⊨ z, y ⊨ z =⇒ x∨y ⊨ z

なる法則に従うから，条件 3により法則 x∨y ≼ xyに従う．これと条件 1を合わて≼は上限律に
従うから，定理 3.21.1により ≼は次の法則に従う．

α ≼ xyβ ⇐⇒ α ≼ x∨y, β (3.21.2)

従って，≼が強上限律に従うことを示すには，≼が次の法則に従うことを示せばいい．

xα ≼ β, yα ≼ β =⇒ x∨y, α ≼ β (3.21.3)

この法則は β 6= εなら (3.21.2)により法則 (3.21.1)と同等である．xα ≼ ε, yα ≼ εであれば，任
意の z ∈ Aに対して付加律により xα ≼ z, yα ≼ z従って (3.21.1)により x∨y, α ≼ zが成り立つ
から，条件 3により x∨y, α ≼ εが成り立つ．よって ≼は法則 (3.21.3)に従う．

問題 3.21.20 定理 3.21.15の仮定の条件 1の下で，≼は算法 x⇒yついて消去導律に従う．また，
その消去導律と法則 (3.21.3)から定理 3.21.15条件 1の法則 x∨y, x⇒ z, y⇒ z ≼ zが導かれる．
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補題 3.21.11 Aが空集合でなくて ≼が A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢ に関する擬ブール関係の
場合，≼が A∗ 上の最大関係に等しいためには，任意の x ∈ Aに対して ε ≼ xが成り立つことも，
任意の x ∈ Aに対して x ≼ εが成り立つことも，どちらも必要十分である．

証明 必要なことは明らかである．十分であることを示すには，擬ブール関係の双対性によれば，
任意の x ∈ Aに対して ε ≼ xが成り立つ場合を考えればいい．その場合，Aが空集合でないとの
仮定により，ε ≼ xかつ ε ≼ x♢ なる x ∈ Aがある．これらの式と下補律 xx♢ ≼ εに消去律を使っ
て ε ≼ εを得る．従って付加律により，任意の α,β ∈ A∗ について α ≼ βが成り立つ．つまり ≼
は最大関係である．

問題 3.21.21 Aが空集合でなくて ≼が A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢ に関する擬ブール関係の
場合，≼がA∗上の最大関係に等しいためには，ε ≼ εが成り立つことも，ε ≼ xかつ ε ≼ x♢なる
x ∈ Aがあることも，x ≼ εかつ x♢ ≼ εなる x ∈ Aがあることも，ε ≼ x∧ x♢ なる x ∈ Aがある
ことも，x∨ x♢ ≼ εなる x ∈ Aがあることも，いずれも必要十分である．

定理 3.21.16 Aが空集合でない場合，A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢に関するA∗上の擬ブール関
係≼と≼ ′が≼ ⊆ ≼ ′をみたすためには，≼|A∗×A ⊆ ≼ ′|A∗×Aをみたすことも，≼|A×A∗ ⊆ ≼ ′|A×A∗

をみたすことも，任意の x ∈ Aに対して「ε ≼ x =⇒ ε ≼ ′ x」をみたすことも，任意の x ∈ Aに
対して「x ≼ ε =⇒ x ≼ ′ ε」をみたすことも，いずれも必要十分である．

証明 擬ブール関係の双対性によれば，任意の x ∈ Aに対して「ε ≼ x =⇒ ε ≼ ′ x」が成り立
つと仮定して，x1 · · · xm ≼ y1 · · ·yn ならば x1 · · · xm ≼ ′ y1 · · ·yn であることをを示せばいい．
m ≥ 1 または n ≥ 1 のときは，x = xm

♢ ∨ · · ·∨ x1♢ ∨y1∨ · · ·∨yn と定めれば，定理 3.21.2

と定理 3.21.3により x1 · · · xm ≼ y1 · · ·yn から ε ≼ xが得られ，従って仮定により ε ≼ ′ xが成
り立つから，再びこの二定理により x1 · · · xm ≼ ′ y1 · · ·yn が確かに得られる．m = n = 0なら，
x1 · · · xm ≼ y1 · · ·ynは ε ≼ εを意味するから，任意の x ∈ Aに対して付加律により ε ≼ xが成り
立ち，従って仮定により ε ≼ ′ xが成り立つから，補題 3.21.11により ≼ ′は最大関係であり，従っ
て x1 · · · xm ≼ ′ y1 · · ·yn が確かに成り立つ．

問題 3.21.22 Aが空集合でない場合，A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢に関するAの二つの擬ブー
ル表現 f ∈ A→Bと g ∈ A→Cが f真関係 ≼f と g真関係 ≼g について ≼f ⊆ ≼g をみたすために
は，f−1(maxB) ⊆ g−1(maxC)をみたすことも，f−1(minB) ⊆ g−1(minC)をみたすことも，ど
ちらも必要十分である．

問題 3.21.23 束律・強束律とそれらを成す反復律・付加律・巾等律・置換律・消去律・強消去律
および包容律はそれぞれ交閉的法則である．また，A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関す
るブール律・弱ブール律とそれらを成す両限律・両補律・三導律・強両限律・強両補律・強三導律
はそれぞれ交閉的法則である（定理 3.29.4と定理 3.29.2参照）．従ってA∗上の任意の関係 Rに対
して，A∗ 上の Rを含む最小のブール関係と最小の弱ブール関係が特に存在する．

略解 後半は前半と問題 3.9.48による．
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3.22 部分集合対と関係法則
＄ この節の三つの項を通じて Aを集合とする．ここでは，Aの部分集合対から得られる A∗ 上
の「対関係」と，逆にA∗上の関係から得られるAの部分集合対「切断」，それらと T表現関係と
の関連，それらを使っての弱ブール関係の分析などについて説明する．なお，AZ記法・列便法等
の第 3.19節の記法・便法を継承する．

3.22.1 対関係
§ 各 (P,Q) ∈ PA× PAに対して，A∗ 上の関係 ≼P,Q を列便法を使って

α ≼P,Q β ⇐⇒ α ⊈ Pまたは β ⊈ Q (3.22.1)

と定義し，(P,Q)が定める関係とか (P,Q)関係とかと呼ぶ（問題 3.9.58で定義した A上の (P,Q)

関係 vP,Q を参照）．ただし (P,A − P)関係 ≼P,A−P は，P関係とも呼び ≼P でも表す（例 3.22.1

参照）．また，(P,Q) ∈ PA× PAを色々に変えて出来る (P,Q)関係を A∗ 上の対関係と総称する．

例 3.22.1 (3.22.1)によれば任意の (P,Q) ∈ PA×PAに対して ε 6≼P,Q εが成り立つので，A∗上の
対関係は最大関係ではない．しかし，(3.22.1)によれば任意の (α,β) ∈ A∗×A∗に対してα 6≼A,A β
が成り立つので，A∗ 上の最小関係は (A,A)関係 ≼A,A に等しい．また，Aの部分集合 Sに対し
て問題 3.19.12で定義した S関係 ≼S は (S,A − S)関係 ≼S,A−S に等しい．従って問題 3.19.12の
略解で示したことから，Sを PA全体に亘って動かして得られる (S,A − S)関係の全体は，A∗ 上
の T写関係の全体に等しい．このことは定理 3.22.3で精密に述べ直す．

問題 3.22.1 (Q,P)関係 ≼Q,P は (P,Q)関係 ≼P,Q の双対関係に等しい．

問題 3.22.2 (P,Q)関係≼P,Qは，A∗の部分集合とみなした (P∗, Q∗)から定義される (P∗, Q∗)関
係 vP∗,Q∗ に等しい．また，≼P,Q の A×Aへの制限は (P,Q)関係 vP,Q に等しい．

任意の (α,β) ∈ A∗×A∗は，列便法により PA×PAの元とみなせて，任意の (P,Q) ∈ PA×PA

との間に PA× PA上の直積順序関係 ⊆の有無を云々することができる．従って，(3.22.1)は

α ≼P,Q β ⇐⇒ (α,β) ⊈ (P,Q) (3.22.2)

と書くこともできる．

定理 3.22.1 PA× PA上の直積順序関係 ⊆と A∗ 上の関係の間の包含関係 ⊆について

(P,Q) ⊆ (P ′, Q ′) ⇐⇒ ≼P,Q ⊇ ≼P ′,Q ′

が成り立つ．すなわち，(P,Q) ∈ PA× PAに (P,Q)関係≼P,Qを対応させる写像は真減写である．

証明 (3.22.2)の対偶は「α 6≼P,Q β ⇐⇒ (α,β) ⊆ (P,Q)」となる．従って 6≼P,Q ⊆ 6≼P ′,Q ′ なる
ことは「(α,β) ⊆ (P,Q) =⇒ (α,β) ⊆ (P ′, Q ′)」なることと同等であり，これは (P,Q) ⊆ (P ′, Q ′)

なることと同等である．
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定理 3.22.2 T写系 (A,T, f)が定める関係 ≼f は (f−11, f−10)関係に等しい．すなわち

≼f = ≼f−11,f−10

注意 3.22.1 f−10 = A− f−11であるから，≼f−11,f−10 は f−11関係 ≼f−11 に等しい．

証明 6≼f = 6≼f−11,f−10 なることを示せばいいが，α 6≼f βなることは inf fα = 1かつ sup fβ = 0

なることと同等であり，これは (α,β) ⊆ (f−11, f−10)なることと同等であり，これは (3.22.2)によ
れば α 6≼f−11,f−10 βなることと同等である．

系 (P,Q) ∈ PA× PAと T写系 (A,T, f) について次のことが成り立つ（定理 3.22.7系参照）．

≼P,Q ⊇ ≼f ⇐⇒ (P,Q) ⊆ (f−11, f−10)

証明 ≼P,Q ⊇ ≼f なることは定理 3.22.2により ≼P,Q ⊇ ≼f−11,f−10 なることと同等であり，これ
は定理 3.22.1により (P,Q) ⊆ (f−11, f−10)なることと同等である．

注意 3.22.2 定理 3.22.2系の結論の包含関係を逆にした「≼P,Q ⊆ ≼f ⇐⇒ (P,Q) ⊇ (f−11, f−10)」
も同様に成り立つが，これは重要ではない．同様に成り立つが重要ではない事柄は今後もあるが，
そういう事柄は断りなしに省略する． 終

以上は対関係についての少々の，しかし重要な一般論であった．中でも定理 3.22.2は，それ自体
も重要であるが，対関係と束写関係の関連を窺わせる．そこで以下この項では対関係の特殊論に転
じ，(P,Q) ∈ PA×PAとし，(P,Q)関係≼P,Qが第 3.19節や第 3.21節で束写関係に関連して現れ
た諸法則に従うために (P,Q)のみたすべき条件を調べる．ただし，この特殊論には汎用的な考え
方が含まれ，それに興味がある．この特殊論中の主たる定理は最後の定理 3.22.6であるが，それ
は改めての準備なしに証明することができる．それに先立つ定理は，定理 3.22.6をより広い文脈
で眺めるための前置きである．

定理 3.22.3 (P,Q) ∈ PA× PAについて次のことが成り立つ．

1. (P,Q)関係 ≼P,Q は包容律・付加律・巾等律・置換律に従う．

2. ≼P,Q が反復律に従うためには，P ∩Q = ∅なることが必要十分である（こういう (P,Q)を
A上の乖対と呼び，乖対の定める対関係を乖対関係と呼ぶ）．

3. ≼P,Q が強消去律に従うためにも消去律に従うためにも，A = P ∪Qなることが必要十分で
ある（こういう (P,Q)を A上の充対と呼び，充対の定める対関係を充対関係と呼ぶ）．

4. 次の六条件は同等である．

4a. ≼P,Q は束律に従う．
4b. ≼P,Q は強束律に従う．
4c. A = PqQ（こういう (P,Q)をA上の充乖対と呼び，充乖対の定める対関係を充乖対関係
と呼ぶ）．

4d. ≼P,Q は Pの定義関数 1P からできる束写系 (A,T, 1P)の定める関係 ≼1P に等しい．
4e. ≼P,Q は T写関係である．すなわち，ある T写系 (A,T, f)の定める関係 ≼f に等しい．
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4f. ≼P,Q は束写関係である．すなわち，ある束写系 (A,B, f)の定める関係 ≼f に等しい．

また，条件 3eの写像 fは 1P に限り，従って (P,Q) = (f−11, f−10)をみたし，条件 3fの写
像 fも (P,Q) =

(
f−1(maxB), f−1(minB)

)なるものに限る．
証明 記号を簡単にするために，≼P,Q を ≼∗ でも表す．
1. 問題 3.19.4により，付加律・巾等律・置換律を合わせた法則は包容律と同等である．そこで

α ≼∗ β, (α,β) ⊆ (α ′, β ′)とすれば，(3.22.2)により (α,β) ⊈ (P,Q)だから (α ′, β ′) ⊈ (P,Q)，す
なわち α ′ ≼∗ β

′ が成り立つ．つまり ≼∗ は包容律に従う．
2. P ∩Q = {x ∈ A | x 6≼∗ x}が成り立つからである（問題 3.22.2と問題 3.9.58参照）．
3. α ≼∗ xγかつ xβ ≼∗ δなら，α ⊈ Pまたは {x}∪γ ⊈ Qが成り立ち，{x}∪β ⊈ Pまたは δ ⊈ Q

が成り立つ．従ってさらに αβ 6≼∗ δγなら，(α∪β, δ∪γ) ⊆ (P,Q)，従って x /∈ P∪Qが成り立つ．
従って A = P ∪Qなら，≼∗ は強消去律に従う．≼∗ が強消去律に従えば，≼∗ は消去律に従う．
x ∈ A− P ∪Qなら，{x} ⊈ Qと {x} ⊈ P，従って ε ≼∗ xと x ≼∗ εが成り立つが，(3.22.1)によ

り ε ≼∗ εは成り立たない．従って ≼∗ が消去律に従えば，A = P ∪Qが成り立つ．
4. 結論 1, 2, 3により，条件 4aも条件 4bも条件 4cと同等である．条件 4cの下では，(P,Q) =

(1P
−11, 1P

−10)であるから，定理 3.22.2により条件 4dがみたされる．条件 4dが条件 4eを含意し
条件 4eが条件 4fを含意するのは自明である．定理 3.19.1と定理 3.19.2により，条件 4fは条件 4a

を含意する．条件 4fの下では，それと同等な条件 4cによりA−Q = Pでもあるから「x ∈ P ⇐⇒
ε ≼P,Q x ⇐⇒ ε ≼f x ⇐⇒ fx = maxB」が成り立ち，同様に「x ∈ Q ⇐⇒ fx = minB」，従っ
て (P,Q) =

(
f−1(maxB), f−1(minB)

)が成り立つ．特に条件 4eの下では (P,Q) = (f−11, f−10)，
従って fは Pの定義関数 1P に等しい．

問題 3.22.3 (✓) P ⊂ A, Q ⊂ A, P ∩Q = ∅であれば，(P,Q)関係 ≼P,Q は準両限律と両端律に
従う（問題 3.19.11，定理 3.22.3，問題 3.21.14，定理 3.21.12参照）．

補題 3.22.1 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yをA上の汎算法とし，(P,Q)関係≼P,Qを≼∗で表す．この
とき，これらについての八法則

　 a1. xyα ≼∗ β =⇒ x∧y, α ≼∗ β

　 a2. α ≼∗ xβ, α ≼∗ yβ =⇒ α ≼∗ x∧y, β

　 a3. α ≽∗ xβ, α ≽∗ yβ =⇒ α ≽∗ x∨y, β

　 a4. xyα ≽∗ β =⇒ x∨y, α ≽∗ β

　 a5. α ≼∗ xβ =⇒ x♢α ≼∗ β

　 a6. α ≽∗ xβ =⇒ x♢α ≽∗ β

　 a7. α ≼∗ xβ, yα ≼∗ β =⇒ x⇒y, α ≼∗ β

　 a8. xα ≼∗ yβ =⇒ α ≼∗ x⇒y, β
（すなわち強両限律・強両補律・強三導律を成す法則）のそれぞれは，(P,Q)と算法 ∧,∨,♢,⇒に
ついての次の八法則中の同番号のものと同等である（これら算法に関し，これら八法則を合わせた
法則をブール対律と呼び，これをみたす組み (P,Q)を A上のブール対と呼ぶ）．

　 b1. x∧y ∈ P =⇒ x, y ∈ P

　 b2. x∧y ∈ Q =⇒ x ∈ Qまたは y ∈ Q

　 b3. x∨y ∈ P =⇒ x ∈ Pまたは y ∈ P

　 b4. x∨y ∈ Q =⇒ x, y ∈ Q

　 b5. x♢ ∈ P =⇒ x ∈ Q

　 b6. x♢ ∈ Q =⇒ x ∈ P

　 b7. x⇒y ∈ P =⇒ x ∈ Qまたは y ∈ P

　 b8. x⇒y ∈ Q =⇒ x ∈ P, y ∈ Q
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証明 (a1 =⇒ b1) x /∈ Pまたは y /∈ Pであれば，特に α ⊆ P, β ⊆ Qなる α,βに対して（そうい
う α,βはある）xyα ≼∗ β，従って a1により x∧y, α ≼∗ βとなるから，x∧y /∈ Pが成り立つ．
(b1 =⇒ a1) x∧y, α 6≼∗ βであれば，{x∧y} ∪ α ⊆ P, β ⊆ Q，従って b1により x, y ∈ Pとな

るから，xyα 6≼∗ βが成り立つ．
(a2 =⇒ b2) x, y /∈ Qであれば，特に α ⊆ P, β ⊆ Qなる α,βに対して α ≼∗ xβ, α ≼∗ yβ，

従って a2により α ≼∗ x∧y, βとなるから，x∧y /∈ Qが成り立つ．
(b2 =⇒ a2) α 6≼∗ x∧y, βであれば，α ⊆ P, {x∧y} ∪ β ⊆ Q，従って b2により x ∈ Qまたは

y ∈ Qとなるから，α 6≼∗ xβまたは α 6≼∗ yβが成り立つ．
(a3⇐⇒ b3) (a4⇐⇒ b4)問題 3.22.1により≼Q,P が≼P,Qの双対関係であるから，(a2⇐⇒ b2)

(a1⇐⇒ b1)と同時に証明されている．
(a5 =⇒ b5) x /∈ Qであれば，特に α ⊆ P, β ⊆ Qなる α,βに対して α ≼∗ xβ，従って a5によ

り α ≼∗ x
♢βとなるから，x♢ /∈ Pが成り立つ．

(b5 =⇒ a5) x♢α 6≼∗ βであれば，{x♢} ∪ α ⊆ P, β ⊆ Q，従って b5により x ∈ Qとなるから，
α 6≼∗ xβが成り立つ．
(a6⇐⇒ b6) ≼Q,P が ≼P,Q の双対関係であるから，(a5⇐⇒ b5)と同時に証明されている．
(a7 =⇒ b7) x /∈ Q, y /∈ Pであれば，特に α ⊆ P, β ⊆ Qなる α,βに対して α ≼∗ xβ, yα ≼∗ β，

従って a7により x⇒y, α ≼∗ βとなるから，x⇒y /∈ Pが成り立つ．
(b7 =⇒ a7) x⇒y, α 6≼∗ βであれば，{x⇒y} ∪ α ⊆ P, β ⊆ Q，従って b7により x ∈ Qまたは

y ∈ Pとなるから，α 6≼∗ xβまたは yα 6≼∗ βが成り立つ．
(a8 =⇒ b8) x /∈ Pまたは y /∈ Qであれば，特に α ⊆ P, β ⊆ Qなる α,βに対して xα ≼∗ yβ，
従って a8により α ≼∗ x⇒y, βとなるから，x⇒y /∈ Qが成り立つ．
(b8 =⇒ a8) α 6≼∗ x⇒y, βであれば，α ⊆ P, {x⇒y} ∪ β ⊆ Q，従って b8により x ∈ P, y ∈ Q

となるから，xα 6≼∗ yβが成り立つ．

定理 3.22.4 A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関して，(P,Q)関係≼P,QがA∗上の弱ブー
ル関係であるためには，(P,Q)がA上の P∩Q = ∅なるブール対であることが必要十分である（こ
ういう (P,Q)をブール乖対と呼び，ブール乖対が定める対関係をブール乖対関係と呼ぶ）．

証明 定理 3.22.3により，≼P,Q が反復律・付加律・巾等律・置換律に従うためには，P ∩Q = ∅
なることが必要十分である．また補題 3.22.1により，≼P,Qが強両限律・強両補律・強三導律に従
うためには，(P,Q)がブール対であることが必要十分である．

問題 3.22.4 P,Qが A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関する余白の部分集合であれば，こ
れら算法に関して (P,Q)は A上のブール対である．特に (∅, ∅)は A上のブール乖対である．

問題 3.22.5 (P,Q) が A 上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒y に関する A 上のブール対であれ
ば，A − (P ∩ Q) はこれら算法により閉ざされ，これら算法の A − (P ∩ Q) への制限に関して，(
P − (P ∩Q), Q− (P ∩Q)

)は A− (P ∩Q)上のブール乖対である．

問題 3.22.6 (✓) 補題 3.22.1における矢印 =⇒ をすべて逆向きにした命題も成り立つ．

問題 3.22.7 (P,Q) ∈ PA×PAがA上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関するブール対律の矢
印 =⇒ をすべて逆向きにした法則（それを逆ブール対律と呼ぶ）に従えば，P ∪Qはこれら算法
で閉じている．
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補題 3.22.2 A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関して，P ∈ PAが Aのブール部分集合で
あるためには，(P,A− P)が A上のブール対であることが必要十分である．

証明 補題 3.22.1のブール対律 b1 – b8は，Q = A− Pとすれば b2, b4, b6, b8の対偶がそれぞれ
b1, b3, b5, b7の逆となるので，定理 3.19.7のブール部分集合律となる．

定理 3.22.5 A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yと (P,Q) ∈ PA × PAについての次の七条件
は同等である．

1. (P,Q)関係 ≼P,Q は A∗ 上のブール関係である．

2. (P,Q)は A上の A = P q Qなるブール対である（こういう (P,Q)をブール充乖対と呼び，
ブール充乖対が定める対関係をブール充乖対関係と呼ぶ）．

3. Pは Aのブール部分集合で A = P qQが成り立つ．

4. Pの定義関数 1P は Aの T表現で A = P qQが成り立つ．

5. 1P 真関係 ≼1P は A∗ 上のブール関係で A = P qQが成り立つ．

6. ≼P,Q は T表現関係である．即ち，ある T表現系 (A,T, f)の定める関係 ≼f に等しい．

7. ≼P,Qはブール表現関係である．即ち，あるブール表現系 (A,B, f)の定める関係≼fに等しい．

また，条件 2 – 5はそれぞれ「A = PqQ」を「≼P,Q = ≼1P」に置き換えた条件とも同等であり，
条件 6の T表現 fは 1P に限り，従って (P,Q) = (f−11, f−10)をみたし，条件 7のブール表現 fも
(P,Q) =

(
f−1(maxB), f−1(minB)

)なるものに限る．
証明 定理 3.21.10により，条件 1がみたされるためには ≼P,Q が消去律と弱ブール律に従うこと
が必要十分であり，そのためには定理 3.22.3と定理 3.22.4により，条件 2のみたされることが必
要十分であり，そのためには補題 3.22.2により，条件 3のみたされることが必要十分である．T写
系 (A,T, 1P)に適用した定理 3.19.7により条件 3, 4, 5は同等である．定理 3.22.3により最後の注
意が成り立つ．従って，条件 4は条件 6を含意する．条件 6は条件 7を自明に含意し，定理 3.19.6

により条件 7は条件 1を含意する．

問題 3.22.8 fがA上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関するAのT表現であれば，(f−11, f−10)
はこれら算法に関する A上のブール充乖対であって ≼f = ≼f−11,f−10 が成り立つ．

略解 定理 3.19.7と補題 3.22.2と定理 3.22.2によるか，定理 3.22.5を (f−11, f−10)に適用する．終

定理 3.22.5はとりわけ，(P,Q)がブール充乖対なら Aの T表現 fで (P,Q) = (f−11, f−10)なる
ものがあることを示す．次の定理はブール乖対について同様のことを示す．

定理 3.22.6 (P,Q)がA上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関するブール乖対でAがこれら算
法に関して普遍汎代数系であれば，Aの T表現 fで (P,Q) ⊆ (f−11, f−10)なるものがある．

注意 3.22.3 定理 3.22.6のブール乖対という仮定も普遍性の仮定も特殊であり，結論の (P,Q) ⊆
(f−11, f−10)なる条件も定理 3.22.5の (P,Q) = (f−11, f−10)なる条件より弱い．しかし，以下に示
す定理 3.22.6の証明や応用の考え方に汎用性があり，それに興味がある．なお定理 3.22.2系によ
れば，(P,Q) ⊆ (f−11, f−10)なる条件は ≼P,Q ⊇ ≼f なる条件と同等である．
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証明 P ∩Q = ∅なので，Aの素元系 Sについて P ∩Q ∩ S = ∅が成り立つ（問題 3.22.10参照）．
従って，写像 φ ∈ S→Tで (S ∩ P, S ∩Q) ⊆ (φ−11,φ−10) なるものが存在し，Aの普遍性により，
φは T表現 f ∈ A→Tに拡張される（問題 3.22.11参照）．z ∈ Pなら fz = 1であって z ∈ Qなら
fz = 0であることを示せばいい．これは z ∈ Sなら，fz = φzなので成り立つ．また，問題 3.8.6

により (A, S)は有基代数系である．そこで，zの階数についての帰納法を使い，z /∈ Sと仮定する．
そうすると定理 3.8.2により，zは x∧y, x∨y, x♢, x⇒yの何れかの語形をしており，xと yの
階数は zの階数より小さい．
1. P 3 z = x∧yの場合：補題 3.22.1の法則 b1により x, y ∈ Pが成り立つから，帰納法の仮定

により fx = fy = 1，従って fz = fx∧ fy = 1が成り立つ．
2. Q 3 z = x∧yの場合：補題 3.22.1の法則 b2により x ∈ Qまたは y ∈ Qが成り立つから，

帰納法の仮定により fx = 0または fy = 0，従って fz = fx∧ fy = 0が成り立つ．
3. P 3 z = x∨yの場合：補題 3.22.1の法則 b3により x ∈ Pまたは y ∈ Pが成り立つから，帰

納法の仮定により fx = 1または fy = 1，従って fz = fx∨ fy = 1が成り立つ．
4. Q 3 z = x∨yの場合：補題 3.22.1の法則 b4により x, y ∈ Qが成り立つから，帰納法の仮

定により fx = fy = 0，従って fz = fx∨ fy = 0が成り立つ．
5. P 3 z = x♢の場合：補題 3.22.1の法則 b5により x ∈ Qが成り立つから，帰納法の仮定によ

り fx = 0，従って fz = (fx)♢ = 1が成り立つ．
6. Q 3 z = x♢の場合：補題 3.22.1の法則 b6により x ∈ Pが成り立つから，帰納法の仮定によ

り fx = 1，従って fz = (fx)♢ = 0が成り立つ．
7. P 3 z = x⇒yの場合：補題 3.22.1の法則 b7により x ∈ Qまたは y ∈ Pが成り立つから，帰

納法の仮定により fx = 0または fy = 1，従って fz = fx⇒ fy = 1が成り立つ．
8. Q 3 z = x⇒yの場合：補題 3.22.1の法則 b8により x ∈ P, y ∈ Qが成り立つから，帰納法

の仮定により fx = 1, fy = 0，従って fz = fx⇒ fy = 0が成り立つ． 終

以下の問題は定理 3.22.6の別証や上記証明への注釈である．

問題 3.22.9 A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関して，次のことが成り立つ．
1. (Pi, Qi) (i ∈ I)が A上のブール対であれば，(

⋃
i∈I Pi,

⋃
i∈IQi)も A上のブール対である．

2. A上のブール乖対の全体をBで表せば，B 6= ∅であって，Bは PA × PA上の直積順序関
係 ⊆に関して帰納的である．

そこでツォルンの補題を踏まえて (P,Q)を順序集合 (B,⊆)の極大元とすれば，

3. Aが算法 ∧,∨,♢,⇒に関して単記代数系であれば，(P,Q)は逆ブール対律にも従う．

4. Aが算法 ∧,∨,♢,⇒に関して普遍汎代数系であれば，(P,Q)はブール充乖対である．

略解 2. B 6= ∅なることは問題 3.22.4による．
3. x, y ∈ Pとする．そうすると，法則 b2と P∩Q = ∅なることより x∧y /∈ Qが成り立つ．また，

Aが ∧,∨,♢,⇒に関して単記代数系であるから，x∧yが x ′ ∨y ′ あるいは x ′♢ あるいは x ′⇒y ′

と表されることはなく，x∧y = x ′ ∧y ′ であれば (x, y) = (x ′, y ′)が成り立つ．以上のことから
({x∧y} ∪ P,Q) ∈ Bであり，従って (P,Q)の極大性により x∧y ∈ Pが成り立つ．
4. Aの素元系をSとする．SがAの算法余白なので，問題 3.22.4と結論 1により (P,Q∪(S−P)

)
∈

B，従って (P,Q)の極大性により S− P ⊆ Q，つまり S ⊆ P ∪Qが成り立つ．問題 3.22.7と結論 3

により P ∪Qが算法 ∧,∨,♢,⇒で閉じているので A = P ∪Qが成り立つ．
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注意 3.22.4 問題 3.22.9 の結論 4 の仮定の下で，定理 3.22.5 により A の T 表現 f で (P,Q) =

(f−11, f−10)なるものがある．従って問題 3.22.9とツォルンの補題の系 および定理 3.22.5から定
理 3.22.6が導かれる．逆に問題 3.22.9の結論 4は，定理 3.22.6と定理 3.22.5から導かれる．
問題 3.22.9 の結論 4 の代用物をツォルンの補題無しに導くこともできる．すなわちまず，各

(X, Y) ∈ Bに対して (X, Y) ∈ PA× PAを次のように定めれば，(X, Y) ∈ Bが成り立つ．

X = X ∪ {x∧y | x, y ∈ X} ∪ {x∨y | x ∈ Xまたは y ∈ X}

∪ {x♢ | x ∈ Y} ∪ {x⇒y | x ∈ Y または y ∈ X}

Y = Y ∪ {x∧y | x ∈ Y または y ∈ Y} ∪ {x∨y | x, y ∈ Y}

∪ {x♢ | x ∈ X} ∪ {x⇒y | x ∈ X, y ∈ Y}

そこで次に n = 0, 1, . . .に対して (Xn, Yn) ∈ PA × PAを帰納的に (X0, Y0) = (X, Y), (Xn, Yn) =

(Xn−1, Yn−1) (n ≥ 1) と定めてから (P,Q) = (
⋃
n≥0 Xn,

⋃
n≥0 Yn)と定めれば，(P,Q)はBに属

して逆ブール対律にも従う．問題 3.22.9の結論 4のようにして始めから S ⊆ X ∪ Y としておけば，
A = P qQが成り立つ．

問題 3.22.10 Aがその上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関して部分集合 Sで生成され，(P,Q)

がこれら算法に関する A上のブール対で P ∩Q ∩ S = ∅をみたせば，P ∩Q = ∅が成り立つ．

略解 問題 3.22.5により A = [S]{∧,∨,♢,⇒} ⊆ A− (P ∩Q)が成り立つからである．

問題 3.22.11 Aをその上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関する普遍代数系とし，Sをその
素元系とし，T をこれらの算法に関する Aの T表現の全体とし，T から PSへの写像 f 7→ Sf を
Sf = f

−11 ∩ Sと定義すれば，これは全単射である．

略解 全射であることは Aの普遍性により，単射であることは問題 3.3.7による．

3.22.2 関係による切断
§この項を通じて≼をA∗上の関係とする．第 3.22.1項に記した通り，任意の (α,β) ∈ A∗×A∗

は，列便法により PA × PAの元とみなせて，任意の (P,Q) ∈ PA × PAとの間に PA × PA上の
直積順序関係 ⊆の有無を云々することができる．以下ではこのことを断りなく使う．

定義 3.22.1 A∗ × A∗ の元 (α,β)が ≼に関する特異対であるとは，α 6≼ βをみたすことを言う．
また，PA× PAの元 (P,Q)が Aの ≼による切断であるとは，次の条件をみたすことを言う．

(α,β) ⊆ (P,Q) =⇒ α 6≼ β (3.22.3)

また，PA× PAの元 (P,Q)が有限であるとは，P ′A× P ′Aに属すことを言う．

そうすると列便法によれば，A∗ ×A∗の元は PA×PAの有限な元と同一視される．また，≼に
よる Aの切断は PA× PAの元であるから，特にそういう切断の有限性を云々することもできる．
そこで，≼に関する特異対の全体をS≼ で表し，Aの ≼による切断の全体を C≼ で表し，Aの ≼
による有限な切断の全体をD≼で表し，PA×PA上の直積順序関係⊆の C≼への制限を矢張り⊆
で表し，順序集合 (C≼,⊆)の極大元の全体をM≼ で表す．
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問題 3.22.12 PA×PAの元 (P,Q)が C≼に属すためには，A∗×A∗の元とみなした (P∗, Q∗)が問
題 3.9.59の意味で A∗ の ≼による切断であることが必要十分であり, (P,Q)が ≼の A×Aへの制
限 vによる問題 3.9.59の意味での Aの切断であることが必要である．

定理 3.22.7 C≼ とD≼ とM≼ について次のことが成り立つ．

1. PA×PAの元 (P,Q)が C≼に属すためには，(P,Q)関係≼P,Qが≼を含むことが必要十分で
ある．

2. A∗上の関係≼ ′が≼ ⊆ ≼ ′をみたせばC≼ ⊇ C≼ ′が成り立つ．従ってA∗上の関係の族 (≼i)i∈I
が ≼ ⊆

⋂
i∈I≼i をみたせば，C≼ ⊇

⋃
i∈I C≼i が成り立つ．

3. C≼ は順序関係 ⊆に関して帰納的であり，従ってM≼ の ⊆に関する下方包←−−M≼ に等しい．

証明 1. (3.22.2)の対偶「α 6≼P,Q β ⇐⇒ (α,β) ⊆ (P,Q)」により (3.22.3)が「α 6≼P,Q β =⇒
α 6≼ β」と書き換えられるからである．
2. ≼ ⊆ ≼ ′ であれば，任意の (P,Q) ∈ C≼ ′ に対して，結論 1によりまず ≼ ⊆ ≼ ′ ⊆ ≼P,Q を得

て，従って次に (P,Q) ∈ C≼ を得るから，C≼ ⊇ C≼ ′ が成り立つ．
3. {(Pi, Qi) | i ∈ I}を C≼ の空でない線形部分順序集合とし，P =

⋃
i∈I Pi, Q =

⋃
i∈IQi と定

める．(α,β) ∈ A∗ × A∗ が (α,β) ⊆ (P,Q)をみたせば，(α,β) ⊆ (Pi, Qi)なる i ∈ Iがあるから，
α 6≼ βが成り立つ．従って (P,Q)は，(C≼,⊆)における {(Pi, Qi) | i ∈ I}の上限である．これで前
半が示された．後半は前半とツォルンの補題の系による．

系 (P,Q) ∈ PA× PAと T写系 (A,T, f)について次のことが成り立つ（定理 3.22.2系参照）．

(P,Q) ∈ C≼f ⇐⇒ (P,Q) ⊆ (f−11, f−10)

証明 定理 3.22.7により「(P,Q) ∈ C≼f ⇐⇒ ≼P,Q ⊇ ≼f」が成り立つことと定理 3.22.2系による．

系 2 任意の (P,Q) ∈ PA× PAに対して C≼P,Q = PP × PQとD≼P,Q = P ′P × P ′Qが成り立つ．

証明 定理 3.22.7と定理 3.22.1により任意の (X, Y) ∈ PA × PAに対して「(X, Y) ∈ C≼P,Q ⇐⇒
≼X,Y ⊇ ≼P,Q ⇐⇒ (X, Y) ⊆ (P,Q)」が成り立つからである．

定理 3.22.8 ≼が包容律に従えば，S≼ と C≼ とD≼ とM≼ について次のことが成り立つ．

1. A∗×A∗の元 (α,β)がS≼に属すためには，列便法の下でD≼に属すことが必要十分である．

2. A上の関係 ≼ ′ が ≼ ⊇ ≼ ′ をみたすためには，C≼ ⊆ C≼ ′ をみたすこともD≼ ⊆ D≼ ′ をみた
すことも必要十分である．

3. A∗上の包容律に従う関係の族 (≼i)i∈Iに対して≼ =
⋂
i∈I≼iであれば，D≼ =

⋃
i∈ID≼i が

成り立つ．

4. A∗上の包容律に従う関係の任意の族 (≼i)i∈Iについて「≼ ⊇
⋂
i∈I≼i ⇐⇒ D≼ ⊆

⋃
i∈ID≼i」

が成り立つ．

5. ≼ =
⋂

(P,Q)∈C≼ ≼P,Q =
⋂

(P,Q)∈D≼ ≼P,Q =
⋂

(P,Q)∈M≼ ≼P,Q
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注意 3.22.5 結論 3の仮定の下では，問題 3.21.23により≼は必然的に包容律に従うから，結論 3

については，≼が包容律に従うというこの定理の仮定は不要である．

証明 1. (3.22.3)により，(α,β) ∈ D≼ であれば (α,β) ∈ S≼ が成り立つ．(α ′, β ′) ⊆ (α,β)なる
(α ′, β ′) ∈ A∗×A∗が α ′ ≼ β ′をみたせば，包容律により α ≼ βが成り立つ．従って，(α,β) ∈ S≼
であれば (α,β) ∈ D≼ が成り立つ．
2. ≼ ⊇ ≼ ′ であれば，定理 3.22.7により C≼ ⊆ C≼ ′ が成り立ち，これは D≼ ⊆ D≼ ′ を含意す
る．そこで逆にD≼ ⊆ D≼ ′ と仮定する．そうすると α 6≼ βであれば，結論 1により (α,β) ∈ D≼，
従って (α,β) ∈ D≼ ′，従って (3.22.3)により α 6≼ ′ βが成り立つ．これで ≼ ⊇ ≼ ′ が示された．
3. 定理 3.22.7によりD≼ ⊇

⋃
i∈ID≼i が成り立つ．逆の包含関係を示すために，任意の (P,Q) ∈

D≼ をとり，列便法により P,Qを A∗ の元 α,βとみなす．そうすると，(3.22.3)により α 6≼ βで
あるから，α 6≼i βなる i ∈ Iがあり，従って結論 1により，(α,β)すなわち (P,Q)はD≼i に属す．
4. ≼ ′ =

⋂
i∈I≼iと定めれば，結論 3と注意 3.22.5によりD≼ ′ =

⋃
i∈ID≼i が成り立つから，結

論 2により結論 4が成り立つ．
5. 定理 3.22.7 によりまず ≼ ⊆

⋂
(P,Q)∈M≼ ≼P,Q が成り立つ．定理 3.22.7 によりまた D≼ ⊆⋂

(P,Q)∈M≼(P
′P× P ′Q)，従って定理 3.22.7系 2によりD≼ ⊆

⋃
(P,Q)∈M≼ D≼P,Q が成り立つ．し

かも定理 3.22.3により対関係が包容律に従う．ゆえに結論 4により ≼ ⊇
⋂

(P,Q)∈M≼ ≼P,Q が成り
立つ．これで ≼ =

⋂
(P,Q)∈M≼ ≼P,Q が示された．他の式の証明も同様である．

問題 3.22.13 (✓) C≼ とD≼ について次のことが成り立つ．

1. PA× PAの元 (P,Q)が C≼ に属すためには，PP × PQ ⊆ C≼ なることも P ′P × P ′Q ⊆ D≼
なることも必要十分である（第 3.18.1項の有限的の概念参照）．

2. A∗上の関係≼ ′が C≼ ⊇ C≼ ′ をみたすためには，D≼ ⊇ D≼ ′ をみたすことが必要十分である．

3. Xと Yが PA × PAの部分集合で Yが直積順序関係 ⊆に関する Xの下方包←−X に含まれれ
ば，⋂(P,Q)∈Y≼P,Q ⊇

⋂
(P,Q)∈X≼P,Q が成り立つ．

4. ≼が包容律に従いD≼がPA×PAの部分集合Xの下方包←−X に含まれれば≼ ⊇
⋂

(P,Q)∈X≼P,Q
が成り立ち，Xがさらに C≼ に含まれれば ≼ =

⋂
(P,Q)∈X≼P,Q が成り立つ．

問題 3.22.14 S≼ について次のことが成り立つ．

1. A∗ 上の関係 ≼ ′ が ≼ ⊇ ≼ ′ をみたすためには，S≼ ⊆ S≼ ′ をみたすことが必要十分である．

2. A∗ 上の関係の任意の族 (≼i)i∈I について「≼ ⊇
⋂
i∈I≼i ⇐⇒ S≼ ⊆

⋃
i∈IS≼i」が成り

立つ．

略解 1. ≼ ⊇ ≼ ′ と 6≼ ⊆ 6≼ ′ が同等だからである．
2. 結論 1によれば，≼ =

⋂
i∈I≼i なら S≼ =

⋃
i∈IS≼i であることを示せばいいが，それは

6≼ =
⋃
i∈I 6≼i なることより分かる． 終

以上は切断についての一般論であった．以下この項では切断の特殊論に転じ，≼が第 3.19節や第
3.21節に現れた諸法則に従うために C≼のみたすべき条件を調べる．ただし，この特殊論には汎用
的な考え方が含まれ，それに興味がある．この特殊論中の主定理は ≼が弱ブール律に従うための
必要条件を示す定理 3.22.13と二つの系である．定理 3.22.13の証明の主要部は定理 3.22.11にあ
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り，それは取り立てての準備なしに証明することができる．その他の定理は，定理 3.22.13をより
広い文脈に置くためのものである．

定理 3.22.9 ≼が反復律に従うと仮定する．このとき，任意の (P,Q) ∈ C≼ が P ∩Q = ∅をみた
す（つまり乖対である）．従って，(P,Q) ∈ C≼が A = P ∪Qをみたせば（つまり充対であれば），
(P,Q)はM≼ に属す．

証明 x ∈ P ∩Qなら，({x}, {x}) ⊆ (P,Q)，従って (3.22.3)により x 6≼ xとなり，≼が反復律に従
うことに反する．
別証 (P,Q)関係 ≼P,Q は，定理 3.22.7により ≼を含むから反復律に従う．従って定理 3.22.3に
より P ∩Q = ∅が成り立つ．

定理 3.22.10 ≼が強消去律に従えば，任意の (P,Q) ∈ M≼ が A = P ∪Qをみたす（つまり充対
である）．

証明 x ∈ A − P ∪ Q なる x があると仮定する．そうすると (P, {x} ∪ Q), ({x} ∪ P,Q) /∈ C≼ で
あるが，(P,Q) ∈ C≼ であって，≼は巾等律と置換律に従う．従って，α,β ⊆ P, γ, δ ⊆ Qなる
α,β, γ, δ ∈ A∗を適当にとれば α ≼ xγ, xβ ≼ δ，従って強消去律により αβ ≼ δγが成り立つ．し
かし他方で，(P,Q) ∈ C≼ であるから αβ 6≼ δγが成り立つ．これは矛盾であるから A = P ∪Qが
成り立つ．

問題 3.22.15 ≼が包容律に従ってM≼ の任意の元が充対であれば，≼は強消去律に従う．

略解 定理 3.22.8により≼ =
⋂

(P,Q)∈M≼ ≼P,Qが成り立ち，定理 3.22.3により各 (P,Q) ∈ M≼に
対して ≼P,Q が強消去律に従うから，問題 3.21.23により ≼も強消去律に従う．

定理 3.22.11 ≼が A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関して弱ブール律に従えば，任意の
(P,Q) ∈ M≼ がこれら算法に関して A上のブール乖対である．

証明 P ∩Q = ∅なることは定理 3.22.9による．(P,Q)が補題 3.22.1のブール対律に従うことを背
理法で証明するために，ブール対律を成す法則 b1 – b8のそれぞれを否定して矛盾を導く．
1. x∧y ∈ Pであるが x /∈ Pまたは y /∈ Pなる x, yがある場合：(P,Q)が C≼の極大元であるか

ら，x /∈ Pであるか y /∈ Pであるかに応じて，({x} ∪ P,Q)か ({y} ∪ P,Q)かが C≼ に属さない．し
かし (P,Q) ∈ C≼ であって，≼は巾等律と置換律に従う．従って，α ⊆ P, β ⊆ Qなる α,β ∈ A∗

を適当にとれば，xα ≼ βか yα ≼ βかが成り立つ．何れにしても，≼が付加律と置換律に従う
から xyα ≼ β が成り立ち，≼ が強下限律に従うから x∧y, α ≼ β が成り立つ．しかし他方で，
(P,Q) ∈ C≼, x∧y ∈ Pであるから，x∧y, α 6≼ βが成り立つ．これは矛盾である．
2. x∧y ∈ Q, x, y /∈ Qなる x, yがある場合：(P,Q)が C≼の極大元であって x, y /∈ Qであるか
ら，(P, {x}∪Q)も (P, {y}∪Q)も C≼に属さない．しかし (P,Q) ∈ C≼であって，≼は付加律・巾等
律・置換律に従う．従って，α ⊆ P, β ⊆ Qなる α,β ∈ A∗を適当にとれば，α ≼ xβ, α ≼ yβが成
り立ち，≼が強下限律に従うからα ≼ x∧y, βが成り立つ．しかし他方で，(P,Q) ∈ C≼, x∧y ∈ Q
であるから，α 6≼ x∧y, βが成り立つ．これは矛盾である．
3. x∨y ∈ P, x, y /∈ Pなる x, yがある場合：(P,Q)が C≼の極大元であって x, y /∈ Pであるから，

({x}∪ P,Q)も ({y}∪ P,Q)も C≼に属さない．しかし (P,Q) ∈ C≼であって，≼は付加律・巾等律・
置換律に従う．従って，α ⊆ P, β ⊆ Qなる α,β ∈ A∗ を適当にとれば，xα ≼ β, yα ≼ βが成り
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立ち，≼が強上限律に従うから x∨y, α ≼ βが成り立つ．しかし他方で，(P,Q) ∈ C≼, x∨y ∈ P
であるから，x∨y, α 6≼ βが成り立つ．これは矛盾である．
4. x∨y ∈ Q であるが x /∈ Q または y /∈ Q なる x, y がある場合：(P,Q) が C≼ の極大元で
あるから，x /∈ Qであるか y /∈ Qであるかに応じて，(P, {x} ∪Q)か (P, {y} ∪Q)かが C≼ に属さ
ない．しかし (P,Q) ∈ C≼ であって，≼は巾等律と置換律に従う．従って，α ⊆ P, β ⊆ Qなる
α,β ∈ A∗ を適当にとれば，α ≼ xβか α ≼ yβかが成り立つ．何れにしても，≼が付加律と置換
律に従うから α ≼ xyβが成り立ち，≼が強上限律に従うから α ≼ x∨y, βが成り立つ．しかし他
方で，(P,Q) ∈ C≼, x∨y ∈ Qであるから，α 6≼ x∨y, βが成り立つ．これは矛盾である．
5. x♢ ∈ P, x /∈ Q なる x がある場合：(P,Q) が C≼ の極大元であって x /∈ Q であるから，

(P, {x} ∪ Q)は C≼ に属さない．しかし (P,Q) ∈ C≼ であって，≼は巾等律と置換律に従う．従っ
て，α ⊆ P, β ⊆ Qなる α,β ∈ A∗ を適当にとれば，α ≼ xβが成り立ち，≼が強両補律に従うか
ら x♢α ≼ βが成り立つ．しかし他方で，(P,Q) ∈ C≼, x♢ ∈ Pであるから，x♢α 6≼ βが成り立つ．
これは矛盾である．
6. x♢ ∈ Q, x /∈ P なる x がある場合：(P,Q) が C≼ の極大元であって x /∈ P であるから，

({x} ∪ P,Q)は C≼ に属さない．しかし (P,Q) ∈ C≼ であって，≼は巾等律と置換律に従う．従っ
て，α ⊆ P, β ⊆ Qなる α,β ∈ A∗ を適当にとれば，xα ≼ βが成り立ち，≼が強両補律に従うか
ら α ≼ x♢βが成り立つ．しかし他方で，(P,Q) ∈ C≼, x♢ ∈ Qであるから，α 6≼ x♢βが成り立つ．
これは矛盾である．
7. x⇒y ∈ P, x /∈ Q, y /∈ Pなる x, yがある場合：(P,Q)がC≼の極大元であって x /∈ Q, y /∈ Pで
あるから，(P, {x}∪Q)も ({y}∪P,Q)もC≼に属さない．しかし (P,Q) ∈ C≼であって，≼は付加律・巾
等律・置換律に従う．従って，α ⊆ P, β ⊆ Qなるα,β ∈ A∗を適当にとれば，α ≼ xβ, yα ≼ βが成
り立ち，≼が強三導律に従うから x⇒y, α ≼ βが成り立つ．しかし他方で，(P,Q) ∈ C≼, x⇒y ∈ P
であるから，x⇒y, α 6≼ βが成り立つ．これは矛盾である．
8. x⇒y ∈ Q であるが x /∈ P または y /∈ Q なる x, y がある場合：(P,Q) が C≼ の極大元で
あるから，x /∈ P であるか y /∈ Qであるかに応じて，({x} ∪ P,Q)か (P, {y} ∪ Q)かが C≼ に属さ
ない．しかし (P,Q) ∈ C≼ であって，≼は巾等律と置換律に従う．従って，α ⊆ P, β ⊆ Qなる
α,β ∈ A∗ を適当にとれば，xα ≼ βか α ≼ yβかが成り立つ．何れにしても，≼が付加律に従
うから xα ≼ yβが成り立ち，≼が強三導律に従うから α ≼ x⇒y, βが成り立つ．しかし他方で，
(P,Q) ∈ C≼, x⇒y ∈ Qであるから，α 6≼ x⇒y, βが成り立つ．これは矛盾である．
問題 3.22.16 ≼が包容律に従ってM≼の任意の元が A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関
してブール乖対であれば，≼はこれら算法に関して弱ブール律に従う．

略解 定理 3.22.8により≼ =
⋂

(P,Q)∈M≼ ≼P,Qが成り立ち，定理 3.22.4により各 (P,Q) ∈ M≼に
対して ≼P,Q が弱ブール律に従うから，問題 3.21.23により ≼も弱ブール律に従う．

定理 3.22.12 ≼がA上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関して弱ブール律に従えば，各 (X, Y) ∈
C≼ に応じて，これら算法に関する A上のブール乖対 (P,Q)で (X, Y) ⊆ (P,Q)なるものがある．

証明 定理 3.22.7により (X, Y) ⊆ (P,Q)なる (P,Q) ∈ M≼ があって定理 3.22.11により (P,Q)が
ブール乖対だからである．

定理 3.22.13 ≼がA上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関して弱ブール律に従ってAがこれ
ら算法に関して普遍汎代数系であれば，各 (X, Y) ∈ C≼ に応じて，これら算法に関する Aの T表
現 fで (X, Y) ⊆ (f−11, f−10)なるものがあり，こういう fは≼X,Y ⊇ ≼fと (X, Y) ∈ C≼f をみたす．
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注意 3.22.6 定理 3.22.13の弱ブール関係という仮定も普遍性の仮定も特殊である．しかし，以下
に示す定理 3.22.13の証明や応用の考え方に汎用性があり，それに興味がある．

証明 定理 3.22.12によりブール乖対 (P,Q)で (X, Y) ⊆ (P,Q)なるものがあり，定理 3.22.6によ
り Aの T表現 fで (P,Q) ⊆ (f−11, f−10)なるものがある．この fが (X, Y) ⊆ (f−11, f−10)をみた
す．こういう fは，定理 3.22.2系と定理 3.22.7系により ≼X,Y ⊇ ≼f と (X, Y) ∈ C≼f をみたす．

系 ≼が A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関して弱ブール律に従って Aがこれら算法に
関して普遍汎代数系であれば，各 (X, Y) ∈ D≼ に応じて，これら算法に関する Aの T表現 fで
(X, Y) ⊆ (f−11, f−10)なるものがあり，こういう fは ≼X,Y ⊇ ≼f と (X, Y) ∈ D≼f をみたす．

証明 定理 3.22.13における C≼ と C≼f をD≼ とD≼f に狭めたに過ぎない．

系 2 ≼がA上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関して弱ブール律に従ってAがこれら算法に関
して普遍汎代数系であれば，これら算法に関するAのT表現の全体を Tで表すとき，≼ ⊇

⋂
f∈T ≼f

が成り立つ（⋂f∈T ≼f を算法 ∧,∨,♢,⇒に関する A∗ 上のブール恒真関係と呼ぶ）．

証明 ≼が弱ブール関係との仮定と定理 3.19.1と問題 3.19.4により ≼と ≼f (f ∈ T)は包容律に
従い，系によりD≼ ⊆

⋃
f∈T D≼f が成り立つ．従って定理 3.22.8により≼ ⊇

⋂
f∈T ≼fが成り立つ．

別証 ≼が弱ブール関係との仮定と問題 3.19.4により ≼が包容律に従うから，定理 3.22.8により
≼ =

⋂
(X,Y)∈D≼ ≼X,Y が成り立つ．系により，各 (X, Y) ∈ D≼ に応じて ≼X,Y ⊇ ≼f なる f ∈ T が

ある．従って ≼ ⊇
⋂
f∈T ≼f が成り立つ．

注意 3.22.7 系 2の上記二証明では系を使っているが，第一証明の論法を使えば，逆に系 2から系
を導くことができる．この意味でこの二つの系は同等である（注意 3.22.8参照）．

定理 3.22.14 ≼が A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関してブール律に従えば，M≼ の任
意の元はこれら算法に関して A上のブール充乖対である．

証明 定理 3.21.10により ≼が強消去律と弱ブール律に従うから，定理 3.22.10と定理 3.22.11に
よりこの定理が成り立つ．

問題 3.22.17 ≼が包容律に従ってM≼の任意の元が A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関
してブール充乖対であれば，≼はこれら算法に関してブール律に従う．

略解 定理 3.22.8により≼ =
⋂

(P,Q)∈M≼ ≼P,Qが成り立ち，定理 3.22.5により各 (P,Q) ∈ M≼に
対して ≼P,Q がブール律に従うから，問題 3.21.23により ≼もブール律に従う．

定理 3.22.15 ≼がA上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関してブール律に従えば，各 (X, Y) ∈
C≼に応じて，これら算法に関する A上のブール充乖対 (P,Q)で (X, Y) ⊆ (P,Q)なるものがある．

証明 定理 3.22.7により (X, Y) ⊆ (P,Q)なる (P,Q) ∈ M≼ があって定理 3.22.14により (P,Q)が
ブール充乖対だからである．

定理 3.22.16 ≼がA上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関してブール律に従えば，各 (X, Y) ∈
C≼に応じて，これら算法に関するAの T表現 fで (X, Y) ⊆ (f−11, f−10)なるものがあり，こうい
う fは ≼X,Y ⊇ ≼f と (X, Y) ∈ C≼f をみたす．
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証明 定理 3.22.15によりブール充乖対 (P,Q)で (X, Y) ⊆ (P,Q)なるものがあり，定理 3.22.5に
より Aの T表現 fで (P,Q) = (f−11, f−10)なるものがある．この fが (X, Y) ⊆ (f−11, f−10)をみ
たす．こういう fは，定理 3.22.2系と定理 3.22.7系により ≼X,Y ⊇ ≼f と (X, Y) ∈ C≼f をみたす．

系 ≼が A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関してブール律に従えば，各 (X, Y) ∈ D≼に応
じて，これら算法に関する Aの T表現 fで (X, Y) ⊆ (f−11, f−10)なるものがあり，こういう fは
≼X,Y ⊇ ≼f と (X, Y) ∈ D≼f をみたす．

証明 定理 3.22.16における C≼ と C≼f をD≼ とD≼f に狭めたに過ぎない．

系 2 ≼が A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関してブール律に従えば，これら算法に関す
る Aの T表現の全体を Tで表すとき，≼ ⊇

⋂
f∈T ≼f が成り立つ．

証明 ≼がブール関係との仮定と定理 3.19.1と問題 3.19.4により ≼と ≼f (f ∈ T)は包容律に従
い，系によりD≼ ⊆

⋃
f∈T D≼f が成り立つ．従って定理 3.22.8により ≼ ⊇

⋂
f∈T ≼f が成り立つ．

別証 ≼がブール関係との仮定と問題 3.19.4により ≼が包容律に従うから，定理 3.22.8により
≼ =

⋂
(X,Y)∈D≼ ≼X,Y が成り立つ．系により，各 (X, Y) ∈ D≼ に応じて ≼X,Y ⊇ ≼f なる f ∈ T が

ある．従って ≼ ⊇
⋂
f∈T ≼f が成り立つ．

問題 3.22.18 ≼ が A 上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒y に関して A∗ 上のブール関係の場合，
(P,Q) ∈ PA× PAが C≼ に属すためには，(P ∪Q♢, ∅)が C≼ に属すことが必要十分である．

略解 x1 . . . xm ≼ y1 . . . yn ⇐⇒ x1 . . . xmy1
♢ . . . yn♢ ≼ ε が成り立つからである．

3.22.3 ブール恒真関係と最小弱ブール関係
§ ここでは，前項までに登場した色々な関係の関連について説明する．この説明中の主たる定

理は，標記の二種の関係が等しいことを示す最後の定理 3.22.19である．これは定理 3.22.13系 2

から直ちに導かれる．その他の定理は，定理 3.22.19をより広い文脈で考えるための前置きである．
定理 3.22.19は，第 3.30.4項で命題論理学に現れる T表現論対の特性法則を求めるのに使うための
もので，その意味では特殊な定理であるが，それを導くまでの考え方が一般的・汎用的で，それに
興味がある．なお，M≼ などの第 3.22.2項で定めた記号を継承する．

定理 3.22.17 A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yと A∗ 上の関係 ≼についての次の六条件は
同等である．

1. ≼はブール関係である．

2. ≼は包容律に従い，M≼ の任意の元がブール充乖対である．

3. ≼は A∗ 上のブール充乖対関係の交わりである．

4. ≼は A∗ 上の T表現関係の交わりである．

5. ≼は Tのある巾ブール束 TV から出来るブール表現系 (A,TV , f)の定める関係≼fに等しい．

6. ≼はブール表現関係である．
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証明 ≼がA∗上の最大関係であればすべての条件がみたされる．なぜならまず条件 1については，
最大関係はブール律を自明にみたす（問題 3.21.23参照）．次に条件 2については，≼が最大関係
であれば (3.22.3)により C≼ = ∅である．次に条件 3, 4については，零個の関係の交わりは最大関
係である．次に条件 5, 6については，極端な巾ブール束 T∅から出来るブール表現系の定める関係
は，問題 3.19.1により最大関係である．そこで以下，≼が最大関係でないと仮定する．
(1 =⇒ 2)問題 3.19.4と定理 3.22.14による．
(2 =⇒ 3)定理 3.22.8により ≼ =

⋂
(P,Q)∈M≼ ≼P,Q が成り立つからである．

(3 =⇒ 4)定理 3.22.5によりブール充乖対関係が T表現関係だからである．
(4 =⇒ 5)問題 3.19.22と定理 3.10.6による．
(5 =⇒ 6) 自明である．(1 =⇒ 6)の別証について定理 3.21.13参照．
(6 =⇒ 1)定理 3.19.6による．

問題 3.22.19 A∗ 上の関係 ≼についての次の六条件は同等である．

1. ≼は強束律に従う．

2. ≼は包容律に従い，M≼ の任意の元が充乖対である．

3. ≼は A∗ 上の充乖対関係の交わりである．

4. ≼は A∗ 上の T写関係の交わりである．

5. ≼は Tのある巾束 TV から出来る束写系 (A,TV , f)の定める関係 ≼f に等しい．

6. ≼はある分配束 Bから出来る束写系 (A,B, f)の定める関係 ≼f に等しい．

略解 ≼が最大関係でないと仮定していい．
(1 =⇒ 2)問題 3.19.4と定理 3.22.9と定理 3.22.10による．
(2 =⇒ 3) 定理 3.22.8による．
(3 =⇒ 4) 定理 3.22.3により充乖対関係が T写関係だからである．
(4 =⇒ 5) 問題 3.19.22による．
(5 =⇒ 6) TV が問題 3.13.8によりブール束であり，特に分配律に従うからである．
(6 =⇒ 1)定理 3.19.1と定理 3.19.2による．

問題 3.22.20 A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yと A∗ 上の関係 ≼についての次の三条件は
同等である．

1. ≼は A∗ 上の弱ブール関係である．

2. ≼は包容律に従い，M≼ の任意の元がブール乖対である．

3. ≼は A∗ 上のブール乖対関係の交わりである．

略解 (1 =⇒ 2)は問題 3.19.4と定理 3.22.11，(2 =⇒ 3)は定理 3.22.8，(3 =⇒ 1)は定理 3.22.4

と問題 3.21.23による．

問題 3.22.21 A∗ 上の関係 ≼についての次の三条件は同等である．

1. ≼は包容律と強消去律に従う．
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2. ≼は包容律に従い，M≼ の任意の元が充対である．

3. ≼は A∗ 上の充対関係の交わりである．

略解 (1 =⇒ 2)は定理 3.22.10，(3 =⇒ 1)は定理 3.22.3と問題 3.21.23による．

問題 3.22.22 A∗ 上の関係 ≼についての次の三条件は同等である．

1. ≼は包容律と反復律に従う．

2. ≼は包容律に従い，M≼ の任意の元が乖対である．

3. ≼は A∗ 上の乖対関係の交わりである．

略解 (1 =⇒ 2)は定理 3.22.9，(3 =⇒ 1)は定理 3.22.3による．

問題 3.22.23 A∗ 上の関係 ≼が包容律に従うためには，≼が A∗ 上の対関係の交わりであること
が必要十分である．

略解 必要であることは定理 3.22.8により，十分であることは定理 3.22.3と問題 3.21.23による．

定理 3.22.18 A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関し，A∗ 上の次の六関係は同一である．

1. ブール恒真関係（すなわち T表現関係すべての交わり）

2. ブール充乖対関係すべての交わり

3. ブール表現関係すべての交わり

4. ブール関係すべての交わり

5. 最小のブール表現関係

6. 最小のブール関係

証明 関係 1 – 6を R1 – R6で表せば，定理 3.22.5と問題 3.22.8により T表現関係とブール充乖対
関係が同義から R1 = R2 が成り立ち，T表現がブール表現の一部だから R1 ⊇ R3 が成り立ち，定
理 3.22.17によりブール表現関係とブール関係が同義だから R3 = R4 と R5 = R6 が成り立ち，問
題 3.21.23により R6 が存在して R4 = R6 が成り立ち，定理 3.22.17によりブール関係が T表現関
係の交わりだから R6 ⊇ R1 が成り立つ．従って R1 – R6 は等しい．

問題 3.22.24 定理 3.22.18において算法∧,∨,♢,⇒に関して，Aの T表現の全体を Tとし，Aか
ら巾ブール束 TT への写像 fを (fx)φ = φx (x ∈ A, φ ∈ T)と定めれば，(A,TT, f)はブール表現
系であり，これの定める関係 ≼f が最小のブール表現関係である．

定理 3.22.19 A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関し，Aが普遍汎代数系であれば，A∗上
のブール恒真関係は A∗ 上の最小の弱ブール関係に等しい．従ってまた，A∗ 上の最小の弱ブール
関係は最小のブール関係に等しい．
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証明 ブール恒真関係が定理 3.19.6と定理 3.21.10と問題 3.21.23により弱ブール関係であって定
理 3.22.13系 2により弱ブール関係すべてに含まれるからである．後半は定理 3.22.18による．

注意 3.22.8 定理 3.22.19の上記証明では定理 3.22.13系 2を使ったが，逆に定理 3.22.19から定理
3.22.13系 2が導かれる．この意味でこれら二定理は同等である（注意 3.22.7参照）．

問題 3.22.25 A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関し，A∗ 上の次の三関係は同一である．

1. ブール乖対関係すべての交わり

2. 弱ブール関係すべての交わり

3. 最小の弱ブール関係

略解 関係 1, 2, 3を R1, R2, R3で表せば，問題 3.21.23により R3が存在して R2 = R3が成り立ち，
問題 3.22.20により R1 = R2 が成り立つ．

問題 3.22.26 A∗ 上の次の八関係は同一である．

1. 最小の強束関係

2. 充乖対関係すべての交わり

3. T写関係すべての交わりである．

4. 分配束から出来る束写系の定める関係すべての交わり

5. 包容律と反復律に従う最小の関係

6. 乖対関係すべての交わり

7. 問題 3.19.23で定義した束写系 (A,TPA, f)の定める関係 ≼f
8. 最小の束関係

略解 問題 3.22.19により関係 1 – 4が等しく，問題 3.22.22により関係 5, 6が等しく，問題 3.19.23

により関係 3, 5, 7が等しい．関係 1, 5が等しいので，これらは関係 8にも等しい．

問題 3.22.27 A∗ 上の次の五関係は同一である．

1. 包容律と強消去律に従う最小の関係

2. 充対関係すべての交わり

3. 包容律に従う最小の関係

4. 対関係すべての交わり

5. 最小関係（すなわち空関係） 終

以下の問題は以上のことの副産物に類するもので，この項の本題からは離れる．
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問題 3.22.28 A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関し，A∗上の関係≼についての次の三条
件は同等である．

1. ≼は A∗ 上の最大関係でないブール関係の中で極大のものである．

2. ≼は A∗ 上の T表現関係である．

3. ≼は A∗ 上のブール充乖対関係である．

略解 問題 3.19.1 と定理 3.19.6 により，T 表現関係は最大関係でないブール関係である．定理
3.22.17により，最大関係でないブール関係はある T表現関係に含まれる．問題 3.19.2により，T
表現関係の全体は包含関係 ⊆について離散的である．従って問題 3.9.21により (1⇐⇒ 2)が成り
立つ．定理 3.22.5と問題 3.22.8により T表現関係がブール充乖対関係に他ならないから (2⇐⇒ 3)

が成り立つ．

問題 3.22.29 A∗ 上の関係 ≼についての次の三条件は同等である．

1. ≼は A∗ 上の最大関係でない強束関係の中で極大のものである．

2. ≼は A∗ 上の T写関係である．

3. ≼は A∗ 上の充乖対関係である．

問題 3.22.30 ≼が A∗ 上の最大関係でない強束関係なら，≼を含む A∗ 上の最大関係でない強束
関係の中に極大のものがある．A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関して，≼がA∗上の最大
関係でないブール関係なら，≼を含むA∗上の最大関係でないブール関係の中に極大のものがある．

略解 定理 3.22.17と問題 3.22.28による（問題 3.29.5参照）．

問題 3.22.31 A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yに関して，次の四条件は同等である．
1. A∗上の最大関係でないブール関係がある．

2. Aの T表現がある．

3. 非極端のブール表現系 (A,B, f)がある．

4. A上のブール充乖対がある．

略解 定理 3.22.17と問題 3.19.1と定理 3.19.6による．

問題 3.22.32 Aがブール束であるとき，A∗上の関係≼を問題 3.19.17でのように定めると，≼は
Aのブール論法に関する A∗ 上のブール関係の中で最小のものである．

略解 問題 3.19.17により，≼はブール論法に関してブール関係である．他方，f ∈ A→Bをブー
ル論法に関するブール表現とし，x ∈ Aが ε ≼ xをみたすとすれば，x = maxAであるから，問題
3.13.6によって fx = maxB，すなわち ε ≼f xが成り立つ．従って定理 3.21.16により ≼は ≼f に
含まれる（問題 3.21.22参照）．

問題 3.22.33 (ブール束の表現定理) Aがブール束なら，Aから Tのある巾ブール束へのブール
束としての単射準写が存在する（問題 3.13.14と問題 3.13.17参照）．
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略解 #A ≥ 2としていい．そうすると Aのブール論法に関して，(A,A, idA)が非極端のブール
表現系であるから，問題 3.22.31により Aの T表現が存在する．その全体を Tで表し，Aから巾
ブール束 TT への写像 ρを，各 x ∈ Aと各 f ∈ T に対して (ρx)f = fxなるよう定める．そうす
ると定理 3.10.6により，ρは Aから TT へのブール束としての準写となる．問題 3.19.22により
≼ρ =

⋂
f∈T ≼f が成り立つから，定理 3.22.18により ≼ρ は最小ブール関係に等しく，従って問題

3.22.32により，≼ρは問題 3.19.17でのように定義した関係≼に等しい．特に，x, y ∈ Aが ρx ≤ ρy
をみたすためには x ≤ yなることが必要十分である．従って ρは単射である．

問題 3.22.34 Aが順序関係≤についてのブール束なら，x, y ∈ Aが x ≤ yをみたすことは，次の
いずれのこととも同等である．

1. Aのブール論法に関する任意のブール表現 fに対して x ≼f yが成り立つ．

2. Aのブール論法に関する任意の T表現 fに対して x ≼f yが成り立つ．

従って，x 6= yなら，Aの T表現 fで fx 6= fyなるものがある．

3.23 展開列法と欠陥法
＄ ここでは，前項の主定理の一つである定理 3.22.13系の証明をもう二通り試みる．従って，こ
の系から得られた定理 3.22.13系 2や今後得られることについても，実質三通りの証明があること
になる．三通りの証明の違いは，定理 3.22.13系の証明に先立つ定理 3.22.12，定理 3.23.1，定理
3.23.2の証明にある．
この節を通じて，x∧y, x∨y, x♢, x⇒yをA上の汎算法とし，≼をこれらの算法に関するA∗

上の弱ブール関係とする．そうすると，問題 3.19.4により ≼は包容律に従う．

補題 3.23.1 ≼に関する特異対について次のことが成り立つ．

1. (α,β)が特異対であれば，α ∩ β = ∅が成り立つ．

2. (α,β)が特異対であれば，各 x ∈ αに対して (xα, β)も特異対であり，各 y ∈ βに対して
(α, yβ)も特異対である

3. (x1 · · · xm, y1 · · ·yn)が特異対であって A∗ × A∗ の元 (x ′1 · · · x ′m, y ′
1 · · ·y ′

n)が xi ≼ x ′i (i =

1, . . . ,m)と y ′
j ≼ yj (j = 1, . . . , n)をみたし，≼が消去律に従えば，(x ′1 · · · x ′m, y ′

1 · · ·y ′
n)も

特異対である．

証明 結論 1は ≼の反復律・付加律・置換律による（定理 3.22.8と定理 3.22.9参照）．結論 2は
≼の巾等律と置換律による．結論 3は ≼の消去律と置換律による．

補題 3.23.2 ≼ は次の二法則に従う（合わせて一般強両限律と呼ぶ）．ただし各法則において，
n = 1, 2, . . .とし，算法 ∧,∨を適用する順番（括弧の付け方）は任意とする．

x1 · · · xnα ≼ β =⇒ x1∧ · · ·∧ xn, α ≼ β
α ≼ xiβ (i = 1, . . . , n) =⇒ α ≼ x1∧ · · ·∧ xn, β

}
(一般強下限律)

xiα ≼ β (i = 1, . . . , n) =⇒ x1∨ · · ·∨ xn, α ≼ β
α ≼ x1 · · · xnβ =⇒ α ≼ x1∨ · · ·∨ xn, β

}
(一般強上限律)
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証明 各法則は，n = 1なら自明に成り立ち，強両限律と置換律を使って nについての帰納法に
よって容易に導かれる．

次の補題 3.23.3などでの必要上，A∗×A∗の元 (α,β)を α→ βでも表してA上の矢式とか式と
かとも呼ぶ．そう呼ぶ場合には ≼に関する特異対も特異式と呼び変える．

補題 3.23.3 ≼に関する特異式について次のことが成り立つ．ただし結論 1 – 4においては，n =

1, 2, . . .とし，算法 ∧,∨を適用する順番は任意とする．

1. 式 x1∧ · · ·∧ xn, α→ βが特異なら，式 x1 · · · xnα→ βも特異である．

2. 式 α→ x1∧ · · ·∧ xn, βが特異なら，ある i ∈ {1, . . . , n}に対して式 α→ xiβが特異である．

3. 式 x1∨ · · ·∨ xn, α→ βが特異なら，ある i ∈ {1, . . . , n}に対して式 xiα→ βが特異である．

4. 式 α→ x1∨ · · ·∨ xn, βが特異なら，式 α→ x1 · · · xnβも特異である．

5. 式 x♢α→ βが特異なら，式 α→ xβも特異である．

6. 式 α→ x♢βが特異なら，式 xα→ βも特異である．

7. 式 x⇒y, α→ βが特異なら，式 α→ xβまたは式 yα→ βが特異である．

8. 式 α→ x⇒y, βが特異なら，式 xα→ yβも特異である．

証明 補題 3.23.2の一般強両限律と強両補律・強三導律による．

補題 3.23.4 (α,β)が ≼に関する特異対であれば次のことが成り立つ．ただし結論 1 – 4におい
ては，n = 1, 2, . . .とし，算法 ∧,∨を適用する順番は任意とする．

1. x1∧ · · ·∧ xn ∈ αなら，(x1 · · · xnα,β)は ≼に関する特異対である．

2. x1∧ · · ·∧ xn ∈ βなら，ある i ∈ {1, . . . , n}に対して (α, xiβ)が ≼に関する特異対である．

3. x1∨ · · ·∨ xn ∈ αなら，ある i ∈ {1, . . . , n}に対して (xiα,β)が ≼に関する特異対である．

4. x1∨ · · ·∨ xn ∈ βなら，(α, x1 · · · xnβ)は ≼に関する特異対である．

5. x♢ ∈ αなら，(α, xβ)は ≼に関する特異対である．

6. x♢ ∈ βなら，(xα, β)は ≼に関する特異対である．

7. x⇒y ∈ αなら，(α, xβ)または (yα,β)が ≼に関する特異対である．

8. x⇒y ∈ βなら，(xα, yβ)は ≼に関する特異対である．

証明 補題 3.23.1と補題 3.23.3による．

補題 3.23.5 (α,β)が ≼に関する特異対であれば，≼に関する特異対の列 ((αn, βn))n=0,1,... で
(α0, β0) = (α,β)と次の九条件をみたすものがある（これを (α,β)の展開列と呼ぶ [62]）．
[62]条件 1 – 8 を見る限り「展開列」より「分解列」の方が相応しく思えるが，第 5 章以降の格論理学まで行けば「展開
列」の方が相応しく思えてくる．
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0. αn−1 ⊆ αn, βn−1 ⊆ βn (n = 1, 2, . . .)

1. n ≡ 1 mod 8, x∧y ∈ αn−1 なら x, y ∈ αn

2. n ≡ 2 mod 8, x∧y ∈ βn−1 なら x ∈ βn または y ∈ βn

3. n ≡ 3 mod 8, x∨y ∈ αn−1 なら x ∈ αn または y ∈ αn

4. n ≡ 4 mod 8, x∨y ∈ βn−1 なら x, y ∈ βn

5. n ≡ 5 mod 8, x♢ ∈ αn−1 なら x ∈ βn

6. n ≡ 6 mod 8, x♢ ∈ βn−1 なら x ∈ αn

7. n ≡ 7 mod 8, x⇒y ∈ αn−1 なら x ∈ βn または y ∈ αn

8. n ≡ 8 mod 8, x⇒y ∈ βn−1 なら x ∈ αn かつ y ∈ βn

証明 (α0, β0) = (α,β)をもとにして (αn, βn) (n = 1, 2, . . .)を次のように帰納的に作ればいい．
すなわち，ある自然数 nに対して特異対 (αn−1, βn−1)が作れたとき，. . .

n ≡ 1 mod 8のときは，x∧y ∈ αn−1 なる x∧y の全体を xi∧yi (i = 1, . . . , k)とすれば，補
題 3.23.4により (x1y1 · · · xkykαn−1, βn−1)が特異対であるから，これを (αn, βn)とする．
n ≡ 2 mod 8のときは，x∧y ∈ βn−1 なる x∧yの全体を xi∧yi (i = 1, . . . , k)とすれば，補

題 3.23.4により，特異対 (αn,i, βn,i) (i = 0, . . . , k)で αn,i−1 ⊆ αn,i, βn,i−1 ⊆ βn,i なるものを
次のように帰納的に作ることができる．すなわち，(αn,0, βn,0) = (αn−1, βn−1)とし，i ≥ 1で
(αn,i−1, βn,i−1)まで作れたとき，(αn,i−1, xiβn,i−1)または (αn,i−1, yiβn,i−1)が特異対であるか
ら，特異対である方を (αn,i, βn,i)とする．そして (αn,k, βn,k)を (αn, βn)とする．
n ≡ 3 mod 8のときは，x∨y ∈ αn−1 なる x∨yの全体を xi∨yi (i = 1, . . . , k)とすれば，補
題 3.23.4により，特異対 (αn,i, βn,i) (i = 0, . . . , k)で αn,i−1 ⊆ αn,i, βn,i−1 ⊆ βn,i なるものを
次のように帰納的に作ることができる．すなわち，(αn,0, βn,0) = (αn−1, βn−1)とし，i ≥ 1で
(αn,i−1, βn,i−1)まで作れたとき，(xiαn,i−1, βn,i−1)または (yiαn,i−1, βn,i−1)が特異対であるか
ら，特異対である方を (αn,i, βn,i)とする．そして (αn,k, βn,k)を (αn, βn)とする．
n ≡ 4 mod 8のときは，x∨y ∈ βn−1 なる x∨yの全体を xi∨yi (i = 1, . . . , k)とすれば，補
題 3.23.4により (αn−1, x1y1 · · · xkykβn−1)が特異対であるから，これを (αn, βn)とする．
n ≡ 5 mod 8のときは，x♢ ∈ αn−1 なる x♢ の全体を xi

♢ (i = 1, . . . , k)とすれば，補題 3.23.4

により (αn−1, x1 · · · xkβn−1)が特異対であるから，これを (αn, βn)とする．
n ≡ 6 mod 8のときは，x♢ ∈ βn−1 なる x♢ の全体を xi

♢ (i = 1, . . . , k)とすれば，補題 3.23.4

により (x1 · · · xkαn−1, βn−1)が特異対であるから，これを (αn, βn)とする．
n ≡ 7 mod 8のときは，x⇒y ∈ αn−1 なる x⇒yの全体を xi⇒yi (i = 1, . . . , k)とすれば，
補題 3.23.4により，特異対 (αn,i, βn,i) (i = 0, . . . , k)で αn,i−1 ⊆ αn,i, βn,i−1 ⊆ βn,i なるもの
を次のように帰納的に作ることができる．すなわち，(αn,0, βn,0) = (αn−1, βn−1)とし，i ≥ 1で
(αn,i−1, βn,i−1)まで作れたとき，(αn,i−1, xiβn,i−1)または (yiαn,i−1, βn,i−1)が特異対であるか
ら，特異対である方を (αn,i, βn,i)とする．そして (αn,k, βn,k)を (αn, βn)とする．
n ≡ 8 mod 8のときは，x⇒y ∈ βn−1なる x⇒yの全体を xi⇒yi (i = 1, . . . , k)とすれば，補

題 3.23.4により (x1 · · · xkαn−1, y1 · · ·ykβn−1)が特異対であるから，これを (αn, βn)とする．

定理 3.23.1 (α,β)を ≼に関する特異対とすれば，算法 ∧,∨,♢,⇒に関する A上のブール乖対
(P,Q)で (α,β) ⊆ (P,Q)をみたすものが存在する．
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注意 3.23.1 この節冒頭の仮定により≼が包容律に従うから，定理 3.22.8と列便法によれば，≼に
関する特異対は≼によるAの

、
　有
、
　限
、
　な切断と同一視される．従って定理 3.23.1は，≼によるAの

、
　有、

　限
、
　な各切断 (X, Y)に応じて，算法∧,∨,♢,⇒に関するA上のブール乖対 (P,Q)で (X, Y) ⊆ (P,Q)

をみたすものがあることを示し，従って定理 3.22.12に含まれるが，(P,Q)を定理 3.22.12ではツォ
ルンの補題で構成したのに対して定理 3.23.1では展開列で構成するのが興味深い．

証明 補題 3.23.5 により (α,β) の展開列 (
(αn, βn)

)
n=0,1,...

が存在する．P =
⋃
n≥0 αn, Q =⋃

n≥0 βnと定める．そうすると，展開列の条件 (α0, β0) = (α,β)により (α,β) ⊆ (P,Q)が成り立つ．
展開列の条件によりまた，任意の nに対して (αn, βn)が特異対であって αn−1 ⊆ αn, βn−1 ⊆ βn
が成り立つから，補題 3.23.1により任意のm,nに対して αm ∩βn = ∅，つまり P ∩Q = ∅が成り
立つ．以下，展開列の残りの条件により (P,Q)が補題 3.22.1のブール対律を成す法則 b1 – b8に
従うことを確かめる．
b1. x∧y ∈ Pなら，n ≡ 1 mod 8, x∧y ∈ αn−1なる nがあって，x, y ∈ αn，従って x, y ∈ P

が成り立つ．
b2. x∧y ∈ Qなら，n ≡ 2 mod 8, x∧y ∈ βn−1 なる nがあって，x ∈ βn または y ∈ βn，

従って x ∈ Qまたは y ∈ Qが成り立つ．
b3. x∨y ∈ P なら，n ≡ 3 mod 8, x∨y ∈ αn−1 なる nがあって，x ∈ αn または y ∈ αn，

従って x ∈ Pまたは y ∈ Pが成り立つ．
b4. x∨y ∈ Qなら，n ≡ 4 mod 8, x∨y ∈ βn−1なる nがあって，x, y ∈ βn，従って x, y ∈ Q

が成り立つ．
b5. x♢ ∈ Pなら，n ≡ 5 mod 8, x♢ ∈ αn−1 なる nがあって，x ∈ βn，従って x ∈ Qが成り

立つ．
b6. x♢ ∈ Qなら，n ≡ 6 mod 8, x♢ ∈ βn−1 なる nがあって，x ∈ αn，従って x ∈ Pが成り

立つ．
b7. x⇒y ∈ P なら，n ≡ 7 mod 8, x⇒y ∈ αn−1 なる nがあって，x ∈ βn または y ∈ αn，

従って x ∈ Qまたは y ∈ Pが成り立つ．
b8. x⇒y ∈ Qなら，n ≡ 8 mod 8, x⇒y ∈ βn−1なる nがあって，x ∈ αnかつ y ∈ βn，従っ

て x ∈ Pかつ y ∈ Qが成り立つ．

定義 3.23.1 Aの元 zが A∗ ×A∗ の元 (α,β)の欠陥であるとは，次の八条件のいずれかをみたす
をことを言う．

1. z = x∧y ∈ αであるが，x /∈ αまたは y /∈ α．

2. z = x∧y ∈ βであるが，x /∈ βかつ y /∈ β．

3. z = x∨y ∈ αであるが，x /∈ αかつ y /∈ α．

4. z = x∨y ∈ βであるが，x /∈ βまたは y /∈ β．

5. z = x♢ ∈ αであるが，x /∈ β．

6. z = x♢ ∈ βであるが，x /∈ α．

7. z = x⇒y ∈ αであるが，x /∈ βかつ y /∈ α．

8. z = x⇒y ∈ βであるが，x /∈ αまたは y /∈ β．
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さらに，Aが算法∧,∨,♢,⇒に関して普遍汎代数系の場合に，(α,β)の欠陥の階数の総和を (α,β)

の欠陥度と呼ぶ．ただし，(α,β)に欠陥が無いときは，(α,β)の欠陥度を 0と定める．

問題 3.23.1 ≼に関する特異対 (α,β)と (α ′, β ′)が (α,β) ⊆ (α ′, β ′)をみたすとき，z ∈ α ∪ βな
る zは，(α ′, β ′)の欠陥であれば (α,β)の欠陥でもある．従って (α ′, β ′)の欠陥は，(α,β)の欠陥
であるか α ′ ∪ β ′ − α ∪ βに属す．

略解 zが (α ′, β ′)のたとえば８番目の型の欠陥であったとしよう．つまり，z = x⇒y ∈ β ′ であ
るが，x /∈ α ′または y /∈ β ′．そうすると，補題 3.23.1により α ′ ∩ β ′ = ∅なので z ∈ βであって，
x /∈ αまたは y /∈ βが成り立つ．従って，zは (α,β)のやはり８番目の型の欠陥である．

定理 3.23.2 Aが算法 ∧,∨,♢,⇒に関して普遍汎代数系の場合，(α,β)が ≼に関する特異対であ
れば，≼に関する欠陥の無い特異対 (α ′, β ′)で (α,β) ⊆ (α ′, β ′)なるものが存在する．

注意 3.23.2 この節冒頭の仮定により ≼が包容律に従うから，定理 3.22.8と列便法によれば，≼
に関する特異対は ≼による Aの

、
　有
、
　限
、
　な切断と同一視される．また (α ′, β ′)は，欠陥が無いから A

上のブール対であり，≼に関して特異であるから補題 3.23.1により α ′ ∩ β ′ = ∅をみたす．従っ
て定理 3.23.2は，Aが算法 ∧,∨,♢,⇒に関して普遍汎代数系であるという仮定の下で，≼による
Aの

、
　有
、
　限
、
　な各切断 (X, Y)に応じて，算法 ∧,∨,♢,⇒に関する A上の

、
　有
、
　限
、
　なブール乖対 (P,Q)で

(X, Y) ⊆ (P,Q)をみたすものがあることを含意し，従って定理 3.23.1を含み定理 3.22.12に含まれ
ない．(P,Q)が

、
　有
、
　限
、
　なことの意義はともかく，(P,Q)を定理 3.22.12と定理 3.23.1ではツォルンの

補題と展開列で構成したのに対して定理 3.23.2では欠陥を減らして構成するのが興味深い．

証明 欠陥の階数は 1以上であるから，欠陥度が 0なら欠陥は無い．従って，(α,β)の欠陥度 kが
0なら，この補題は成り立つ．そこで，kについての帰納法を使い，k ≥ 1と仮定する．そうする
と，(α,β)に欠陥 zがある．この zから欠陥度が kより小さい特異対 (α,β)で α ⊆ α ′, β ⊆ β ′な
るものを作って帰納法による証明を完成する．
1. z = x∧y ∈ αであるが x /∈ αまたは y /∈ αの場合：xyα ≼ βとすれば，強下限律により

x∧y, α ≼ βが成り立ち，x∧y ∈ αであるので置換律と巾等律により α ≼ βとなり，(α,β)が
特異対であることに反する．従って (xyα, β)は特異対である．また，次の段落に記す理由で zは
この対の欠陥ではなく，問題 3.23.1により，(xyα, β)の欠陥であって (α,β)の欠陥でないものは
x, yしかないから，これらが (xyα, β)の欠陥であったとしても，(xyα, β)の欠陥度は kより小さ
い．そこで，(α ′, β ′)として (xyα, β)をとればいい．
Aは仮定により普遍汎代数系であるから，定理 3.8.5により有基代数系である．このことから，

zが (xyα, β)の欠陥でないことが次のようにして分かる．z = x∧yであるから，Aが有基代数系
であることにより，z = x ′ ∨y ′, z = x ′♢, z = x ′⇒y ′ なる x ′, y ′ は存在せず，z = x ′ ∧y ′ なら
x ′ = x, y ′ = yが成り立つ．また，補題 3.23.1により α ∩ β = ∅なので，z /∈ βも成り立つ．従っ
て，zが (xyα, β)の欠陥となり得るのは x /∈ {x, y} ∪ αまたは y /∈ {x, y} ∪ αの場合であるが，こ
ういう場合はもちろんない．なお，この段落の類の説明は以下では省略する．
2. z = x∧y ∈ β, x /∈ β, y /∈ βの場合：α ≼ xβかつ α ≼ yβとすれば，強下限律により

α ≼ x∧y, βが成り立ち，x∧y ∈ βであるので置換律と巾等律により α ≼ βとなり，(α,β)が特
異対であることに反する．従って，(α, xβ)と (α, yβ)のどちらかは特異対である．また，zはこれ
らの対の欠陥ではないから，(α, xβ)と (α, yβ)の欠陥度は共に kより小さい．そこで，(α ′, β ′)と
して (α, xβ)または (α, yβ)をとればいい．
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3. z = x∨y ∈ α, x /∈ α, y /∈ αの場合：xα ≼ βかつ yα ≼ βとすれば，強上限律により
x∨y, α ≼ βが成り立ち，x∨y ∈ αであるので置換律と巾等律により α ≼ βとなり，(α,β)が特
異対であることに反する．従って，(xα, β)と (yα,β)のどちらかは特異対である．また，zはこれ
らの対の欠陥ではないから，(xα, β)と (yα,β)の欠陥度は共に kより小さい．そこで，(α ′, β ′)と
して (xα, β)または (yα,β)をとればいい．
4. z = x∨y ∈ βであるが x /∈ βまたは y /∈ βの場合：α ≼ xyβとすれば，強上限律により

α ≼ x∨y, βが成り立ち，x∨y ∈ βであるので置換律と巾等律により α ≼ βとなり，(α,β)が特
異対であることに反する．従って，(α, xyβ)は特異対である．また，zはこの対の欠陥ではないか
ら，(α, xyβ)の欠陥度は kより小さい．そこで，(α ′, β ′)として (α, xyβ)をとればいい．
5. z = x♢ ∈ α, x /∈ βの場合：α ≼ xβとすれば，強両補律により x♢α ≼ βが成り立ち，x♢ ∈ α

であるので置換律と巾等律により α ≼ βとなり，(α,β)が特異対であることに反する．従って，
(α, xβ)は特異対である．また，zはこの対の欠陥ではないから，(α, xβ)の欠陥度は kより小さい．
そこで，(α ′, β ′)として (α, xβ)をとればいい．
6. z = x♢ ∈ β, x /∈ αの場合：xα ≼ βとすれば，強両補律により α ≼ x♢βが成り立ち，x♢ ∈ β

であるので置換律と巾等律により α ≼ βとなり，(α,β)が特異対であることに反する．従って，
(xα, β)は特異対である．また，zはこの対の欠陥ではないから，(xα, β)の欠陥度は kより小さい．
そこで，(α ′, β ′)として (xα, β)をとればいい．
7. z = x⇒y ∈ α, x /∈ β, y /∈ αの場合：α ≼ xβかつ yα ≼ βとすれば，強三導律により

x⇒y, α ≼ βが成り立ち，x⇒y ∈ αであるので置換律と巾等律により α ≼ βとなり，(α,β)が
特異対であることに反する．従って，(α, xβ)と (yα,β)のどちらかは特異対である．また，zはこ
れらの対の欠陥ではないから，(α, xβ)と (yα,β)の欠陥度は共に kより小さい．そこで，(α ′, β ′)

として (xα, β)をとればいい．
8. z = x⇒y ∈ βであるが x /∈ αまたは y /∈ βの場合：xα ≼ yβとすれば，強三導律により

α ≼ x⇒y, βが成り立ち，x⇒y ∈ βであるので置換律と巾等律により α ≼ βとなり，(α,β)が特
異対であることに反する．従って，(xα, yβ)は特異対である．また，zはこの対の欠陥ではないか
ら，(xα, yβ)の欠陥度は kより小さい．そこで，(α ′, β ′)として (xα, yβ)をとればいい．

定理 3.22.13系の定理 3.23.1または定理 3.23.2による証明 注意 3.23.1と注意 3.23.2を踏まえ
て定理 3.22.13の証明を一部変えるに過ぎない．すなわち任意の (X, Y) ∈ D≼をとると，定理 3.23.1

または定理 3.23.2によりブール乖対 (P,Q)で (X, Y) ⊆ (P,Q)なるものがあり，定理 3.22.6により
Aの T表現 fで (P,Q) ⊆ (f−11, f−10)なるものがある．この fが (X, Y) ⊆ (f−11, f−10)をみたす．
こういう fは，定理 3.22.2系と定理 3.22.7系により ≼X,Y ⊇ ≼f と (X, Y) ∈ C≼f をみたす．

3.24 界と閉部分界
＄第 3.1節と第 3.2節で定義した代数系とその台部分系の概念は，算法個々を捨象することによ
り，界とその閉部分界の概念へと拡張される．
すなわちまず，集合AとA∗, A間の関係 Rの組み (A,R)を界と呼ぶ．そしてAと Rをそれぞれ

この界の台（または台集合）と関係（または広義変換）と呼ぶ．代数系と同様に界もその台のみで
表すことがある．なお以後，特に断らずとも，第 3.19節以降使ってきた AZ記法や列便法を使う．

例 3.24.1 集合 A上の算法 ρに対し，A∗, A間の関係 Rで

x1 · · · xn Ry ⇐⇒ ρ(x1, . . . , xn) = y
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なるものを ρの関係化と呼ぶ．より一般に A上の算法族 (ρλ)λ∈Λ に対し，A∗, A間の関係 Rで

x1 · · · xn Ry ⇐⇒ ρλ(x1, . . . , xn) = yなる λ ∈ Λがある

なるものを (ρλ)λ∈Λ の関係化と呼び，さらに界 (A,R)を代数系 (A, (ρλ)λ∈Λ)の界化と呼ぶ． 終

次に，Bが界 (A,R)の台 Aの部分集合であるとき，Bと Rの B∗ × Bへの制限 R ′ = R|B∗×B の
組み (B, R ′)は界である．これを (A,R)の粗部分界と呼ぶ．Bがさらに

x1, . . . , xn ∈ B, y ∈ A, x1 · · · xn Ry =⇒ y ∈ B (3.24.1)

なる条件をみたすとき，すなわち列便法で略記すれば

α ⊆ B, y ∈ A, αRy =⇒ y ∈ B (3.24.1)

なる条件をみたすとき，(B, R ′)を (A,R)の閉部分界と呼んだり，Bを Aの R閉集合と呼んだり，
Bは Rで閉じているとか，Rは Bを閉ざすとかと言ったりする．
なお，「ε ⊆ B」なる条件は常に成り立つ．従って，(3.24.1)は次の条件を含意する．

y ∈ A, εRy =⇒ y ∈ B

粗部分界も閉部分界も界であるので，それを台のみで表示することもある．また，閉部分界は条
件 (3.24.1)をみたす部分集合 Bによって定まるので，そういう部分集合のことを閉部分界と呼ぶ
こともある．
論理学的文脈では，A∗, A間の関係 Rを A上の論理と呼び，界 (A,R)の閉部分界を R理論と呼

ぶ（第 3.26節参照）．従って集合 Aを台とする界についての理論は，A上の論理 Rと R理論につ
いての理論に他ならない．

問題 3.24.1 代数系 Aの台部分系は，Aの界化の閉部分界に他ならない．

問題 3.24.2 界 (A, ∅)においては，Aの任意の部分集合が閉部分界である．界 (A,A∗ ×A)におい
ては，閉部分界は Aのみである．

問題 3.24.3 (✓) 集合 A上の相等関係 =を A∗, A間の関係とみなして作った界 (A,=)において
は，Aの任意の部分集合が閉部分界である．

以下，そうでない旨断らない限り，(A,R)を界として，これについての基本的な事柄を述べる．
その八割は第 3.2節で問題として述べた代数系についての事柄の拡張であるが，残りの二割は，代
数系を界に一般化して始めて見出し得る事柄であり，それが論理学で核心の役割を演ずる．

定理 3.24.1 (問題 3.2.3参照) Aの閉部分界の全体はAに関して交閉的である．特に，Aはそれ
自身が Aの閉部分界である．

証明 (3.24.1)は B = Aなら成り立つから，Aは Aの閉部分界である．そこで，Bを Aの閉部分
界の族 (Bi)i∈Iの交わりとする (I 6= ∅)．α ⊆ B, y ∈ A, αRyであれば，各 i ∈ Iについて，α ⊆ Bi
であって Biが Rで閉じていることにより y ∈ Biが成り立つから，y ∈ Bが成り立つ．従って Bも
Rで閉じている． 終
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この定理により，Aの任意の部分集合 Sに対して，Sを含む最小のAの閉部分界が存在する．S
を含む Aの閉部分界すべての交わりがそれである．これを，(A,R)における Sの界包とか Sの R

包とか (A,R)の Sによって生成される閉部分界とかと呼び，通常は [S]で表すが，Aや Rを明示
する必要があるときは [S]A や [S]R や [S](A,R) で表す．また，A = [S]のとき，Aは Sで生成され
るとか Sは Aの生成系であるとか言う．その理由は，定理 3.24.6 – 定理 3.24.8を見れば分かるで
あろう．

問題 3.24.4 代数系 Aにおける部分集合 Sの算包は，Aの界化における Sの界包に等しい．

定理 3.24.2 (問題 3.2.1参照) Aの任意の部分集合 B,Cについて次の二つのことが成り立つ．

1. Cが Aの閉部分界なら，C ∩ Bは粗部分界 Bの閉部分界である．

2. Bが Aの閉部分界で Cが Bの閉部分界なら，Cは Aの閉部分界である．

証明 1. α ⊆ C ∩ B, y ∈ B, αRyなら，α ⊆ C, y ∈ B, αRyであって Cが Aの閉部分界である
ことにより y ∈ C ∩ Bが成り立つ．従って C ∩ Bは Bの閉部分界である．
2. α ⊆ C, y ∈ A, αRyなら，まず α ⊆ B, y ∈ A, αRy であって Bが Aの閉部分界であるこ

とにより y ∈ Bが成り立ち，次に α ⊆ C, y ∈ B, αRy であって Cが Bの閉部分界であることに
より y ∈ Cが成り立つ．従って Cは Aの閉部分界である．

定理 3.24.3 (問題 3.2.4参照) S ⊆ B ⊆ Aなら，[S]B ⊆ [S]A が成り立ち，特に Bが Aの閉部分
界の場合には [S]B = [S]A が成り立つ．

証明 定理 3.24.2により [S]A ∩ Bは Bの閉部分界であって Sを含むから，[S]B ⊆ [S]A ∩ B ⊆ [S]A

が成り立つ．Bが閉部分界なら，やはり定理 3.24.2により [S]BはAの閉部分界であって Sを含む
から，[S]A ⊆ [S]B が成り立つ． 終

A∗, A間の関係は A∗ × Aの部分集合であるから，それらの包含関係 ⊆や和 ∪を云々すること
ができる．このことを踏まえて以下のことを述べる．

定理 3.24.4 (問題 3.2.4参照) A∗, A間の関係 R ′ が R ′ ⊆ Rをみたせば，(A,R)の閉部分界は界
(A,R ′)の閉部分界でもあり，従って，Aの任意の部分集合 Sに対して [S]R ′ ⊆ [S]R が成り立つ．

証明 Bを (A,R)の閉部分界とする．α ⊆ B, y ∈ A, αR ′ yであれば，R ′ ⊆ Rなることにより
αRyが成り立ち，従って Bが Rで閉じていることにより y ∈ Bが成り立つ．つまり Bは R ′で閉
じているから，(A,R ′)の閉部分界である．[S]R は (A,R)の閉部分界であるから (A,R ′)の閉部分
界でもあり，しかも Sを含むから，[S]R ′ ⊆ [S]R が成り立つ．

定理 3.24.5 A∗, A間の関係の集合Rに対して R =
⋃
Rの場合には（R = ∅のときは第 3.9.3項の

上限の定義により Rは空関係である），Aの部分集合 Bが (A,R)の閉部分界であるためには，任
意の R ′ ∈ Rに対して Bが界 (A,R ′)の閉部分界であることが必要十分である．

証明 定理 3.24.4により (A,R)の閉部分界は，任意の R ′ ∈ Rに対して (A,R ′)の閉部分界である．
そこで逆に，Aの部分集合 Bが任意の R ′ ∈ Rに対して (A,R ′)の閉部分界であるとする．そうする
と α ⊆ B, y ∈ A, αRyであれば，αR ′ yなる R ′ ∈ Rがあって Bが R ′で閉じているから，y ∈ B
が成り立つ．つまり，Bは (A,R)の閉部分界である．
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問題 3.24.5 (✓問題 3.2.5参照) AR,1 = {y ∈ A | αRyなる α ∈ A∗ がある }と定めるとき（こ
れは定理 3.24.7で定義する Aの 1圏に等しい），AR,1 ⊆ B ⊆ Aなら，Bは Aの閉部分界である．

問題 3.24.6 (✓問題 3.2.6参照) S ⊆ A, R ′ ⊆ Rなら [S]R ⊆ [S∪AR−R ′,1]R ′ が成り立つ．従って
特に [S]R ⊆ S ∪AR,1 が成り立つ（このことは定理 3.24.6と定理 3.24.7により精密化される）．

定理 3.24.6 (問題 3.2.7参照) Aの任意の部分集合 Sに対して，Aの部分集合 Sn (n = 0, 1, . . .)

を次のように帰納的に定め，Snを Sのn包と呼び，S0, S1, . . .を Sの包列と呼ぶ．すなわち，まず
S0 = Sと定め，n ≥ 1であって Sn−1 が定められたとき，

Sn = Sn−1 ∪ {y ∈ A | αRyなる α ⊆ Sn−1 がある }

と定める．このとき [S]R =
⋃
n≥0 Snが成り立つ．また，SがAの閉部分界であるためには，S1 ⊆ S

なることも S1 = Sなることも必要十分である．

注意 3.24.1 n ≥ 1なら，ε ⊆ Sn−1 は成り立つので，n包 Sn は ε Ryなる y ∈ Aをすべて含む．

注意 3.24.2 (✓) 実は，n = 1, 2, . . .について Sn = S ∪ {y ∈ A | αRyなる α ⊆ Sn−1 がある }，
従って [S]R = S ∪ {y ∈ A |ある n ∈ Nに対して αRyなる α ⊆ Sn−1 がある } が成り立つ．

証明 定義により S1 = S ∪ {y ∈ A | αRyなる α ⊆ Sがある }であるから，S1 ⊆ Sと S1 = Sは同
等であり，S1 ⊆ Sなるためには，「α ⊆ S, y ∈ A, αRy =⇒ y ∈ S」なる条件のみたされること
が必要十分である．この条件は Sが閉部分界であることと同等である．
S0 = S ⊆ [S]R が成り立つ．そこで，任意の nに対して Sn ⊆ [S]R なることを，nについての帰

納法で示す．そのために，任意の y ∈ Sn (n ≥ 1)をとって y ∈ [S]R を示す．y ∈ Sn−1 なら，帰
納法の仮定により y ∈ [S]R が成り立つ．そこで，y /∈ Sn−1 と仮定する．そうすると，αRyなる
α ⊆ Sn−1 があり，帰納法の仮定により α ⊆ [S]R が成り立つから，[S]R が Rで閉じていることに
より y ∈ [S]R が確かに成り立つ．
以上により，B =

⋃
n≥0 Snと定めれば，S ⊆ B ⊆ [S]Rが成り立つ．従って [S]R = Bを示すには，

Bが閉部分界であることを示せばいい．そのために，x1, . . . , xm ∈ B, y ∈ A, x1 · · · xm Ryなら
y ∈ Bであることを示す．まずm = 0の場合には，ε Ryであるから，注意 3.24.1により y ∈ S1が
成り立つ．次にm ≥ 1の場合には，i = 1, . . . ,mに対して xi ∈ Sni なる非負整数 ni があり，定
義により S0 ⊆ S1 ⊆ · · · が成り立つので，n = max {n1, . . . , nm}+ 1と定めれば y ∈ Sn が成り立
つ．いずれの場合にも，y ∈ Bが確かに成り立つ．

問題 3.24.7 Aの部分集合 Sの包列 S0, S1, . . .において Sn = Sn+1 なる番号 nがあれば，Sn =

Sn+1 = · · ·，従って [S]R = Sn が成り立つ．

定理 3.24.7 (問題 3.2.8参照) Aの任意の部分集合 Sに対して，Aの部分集合 Sn (n = 0, 1, . . .)

を次のように帰納的に定め，Snを Sのn圏と呼び，S0, S1, . . .を Sの圏列と呼ぶ．すなわち，まず
S0 = Sと定め，n ≥ 1であって S0, . . . , Sn−1が定められたとき，次の条件をみたす y ∈ Aの全体
を Sn と定める．

非負整数 n1, . . . , nm と Sni の元 xi (i = 1, . . . ,m)で
x1 · · · xm Ry, n =

∑m
i=1 ni + 1をみたすものがある
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このとき，[S]R =
⋃
n≥0 Snが成り立つ．また，SがAの閉部分界であるためには，S1 ⊆ Sなるこ

とが必要十分である．

注意 3.24.3 Sn (n ≥ 1) の定義において m = 0 の場合には，x1 · · · xm Ry は ε Ry を意味し，
n =
∑m
i=1 ni + 1は n = 1を意味する．従って，ε Ryなる y ∈ Aはすべて 1圏 S1 に含まれる．

証明 定義により S1 = {y ∈ A | αRyなる α ⊆ Sがある } であるから，S1 ⊆ S なるためには，
「α ⊆ S, y ∈ A, αRy =⇒ y ∈ S」なる条件のみたされることが必要十分であり，この条件は S

が閉部分界であることと同等である．
S0 = S ⊆ [S]R が成り立つ．そこで，任意の nに対して Sn ⊆ [S]R なることを，nについての帰
納法で示す．そのために，任意の y ∈ Sn (n ≥ 1)をとって y ∈ [S]Rを示す．[S]Rが Rで閉じてい
るから，ε Ryなら y ∈ [S]R が成り立つ．そこで ε Ryでないと仮定する．そうすると，非負整数
n1, . . . , nm と Sni の元 xi (i = 1, . . . ,m)で x1 · · · xm Ry, n =

∑m
i=1 ni + 1をみたすものがあり

(m ≥ 1)，帰納法の仮定により x1, . . . , xm ∈ [S]R が成り立つから，[S]R が Rで閉じていることに
より y ∈ [S]R が確かに成り立つ．
以上により，B =

⋃
n≥0 Snと定めれば，S ⊆ B ⊆ [S]Rが成り立つ．従って [S]R = Bを示すには，

Bが閉部分界であることを示せばいい．そのために，x1, . . . , xm ∈ B, y ∈ A, x1 · · · xm Ryなら
y ∈ Bであることを示す．まずm = 0の場合には，ε Ryであるから，注意 3.24.3により y ∈ S1
が成り立つ．次に m ≥ 1の場合には，i = 1, . . . ,mに対して xi ∈ Sni なる非負整数 ni があり，
n =
∑m
i=1 ni + 1と定めれば y ∈ Sn が成り立つ．いずれの場合にも，y ∈ Bが確かに成り立つ．

問題 3.24.8 (✓) Sが Aの部分集合なら，Sの n圏は Sの n包に含まれる (n = 0, 1, . . .)．

定理 3.24.8 (問題 3.2.9参照) Aの元 yと部分集合 Sが y ∈ [S]Rをみたすためには，Aの元の列
x1, . . . , xn (n ≥ 1)で xn = yをみたして各 i ∈ {1, . . . , n}について次の二条件のいずれかをみたす
ものの存在することが必要十分である（こういう列を yのS生成列と呼ぶ）．

1. xi ∈ S 2. xj1 · · · xjk Rxi なる i− 1以下の番号 j1, . . . , jk (k ≥ 0)が存在する．

注意 3.24.4 条件 2において k = 0の場合には，xj1 · · · xjk Rxiは ε R xiを意味する．従って x1は，
Sに属すか ε R x1 をみたすかのどちらかである．

証明 y ∈ Aに S生成列 x1, . . . , xn があれば y ∈ [S]R であることを，nについての帰納法で示す．
n = 1なら，y = x1 なので y ∈ Sまたは ε Ryが成り立つ．y ∈ Sまたは ε Ryなら，S ⊆ [S]R な
ることと [S]R が Rで閉じていることにより y ∈ [S]R が成り立つ．そこで n > 1とし，y ∈ Sでも
ε Ryでもないとする．そうすると，xj1 · · · xjk Ryなる n − 1以下の番号 j1, . . . , jk (k ≥ 1)が存
在する．i = 1, . . . , n− 1に対しても x1, . . . , xiは xiの S生成列であるから，帰納法の仮定により
xj1 , . . . , xjk ∈ [S]R が成り立ち，従って y ∈ [S]R が成り立つ．
y ∈ Aが Sの n包 Sn に属せば yに S生成列のあることを，nについての帰納法で示す．y ∈ S
または ε Ryなら y自身が yの S生成列であるから，y ∈ Sでも ε Ryでもないと仮定する．そ
うすると n ≥ 1であり，y ∈ Sn−1 であるか，または x1 · · · xm Ryなる x1, . . . , xm ∈ Sn−1 があ
る．前の場合には，帰納法の仮定により yに S生成列がある．後の場合には，帰納法の仮定によ
り x1, . . . , xmのそれぞれに S生成列があり，それらを繋げて最後に yを付け加えた列は yの S生
成列である．
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定理 3.24.9 (問題 3.2.10参照) Aの部分集合 S,UがU ⊆ Sをみたせば，S,Uの包列と圏列それ
ぞれについて Un ⊆ Sn が成り立ち (n = 0, 1, . . .)，従って [U]R ⊆ [S]R が成り立つ．

証明 代表的に包列について考える．まずU0 = U ⊆ S = S0が成り立つ．そこで，任意のnに対し
てUn ⊆ Snなることを，nについての帰納法で示す．そのために，任意の y ∈ Un (n ≥ 1)をとっ
て y ∈ Snなることを示す．y ∈ Un−1なら，帰納法の仮定と Sn−1 ⊆ Snなることにより，y ∈ Sn
は成り立つ．そこで y ∈ Un−1 でないと仮定する．そうすると，αRyなる α ⊆ Un−1 があって，
帰納法の仮定により α ⊆ Sn−1が成り立つから，y ∈ Snが確かに成り立つ．なお [U]R ⊆ [S]Rだけ
なら，[S]R が Uを含んで Rで閉じていることから直ちに分かる．

定理 3.24.10 (問題 3.2.12参照) Aの部分集合 Sの n包 Snについて Sn =
⋃
U∈P ′SUnが成り立

つ．ただしUnはUの n包である (n = 0, 1, . . .)．圏列についても同様のことが成り立つ．従って
[S]R =

⋃
U∈P ′S[U]R が成り立つ．

証明 定理 3.24.9により，証明すべき式 Sn =
⋃
U∈P ′SUnの右辺は左辺に含まれる．左辺が右辺に

含まれることをnについての帰納法で示そう．S =
⋃
s∈S{s}であるから，n = 0のときはいい．そこで

n ≥ 1とし，任意のy ∈ Snをとり，y ∈ UnなるU ∈ P ′Sがあることを示す．まず包列の場合を考え
る．この場合，y ∈ Sn−1なら，帰納法の仮定によりy ∈ Un−1なるU ∈ P ′Sがある．そこでy /∈ Sn−1
とする．そうすると，αRyなるα ⊆ Sn−1がある．α = εなら，注意 3.24.1により，任意のU ∈ P ′S

に対してy ∈ Unが成り立つ．そこでα = x1 · · · xm (m ≥ 1)とする．そうすると，帰納法の仮定によ
りxi ∈ U(i)

n−1なるU(i) ∈ P ′Sがある (i = 1, . . . ,m)．U =
⋃m
i=1U

(i)と定めれば，U ∈ P ′Sであっ
て，定理 3.24.9によりU(i)

n−1 ⊆ Un−1 (i = 1, . . . ,m)，従ってα ⊆ Un−1，従ってy ∈ Unが成り立
つ．次に圏列の場合を考える．この場合，x1 · · · xm Ry, xi ∈ Sni (i = 1, . . . ,m), n =

∑m
i=1 ni+1

となっている．m = 0 なら，注意 3.24.3 により n = 1 であって，任意の U ∈ P ′S に対して
y ∈ U1 が成り立つ．そこでm ≥ 1と仮定する．そうすると帰納法の仮定により，xi ∈ U(i)

ni な
る U(i) ∈ P ′Sがある (i = 1, . . . ,m)．U =

⋃m
i=1U

(i)と定めれば，U ∈ P ′Sであって，定理 3.24.9

により U(i)
ni ⊆ Uni (i = 1, . . . ,m)，従って y ∈ Un が成り立つ．

定理 3.24.11 Dが Aの部分集合であれば，Aの各部分集合 Xに界包 [X ∪D]Rを対応させる写像
は PA上の有限的な閉写であり，その留域はAのDを含む閉部分界の全体に等しく，これはAに
関して交閉的かつ概有限である（問題 3.18.23と問題 3.26.30参照）．

証明 各 X ∈ PAに対して [X]R は Xを含む最小の Aの閉部分界であるから，定理 3.18.1により，
写像 X 7→ [X]Rは閉写であり，その留域は Aの閉部分界の全体に等しい．また，定理 3.24.10によ
りこの写像は有限的である．従って問題 3.18.22により，写像 X 7→ [X ∪D]R も有限的な閉写であ
り，その留域は Aの Dを含む閉部分界の全体に等しい．また問題 3.18.35と問題 3.18.12により，
この留域は Aに関して交閉的かつ概有限である．

定理 3.24.12 (注意 3.18.5参照) CとDを Aの部分集合とする．このとき，Aの閉部分界 Bで
B ∩ C = ∅と B ⊇ Dをみたすものがあれば，その中に包含関係 ⊆に関して極大のものがある．

証明 定理 3.24.11と問題 3.18.3と問題 3.18.4により，A− C ⊇ B ⊇ Dをみたす Aの閉部分界 B

の全体は，包含関係 ⊆に関して帰納的である．従ってそういう閉部分界があれば，ツォルンの補
題により，その中に極大元がある． 終
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界についての以上の概念や命題は，対応物が代数系についても存在する．しかし以下の命題や概
念は，代数系を界に一般化して始めて見出し得るものであり，それが論理学で核心の役を演ずる．

定理 3.24.13 Rが偏束律に従うなら（こういう界 (A,R)を偏束界と呼ぶ），Aの任意の部分集合
Sに対し，Sの界包 [S]R は 1圏 S1 に等しい．すなわち，Aの元 yが y ∈ [S]R をみたすためには，
Sの有限個の元 s1, . . . , sk (k ≥ 0)で s1 · · · sk Ryなるもののあることが必要十分である．

注意 3.24.5 「十分」であることを示すためには偏束律は不要であり，「必要」であることを示すた
めにも偏付加律と偏巾等律は不要である．なお，問題 3.24.16はこの定理の精密化を含む．

証明 Rが偏束律に従わずとも，S1は [S]Rに含まれる．逆に [S]R ⊆ S1なることを示すためには，S1
が Sを含み Rで閉じていることを示せばいい．y ∈ Sなら反復律により yRyが成り立つから，S1は
確かに Sを含む．そこで，x1, . . . , xm ∈ S1, y ∈ A, x1 · · · xm Ryと仮定する．そうすると，Sの元
si1, . . . , siki で si1 · · · siki Rxiなるものがある (i = 1, . . . ,m)．sij (i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , ki)を
i, jの辞書式直積順序で並べたものを s1, . . . , skで表す（問題 3.9.6参照）．そうすると，x1 · · · xm Ry
と si1 · · · siki Rxi (i = 1, . . . ,m)に偏置換律と偏消去律を繰り返し使うことにより，s1 · · · sk Ry，
従って y ∈ S1 なることが分かる．つまり，S1 は確かに Rで閉じている．

系 Rが偏束律に従うなら，任意の α ∈ A∗ に対して [α]R = {y ∈ A | αRy}が成り立つ．

証明 αの有限個の元 s1, . . . , sk (k ≥ 0)で s1 · · · sk Ryなるものがあれば，Rの偏付加律と偏巾等
律と偏置換律により αRyが成り立つからである．

定理 3.24.14 偏束界 (A,Q)と界 (A,R)についての次の三条件は同等である．

1. R ⊆ Q

2. Aの任意の部分集合 Sに対して [S]R ⊆ [S]Q が成り立つ．

3. 界 (A,Q)の閉部分界は界 (A,R)の閉部分界でもある．

証明 定理 3.24.4により条件 1から条件 2, 3が導かれる．定理 3.24.11により写像 X 7→ [X]Q は
PA上の（有限的な）閉写であり，その留域は (A,Q)の閉部分界全体に等しい．Rについても同様
である．従って定理 3.18.1により条件 2, 3は同等である．そこで，条件 2がみたされると仮定す
る．そうすると，(α, y) ∈ A∗ × Aが αRyをみたせば，yは αの 1圏に属すから y ∈ [α]R，従っ
て y ∈ [α]Q，従って定理 3.24.13系により αQyとなって，条件 1がみたされる．

問題 3.24.9 定理 3.24.14の同等な三条件は，条件 2において「部分集合」を「有限部分集合」に
書き換えて得られる条件とも同等である．

略解 問題 3.18.12による．

定義 3.24.1 界 (A,R)に対して，Aの部分集合 AR を

AR = {y ∈ A | ε Ry}

と定め，これを (A,R)の核またはAの R核と呼ぶ（これは名前の通りに核心の役を実際に演ずる）．
そして，AR = ∅であるとき，(A,R)は特異であるとか Rは特異であるとか言う．
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定理 3.24.15 界 (A,R)の核 AR について次のことが成り立つ．

1. ARは ∅の 1包にも 1圏にも等しい．従ってAR ⊆ [∅]R．つまり，ARは (A,R)の閉部分界す
べてに含まれる．

2. (A,R)が特異であるためには，[∅]R = ∅なることが，つまり ∅が (A,R)の閉部分界であるこ
とが必要十分である．

3. Rが偏束律に従うなら，AR = [∅]R，つまり AR は (A,R)の最小の閉部分界に等しい．

証明 定理 3.24.6と定理 3.24.7およびその証明冒頭に示したことから，AR は ∅の 1包 ∅1 にも 1

圏にも等しく，従って [∅]R に含まれる．問題 3.24.7により，∅1 = ∅なるためには [∅]R = ∅なるこ
とが必要十分である．結論 3は，定理 3.24.13または定理 3.24.13系から得られる．

定理 3.24.16 界 (A ′, R ′)と (A,R)が A ⊆ A ′ と R = R ′|A∗×A をみたすとき（このとき，(A ′, R ′)

は (A,R)の拡大であるとか (A,R)は (A ′, R ′)の縮小であるとかと言う），次のことが成り立つ．

1. B ′ が (A ′, R ′)の閉部分界であれば，B ′ ∩Aは (A,R)の閉部分界である．

2. (A ′, R ′)が偏束界であれば，Aの任意の部分集合 Sについて，[S](A,R) = [S](A ′,R ′) ∩Aが成
り立ち，特に，(A,R)の任意の閉部分界 Bについて B = [B](A ′,R ′) ∩Aが成り立つ．

3. AR = A ′
R ′ ∩A

証明 1.定理 3.24.2による．
2. B = [S](A,R), B

′ = [S](A ′,R ′) と定める．S ⊆ B ′ ∩ Aであって結論 1により B ′ ∩ Aが (A,R)

の閉部分界であるから，B ⊆ B ′ ∩Aが成り立つ．逆に y ∈ B ′ ∩Aであれば，(A ′, R ′)が偏束界と
の仮定と定理 3.24.13により Sの元 x1, . . . , xn で x1 · · · xn R ′ y すなわち x1 · · · xn Ryをみたすも
のが存在するから，y ∈ Bが成り立つ．従って B = B ′ ∩Aが成り立つ．
3. Aの元 yが ε Ryをみたすためには ε R ′ yをみたすことが必要十分であるから，AR = A ′

R ′ ∩A
が成り立つ．

問題 3.24.10 界 (A ′, R ′)が (A,R)の拡大であるとする．そうすると，Aの任意の部分集合 Sに対
し，Sの (A,R)における 1圏は，Sの (A ′, R ′)における 1圏とAの交わりに等しい．また，(A ′, R ′)

が偏束界であれば，(A,R)も偏束界である．

問題 3.24.11 界 (A ′, R ′)が (A,R)の拡大であって「(α, y) ∈ A ′∗ × A, αR ′ y =⇒ α ∈ A∗」な
る条件をみたせば，Aの任意の部分集合 Sについて，[S](A,R) = [S](A ′,R ′) ∩Aが成り立つ．

注意 3.24.6 この節では代数系を一般化して界について考察したが，この一般化は，数学的に便
利である反面で数理心理学の観点からは少し逸脱することになる．なぜなら数理心理学では，第 1

章で説明したように人間機械論に立脚して思考機械・人間を代数系として抽象するのであり，界と
して抽象するのではない．従っていずれは，界の中でも代数系とみなされるものに注目することに
なる．そこで，界が代数系とみなされるための条件が問われるが，代数系の界化は明らかに特異で
あり，逆に特異な界は，下に示すようにある代数系の界化であり，従って代数系とみなされる．例
3.30.1などで分数式に定義する関係は，分子が空でないから特異な関係であり，従って算法族とみ
なされる．
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(A,R)を特異な界とする．そうするとまず，A∗, A間の関係の族 (Rλ)λ∈Λであって R =
⋃
λ∈Λ Rλ

をみたし，かつ各 λ ∈ Λと各 x1 · · · xn ∈ A∗に対して x1 · · · xn Rλ yなる y ∈ Aが高々一つしかな
いようなものがある（この Rλ の性質を単価性と呼ぶ）．たとえば，Λ = Aとして Rλ を

x1 · · · xn Rλ y ⇐⇒ x1 · · · xn Ry, λ = y

と定義すればいい．そこで，Λ× Nの各元 (λ, n)に対し，An の部分集合 A(λ,n) を

A(λ,n) = {(x1, . . . , xn) ∈ An | x1 · · · xn Rλ yなる y ∈ Aが唯一つある }

と定義し，A(λ,n) を定義域とする A上の n項算法 α(λ,n) を

α(λ,n)(x1, . . . , xn) = y ⇐⇒ x1 · · · xn Rλ y

と定義する．そうすると (A,R)は，代数系 (A, (α(λ,n))(λ,n)∈Λ×N)の界化である．実際，x1 · · · xn Ry
なら，x1 · · · xn Rλ yなる λがあり，(A,R)が特異であることより n 6= 0であり，Rλの単価性によ
り (x1, . . . , xn) ∈ A(λ,n) であって，α(λ,n)(x1, . . . , xn) = yが成り立つ．逆にある (λ, n)に対して
α(λ,n)(x1, . . . , xn) = yであれば，x1 · · · xn Rλ yであるから x1 · · · xn Ryが成り立つ．

問題 3.24.12 (✓) 界 (A,R)に対してA∗, A間の関係 R ′を「αR ′ y ⇐⇒ αRyかつ α 6= ε」と定
めれば，次のことが成り立つ．

1. R ′ は Rに含まれる特異な A∗, A間の関係の中で最大のものである（そこでこういう R ′ を R

の特異核と呼ぶ）．

2. (A,R)の閉部分界は界 (A,R ′)の AR を含む閉部分界に他ならない．

3. Rが付加律に従えば，界 (A,R ′)の空でない閉部分界は AR を含む.

4. (A,R)が偏束界なら，(A,R ′)もそうである．

略解 2. Bを (A,R ′)のARを含む閉部分界とし，α ⊆ B, y ∈ A, αRyとする．α 6= εなら，αR ′ y

であるから y ∈ Bが成り立つ．α = εなら，y ∈ AR であるから，やはり y ∈ Bが成り立つ． 終

第 3.6.2項での代数系上の計算図の定義に倣って，界 (A,R)上の計算図なる図とその始点集合な
る Aの部分集合と終点なる Aの元と階数なる非負整数とを，次のように階数についての帰納法で
定義する．あらかじめ計算図 dの始点集合と終点と階数とを spdと tpdと rkdとで表す．
まず，階数 0の計算図とは Aの任意の元 yのことを指し，その始点集合は {y}で終点は yであ
るとする．そして，各自然数 nに対して，階数 0, . . . , n− 1の計算図とその始点集合と終点が何で
あるかを定義した後，階数 nの計算図とは，計算図 d1, . . . , dm (m ≥ 0)と y ∈ Aで

n =

m∑
i=1

rkdi + 1 tpd1 · · · tpdm Ry

なる二条件をみたすもの（それは既に定めてある）を任意にとって出来る
d1, . . . , dm

y

なる図のことと定義し，この計算図の始点集合は⋃mi=1 spdi で終点は yと定める．ただしm = 0

の場合には，上記の二条件は n = 1と ε Ryを意味する．
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問題 3.24.13 (問題 3.6.3参照) 界 (A,R)上の任意の計算図 dについて tpd ∈ [spd]Rが成り立つ．
逆に，Sが Aの部分集合であるとき，[S]Rの各元 yに対して，y = tpdかつ spd ⊆ S なる (A,R)

上の計算図 dが存在する．従って，Sを Aの部分集合とし yを Aの元とするとき，y ∈ [S]Rなる
ためには，y = tpdかつ spd ⊆ Sなる (A,R)上の計算図 d の存在することが必要十分である．

問題 3.24.14 A∗, A間の関係 Rが問題 3.20.2の偏包容律に従うとする（こういう関係を偏包容的
関係と呼ぶ）．このとき，Rが反復律に従うことは，次の法則に従うことと同等である．

x1 · · · xn Rxi (i = 1, . . . , n) (偏抽出律)

これら同等な条件の下で，Rが偏消去律に従うためには，次の法則に従うことが必要十分である．

αRxi (i = 1, . . . , n)

x1 · · · xn Ry

}
=⇒ αRy (偏重消去律)

略解 Rが偏抽出律と偏重消去律に従うと仮定し，Rが偏消去律に従うことを示すために，さら
に αRx0, x0x1 · · · xn Ryと仮定する．このとき，αRx0 と偏付加律・偏置換律・偏抽出律により
αx1 · · · xn Rxi (i = 0, 1, . . . , n)．これと x0x1 · · · xn Ry に偏重消去律を使って αx1 · · · xn Ry を
得る．

問題 3.24.15 A∗, A間の各関係 Rに対し，A∗, A間の関係 Rを次のように定める．

αRy ⇐⇒ βRyなる β ⊆ αがある

そうすると Rは，Rを含む偏包容的関係の中で最小のものであり（そこで Rを Rの偏包容包と呼
ぶ），R閉集合は R閉集合に他ならない．

問題 3.24.16 A∗, A間の各関係 Rに対し，各 X ∈ PAに界 (A,R)における Xの 1圏を対応させる
PAから PAへの写像を φR で表す（これを Rによる 1圏写像と呼ぶ）．すなわち

φRX = {y ∈ A | αRyなる α ⊆ Xがある }

また，各写像 φ ∈ PA→PAに対し，A∗, A間の関係 Rφ を

αRφ y ⇐⇒ φα 3 y

と定める（これを φに伴う関係と呼ぶ．問題 3.20.7参照）．そうすると次のことが成り立つ [63]．

1. X ∈ PAが Rで閉じているためには，Xが φR で閉じていることが必要十分である．また，
φR∅は Aの R核に等しい．すなわち φR∅ = AR．

2. φRは有限的，従って PAにおける包含関係について増写であり，各 X ∈ PAに対して [X]R =

φR
∞Xが成り立つ（φR∞ は φR の閉写包を表す）．また，φR = φR が成り立つ．

3. φの増写包φについて Rφ = Rφが成り立つ．従って，φが増調なら Rφは偏包容的である．

4. Rが偏包容的であれば，任意の α ∈ A∗ に対して φRα = {y ∈ A | αRy}が成り立つ．

5. Rによる 1圏写像に伴う関係は Rに等しい．すなわち RφR = R．
[63]この問題は佐々木謙氏の着想に基づく．結論 10 は定理 3.24.13 の精密化である．
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6. φに伴う関係による 1圏写像は φの有限核 φ ′ に等しい．すなわち φRφ = φ ′．

7. A∗, A間の二つの関係R,QがR ⊆ Qをみたせば，PA→PA上の巾順序関係についてφR ⊆ φQ
が成り立つ．逆に φR ⊆ φQ が成り立ってQが偏包容的であれば，R ⊆ Qが成り立つ．

8. 二つの写像φ,ψ ∈ PA→PAがφ ⊆ ψをみたせば，Rφ ⊆ Rψが成り立つ．逆に Rφ ⊆ Rψが
成り立って φが有限的で ψが増写であれば，φ ⊆ ψが成り立つ．

9. 写像 R 7→ φRと写像 φ 7→ Rφとから，A∗, A間の偏包容的関係の全体と，PAから PAへの
有限的写像全体との間の，包含関係 ⊆と巾順序関係 ⊆とについての同順写が出来て，それ
らは互いに他の逆写像である．

10. A∗, A間の偏包容的関係 Rが偏束律に従うためには，φRが閉写であることも，任意のX ∈ PA

について [X]R = φRXの成り立つことも，共に必要十分である．

略解 1. 一番目のことは定理 3.24.7で示した．
2. φR は定理 3.24.10により有限的であり，従って問題 3.18.12により増写であり，結論 1と問

題 3.18.34により，各 X ∈ PAに対して [X]R = φR
∞Xが成り立つ．φR = φRであることは，任意

の (X, y) ∈ PA×Aをとっての次の推論で示すことができる．

φRX 3 y ⇐⇒ αRyなる α ⊆ Xがある⇐⇒ βRyなる β ⊆ Xがある ⇐⇒ φRX 3 y

3. 任意の (α, y) ∈ A∗ ×Aをとっての次の推論で示すことができる．

αRφ y ⇐⇒ φα 3 y⇐⇒ φβ 3 yなる β ⊆ αがある⇐⇒ βRφ yなる β ⊆ αがある ⇐⇒ αRφ y

5. 任意の (α, y) ∈ A∗ ×Aをとっての次の推論で示すことができる．

αRφR y ⇐⇒ φRα 3 y⇐⇒ βRyなる β ⊆ αがある ⇐⇒ αRy

6. 結論 2, 3により φRφ = φRφ = φRφ，従って φRφ = φ ′ を示せばいい．それには，任意の
(X, y) ∈ PA×Aをとって次のように推論すればいい．

φRφX 3 y ⇐⇒ αRφ yなる α ⊆ Xがある⇐⇒ φα 3 yなる α ⊆ Xがある ⇐⇒ φ ′X 3 y

7と 8. それぞれの前半は自明．それ等を使って，結論 7の後半は R ⊆ R = RφR ⊆ RφQ = Q = Q

と示され，結論 8の後半は φ = φ ′ = φRφ ⊆ φRψ = ψ
′
= ψ ′ ⊆ ψ と示される．

9. 結論 2により，A∗, A間の任意の関係 Rに対しφRは増写である．結論 7により，A∗, A間の
関係 R,Qが R ⊆ Qをみたせば φQ ⊇ φR が成り立つ．結論 8により，増写 φ,ψ ∈ PA→PAが
ψ ⊇ φをみたせば Rφ ⊆ Rψが成り立つ．結論 5により，任意の関係 Rに対し R ⊆ R = RφR が成り
立つ．結論 6により，任意の増写φに対しφ ⊇ φ ′ = φ ′ = φRφ が成り立つ．従って写像 R 7→ φR

とφ 7→ Rφとから，A∗, A間の関係全体が包含関係⊆によって成す順序集合と，PAから PAへの
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増写全体が巾順序関係 ⊆の双対順序関係 ⊇によって成す順序集合との間のガロア対が出来て，そ
れに伴う閉写対は R 7→ Rと φ 7→ φ ′とから成る（写像 φ 7→ φ ′は，⊆については開写であるが⊇
については閉写である）．従って定理 3.18.2から結論 9が得られる．
10. Rを偏包容的関係とする．問題 3.24.14により，Rが反復律に従うためには偏抽出律に従う

ことが必要十分である．Rが偏抽出律に従うためには，結論 4により，φR が法則 (3.18.1)に従う
ことが必要十分であり，そのためには，問題 3.18.47により，φR が拡大律に従うことが必要十分
である．Rが反復律に従い φR が拡大律に従うという仮定の下では，問題 3.24.14により，Rが偏
消去律に従うためには，Rが偏重消去律に従うことが必要十分である．Rが偏重消去律に従うため
には，結論 4により，φRが法則 (3.18.2)に従うことが必要十分であり，そのためには問題 3.18.47

により，φRが巾閉律に従うことが必要十分である．結論 2によりφRは常に増写である．従って，
Rが偏束律に従うためには φR が閉写であることが必要十分である．φR が閉写であれば，Aの任
意の部分集合 Xに対して，拡大律と巾閉律により X ⊆ φRX ⊆ [X]R と φR(φRX) ⊆ φRXが成り立
ち，後者の式より φRXは Rで閉じているから，φRX = [X]R となる．逆に，Aの任意の部分集合
Xに対して φRX = [X]R が成り立てば，定理 3.24.11により φR は閉写である．

問題 3.24.17 各増写 φ ∈ PA→PAに対し，φに伴う関係 Rφは φR = φ ′をみたす A∗, A間の関
係 Rの中で最大のものであり，A∗, A間の各関係 Rに対し，Rによる 1圏写像 φRは Rφ = Rをみ
たす増写 φ ∈ PA→PAの中で最小のものである．また，A∗, A間の二つの関係 R,Qが φR = φQ

をみたすためには，R = Qであることが必要十分であり，二つの増写φ,ψ ∈ PA→PAが Rφ = Rψ

をみたすためには，φ ′ = ψ ′ であることが必要十分である．

定理 3.20.1別証 ≼が ⊨を拡張し束律と劣空律に従うことは，以下のように証明することもでき
る [64]．⊨による 1圏写像を φで表せば，⊨が偏束律に従うから，問題 3.24.16により

α ≼ y1 · · ·yn ⇐⇒ yi ⊨ z (i = 1, . . . , n)なる任意の z ∈ Aに対して α ⊨ z⇐⇒ φ{yi} 3 z (i = 1, . . . , n)なる任意の z ∈ Aに対して φα 3 z⇐⇒ φα ⊇ φ{y1} ∩ · · · ∩φ{yn}

つまり≼は問題 3.19.13で定めたA∗上の関係≼φに等しい．問題 3.24.16によりφが閉写である
から，問題 3.19.13により ≼は束律と劣空律に従う．また，≼の A∗ × Aへの制限は φに伴う関
係 Rφ に等しく（問題 3.20.7略解参照），問題 3.24.16により Rφ は ⊨に等しい．

定理 3.20.3別証 ≼が ⊨を拡張し強束律と劣空律に従うことは，以下のように証明することもで
きる．⊨による 1圏写像を φで表せば，⊨が偏束律に従うから，問題 3.24.16により

α ≼ ε ⇐⇒ 任意の z ∈ Aに対して α ⊨ z⇐⇒ 任意の z ∈ Aに対して φα 3 z⇐⇒ φα = A

β 6= εのときも，問題 3.24.16により

α ≼ β ⇐⇒ α ⊨ yなる y ∈ βがある⇐⇒ φα 3 yなる y ∈ βがある
[64]この証明は佐々木謙氏による．
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⇐⇒ φα ∩ β 6= ∅

つまり≼は問題 3.19.15で定めたA∗上の関係⋞φに等しい．問題 3.24.16によりφが閉写である
から，問題 3.19.15により ≼は強束律と劣空律に従う．また，≼の A∗ × Aへの制限は φに伴う
関係 Rφ に等しく，問題 3.24.16により Rφ は ⊨に等しい．

3.25 偏生成関係
＄ この節では，代数系 Aに対して問題 3.20.8で定義した A∗, A間の関係 ⊨D と問題 3.19.14で

定義した A∗ 上の関係 ≼D とを，第 3.24節で定義した界の概念によって一般化して論ずる．
そのために以下この節を通じて，Aを任意の集合とし，AZ記法・列便法を含めて第 3.19節と

同様の記法・便法を用いる．そして，A∗, A間の関係 Rと Aの部分集合 Dの組み (R,D)を A上
の生成対と呼び，A上の各生成対 (R,D)に対し，まずA∗, A間の関係 RDを次のように定める．す
なわち，(α, y) ∈ A∗ ×Aに対し

αRD y ⇐⇒ [α ∪D]R 3 y (3.25.1)

ただし，列便法を用いており，[α ∪ D]R は界 (A,R)における α ∪ Dの界包，すなわち (A,R)の
α∪Dによって生成される閉部分界である．そこで，RDを (R,D)に関する偏生成関係と呼ぶ．「偏」
を冠するのは，RDがある偏束写系 (A,B, f)の定める関係 ⊨fに等しいからである（定理 3.25.2参
照）．なお論理学的文脈では，生成対 (R,D)を論拠と呼び替えたり RDを ⊨R,Dで表したりするこ
とがある（問題 3.26.30や第 3.28節参照)．
(3.25.1)は次のことを含意する．

ε RD y ⇐⇒ [D]R 3 y (3.25.2)

つまり定義 3.24.1の言葉で言い換えれば，Aの RD核 ARD は [D]Rに等しい（定理 3.25.1参照）．
後で証明するが，DがAの部分集合であるとき，A∗, A間の各関係 Rに偏生成関係 RDを対応さ

せる写像は，関係間の包含関係⊆に関する閉写である．そこで，RDを RのD包とも呼び，RD = R

であるとき，RはDで閉じていると言う．
A上の各生成対 (R,D)に対してさらに，A∗上の関係≼R,Dを，次のように定めて (R,D)に関す

る生成関係と呼ぶ．すなわち，(α,β) ∈ A∗ ×A∗ に対し，

α ≼R,D β ⇐⇒ [α ∪D]R ⊇
⋂
y∈β

[{y} ∪D]R (3.25.3)

β ∈ A0 ∪ A1 の場合は注意を要する．まず，β ∈ A0 すなわち β = εのとき，⋂y∈β[{y} ∪D]R は⋂の定義によりAに等しい．従って α ≼R,D εなることは，[α ∪D]R = Aなることと同等である．
次に β ∈ A1 の場合については，y ∈ Aに対して α ≼R,D yなることは，[α ∪D]R 3 y すなわち
αRD yなることと同等である．つまり，関係 ≼R,D の A∗ ×Aへの制限は RD に等しい．

問題 3.25.1 A上の生成対 (R,D)に対し，偏生成関係 RD が最大関係であるためにも，生成関係
≼R,D が最大関係であるためにも，[D]R = Aなることが必要十分である．

定理 3.25.1 A上の生成対 (R,D)について次のことが成り立つ．

1. RD =
⋃
E∈P ′D R

E
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2. R ⊆ RD

3. [D]R = ARD．従って特にD ⊆ ARD．

4. A上の生成対 (Q,C)が「R ⊆ QかつD ⊆ C」をみたせば，RD ⊆ QC が成り立つ．

証明 定理 3.24.11により，各 α ∈ A∗に対して [α∪D]R =
⋃
E∈P ′D[α∪E]Rが成り立つ．従って結

論 1が成り立つ．(α, y) ∈ A∗ ×Aが αRyをみたせば，yは α∪Dの 1圏に属すから，定理 3.24.7

により y ∈ [α ∪D]R，すなわち αRD yが成り立つ．従って結論 2が成り立つ．結論 3の成り立つ
わけは (3.25.2)の後に記した．A上の生成対 (Q,C)が R ⊆ Qと D ⊆ Cをみたせば，定理 3.24.4

と定理 3.24.9により任意の α ∈ A∗ に対して [α ∪D]R ⊆ [α ∪ C]Q であるから，RD ⊆ QC が成り
立つ．

定理 3.25.2 A上の生成対 (R,D)に対し，RDは偏束律に従い，≼R,Dは束律に従い，≼R,Dは RD

の最大束拡張に等しい（従って定理 3.20.1により ≼R,D は劣空律に従う）．

証明 写像 φ ∈ PA→PAを φX = [X ∪ D]R によって定義すれば，定理 3.24.11により φは閉写
であって，φを用いて問題 3.20.7でのように定義した A∗, A間の関係 ⊨φ が RD に等しく，問題
3.19.13でのように定義した A∗ 上の関係 ≼φ が ≼R,D に等しい．従って，問題 3.20.7により RD

は偏束律に従い，問題 3.19.13により ≼R,D は束律に従う．また定理 3.20.2系 3により，≼R,D は
RD の最大束拡張に等しい．

系 A上の生成対 (Q,C)と (R,D)についての次の二条件は同等である．

1. QC = RD が成り立つ． 2. ≼Q,C = ≼R,D が成り立つ．

証明 QC = RD であれば，両辺の最大束拡張をとり定理 3.25.2を使って ≼Q,C = ≼R,D を得る．
逆に ≼Q,C = ≼R,D であれば，両辺の A∗ ×Aへの制限をとってQC = RD を得る．

定理 3.25.3 A上の生成対 (R,D)について次のことが成り立つ．

1. Aの任意の部分集合 Xに対して [X]RD = [X ∪D]R が成り立つ．

2. 界 (A,RD)の閉部分界の全体は界 (A,R)のDを含む閉部分界の全体に等しい．

従って，Aの任意の部分集合 Xに対して [X]R∅ = [X]R が成り立ち，(A,R∅)の閉部分界の全体は
(A,R)の閉部分界の全体に等しい．

証明 定理 3.25.2により RDが偏束律に従うから，定理 3.24.13により，Aの元 yが y ∈ [X]RD を
みたすためには，Xの元 x1, . . . , xnで x1 · · · xn RD yすなわち y ∈ [{x1, . . . , xn} ∪D]R なるものの
あることが必要十分であり，そのためにはまた，定理 3.24.11により，y ∈ [X ∪D]Rなることが必
要十分である．従って [X]RD = [X ∪D]R が成り立つ．
定理 3.24.11により写像 X 7→ [X]RD と X 7→ [X ∪D]Rは共に PA上の閉写であり，それぞれの留
域は (A,RD)の閉部分界全体と (A,R)のDを含む閉部分界の全体に等しい．従って，結論 1から
結論 2が導かれる．

定理 3.25.4 A上の生成対 (R,D)が RD = Rをみたすためには，次の二条件のいずれもが必要十
分である．
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1. Rは偏束律に従いD ⊆ AR をみたす．

2. Rは偏束律に従い，界 (A,R)の閉部分界はすべてDを含む．

従って，A∗, A間の関係 Rが R∅ = Rをみたすためには，偏束律に従うことが必要十分である．

証明 定理 3.25.2により RDは偏束律に従うから，R = RDなるためには，Rが偏束律に従うこと
が必要である．そこで以下，Rも偏束律に従うと仮定する．そうすると定理 3.24.14と定理 3.25.3

により，R = RDなるためには，(A,R)の閉部分界がすべてDを含むことが必要十分である．定理
3.24.15により [∅]R = AR が成り立つから，(A,R)の閉部分界がすべてDを含むことは，D ⊆ AR
なることと同等である．

系 A 上の生成対 (R,D) について (RD)D = RD が成り立つ（このことは問題 3.25.4 で一般化
する）．

注意 3.25.1 この系と定理 3.25.1により，Dが Aの部分集合であるとき，A∗, A間の各関係 Rに
偏生成関係 RD を対応させる写像は，関係間の包含関係 ⊆に関する閉写である．

証明 Q = RDと定めれば，Qは定理 3.25.2により偏束律に従い定理 3.25.1によりD ⊆ AQをみ
たすから，定理 3.25.4によってQD = Q すなわち (RD)D = RD が成り立つ．

系 2 A上の生成対 (R,D)に対し RD は，A∗, A間の関係Qで

1. R ⊆ Q 2. Qは偏束律に従う 3. D ⊆ AQ

なる三条件をみたすものの中で最小のものである．従って R∅は，Rを含み偏束律に従う A∗, A間
の関係の中で最小のものである．

証明 Q = RD なら，定理 3.25.1と定理 3.25.2により，Qは条件 1 – 3をみたす．逆に Qが条件
1 – 3をみたせば，定理 3.25.1と定理 3.25.4により RD ⊆ QD = Qが成り立つ．
別証 条件 2, 3 をみたす A∗, A 間の関係 Q の全体を B で表せば，定理 3.25.4 により B が注意
3.25.1で触れた閉写の留域であるから，定理 3.18.1により RDは {Q ∈ B | R ⊆ Q}の最小元である．

問題 3.25.2 A上の生成対 (R,D)に対し RD = R
Dが成り立つ．ただし Rは Rの偏包容包を表す．

略解 RD は，偏束律に従うから特に偏包容的であり，また Rを含む．従って R ⊆ R ⊆ RD，従っ
て RD ⊆ RD ⊆ (RD)D = RD が成り立つ．

定理 3.25.5 A上の生成対 (Q,C)と (R,D)についての次の四条件は同等である．

1. RD ⊆ QC が成り立つ．

2. Aの任意の部分集合 Xに対して [X ∪D]R ⊆ [X ∪ C]Q が成り立つ．

3. 界 (A,Q)の Cを含む閉部分界は界 (A,R)のDを含む閉部分界でもある．

4. R ⊆ QC とD ⊆ AQC が成り立つ．

従って，(Q,C)と (R,D)についての次の四条件は同等である（これら四条件がみたされるとき，
(Q,C)と (R,D)は同値であると言う）．
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5. RD = QC が成り立つ．

6. Aの任意の部分集合 Xに対して [X ∪D]R = [X ∪ C]Q が成り立つ．

7. 界 (A,Q)の Cを含む閉部分界の全体は界 (A,R)のDを含む閉部分界の全体に等しい．

8. R ⊆ QC, D ⊆ AQC , Q ⊆ RD, C ⊆ ARD が成り立つ．

これら同等な四条件の下で [C]Q = [D]Rが成り立つ（この条件がみたされるとき，(Q,C)と (R,D)

は弱同値であると言う）．また，A上の生成対 (Q,C)に対しA上の生成対 (QC, AQC)は，条件 1

– 4をみたすA上の生成対 (R,D)の中で P(A∗ ×A)×PA上の直積順序関係⊆について最大のも
のであり（定理 3.25.1参照），条件 5 – 8をみたす．

証明 定理 3.25.2によりQCが偏束律に従うから，定理 3.24.14と定理 3.25.3により条件 1 – 3は
同等であり，定理 3.25.4系 2により条件 4から条件 1が導かれる．また条件 1から，定理 3.25.1に
より R ⊆ RD ⊆ QC, D ⊆ ARD ⊆ AQC として，条件 4が導かれる．また，R = QCかつD = AQC

であれば，R ⊆ QCとD ⊆ AQC は自明にみたされ，定理 3.25.1によりQ ⊆ QC ⊆ (QC)D = RD，
C ⊆ AQC = D ⊆ ARD となって，条件 8がみたされる．

系 A上の生成対 (R,D)と A∗, A間の偏束関係Qについての次の四条件は同等である．

1. RD ⊆ Qが成り立つ．

2. Aの任意の部分集合 Xに対して [X ∪D]R ⊆ [X]Q が成り立つ．

3. 界 (A,Q)の閉部分界は界 (A,R)のDを含む閉部分界でもある．

4. R ⊆ QとD ⊆ AQ が成り立つ．

また，次の三条件は同等である．

5. Q ⊆ RD が成り立つ．

6. Aの任意の部分集合 Xに対して [X]Q ⊆ [X ∪D]R が成り立つ．

7. 界 (A,R)のDを含む閉部分界は界 (A,Q)の閉部分界でもある．

従って，次の四条件は同等である．

8. Q = RD が成り立つ．

9. Aの任意の部分集合 Xに対して [X]Q = [X ∪D]R が成り立つ．

10. 界 (A,Q)の閉部分界の全体は界 (A,R)のDを含む閉部分界の全体に等しい．

11. R ⊆ Q, D ⊆ AQ, Q ⊆ RD が成り立つ．

証明 定理 3.25.4によりQ∅ = Qが成り立つ．従って，定理 3.25.5の条件 1 – 4においてC = ∅と
すれば，この系の条件 1 – 4が同等であることが分かる．また，定理 3.25.5の条件 1 – 3において
(Q,C)と (R,D)を交換してから C = ∅とすれば，この系の条件 5 – 7が同等であることが分かる．

問題 3.25.3 定理 3.25.5とその系は，「部分集合 X」を「有限部分集合 X」に書き換えても成り立つ．



第 3章 論理代数学 298

略解 定理 3.24.11と問題 3.18.12による．

問題 3.25.4 A∗, A間の関係 Rと Aの部分集合 C,Dについて (RC)D = (RD)C = RC∪D，従って
特に (RD)D = RD が成り立つ（定理 3.25.4系参照）．

略解 定理 3.25.3により，界 (A,RC)のDを含む閉部分界の全体も，界 (A,RD)の Cを含む閉部
分界の全体も，界 (A,R)の C ∪Dを含む閉部分界の全体に等しい．従って定理 3.25.5によりこの
定理が成り立つ．

問題 3.25.5 Rを A∗, A間の関係とし，C,Dを Aの部分集合とする．このとき，次の四条件は同
等である（その他の同等な条件については定理 3.25.5参照）！

1. RC ⊆ RD が成り立つ．

2. A∗, A間のある関係Qに対してQC ⊆ RD が成り立つ．

3. [C]R ⊆ [D]R が成り立つ．

4. (RD)C = RD が成り立つ．

従って，D ⊆ C ⊆ [D]R であれば，RC = RD，従って ≼R,C = ≼R,D が成り立つ．

略解 (2 =⇒ 3) 定理 3.25.5により C ⊆ ARD = [D]R，従って [C]R ⊆ [D]R．
(3 =⇒ 4) RD が偏束律に従い C ⊆ [D]R = ARD であるから，定理 3.25.4により (RD)C = RD．
(4 =⇒ 1) RC ⊆ (RC)D = (RD)C = RD．

問題 3.25.6 (✓) (R,D)がA上の生成対で Rが偏束律に従うとする．このとき，(α, y) ∈ A∗ ×A
が αRD yをみたすためには，αδRyをみたす δ ⊆ Dのあることが必要十分である．特に Dが有
限集合の場合には，Dの元をすべて並べて出来る A∗ の元を δで表すとき，(α, y) ∈ A∗ × Aが
αRD yをみたすためには，αδRyをみたすことが必要十分である．

略解 後半は定理 3.24.13系により αRD y ⇐⇒ [α ∪D]R 3 y ⇐⇒ [αδ]R 3 y ⇐⇒ αδRy と推
論して証明される．後半と定理 3.25.1により前半が成り立つ．

問題 3.25.7 写像φ ∈ PA→PAが有限的であるとし，D ⊆ Aとする．このとき，φの閉写包φ∞
により写像 φD ∈ PA→PAを φDX = φ∞(X ∪ D)と定めれば，φD は次の三条件をみたす写像
ψ ∈ PA→PAの中で巾順序関係 ⊆について最小のものである（そこで φD を φのD包と呼ぶ）．

1. φ ⊆ ψ 2. ψは閉写である 3. D ⊆ ψ∅

さらに φDは有限的であり，φDの留域は，AのDを含む φ閉集合の全体にも，Aの φD閉集合
の全体にも等しい．

略解 φ∞ は φより大きい閉写の中で最小かつ有限的であり，問題 3.18.34により φ∞ の留域は
Aの φ閉集合の全体に等しい．このことと問題 3.18.22により，φD は条件 1, 2, 3をみたし，か
つ有限的であり，φDの留域はAのDを含むφ閉集合の全体に等しい．φDが拡大律に従うので，
φD の留域は Aの φD 閉集合の全体にも等しい．ψ ∈ PA→PAが条件 1, 2, 3をみたせば，条件
1, 2により φ∞ ⊆ ψであって，条件 2, 3により任意の X ∈ PAに対して X,D ⊆ ψXであるから，
φDX ⊆ φD(ψX) = φ∞(ψX ∪D) = φ∞(ψX) ⊆ ψ(ψX) = ψX，従って φD ⊆ ψが成り立つ．
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問題 3.25.8 任意の有限的写像φ ∈ PA→PAと任意のD ⊆ Aに対し，φのD包φDに伴うA∗, A

間の関係は，φに伴う A∗, A間の関係 Rφ のD包に等しい．すなわち RφD = Rφ
D が成り立つ．

略解 問題 3.24.16により，任意の (α, y) ∈ A∗ × Aに対して「αRφD y ⇐⇒ φDα 3 y ⇐⇒
φ∞(α∪D) 3 y」が成り立ってφ = φ ′ = φRφ，従ってφ∞(α∪D) = φRφ

∞(α∪D) = [α∪D]Rφ，
従って「αRφD y ⇐⇒ αRφ

D y」が成り立つ．

問題 3.25.9 A上の任意の生成対 (R,D)に対し，RのD包 RDによる 1圏写像は Rによる 1圏写
像 φR のD包に等しい．すなわち φRD = φR

D が成り立つ．

略解 Q = RD, ψ = φR と定めれば，問題 3.24.16と定理 3.25.2と問題 3.25.2と問題 3.25.8と問
題 3.25.7により RφQ = Q = Q = R

D
= Rψ

D = RψD，従って φQ = ψD が成り立つ．

3.26 論対
＄ 第 3.24節で界の概念について説明した．それを利用してここでは，論理学における意味論が

「論対論」として著しく抽象されることを説明しよう．
空でない集合Aと PAの部分集合Bの組み (A,B)を論対と呼び，Bの元とAをそれぞれこの論

対の与論と言語と呼ぶ [65]．次に，すべての与論の交わり ⋂Bを (A,B)の核または Aの B核と
呼び，核の元を (A,B)の恒真元またはAのB恒真元と呼ぶ．次に，すべての与論を閉ざすA∗, A

間の関係を (A,B)の論理またはAのB論理と呼ぶ．また，(A,B)の核を閉ざすA∗, A間の関係を
(A,B)の弱論理と呼ぶ．また，A上の算法の関係化が (A,B)の論理であるとき，その算法を (A,B)

の算法論理と呼ぶ．また，すべての与論を閉ざす PA→PAの元を (A,B)の写像論理と呼ぶ．次に，
すべての B論理で閉じている Aの部分集合を (A,B)の理論または Aの B理論と呼ぶ．さらに，
B論理について説明するために，Rが A∗, A間の関係の集合であるとき，すべての R ∈ Rで閉じ
ている Aの部分集合を Aの R理論と呼ぶ．ただし Rが単元集合 {R}の場合には，{R}理論ではな
く R理論と呼ぶ．同様に，F ⊆ PA→PAのとき，すべてのφ ∈ Fで閉じているAの部分集合をA

の F理論と呼ぶ．ただし Fが単元集合 {φ}の場合にはやはり，{φ}理論ではなく φ理論と呼ぶ．
なお，A∗, A間の関係は，特に B論理は，第 3.9節における「関係」の定義により A∗ ×Aの部

分集合であるから，それらの包含関係 ⊆や結び ∪や交わり ∩ を云々することができる．同様に，
問題 3.9.38により PA→PAはそれ上の巾順序関係 ⊆について完備束であるから，PA→PAの元
の，特に写像論理の，大小関係 ⊆や結び ∪や交わり ∩を云々することもできる．
論理・弱論理・算法論理・写像論理の中では論理が主役を演ずる．特に，写像論理に関する事柄

はすべて排除することもできる．しかし写像論理を使うと，定理幾つかについては極めてよい見通
しが得られる（定理 3.26.12と定理 3.27.3の証明参照）．また，論理と写像論理を対比させること
で，論理の本質・特長を理解することができる．

例 3.26.1 論対論は，論理学一般における意味論を抽象したものであり，個々特別な論理学におい
て具体化されて中心的役割を演ずる．論対の出来方を第 4.7.1項を先取りして説明しよう．
(A, T, σ,Prm),W, (λW)λ,W を真偽 ϕ のある論理系とする．すなわち，(A, T, σ,Prm) は形式言

語であり，Wは Aにとっての認識可能世界の範囲を限定して定めた認識対象世界の領域であり，
(λW)λ,W は T の各可変子 λの各W ∈ Wでの意味の族であり，ϕ ∈ T であり，Aϕ 6= ∅であり，
[65]「論対」と「与論」とは「論理学対」と「所与理論」との短縮形であり，「論対」の英語名は「logical space」である．
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各W ∈ Wに対してWϕ = Tが成り立つものとする．そうするとこれから，Aϕ を言語とする論
対が次のように作られる．すなわちまずW ∈ Wとすれば，WValW =

⋃
t∈T (ValW→Wt)の T 型

代数構造が定まる．次にΦを AからW への定付値とすれば，意味写像Φ∗ ∈ A→WValW が定ま
り，これが保型準写であって各 t ∈ T に対してWValW の t部分が ValW→Wt であるから，特に
Φ∗Aϕ ⊆ ValW→Wϕが成り立つ．従ってさらに v ∈ ValW とすれば，各 a ∈ Aϕに対して (Φ∗a)v

がWϕ (= T)に属すから，Aϕ から Tへの写像 a 7→ (Φ∗a)vが出来る．この写像を Φv で表し，
W,Φ, vを任意に動かして得られる Φv の全体を Fで表す．そうすると Fは，Aϕ→Tの部分集合
であるから，PAϕ の部分集合とみなせる．そうみなせば (Aϕ,F)は論対であり，そうみなさなけ
れば (Aϕ,F)は，第 3.30.1項で定義する T値論対である．

以下この節では，そうでない旨断らない限り，Aを集合とする．

問題 3.26.1 Rが A∗, A間の関係であるとき，Aの R理論は界 (A,R)の閉部分界に他ならない．
従って，Aの R理論の全体はAに関して交閉的かつ概有限である．さらに，DがAの部分集合で
あるとき，RのD包 RD の理論は，Dを含む R理論に他ならない．

略解 二番目の結論は定理 3.24.11により，三番目の結論は定理 3.25.3による．

定理 3.26.1 A∗, A間の関係 Rと R ′ が R ′ ⊆ Rをみたせば，Aの R理論は Aの R ′ 理論でもある．

証明 問題 3.26.1によって定理 3.24.4の一部を言い換えたに過ぎない．

問題 3.26.2 PA→PAの二元 φと ψが φ ⊆ ψをみたせば，Aの ψ理論は Aの φ理論でもある．

略解 問題 3.18.21の一部の特殊化に過ぎない．

問題 3.26.3 (✓) Rが A∗, A間の関係であれば，Aの R理論は Aの R理論に他ならない．

略解 問題 3.24.15の一部の言い換えに過ぎない．

定理 3.26.2 Rが A∗, A間の関係の集合であれば，Aの R理論は Aの⋃R理論に他ならない．

証明 定理 3.24.5と問題 3.26.1により，X ∈ PAが⋃R理論であるためには，Xが各 R ∈ Rに対
して R理論であることが必要十分であり，そのためには定義により，Xが R理論であることが必
要十分である．

問題 3.26.4 F ⊆ PA→PAであれば，Aの F理論は Aの⋃φ∈Fφ理論に他ならない．

以下この節では，そうでない旨断らない限り，(A,B)を論対とし，Cを (A,B)の核とする．ま
た，AZ記法・列便法を含めて，第 3.19節の記法・便法を継承する．

問題 3.26.5 (A,B)の弱論理は論対 (A, {C})の論理に他ならない．(A,B)の論理は (A,B)の弱論
理である．

略解 Rを B論理とすれば，Bの元は R理論であるから，問題 3.26.1により Cも R理論である．

問題 3.26.6 (A,B)の論理について次のことが成り立つ．
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1. A∗, A間の関係の集合Rが (A,B)の論理から成るためには，(A,B)の任意の与論がR理論で
あることが必要十分である．特に，A∗, A間の関係 Rが (A,B)の論理であためには，(A,B)

の任意の与論が R理論であることが必要十分である．

2. Rが (A,B)の論理でDが Cの部分集合であれば，RのD包 RD も (A,B)の論理である．

3. Aの部分集合 Xが (A,B)の理論であるためには，(A,B)の任意の論理 Rに対して Xが R理
論であることが必要十分である．

4. PA→PAの部分集合 Fが (A,B)の写像論理から成るためには，(A,B)の任意の与論が F理
論であることが必要十分である．

5. A∗, A間の関係 Rによる 1圏写像φRが (A,B)の写像論理であるためには，Rが (A,B)の論
理であることが必要十分である．

略解 結論 2は結論 1と問題 3.26.1により，結論 5は問題 3.24.16による．

問題 3.26.7 A∗, A間の関係 Rが (A,B)の論理であれば，A∗, A間の Rに含まれる関係は (A,B)

の論理である．φ ∈ PA→PAが (A,B)の写像論理であれば，φより小さい PA→PAの元は (A,B)

の写像論理である．

略解 Rに含まれる関係 R ′を任意にとる．Bの任意の元は，問題 3.26.6により R理論であるから，
定理 3.26.1により R ′ 理論でもある．従って再び問題 3.26.6により，R ′ も B論理である．

問題 3.26.8 PA→PAが写像の合成について成す単位半群において，増調な写像論理の全体も有
限的写像論理の全体も部分単位半群である．より一般に，φが写像論理で ψが増調な写像論理で
あれば，ψφは写像論理である．また，有限的写像論理は増写である．

略解 φ,ψが増調な写像論理であれば，X ⊆ Yなる任意の X, Y ∈ PAに対してφX ⊆ φY，従って
ψ(φX) ⊆ ψ(φY)が成り立つので，ψφも増写である．φが写像論理でψが増調な写像論理であれ
ば，任意の B ∈ Bに対して φB ⊆ B，従って ψ(φB) ⊆ ψB ⊆ Bが成り立つので，ψφも写像論理
である．問題 3.18.12により，有限的写像の合成は有限的であり，有限的写像は増写である．

定理 3.26.3 (A,B)の与論は (A,B)の理論である．

証明 定義により任意の与論は，任意の B論理で閉じており，従って (A,B)の理論である．

系 (A,B)の理論をすべて閉ざす A∗, A間の関係は (A,B)の論理に他ならない．

証明 論理は定義によりすべての理論を閉ざす．逆に，すべての理論を閉ざす関係は，定理 3.26.3

により特にすべての与論を閉ざし，従って論理である．

問題 3.26.9 Aを集合とし，PAの各部分集合 Bに対し，論対 (A,B)の論理の全体を fBで表す
（従って fBは P(A∗ × A)の部分集合である）．逆に，P(A∗ × A)の各部分集合 Rに対し，Rを
A∗, A間の関係の集合とみなして，Aの R理論の全体を gRで表す（従って gRは PAの部分集合
である）．このとき，写像 f ∈ P(PA)→P(P(A∗ × A))と g ∈ P(P(A∗ × A))→P(PA)は包含関係
⊆に関してガロア対を成し，各 B ∈ P(PA)に対し，g(fB)は (A,B)の理論の全体に等しい．
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略解 B ∈ PAと R ∈ P(A∗ × A)に対して，Bが A∗, A間の関係とみなした Rで閉じているとき
BCRと書く．こうして得られる PA,P(A∗ ×A)間の関係 Cに問題 3.18.28を使えばいい．

注意 3.26.1 この節の概念の中には，問題 3.26.9のガロア対 (f, g)に関連付けられるものがある．
たとえば，ガロア対の要件により B ⊆ g(fB)であるが，これが定理 3.26.3である．また，定理
3.18.2により fgf = fが成り立つが，これが定理 3.26.3系である．定理 3.26.11の証明でこのガロ
ア対を重用する．

定理 3.26.4 A∗, A間の関係の集合 Rに対して和⋃Rが (A,B)の論理であるためには，各 R ∈ R

が (A,B)の論理であることが必要十分である．

証明 定理 3.26.2と問題 3.26.6による．

問題 3.26.10 PA→PAの部分集合 Fに対して和 ⋃
φ∈Fφが (A,B)の写像論理であるためには，

各φ ∈ Fが (A,B)の写像論理であることが必要十分である．各φ ∈ Fが増調な写像論理であれば⋃
φ∈Fφも増調な写像論理であり，有限的な写像論理についても同様のことが成り立つ．

略解 後半は問題 3.18.18による（問題 3.9.39参照）．

定理 3.26.5 (A,B) の論理の中に最大のものがある．これを Q で表せば，A∗, A 間の関係 R が
(A,B)の論理であるためには，R ⊆ Qなることが必要十分である．

証明 B論理すべての和を Qとすれば，定理 3.26.4により Qが最大 B論理である．問題 3.26.7

により，A∗, A間の関係 Rが R ⊆ Qをみたせば，Rは B論理である．

注意 3.26.2 問題 3.18.3によれば，定理 3.26.5も定理 3.26.4も「(A,B)の論理の全体はP(A∗×A)
の部分集合としてA∗×Aに関して覆閉的である」を意味する．また，問題 3.26.7の前半は「(A,B)

の論理の全体は下方的である」を意味する．

系 (A,B)の弱論理の中に最大のものがある．これを Pで表せば，A∗, A間の関係 Rが (A,B)の
弱論理であるためには，R ⊆ Pなることが必要十分である．

証明 問題 3.26.5と定理 3.26.5による．

問題 3.26.11 (A,B) の写像論理の中に最大のものがある（これを以後 λ で表す）．写像 φ ∈
PA→PAが (A,B)の写像論理であるためには，φ ⊆ λなることが必要十分である．また，(A,B)

の増調な写像論理の中にも有限的な写像論理の中にも最大のものがあり（これらを以後それぞれ
µ, νで表す），これらについて次のことが成り立つ．

1. λX =

X · · · X ∈ Bのとき
A · · · X /∈ Bのとき

2. 任意の X ∈ PAに対し µX =
⋂
X⊆B∈B B が成り立つ．従って，µは閉写であり，Aの µ理論

の全体は µの留域に，すなわちBのAに関する交包B∩に等しい．従ってまた，各 X ∈ PA

に対し，µXは Xを含む最小の Aの µ理論である．
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3. νは µの有限核に等しい．従って，νは閉写であり，Aの ν理論の全体は νの留域に，す
なわち B∩ の概有限包 B∩ （これはすなわち Bの Aに関する交概有限包である）に等しい．
従ってまた，各 X ∈ PAに対し，νXは Xを含む最小の Aの ν理論である．

略解 2. 写像φ ∈ PA→PAをφX =
⋂
X⊆B∈B Bと定める．問題 3.18.35により，φは閉写であり，

特に増写であり，その留域は B∩に等しい．φはまた写像論理である．従って φ ⊆ µが成り立つ．
X ⊆ B ∈ Bなら µX ⊆ µB ⊆ Bであるから，逆に µ ⊆ φが成り立ち，従って µ = φである．特に
µは拡大律に従うから，Aの µ理論の全体は µの留域に等しい．
3. µが閉写であるから，問題 3.18.48により，µの有限核 µ ′が存在し，µ ′も閉写であり，µ ′の

留域は µの留域B∩の概有限包B∩に等しい．νも増調な写像論理なので ν ⊆ µが成り立ち，νが
有限的なので ν ⊆ µ ′が成り立つ．他方，µ ′ ⊆ µ ⊆ λなので µ ′は写像論理である．従って ν = µ ′

が成り立つ．特に νは拡大律に従うから，Aの ν理論の全体は νの留域に等しい．

問題 3.26.12 µ = λであるためには，B − {A}が下方的であることが必要十分である．ν = µで
あるためには，B∩ = B∩ であることが必要十分である．

略解 µ = λであれば，Y ⊆ X ∈ B− {A}のとき，λY = µY ⊆ X 6= Aであるから，Y ∈ B− {A}が
成り立つ．逆に B− {A}が下方的であれば，X ∈ PA−Bに対し，X ⊆ B ∈ Bなる Bは Aに限る
から，µX = Aが成り立つ．後半は定理 3.18.1による．

定理 3.26.5とその系を踏まえて以下この節では，そうでない旨断らない限り，(A,B)の最大論
理と最大弱論理をQと Pで表す．問題 3.26.5によりQ ⊆ Pが成り立つ．

問題 3.26.13 B ⊆ {A} であることは，C = A であることとも，Q = A∗ × A であることとも，
(A,B)の理論が Aに限ることとも同等である．

定理 3.26.6 (A,B)の理論は Aの Q理論（すなわち界 (A,Q)の閉部分界）に他ならない．従っ
て各 X ∈ PAに対し，[X]Q は Xを含む最小の (A,B)の理論である．

証明 (A,B)の論理の全体を Rで表せば，Q =
⋃
Rであって，(A,B)の理論は Aの R理論に他

ならない．従って定理 3.26.2によりこの定理が成り立つ．

問題 3.26.14 Qによる 1圏写像 φQ は νに等しく，Qは偏束律に従い，AのQ理論は ν理論に
他ならず，任意の X ∈ PAについて [X]Q = φQX = νXが成り立つ．

略解 φQは問題 3.24.16により有限的であり，問題 3.26.6により写像論理である．従ってφQ ⊆ ν
が成り立つ．問題 3.24.16によりまた，A∗, A間の偏包容的関係 Rで φR = νなるものがあって
Q ⊆ Rをみたす．νが写像論理であるから Rは B論理であり，従ってQ = R，従ってQは偏包容
的でφQ = ν，従って問題 3.26.11によりφQは閉写である．従ってまた問題 3.24.16により，Aの
Q理論は ν理論に他ならず，Qは偏束律に従い，X ∈ PAについて [X]Q = φQX = νXが成り立つ．

定理 3.26.7 (α, y) ∈ A∗ ×Aが αQyをみたすためには，任意の B ∈ Bに対して条件

α ⊈ Bまたは y ∈ B (3.26.1)

をみたすことが必要十分である．
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注意 3.26.3 (3.26.1)は B = Aの場合は任意の (α, y) ∈ A∗ ×Aによってみたされる．従って定理
3.26.7は，「B ∈ B」を「B ∈ B− {A}」に換えても成り立つ．
(3.26.1)は，(α, y)が問題 3.20.6のように定義した偏 B関係 ⊨Bをみたすことと同等である．従っ

て定理 3.26.7は

Q =
⋂
B∈B ⊨B とも Q =

⋂
B∈B−{A} ⊨B

とも書ける．(3.26.1)はまた
α ⊆ B =⇒ y ∈ B

とも書け，従って定理 3.26.7は

αQy ⇐⇒ y ∈
⋂
α⊆B∈B B とも αQy ⇐⇒ y ∈

⋂
α⊆B∈B−{A} B

とも書けて（問題 3.26.15と問題 3.26.25と定理 3.26.11参照），特に次のことを含意する．

εQy ⇐⇒ y ∈ C

定理 3.26.7 の証明 A∗, A 間の関係 Q ′ を「αQ ′ y ⇐⇒ α ⊆ B なる任意の B ∈ B に対して
y ∈ B」と定義する．任意の B ∈ Bをとって α ⊆ B, y ∈ A, αQ ′ yと仮定すれば，Q ′ の定義に
より y ∈ Bが成り立つ．つまり任意の与論がQ ′で閉じているから，Q ′は B論理であり，従って
Q ′ ⊆ Qが成り立つ．次に αQyと仮定すれば，任意の与論が Qで閉じていることにより α ⊆ B

なる任意の B ∈ Bに対し y ∈ Bとなるから，αQ ′ yが成り立つ．つまりQ ⊆ Q ′ も成り立つ．
写像論理を使う別証 問題 3.26.14と問題 3.24.16により Rν = RφQ = Q = Qであるから，任意の
(α, y) ∈ A∗×Aに対して，問題 3.26.11と問題 3.18.48を使って次のように推論することができる．

αQy ⇐⇒ αRν y ⇐⇒ να 3 y ⇐⇒ µα 3 y ⇐⇒ y ∈
⋂
α⊆B∈B B

系 (α, y) ∈ A∗ ×Aが αP yをみたすためには，α ⊈ Cまたは y ∈ Cをみたすことが必要十分で
ある．

証明 問題 3.26.5と定理 3.26.7による．

問題 3.26.15 Aの任意の部分集合 Xに対して⋂X⊆B∈B B =
⋂
X⊆B∈B−{A} B が成り立つ．

問題 3.26.16 Aを集合とし，PAの各部分集合 Bに対し，論対 (A,B)の最大論理を FBで表す
（従って FBはA∗×Aの部分集合である）．逆に，A∗×Aの各部分集合 Rに対し，RをA∗, A間の
関係とみなして，Aの R理論の全体を GRで表す（従って GRは PAの部分集合である）．このと
き，写像 F ∈ P(PA)→P(A∗ ×A)とG ∈ P(A∗ ×A)→P(PA)は，包含関係⊆に関してガロア対を
成し，これから出来る P(PA)上の閉写 GFは問題 3.26.9のガロア対から出来る閉写 gfに等しい．

略解 B ∈ PAと (α, y) ∈ A∗ ×Aが「α ⊈ Bまたは y ∈ B」をみたすことを BC (α, y)で表す．こ
うして得られる PA, A∗ ×A間の関係 Cに問題 3.18.28を使えばいい．なぜなら，R ∈ P(A∗ ×A)
のとき，B ∈ PAが任意の (α, y) ∈ Rに対して BC (α, y)をみたすことは，(α, y) ∈ A∗×Aが αRy
と α ⊆ Bをみたせば y ∈ Bであることと，つまり Bが R理論であることと同等だからである．
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問題 3.26.17 (✓) RをA∗, A間の関係の集合としBを R理論の全体とすれば，論対 (A,B)の最
大論理は (

⋃
R)∅に等しい．従って，問題 3.26.9のガロア対から出来る P(P(A∗ ×A))上の閉写 fg

は写像 R 7→ P
(
(
⋃
R)∅
)に等しく，問題 3.26.16のガロア対から出来る P(A∗ ×A)上の閉写 FGは

写像 R 7→ R∅ に等しい．

略解 定理 3.26.2により R = {R}としていい．(A,B)の最大論理をQで表すと，定理 3.26.7と注
意 3.26.3により，任意の (α, y) ∈ A∗×Aに対し「αQy ⇐⇒ [α]R 3 y ⇐⇒ αR∅ y」が成り立つ．

定理 3.26.8 最大論理Qは偏束律に従い，Aの任意の部分集合 Xと任意の α ∈ A∗ について

[X]Q = {y ∈ A | βQyかつ β ⊆ Xなる β ∈ A∗ がある }

[α]Q = {y ∈ A | αQy}

なる二式が成り立つ．

証明 第二式以外のことは問題 3.26.14に既に記してある．第二式は定理 3.24.13系による．
写像論理を使わない別証 問題 3.26.6によりQの ∅包Q∅も B論理であるから，Q∅ = Qであり，
従って定理 3.25.2によりQは偏束律に従う．後半の第一式は定理 3.24.13による．
写像論理も偏生成関係も使わない別証 1（前半のみ）定理 3.26.7と注意 3.26.3によりQ =

⋂
B∈B ⊨B

が成り立つ．問題 3.20.6により各 ⊨Bが偏束律に従うから，問題 3.20.3によりQも偏束律に従う．
写像論理も偏生成関係も使わない別証 2（前半のみ）各 X ∈ PAに対して φX =

⋂
X⊆B∈B B と定

義して出来る写像 φ ∈ PA→PAは問題 3.18.35により閉写であり，定理 3.26.7と注意 3.26.3によ
り「αQy ⇐⇒ φα 3 y」が成り立つから，問題 3.20.7によりQは偏束律に従う．

定理 3.26.9 核 Cは，界 (A,Q)の核 AQ = {y ∈ A | εQy}にも，Aの最小の Q理論（すなわち
界 (A,Q)の最小の閉部分界 [∅]Q）にも，(A,B)の最小の理論にも等しい．

証明 注意 3.26.3に記した通り，C = AQ なることは定理 3.26.7で示されている．定理 3.26.8に
より AQ = [∅]Q が成り立ち，定理 3.26.6により [∅]Q は (A,B)の最小の理論に等しい．

問題 3.26.18 C = µ∅ = ν∅が成り立つ．

略解 問題 3.18.48と問題 3.26.11により ν∅ = µ∅ = C．

問題 3.26.19 Aの任意の部分集合 Xと Cの任意の部分集合Dに対して [X]Q = [X ∪D]Q が成り
立つ．

略解 [X]Q ⊇ [∅]Q = Cが成り立つからである．

問題 3.26.20 (✓) Qの特異核を Q ′ で表せば，(A,B)の理論は Aの Cを含む Q ′ 理論に他なら
ず，また Aの空でないQ ′ 理論に他ならない．

略解 問題 3.24.12などによる．
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問題 3.26.21 (✓) Aが代数系で Bが Aの台部分系の全体であるとき，Aの代数構造の関係化を
Rで表せばQ = R∅が成り立ち，「αQy ⇐⇒ [α]A 3 y」が成り立ち，Aの任意の部分集合 Xに対
して [X]Q = [X]A が成り立ち，Bが (A,B)の理論の全体に等しく，C = ∅が成り立つ．
Aが第一分離公理をみたす位相空間でBがAの開集合系または閉集合系であれば，「αQy ⇐⇒

α 3 y」が成り立ち（つまりQはA∗, A間の最小偏束関係であり），Aの任意の部分集合 Xに対し
て [X]Q = Xが成り立ち，PAが (A,B)の理論の全体に等しく，C = ∅が成り立つ．

略解 Qについてのことは定理 3.26.7あるいは問題 3.26.17と定理 3.26.8などによる．

定理 3.26.10 Aの P理論は Cと Aに限る．

証明 後出の定理 3.26.12と問題 3.26.28を使う方が見通しがいいが，ここでは次のようにする．論
対 (A, {C})の核は Cであり，最大論理は問題 3.26.5により Pに等しい．従って定理 3.26.9により，
CはAの最小の P理論である．XをAの Cと異なる P理論とする．そうすると x ∈ X−Cなる x

があり，任意の y ∈ Aは，定理 3.26.7系により x P yをみたすから Xに属す．従って X = Aが成
り立つ．

定理 3.26.11 論対 (A,B)と (A,B ′)についての次の三条件は同等である（これら条件がみたされ
るとき，(A,B)は (A,B ′)に覆われると言う）．

1. (A,B)の論理は (A,B ′)の論理でもある．

2. (A,B ′)の理論は (A,B)の理論でもある．

3. (A,B)の最大論理は (A,B ′)の最大論理に含まれる．

(A,B)が (A,B ′)に覆われれば，(A,B)の核は (A,B ′)の核に含まれる．また，次の三条件は同等
である（これら条件がみたされるとき，(A,B)と (A,B ′)は同値であると言う [66]）．

4. (A,B)と (A,B ′)の論理の全体は等しい．

5. (A,B)と (A,B ′)の理論の全体は等しい．

6. (A,B)と (A,B ′)の最大論理は等しい．

また，(A,B)と (A,B ′)が同値であれば，(A,B)と (A,B ′)の核は等しい（すなわち (A,B)と (A,B ′)

は次の系で定める意味で弱同値である）．

証明 後半は前半から直ちに得られる．定理 3.18.2 により問題 3.26.9 と 問題 3.26.16のガロア
対 (f, g)と (F,G)について fgf = fと FGF = F，従って「fB ⊆ fB ′ ⇐⇒ g(fB) ⊇ g(fB ′)」と
「FB ⊆ FB ′ ⇐⇒ G(FB) ⊇ G(FB ′)」が成り立つ．問題 3.26.16により gf = GFであり，問題 3.26.9

により g(fB)と g(fB ′)はそれぞれ (A,B)と (A,B ′)の理論の全体であるから，条件 1 – 3は同等
である．定理 3.26.9により，条件 2または条件 3の下で (A,B)の核は (A,B ′)の核に含まれる．

系 論対 (A,B)と (A,B ′)についての次の三条件は同等である．

1. (A,B)の弱論理は (A,B ′)の弱論理である．

[66]論対間の「覆われる」という関係は擬順序関係であり，その対称核が「同値」という関係である．問題 3.9.55 参照．
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2. (A,B ′)の核は (A,B)の核または Aに等しい．

3. (A,B)の最大弱論理は (A,B ′)の最大弱論理に含まれる．

これら条件の下で (A,B)の核は (A,B ′)の核に含まれる．また，次の三条件は同等である（これら
条件がみたされるとき，(A,B)と (A,B ′)は弱同値であると言う）．

4. (A,B)と (A,B ′)の弱論理の全体は等しい．

5. (A,B)と (A,B ′)の核は等しい．

6. (A,B)と (A,B ′)の最大弱論理は等しい．

証明 条件 2は {C ′, A} ⊆ {C,A}と同等である．また，C ∩ A = Cかつ C ′ ∩ A = C ′ であるから，
{C,A} = {C ′, A}なることは C = C ′ なることと同等である．従って問題 3.26.5と定理 3.26.6と定
理 3.26.10と定理 3.26.11によりこの系が成り立つ．

注意 3.26.4 論対についての概念の中で同値な論対によって共有されるものを同値普遍な概念と呼
ぶ．たとえば定理 3.26.11とその系によれば，論理の全体・理論の全体・最大論理・弱論理の全体・
核・最大弱論理は，同値な論対によって共有されるから同値普遍な概念である．

問題 3.26.22 論対 (A,B), (A,B ′)の最大論理をQ,Q ′とするとき，(A,B)と (A,B ′)が同値であ
るためには生成対 (Q, ∅)と (Q ′, ∅)が同値であることが必要十分であり，最大弱論理と弱同値性の
関係についても同様である．

問題 3.26.23 (Bi)i∈I を Bの部分集合族で B =
⋃
i∈IBi なるものとし，B ′ =

{⋂
B∈Bi

B | i ∈ I
}

と定めれば，(A,B)は論対 (A,B ′)に覆われ (A,B ′)と弱同値である．

問題 3.26.24 (✓) 定理 3.26.11の同等な三条件 1 – 3は，(A,B)の最大有限的写像論理が (A,B ′)

の最大有限的写像論理に含まれることとも同等である．従って，(A,B)と (A,B ′)が同値であるた
めには，(A,B)と (A,B ′)の最大有限的写像論理が等しいことが必要十分である．

問題 3.26.25 (A,B)は論対 (A,B− {A})とも論対 (A,B∪ {A})とも同値である（問題 3.28.9参照）．

略解 注意 3.26.3による．

補題 3.26.1 B ′ ⊆ Bであって Bが B ′の Aに関する交概有限包 B ′∩に含まれれば，論対 (A,B ′)

は (A,B)と同値である．

証明 B ′ ⊆ Bなので，B論理は定義によりB ′論理である．逆に RがB ′論理であれば，問題 3.26.6

により B ′ の任意の元が R理論であり，従って問題 3.26.1と問題 3.18.49により B ′∩ の任意の元
が R理論であり，特に Bの任意の元が R理論であるから，再び問題 3.26.6により，Rは B論理で
ある．

定理 3.26.12 (A,B)の理論の全体は，Bの Aに関する交概有限包 B∩ に等しい！
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証明 定理 3.26.6と問題 3.26.14と問題 3.26.11による．
写像論理を使わない別証 補題 3.26.1と定理 3.26.11における「同値」の定義により，(A,B)の理
論の全体は論対 (A,B∩)の理論の全体に等しい．従って，Bが Aに関して交閉的かつ概有限であ
ると仮定して (A,B)の理論の全体が Bに等しいことを示せばいいが，定理 3.26.3により Bの元
は (A,B)の理論なので，(A,B)の任意の理論 Xが Bに属すことを示せばいい．それには，Bが
概有限なので，Xが Bによって超被覆されることを示せばいい．そこで，任意の Y ∈ P ′Xをとる．
そうすると，Bが Aに関して交閉的であるから，B ′ =

⋂
Y⊆B∈B Bが Y ⊆ B ′ ∈ Bをみたす．従っ

て B ′ ⊆ Xを示せばいい．示すために，Y の元をすべて並べて出来る A∗ の元を αで表す．そうす
ると B ′ =

⋂
α⊆B∈B Bであるので，定理 3.26.7と注意 3.26.3により，任意の y ∈ B ′ が αQyをみ

たす．α ⊆ Xであって XがQで閉じているから，B ′ ⊆ Xが確かに成り立つ．

系 (A,B)が論対 (A,B ′)に覆われるためには B∩ ⊇ B ′∩ なることが必要十分であり，(A,B)が
(A,B ′)と同値であるためには，B∩ = B ′∩ なることが必要十分である．

証明 定理 3.26.11における「覆われ」と「同値」の定義と定理 3.26.12による．

問題 3.26.26 (✓) 問題 3.26.9と問題 3.26.16のガロア対から出来る P(PA)上の閉写 gfとGFは，
共に写像 B 7→ B∩ に等しい．

問題 3.26.27 (✓) Aを集合とするとき，次のことが成り立つ．

1. PAの部分集合BがAに関して交閉的かつ概有限であるためには，A∗, A間のある関係 Rに
対して Bが Aの R理論の全体（これを BR で表す）に等しいことが必要十分である（問題
3.26.30参照）．

2. A∗, A間の関係 Rが偏束律に従うためには，PAのある部分集合Bに対して Rが論対 (A,B)

の最大論理（これをQB で表す）に等しいことが必要十分である．

3. PAのAに関して交閉的かつ概有限な部分集合の全体をBで表し，A∗, A間の偏束関係の全
体をRで表し，これらを包含関係⊆によって順序集合と成す．また，写像B 7→ QBのBへ
の制限を qで表し，写像 R 7→ BR のRへの制限を bで表す．そうすると qと bとは，Bと
Rの間の逆順写であって互いに他の逆写像である．

略解 定理 3.18.2のガロア対の一般論を問題 3.26.16のガロア対 (F,G)に適用すればいい．まず
問題 3.26.26により，Gの像は閉写 B 7→ B∩ の留域すなわちBに等しい．次に，Fの像は，問題
3.26.17により閉写 R 7→ R∅ の留域に等しく，それは定理 3.25.4によりRに等しい．

問題 3.26.28 B = {B}であれば B∩ = B∩ = {A,B}が成り立つ．

略解 問題 3.18.2による．

定義 3.26.1 論対の全体を言語 Aと与論系 Bの性質によって次の三種に分類する．

　第一種 B∩ = Bであるもの．つまり Bが Aに関して交閉的かつ概有限のもの．

　第二種 B∩ = B∩ 6= Bであるもの．つまり Bが Aに関して非交閉的で B∩ が概有限のもの．

　第三種 B∩ 6= B∩ であるもの．つまり B∩ が非概有限のもの．
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B∩ = Bであることは B∩ = B∩ = Bであることと同等である．従って，任意の論対はこの三種の
どれか唯一つに属し，B∩ = B∩ であることは第二種以下であることと同等である．

問題 3.26.29 論対の種別について次のことが成り立つ．

1. A /∈ Bなら (A,B)は第一種ではない．従って論対 (A,B− {A})は第一種ではない．

2. A ∈ Bの場合，(A,B)が第一種であるためには，B− {A}の元の空でない族の交わりがすべ
てB− {A}に属してBが概有限であることが必要十分である．従ってさらにB− {A}が包含
関係 ⊆に関して離散的の場合，(A,B)が第一種であるためには，B = {A,B}なる Bのある
ことが必要十分である．

3. (A,B)が第二種以下であるためには，(A,B− {A})が第二種であることも，論対 (A,B∩)が
第一種であることも，共に必要十分である．

4. (A,B)が第三種なら論対 (A,B∩)も第三種である．

5. 論対 (A,B∩)は第一種である．

6. 任意の論対は第一種の論対とも第二種以上の論対とも同値である．従って論対の種別は同値
普遍な概念ではない．

略解 1. A /∈ Bなら B∩ 6= Bとなるからである．
2.問題 3.9.34と問題 3.18.3による．
3. (A,B− {A})についてのことは B∩ = (B− {A})∩ が成り立つことによる．
6. 結論 5と定理 3.26.12系および結論 1と問題 3.26.25による．

問題 3.26.30 論対 (A,B)についての次の諸条件は同等である．

1. (A,B)は第一種である．

2. Bは (A,B)の理論の全体に等しい．

3. Bは Aを言語とするある論対の理論の全体に等しい．

4. Bは Aを台とするある偏束界の閉部分界の全体に等しい．

5. Bは Aを台とするある界の閉部分界の全体に等しい．

6. A上のある論拠 (R,D)に対して，Bは Aの R理論でDを含むものの全体に等しい．

略解 (1 =⇒ 2)は定理 3.26.12により，(3 =⇒ 4)は定理 3.26.6と定理 3.26.8により，(5 =⇒ 6)

はD = ∅とすればよく，(6 =⇒ 1)は問題 3.26.1と定理 3.24.11による．

問題 3.26.31 (✓) 論対 (A,B)が第二種以下であるためには，(A,B)の最大有限的写像論理 νと
最大増調写像論理 µが等しいことが必要十分である．

略解 問題 3.26.12による．
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問題 3.26.32 (✓) Aが代数系でBがAの台部分系の全体であれば，論対 (A,B)は第一種である．
Aが第一分離公理をみたす非離散位相空間であるとき，Bが Aの開集合系であれば論対 (A,B)

は第二種であり，Bが Aの閉集合系であれば論対 (A,B)は第三種である．

略解 前半は問題 3.24.1と問題 3.26.30により，後半は問題 3.18.46による．

定理 3.26.13 論対 (A ′,B ′)と (A,B)がA ⊆ A ′とB = {B ′∩A | B ′ ∈ B ′}をみたすとき（このとき，
(A ′,B ′)は (A,B)の拡大であるとか (A,B)は (A ′,B ′)の縮小であるとかと言い，{B ′∩A | B ′ ∈ B ′}

を時に B ′ ∩Aと略記する），次のことが成り立つ．

1. Cは (A ′,B ′)の核 C ′ と Aの交わりに等しい．

2. Qは (A ′,B ′)の最大論理Q ′ の A∗ ×Aへの制限に等しい．

3. (A,B)の論理の全体は，(A ′,B ′)の論理の A∗ ×Aへの制限の全体に等しい．

4. (A,B)の理論の全体は，(A ′,B ′)の理論とAの交わりの全体に等しい．また，Aの任意の部
分集合 Xに対して [X](A,Q) = [X](A ′,Q ′) ∩Aが成り立つ．

証明 1. C =
⋂

B =
⋂
B ′∈B ′(B ′ ∩A) = (

⋂
B ′) ∩A = C ′ ∩Aと証明される．

2. 任意の (α, y) ∈ A∗ ×Aに対し，定理 3.26.7と注意 3.26.3により次のようにして証明される．

αQ ′ y ⇐⇒ y ∈
⋂
α⊆B ′∈B ′ B

′ ⇐⇒ y ∈
⋂
α⊆B ′∈B ′(B ′ ∩A)⇐⇒ y ∈

⋂
α⊆B ′∩A, B ′∈B ′(B ′ ∩A) ⇐⇒ y ∈

⋂
α⊆B∈B B ⇐⇒ αQy

3. Rが (A,B)の論理であれば，R ⊆ Qであるから，結論 2により R ⊆ Q ′ が成り立ち，従っ
て定理 3.26.5により Rは (A ′,B ′)の論理であって，R = R|A∗×A が成り立つ．逆に R ′ が (A ′,B ′)

の論理であれば，R ′ ⊆ Q ′であるから，結論 2により R ′|A∗×A ⊆ Qとなって，定理 3.26.5により
R ′|A∗×A は (A,B)の論理である．従って結論 3が成り立つ．
4.定理 3.26.6により，(A,B)の理論の全体は界 (A,Q)の閉部分界の全体に等しく，(A ′,B ′)の
理論の全体は界 (A ′, Q ′)の閉部分界の全体に等しい．結論 2により (A ′, Q ′)が (A,Q)の拡大で
あって定理 3.26.8によりQ ′ が偏束律に従うから，定理 3.24.16により結論 4が成り立つ．

問題 3.26.33 論対 (A ′,B ′
i)が論対 (A,Bi)の拡大であるとする (i = 1, 2)．このとき，(A ′,B ′

1)が
(A ′,B ′

2)に覆われれば (A,B1)は (A,B2)に覆われ，(A ′,B ′
1)が (A ′,B ′

2)と同値であれば (A,B1)

は (A,B2)と同値である．

問題 3.26.34 論対 (A ′,B ′)が (A,B)の拡大であれば，論対 (A ′,B ′∩)は論対 (A,B∩)の拡大であ
り，論対 (A ′,B ′∩)は論対 (A,B∩)の拡大である．

略解 条件B = B ′ ∩Aの下では，交包の定義によりB∩ = B ′∩ ∩Aが成り立ち，定理 3.26.12と定
理 3.26.13により B∩ = B ′∩ ∩Aが成り立つ．

問題 3.26.35 論対 (A ′,B ′)が (A,B)の拡大であるとする．このとき，(A ′,B ′)が第一種なら (A,B)

も第一種であり，(A ′,B ′)が第二種なら (A,B)は第二種以下である．従って，(A,B)が第三種な
ら (A ′,B ′)も第三種である．
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略解 問題 3.26.34による．

問題 3.26.36 (✓) A ′を代数系とし，Aを A ′の台部分系とし，Bと B ′をそれぞれ Aと A ′の台
部分系の全体とする．このとき論対 (A,B)は論対 (A ′,B ′)の縮小である．
A ′を位相空間とし，AをA ′の部分位相空間とし，BとB ′をそれぞれAとA ′の開集合全体と

する．このとき論対 (A,B)は論対 (A ′,B ′)の縮小である．Bと B ′ をそれぞれ Aと A ′ の閉集合
全体としても同様に成り立つ．

定義 3.26.2 (✓) Aの各部分集合 Gに対し，Bの G上方 BG = {B ∈ B | G ⊆ B}から出来る論対
(A,BG)を (A,B)の G上方と呼ぶ．

定理 3.26.14 (✓) Gを Aの部分集合とする．このとき，(A,B)が第二種以下であるか，または
Gが有限集合であれば，(A,B)の G上方 (A,BG)について次のことが成り立つ．

1. (A,BG)の最大論理はQG に等しい．

2. (A,BG)の理論の全体は (A,B)の Gを含む理論の全体に等しい．

3. (A,BG)の核は [G]Q に等しい．

4. (A,B)が第二種以下の場合，(A,BG)も第二種以下である．

証明 Gが有限集合であるか，または B∩ = B∩ であれば，問題 3.18.44により (B∩)G = B∩G が
成り立ち，他方で無条件に (B∩)G = (BG)∩ であるから，(BG)∩ = B∩G が成り立つ．これは定理
3.26.12によれば，結論 2が成り立つことを示す．
(A,BG)の最大論理をQ ′で表す．そうすると定理 3.26.6により結論 2は，界 (A,Q ′)の閉部分界

の全体が界 (A,Q)のGを含む閉部分界の全体に等しいことと同等であり，これは定理 3.26.8と定
理 3.25.5系によれば，Q ′ = QG なることと同等である．従って結論 1が成り立つ．
(A,BG)の核は，結論 1と定理 3.26.9により [∅]QG に等しく，従って定理 3.25.3により [G]Qに
等しい．
B∩ = B∩の場合，問題 3.18.44により (B∩)G = (B∩)Gが成り立ち，また (B∩)G = (BG)∩であ

るから，(BG)∩ = (BG)∩ が成り立つ．

注意 3.26.5 (✓) 定理 3.26.14の証明が示す通り，Aの任意の部分集合Gに対し，定理 3.26.14の
条件 1, 2は同等である．

3.27 無矛盾集合・実例・完全集合・補法
＄ この節を通じて，(A,B)を論対とし，Qをその最大論理とする．また，AZ記法・列便法を

含めて第 3.19節と同様の記法・便法を用いる．

定義 3.27.1 Aの部分集合 Xが [X]Q = Aをみたすとき，Xを (A,B)の矛盾集合と呼んだり Xは
B矛盾であると言ったりする（その理由は定理 3.30.26を見れば分かるであろう）．特に，Aの元 x
に対し {x}が B矛盾であるとき，xを (A,B)の矛盾元と呼んだり xは B矛盾であると言ったりす
る．さらに，「矛盾」の対立概念を「無矛盾」で表す．以上より一般に，しかし以上とは違う趣旨で，
Aの任意の部分集合 Xに対し，Aの部分集合 Y で [Y]Q = Xをみたすものを Xの B公理と呼ぶ．
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問題 3.27.1 (A,B)が論対 (A,B ′)に覆われれば，(A,B)の矛盾集合は (A,B ′)の矛盾集合でもあ
る．従って (A,B)が (A,B ′)と同値であれば，(A,B)の矛盾集合全体は (A,B ′)の矛盾集合全体に
等しい（これの逆について定理 3.30.31参照）．つまり，論対の矛盾集合の概念は同値普遍である．

問題 3.27.2 Aの部分集合 Y が Aの部分集合 Xの B公理であるためには，Xが (A,B)の理論で
あって Y が (A,B)の縮小 (X,B ∩ X) の矛盾集合であることが必要十分である．

略解 論対 (X,B ∩ X)の最大論理をQ ′ で表せば，定理 3.26.13によりQ ′ = Q|X∗×X が成り立つ．
従って定理 3.24.3により，Xが AのQ理論で Y ⊆ Xのとき，[Y]Q = [Y]Q ′ が成り立つ．

問題 3.27.3 (✓) Aが代数系で Bが Aの台部分系の全体であれば，(A,B)の矛盾集合は Aの生
成系に他ならない．Aが第一分離公理をみたす位相空間で Bが Aの開集合系または閉集合系であ
れば，(A,B)の矛盾集合は Aのみである．

略解 問題 3.26.21による．

定理 3.27.1 (A,B)の矛盾集合について次のことが成り立つ．

1. Aの部分集合 XがB矛盾であるためには，各 y ∈ Aに応じて αQyかつ α ⊆ X なる α ∈ A∗

の存在することが必要十分である．

2. Aの有限部分集合 {x1, . . . , xn}がB矛盾であるためには，任意の y ∈ Aに対して x1 · · · xnQy
をみたすことが必要十分である．

証明 定理 3.26.8による．

定理 3.27.2 (A,B)の有限矛盾集合 {x1, . . . , xn}が存在すれば，Aの部分集合 Xについての次の五
条件は同等である！

1. Xは (A,B)の矛盾集合である．

2. {x1, . . . , xn} ⊆ [X]Q

3. α ⊆ Xなるある α ∈ A∗ が任意の i ∈ {1, . . . , n}に対して αQxi をみたす.

4. α ⊆ Xなるある α ∈ A∗ が任意の y ∈ Aに対して αQyをみたす．

5. Xのある有限部分集合が (A,B)の矛盾集合である．

従って，(A,B)の有限矛盾集合が存在すれば，(A,B)の無矛盾集合の全体は PAの有限的部分集
合である（このことは定理 3.27.4で精密化する）．

証明 最後の注意は，条件 1, 5が同等であることと問題 3.18.3による．
(1 =⇒ 2) [X]Q = Aだからである．
(2 =⇒ 3)定理 3.26.8による．
(3 =⇒ 4) 任意の y ∈ Aに対して，定理 3.27.1により x1 · · · xnQyが成り立ち，これと条件 3の

αQxi (i = 1, . . . , n)に問題 3.24.14の偏重消去律を使って αQyを得るからである．
(4 =⇒ 5) 条件 4の αが定理 3.27.1により B矛盾だからである．
(5 =⇒ 1) Y ⊆ X ⊆ Aなら [Y]Q ⊆ [X]Q だからである．
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問題 3.27.4 (A,B)の理論 Xに有限な B公理 {x1, . . . , xn}が存在するとき，Xの部分集合 Y につ
いての次の五条件は同等である．

1. Y は Xの B公理である．

2. x1, . . . , xn ∈ [Y]Q

3. α ⊆ Y なるある α ∈ A∗ が任意の i ∈ {1, . . . , n}に対して αQxi をみたす.

4. α ⊆ Y なるある α ∈ A∗ が任意の y ∈ Xに対して αQyをみたす．

5. Y のある有限部分集合が Xの B公理である．

従って，(A,B)の理論 Xに有限なB公理が有れば，Xの任意のB公理は Xの有限なB公理を含む．

略解 問題 3.27.2とその略解に記したように，(A,B)の縮小 (X,B ∩ X)の最大論理Q ′ はQの制
限に等しく，Y ⊆ Xのとき [Y]Q = [Y]Q ′ が成り立ち，Xの部分集合が XのB公理であるためには，
(X,B∩X)の矛盾集合であることが必要十分である．従って定理 3.27.2により上のことが成り立つ．

問題 3.27.5 (✓) 代数系 Aが有限生成であれば，Aの任意の生成系は Aの有限生成系を含む．

問題 3.27.6 (A,B)に矛盾元が有れば（この仮定について問題 3.27.24参照），(A,B)の任意の無
矛盾集合 Xに対して，A− Xは (A,B)の矛盾集合である．

略解 (A,B)の矛盾元がすべてA−Xに属すからである（このことを問題 3.27.11で精密化する）．

定理 3.27.3 Aの部分集合のQ包について次のことが成り立つ．

1. 任意の Y ∈ P ′Aについて [Y]Q =
⋂
Y⊆B∈B Bが成り立つ！

2. Aの任意の部分集合 Xについて [X]Q =
⋃
Y∈P ′X

(⋂
Y⊆B∈BB

)
が成り立つ．

3. (A,B)が第二種以下であるためには，任意の X ∈ PAについて [X]Q =
⋂
X⊆B∈B B の成り立

つことが必要十分である．

4. (A,B)が第一種であるためには，任意の X ∈ PAに対して [X]Qが {B ∈ B | X ⊆ B}の包含関
係 ⊆についての最小元に等しいことが必要十分である．

5. Aの任意の部分集合 Xについて [X]Q ⊆
⋂
X⊆B∈B Bが成り立つ．従って Xが (A,B)の矛盾

集合であれば，[X]Q =
⋂
X⊆B∈B B = Aが成り立つ．従ってまた結論 3は，「任意の X ∈ PA」

を「(A,B)の任意の無矛盾集合」と書き換えても成り立つ．

証明 1. Y の元をすべて並べて出来る A∗ の元を αで表して，定理 3.26.8と定理 3.26.7と注意
3.26.3により，[Y]Q = [α]Q = {y ∈ A | αQy} =

⋂
α⊆B∈B B =

⋂
Y⊆B∈B Bと証明される．

結論 1の別証 [Y]Qは定理 3.26.6と定理 3.26.12により⋂Y⊆Z∈B∩ Zに等しく，これが問題 3.18.37

により⋂Y⊆W∈B∩ W に等しく，これが問題 3.18.35により⋂Y⊆B∈B Bに等しいからである．
2.定理 3.24.10により [X]Q =

⋃
Y∈P ′X[Y]Q が成り立つことと結論 1による．

3. B∩ = B∩であれば，結論 1の別証と同様に，任意の X ∈ PAに対して [X]Q =
⋂
X⊆Y∈B∩ Y =⋂

X⊆Y∈B∩ Y =
⋂
X⊆B∈B Bが成り立つ．逆に任意の X ∈ PAに対して [X]Q =

⋂
X⊆B∈B Bであれば，
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X ∈ B∩ については定理 3.26.12により X = [X]Q =
⋂
X⊆B∈B B ∈ B∩ であるから，B∩ = B∩ が成

り立つ．
4. B∩ = Bであれば，定理 3.26.6と定理 3.26.12により X ⊆ [X]Q =

⋂
X⊆B∈B B ∈ B，従って

[X]Q は {B ∈ B | X ⊆ B}の最小元に等しい．逆に任意の X ∈ PAに対して [X]Q が {B ∈ B | X ⊆ B}
の最小元に等しければ，X ∈ B∩ については X = [X]Q ∈ Bであるから，B∩ = Bが成り立つ．
5. Bの任意の元がQで閉じているからである．

結論 1 – 3 の写像論理を使う別証 問題 3.26.11 と問題 3.26.14 により，任意の Y ∈ P ′A につ
いて νY = µY が成り立ち，Aの任意の部分集合 Xについて νX = [X]Q と µX =

⋂
X⊆B∈B Bと

νX =
⋃
Y∈P ′X µYが成り立つ．このことから結論 1, 2が得られる．さらに問題 3.26.11と定理 3.18.1

により B∩ = B∩ なることが ν = µなることと同等であるから，結論 3が成り立つ．

定義 3.27.2 各X ∈ PAに対し，X ⊆ BをみたすB ∈ B− {A}をXのB実例と呼び [67]，X ⊆ A−B

をみたす B ∈ B− {A}を Xの B反例と呼ぶ．ただし Xが単元集合 {x}の場合には，{x}の B実例・
B反例を xの B実例・B反例とも呼ぶ．また，各 (X, Y) ∈ PA× PAに対し，PA× PA上の直積
順序関係⊆について (X, Y) ⊆ (B,A−B) をみたす B ∈ B− {A}を (X, Y)のB実例と呼ぶ．これは
すなわち，Xの B実例であると共に Y の B反例であるものである．

注意 3.27.1 「実例」の概念は「model」と呼ばれる概念を抽象したものである．それを「モデル」
とか「模型」とかではなく「実例」と呼ぶ理由は，例 4.7.3を見れば分かるであろう [68]．
注意 3.27.4で説明するように，論対 (A,B ′)が (A,B)と同値のとき，X ∈ PAにB実例が有って

もB ′実例が有るとは限らない．つまり，実例の概念は同値普遍ではない（ただし問題 3.27.7参照）．

問題 3.27.7 Aの部分集合 Xと Yが [X]Q = [Y]Qをみたすとき（このとき Xと YはB同値である
と言う），Xの B実例の全体と Y の B実例の全体は等しい．

略解 X ∈ PAと B ∈ Bについて「X ⊆ B ⇐⇒ [X]Q ⊆ B」が成り立つからである．

以下この節では，(A,B)の無矛盾集合の全体を Cで表し [69]，Cの包含関係⊆に関する極大元の
全体をDで表す．ただし，C 6= ∅でもD = ∅かも知れない．さらに C1,C2 を次のように定める．

C1 =
{
X ∈ PA

∣∣ ⋂
X⊆B∈B B 6= A

}
C2 =

{
X ∈ PA

∣∣ [X]Q =
⋂
X⊆B∈B B 6= A

}
なお，問題 3.27.1により CとDは同値普遍な概念であるが，注意 3.27.4で説明するように，C1も
C2 も同値普遍な概念ではない．

問題 3.27.8 B,C,Ci (i = 1, 2),Dについて次のことが成り立つ．

1. C ⊇ C1 ⊇ C2 （このことは定理 3.27.4で敷衍する）．

2. Cは下方的である（このことは定理 3.27.4で精密化する）．

3. C1 は B− {A}の下方包←−−−−−B− {A}に，すなわち B実例の有る Aの部分集合の全体に等しい．

[67]別の意味の「実例」について第 3.13.3 項参照．
[68]岩波国語辞典によれば「模型」は，論理学・数学で抽象的理論体系の「実例」となるものを意味する．
[69]記号「C」は「consistency」に因む．
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4. X ∈ Cなることは [X]Q ∈ Cなることと同等であり，X ∈ Dなら [X]Q = Xが成り立つ．

略解 C ⊇ C1 なることは定理 3.27.3による．結論 2は定理 3.24.9による．結論 3は問題 3.26.15

による．結論 4の前半は [[X]Q]Q = [X]Qなることにより，後半は前半と X ⊆ [X]Qなることによる．

問題 3.27.9 (✓) Aが代数系でBがAの台部分系の全体であるか，Aが第一分離公理をみたす位
相空間で Bが Aの開集合系であれば，C = C1 = C2が成り立つ．Aが第一分離公理をみたす位相
空間で Bが Aの閉集合系であれば，(A,B)の無矛盾集合 Xに B実例が存在するためには Xが A

において稠密でないことが必要十分であり，Xが C2に属すためには Xが閉集合であることが必要
十分である（問題 3.27.8参照）．

略解 問題 3.27.3と問題 3.26.21による．

定理 3.27.4 B,C,Ci (i = 1, 2),Dについて次のことが成り立つ．

1. P ′A ∩ C = P ′A ∩
←−−−−−
B− {A} = P ′A ∩ C2 が成り立つ．従って，Aの有限部分集合 Xが B無矛

盾であるためには Xに B実例のあることが必要十分であり，Aの元 xが B無矛盾であるた
めには，xが ⋃(B − {A})に属すことが必要十分である．また，(A,B)の有限矛盾集合が存
在しないことは，P ′A ⊆

←−−−−−
B− {A}なることとも，PA =

←−−−−−
B− {A}なることとも同等である．

2. (A,B)が第二種以下であるためには，C = C2 なることが必要十分である．従って (A,B)が
第二種以下であれば，C =

←−−−−−
B− {A}，つまり，Aの部分集合 Xが B無矛盾であるためには，

Xに B実例のあることが必要十分である（このことの逆について定理 3.27.7系参照）．

3.
←−−−−−
B− {A} ⊆ C =

←−−−−−−
B∩ − {A} ⊆

←−−−−−
B− {A}が成り立つ．特にCは下方的である．また，DはB∩−{A}

の包含関係 ⊆に関する極大元の全体に等しい．

4. (A,B)の有限矛盾集合が存在すれば，C =
←−−−−−
B− {A} =

←−
Dが成り立ち，特に Cは有限的である．

証明 1.定理 3.27.3により P ′A∩ C = P ′A∩ C2が成り立ち，従って問題 3.27.8により P ′A∩ C =

P ′A∩
←−−−−−
B− {A}が成り立つ．従って，有限矛盾集合が存在しないことは，P ′A ⊆

←−−−−−
B− {A}なること

と同等であり，これは問題 3.18.39により，PA =
←−−−−−
B− {A}なることと同等である．

2. C = C2 なるためには，Cの任意の元が [X]Q =
⋂
X⊆B∈B Bをみたすことが必要十分であり，

定理 3.27.3によればそのためには，(A,B)が第二種以下であることが必要十分である．問題 3.27.8

により，C = C2 であれば C =
←−−−−−
B− {A}が成り立つ．

3. 問題 3.27.8により←−−−−−B− {A} ⊆ Cが成り立つ．X ∈ Cであれば，定理 3.26.6と定理 3.26.12に
より X ⊆ [X]Q ∈ B∩ − {A}であるから，XはB∩ − {A}の下方包に属す．逆に XがB∩ − {A}の下方
包に属せば，X ⊆ Y ∈ B∩ − {A}なる Y があって [X]Q ⊆ Y 6= Aであるから，Xは Cに属す．従っ
て C =

←−−−−−−
B∩ − {A}が成り立つ．これまたは問題 3.27.8により Cは下方的であるから，X ∈ Cであれ

ば，結論 1により P ′X ⊆
←−−−−−
B− {A}が成り立ち，従って問題 3.18.39により C ⊆

←−−−−−
B− {A}が成り立

つ．問題 3.18.38により，Dは B∩ − {A}の極大元の全体に等しい．
4. 有限矛盾集合があるとする．このとき定理 3.27.2により Cは有限的である．従って，結論 3

と問題 3.18.39により C =
←−−−−−
B− {A}が成り立ち，問題 3.18.3と問題 3.18.45により C ⊆

←−
D が成り

立つ．Cが下方的であるから，逆に C ⊇
←−
D が成り立つ．

問題 3.27.10 論対 (A,B ∪D)は (A,B)と同値である．
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略解 定理 3.27.4と補題 3.26.1または定理 3.26.12系による．

問題 3.27.11 (A,B)の無矛盾元の全体⋃(B− {A})は，⋃Cにも⋃(B∩ − {A})にも等しく，さら
に，(A,B)の有限矛盾集合が有れば⋃Dに等しく，無ければ Aに等しい．

略解 問題 3.18.36, 問題 3.18.37, 問題 3.18.38と定理 3.27.4による．

問題 3.27.12 (✓) #B <∞であれば (A,B)の有限矛盾集合が存在する．

略解 各 B ∈ B− {A}に対して xB ∈ A−Bをとれば，{xB ∣∣ B ∈ B− {A}
}が有限矛盾集合である．

定義 3.27.3 A上の単項汎算法 x♢ でQを二法則

xx♢Qy (偏矛盾律)

xαQy, x♢αQy =⇒ αQy (偏排中律)

に従わせるものを (A,B)の補法または A上の B補法と呼ぶ．また，A上の単項汎算法 x♢で任意
の B ∈ B− {A}を法則

x♢ ∈ B ⇐⇒ x /∈ B (否定律)

に従わせるものを (A,B)の否法またはA上の B否法と呼ぶ．なお，(A,B)の補法 x♢についても
否法 x♢ についても，各 X ∈ PAに対して集合 {x♢ | x ∈ X}を X♢ で表す．

注意 3.27.2 定理 3.27.5で証明するように，B否法はB補法である．また，B補法もB否法も複
数存在し得るが，それらは問題 3.27.23によればすべて「同値」である．なお，∅ ∈ B − {A}であ
れば B否法は存在しない．
B補法・B否法の概念はブール束における補法の概念（例 3.13.5参照）を念頭において定義し

たものであり，これらの間の関係と B補法・B否法の重要な例は第 3.30.3項で示される．
論対 (A,B ′)が (A,B)と同値であれば，(A,B ′)の最大論理も Qであるから，(A,B)の補法は

(A,B ′)の補法でもある．つまり，論対の補法の概念は同値普遍である．しかし問題 3.27.21に記
すように，論対の否法の概念は同値普遍ではない．

補題 3.27.1 A上の単項汎算法 x♢ について次のことが成り立つ．

1. Qが ♢についての偏矛盾律に従うことは，任意の x ∈ Aに対して {x, x♢} /∈ Cなることとも
{x, x♢} /∈

←−−−−−
B− {A}なることとも同等である．

2. Qが ♢についての偏排中律に従うことは，Qが任意の x ∈ Aと X ∈ PAに対し[
{x} ∪ X

]
Q
∩
[
{x♢} ∪ X

]
Q

⊆ [X]Q (3.27.1)

をみたすこととも，任意の x ∈ Aと X ∈ P ′Aに対し (3.27.1)をみたすこととも同等である．

3. ♢が (A,B)の否法であることは，任意の x ∈ Aに対して {x, x♢}にB実例もB反例も存在し
ないことと同等であり，従って {x, x♢} /∈

←−−−−−
B− {A}すなわち {x, x♢} /∈ Cなることを含意する．
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証明 1.定理 3.27.1と定理 3.27.4による．
2. y ∈

[
{x}∪X

]
Q
∩
[
{x♢}∪X

]
Q
であれば，定理 3.26.8により α ⊆ Xなるある α ∈ A∗に対して

xαQyと x♢αQyが成り立ち，従って偏排中律の下では αQy，従って y ∈ [X]Qが成り立つ．逆
に x, y ∈ Aと α ∈ A∗ が xαQyと x♢αQyをみたせば，y ∈

[
{x} ∪ α

]
Q
∩
[
{x♢} ∪ α

]
Q
であるか

ら，(3.27.1)が X = αとして成り立てば y ∈ [α]Q，従って定理 3.26.8により αQyが成り立つ．
3. 否定律が {x, x♢} ⊈ Bかつ {x, x♢} ⊈ A− Bなることと同等なのは自明である．

問題 3.27.13 (A,B)に補法 x♢が存在すれば，Aの部分集合 Xと元 yについての次の三条件は同
等である（同様の問題について定理 3.27.5と定理 3.27.8と定理 3.27.9参照）．

1. X /∈ C

2. {y, y♢} ⊆ [X]Q

3. α ⊆ Xなるある α ∈ A∗ が αQyと αQy♢ をみたす.

略解 補題 3.27.1と定理 3.27.2による．

問題 3.27.14 Aの B補法で閉じている空でない部分集合は (A,B)の矛盾集合である．

略解 問題 3.27.8と補題 3.27.1によるか問題 3.27.13による．

問題 3.27.15 (A,B)に否法 x♢ が有る場合，B ∈ Bが X ∈ PAの B実例であるためには X♢ の B

反例であることが必要十分であり，XのB反例であるためには，X♢のB実例であることが必要十
分である．また，Bが (X, Y) ∈ PA × PAの B実例であるためには，(Y♢, X♢)の B実例であるこ
とも，X ∪ Y♢の B実例であることも，X♢ ∪ Y の B反例であることも，いずれも必要十分である．

問題 3.27.16 (A,B) に否法が存在するためには，B − {A} = X q Y なる任意の X,Y に対して
「⋂X ⊈

⋃
Y =⇒ ⋂

Y ⊈
⋃
X」の成り立つことが必要十分である．この条件は，B− {A} = {B}の

場合には B 6= ∅なることと同等であり，B − {A} = {B1, B2}, B1 6= B2 の場合には，B1 ⊈ B2 と
B2 ⊈ B1 と「B1 ∩ B2 6= ∅ ⇐⇒ B1 ∪ B2 6= A」が成り立つことと同等である．

略解 B否法 x♢ が有れば，B − {A}の任意の部分集合 X,Yと任意の x ∈ (
⋂

X−
⋃
Y)に対して

x♢ ∈ (
⋂

Y−
⋃

X)が成り立つ．
各 x ∈ Aに対してBx =

{
B ∈ B− {A}

∣∣ x ∈ B}, Bx =
{
B ∈ B− {A}

∣∣ x /∈ B}と定める．そうす
ると B − {A} = Bx q Bx と

⋂
Bx ⊈

⋃
Bx が成り立つ．そして，各 x ∈ Aに応じて⋂Bx −

⋃
Bx

に元が有れば，その任意の一つを x♢ と定めるとき，♢は B否法である．

問題 3.27.17 (✓) Aが代数系で Bが Aの台部分系の全体であるか，Aが位相空間で Bが Aの
開集合系または閉集合系であれば，(A,B)に否法は存在しない．Aが第一分離公理をみたす非離
散位相空間で Bが Aの開集合系または閉集合系であれば，(A,B)に補法は存在しない．

略解 B否法が無いのは ∅ ∈ B− {A}だからである．B補法が無いのは問題 3.27.3による．

補題 3.27.2 各 B ∈ B− {A}に対して問題 3.19.12のように定義した B関係 ≼B すべての交わり⋂
B∈B−{A}≼Bを≼Bで表す（これを (A,B)の恒真関係と呼ぶ．例 3.22.1と問題 3.30.18参照）．
そうすると，≼BはQの拡張であって強束律に従う．また，(A,B)に否法 x♢が存在する場合，そ
れに関して ≼B は両補律 xx♢ ≼B εと ε ≼B xx

♢ に従う．
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証明 定理 3.26.7と注意 3.26.3により ≼B はQの拡張である．定理 3.22.2または問題 3.19.12の
略解に記したことにより，各 B ∈ B− {A}に対し，A,Tと Bの定義関数 1B ∈ A→Tから成る三つ
組み (A,T, 1B)が束写系であり，その定める関係 ≼1B が ≼B に等しい．Tがブール束であるから，
定理 3.19.1と定理 3.19.2により各 ≼Bは強束律に従う．従って問題 3.21.23により，≼Bも強束律
に従う．B否法 x♢ が存在すれば，各 B ∈ B − {A}に対して，「x♢ ∈ B ⇐⇒ x /∈ B」なることに
より 1B(x

♢) =
(
1B(x)

)♢ が成り立つ．ただし，右辺の ♢はブール束 Tの補法を表す．従って定理
3.19.4により，各 ≼B は両補律に従う．従ってまた問題 3.21.23により，≼B も両補律に従う．

問題 3.27.18 (✓) Aが有限生成でない代数系で Bが Aの台部分系の全体であれば，(A,B)の恒
真関係 ≼B は，「α ≼B β ⇐⇒ [α]A ∩ β 6= ∅」をみたし，Aの代数構造の関係化を含む A∗ 上の最
小の束関係である．
Aが第一分離公理をみたす非離散位相空間で Bが Aの開集合系または閉集合系であれば，≼B

は「α ≼B β ⇐⇒ α ∩ β 6= ∅」をみたし，A∗ 上の最小の束関係である（問題 3.22.26参照）．

略解 問題 3.26.21 による．すなわちまず任意の論対について，α 6≼B β のとき，α ⊆ B かつ
β ⊆ A − Bなる B ∈ B − {A}が存在して [α]Q ⊆ Bであるから，[α]Q ∩ β = ∅が成り立つ．逆に
[α]Q∩β = ∅のとき，Aが代数系の場合は B = [α]Qと定め，Aが位相空間の場合は，Bが開集合系
なら β ⊆ γ ⊆ A−αなる γ ∈ A∗ − {ε}をとって B = A− γと定め，Bが閉集合系なら B = αと定
めれば，B ∈ B− {A}, α ⊆ B, β ⊆ A−Bなので α 6≼B βが成り立つ．Aが代数系の場合，≼∗をA
の代数構造の関係化を含むA∗上の束関係とすれば，αのn圏αnについて「αn 3 y =⇒ α ≼∗ y」
の成り立つことが，nについての帰納法で示される．

定理 3.27.5 (A,B)の補法と否法の関係について次のことが成り立つ．

1. (A,B)の否法は (A,B)の補法である．

2. (A,B)に補法 x♢ が存在するとき，Aの部分集合 Xについての次の三条件は同等である．

a. X ∈ D

b. Xは [X]Q = Xをみたし ♢についての否定律「x♢ ∈ X ⇐⇒ x /∈ X」に従う．
c. Xは Cに属して任意の x ∈ Aに対して x ∈ Xまたは x♢ ∈ Xをみたす．

3. (A,B)の否法が存在すればB− {A} ⊆ Dが成り立つ．逆にB− {A} ⊆ Dが成り立てば，(A,B)

の補法は (A,B)の否法である．

証明 1.補題 3.27.2により，(A,B)の恒真関係≼BはQの拡張であって強束律と任意のB否法 x♢
についての下補律 xx♢ ≼B εと上補律 ε ≼B xx

♢に従う．下補律と付加律により，Qは ♢に関し偏
矛盾律に従う．上補律から定理 3.21.3により，Qが ♢に関し偏排中律に従うことが導かれる．
結論 1の別証 補題 3.27.1により，Qは B否法 ♢について偏矛盾律に従う．また，B− {A}の各
元が ♢についての否定律に従うことにより，任意の x ∈ Aと X ∈ PAに対し{

B ∈ B− {A}
∣∣ {x} ∪ X ⊆ B

}
q
{
B ∈ B− {A}

∣∣ {x♢} ∪ X ⊆ B
}
=
{
B ∈ B− {A}

∣∣ X ⊆ B
}

従って X ∈ P ′Aであれば，定理 3.27.3により (3.27.1)が成り立つ．従って補題 3.27.1により，Q
は ♢について偏排中律にも従う．
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2. (a =⇒ b)問題 3.27.8により [X]Q = Xが成り立つ．そこで任意の x ∈ Aをとる．そうすると，
補題 3.27.1により {x, x♢} /∈ Cであるから，問題 3.27.8により {x, x♢} ⊈ X，つまり「x♢ ∈ X =⇒
x /∈ X」が成り立つ．この逆を示すために x /∈ Xと仮定する．そうすると {x} ∪ X /∈ C，すなわち
[{x} ∪ X]Q = Aであるから，(3.27.1)により x♢ ∈ [X]Q，従って x♢ ∈ Xが確かに成り立つ．
(b =⇒ c) 否定律と A 6= ∅なることにより X 6= Aであるから，X ∈ Cが成り立つ．後のことは

自明である．
(c =⇒ a) X ⊂ Y ⊆ Aであれば，y ∈ Y − Xに対して y♢ ∈ X ⊆ Y，従って {y, y♢} ⊆ Y，従って
補題 3.27.1と問題 3.27.8により Y /∈ Cが成り立つ．これで X ∈ Dが示された．
3. 問題 3.27.8と結論 1, 2による．

問題 3.27.19 (A,B)の補法 x♢があるとき，Aの部分集合Xが♢についての否定律に従えば，[X]Q
は Xまたは Aに等しく，A− Xも ♢についての否定律に従う（問題 3.27.20参照）．

略解 x ∈ [X]Q − Xであれば，x♢ ∈ X ⊆ [X]Q，従って {x, x♢} ⊆ [X]Q となるからである．

問題 3.27.20 (A,B)の恒真元が存在すれば（この仮定について問題 3.27.24参照），Aの部分集
合 Xが [X]Q = Xかつ [A− X]Q = A− Xをみたすことはない（問題 3.27.6参照）．

略解 (A,B)の核が [∅]Q に等しく [X]Q ∩ [A− X]Q に含まれるからである．

定理 3.27.6 (A,B)が否法を持って第一種であるためには，B = {A,B}かつ B 6= ∅なる Bの存在
することが必要十分である．

証明 (A,B)の否法が存在すれば，定理 3.27.5により B− {A}は包含関係 ⊆に関して離散的であ
る．問題 3.27.16により，B = {A,B}なる Bが存在する場合には，(A,B)の否法が存在するために
は B 6= ∅なることが必要十分である．従って，問題 3.26.29によりこの定理が成り立つ．

問題 3.27.21 論対 (A,B ′)が (A,B)と同値のとき，(A,B)の否法が存在しても (A,B ′)の否法が
存在するとは限らない．つまり，論対の否法の概念は同値普遍ではない．

略解 論対 (A,B∩)が (A,B)と同値で第一種であることと定理 3.27.6による．

定理 3.27.7 (A,B)に補法 x♢が存在すると仮定する．このとき，PAの部分集合 Yについての次
の三条件は同等である．

1. 論対 (A,Y)は (A,B)と同値で第二種以下である．

2. C =
←−−−−
Y− {A}かつ Y ⊆ B∩

3. D ⊆ Y ⊆ B∩

またこれら条件の下で，B∩ = Y∩が成り立ち，任意のX ∈ PAに対して [X]Q =
⋂
X⊆Y∈Y Yが成り立

ち，♢は (A,Y)の補法である．特に，論対 (A,D)は (A,B)と同値で第二種以下であり，B∩ = D∩

が成り立ち，任意の X ∈ PAに対して [X]Q =
⋂
X⊆Y∈D Y が成り立ち，♢は (A,D)の否法である．
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証明 (1 =⇒ 2)問題 3.27.1と定理 3.27.4と定理 3.26.12系による．
(2 =⇒ 3)問題 3.18.38による．
(3 =⇒ 1) Y ⊆ B∩なることと定理 3.26.12により Yの各元はQで閉じている．従って Y− {A} ⊆ C

が成り立つ．従ってまた，補題 3.27.1と問題 3.27.8により，任意の x ∈ Aに対して {x, x♢} /∈
←−−−−
Y− {A}

が成り立つ．また，A /∈ D ⊆ YなることよりD ⊆ Y− {A}であって補題 3.27.1と定理 3.27.4によ
り C =

←−
D であるから，C ⊆

←−−−−
Y− {A}が成り立つ．

任意のX ∈ PAをとる．そうすると，Yの各元がQで閉じていたから [X]Q ⊆
⋂
X⊆Y∈Y Yが成り立

つ．この逆を示すために，任意の x ∈ ⋂X⊆Y∈Y Yをとる．そうすると X ⊆ Y ∈ Y− {A}なら，x ∈ Y
であるから，{x, x♢} /∈←−−−−Y− {A}だったことにより x♢ /∈ Yが成り立つ．従って {x♢}∪X ⊆ Y ∈ Y− {A}

なる Yは無い．従って C ⊆
←−−−−
Y− {A}だったことにより {x♢}∪X /∈ C，つまり [{x♢}∪X]Q = A，従っ

て (3.27.1)により x ∈ [X]Q が成り立つ．これで [X]Q =
⋂
X⊆Y∈Y Y が示された [70]．

論対 (A,Y)の最大論理を Q ′ で表す．そうすると任意の α ∈ A∗ に対して，定理 3.27.3により⋂
α⊆Y∈Y Y = [α]Q ′ であるから，[α]Q = [α]Q ′ が成り立つ．従って定理 3.26.8によりQ = Q ′が成
り立つ．従って (A,Y)は (A,B)と同値であり，また，任意の X ∈ PAに対して [X]Q ′ =

⋂
X⊆Y∈Y Y

であるから，定理 3.27.3により (A,Y)は第二種である．
以上により条件 1 – 3は同等である．これら条件の下でさらに，定理 3.26.12系と定義 3.26.1に

より B∩ = Y∩ が成り立ち，注意 3.27.2により ♢は (A,Y)の補法である．論対 (A,D)についての
ことは，定理 3.27.4によりD ⊆ B∩ なることと定理 3.27.5による．

系 (A,B)に補法が存在すれば，次の三条件は同等である．

1. (A,B)は第二種以下である．

2. C =
←−−−−−
B− {A}

3. D ⊆ B

証明 定理 3.27.7と B ⊆ B∩ なることによる．

注意 3.27.3 定理 3.27.7系の条件 C =
←−−−−−
B− {A}は，「X ∈ PAがB無矛盾であるためには XにB実

例の有ることが必要十分である」ことを意味する．また，定理 3.27.4と補題 3.27.1によれば，定
理 3.27.7系の仮定の下で←−−−−−B− {A} ⊆ C =

←−−−−−
B− {A} =

←−
D が成り立つ．従って，定理 3.27.7系の同等

な三条件はさらに

4. C ⊆
←−−−−−
B− {A}（つまり，(A,B)の無矛盾集合には B実例が有る）

なることとも←−−−−−B− {A} =
←−−−−−
B− {A}なることとも同等である（その他の同等な条件について定理 3.27.3

参照）．この後者の条件は，問題 3.18.3によれば次の条件と同等である．

5.
←−−−−−
B− {A}は有限的である．

これはやはり問題 3.18.3によれば，「X ∈ PAに B実例が有るためには Xの有限部分集合すべてに
B実例の有ることが必要十分である」ことを意味する．さらに以上の同等な五条件の下で，X ∈ C

であれば，C =
←−
D であったから X ⊆ Y なる Y ∈ Dが存在し，条件 3により D ⊆ B − {A}であ

るから，Y が Xの B実例となる．また，A上の B否法が存在する場合には，定理 3.27.5により
B− {A} ⊆ Dであるから，上記五条件はさらに次の条件と同等である．
[70]この論法は高岡洋介氏による．
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6. D = B− {A}

なお，条件 2 が条件 1 を含意することは，定理 3.27.4 で示した「(A,B) が第二種以下であれば
C =
←−−−−−
B− {A}が成り立つ」ということの逆である．

注意 3.27.4 問題 3.27.8により，X ∈ PAに B実例が存在すれば Xは B無矛盾である．しかしこ
の逆は真ではない．定理 3.27.7系と注意 3.27.3によれば，(A,B)に補法が有るとき，(A,B)の任
意の無矛盾集合にB実例が存在するためには，(A,B)が第二種以下であることが必要十分である．
定理 5.7.1によれば，補法の有る第三種の論対が存在する．従って，(A,B)の無矛盾集合にB実例
が存在するとは限らない．ただし定理 3.27.4によれば，(A,B)の有限無矛盾集合には B実例が存
在する．
問題 3.26.29により任意の論対は第一種の論対と同値であり，定理 3.27.4により，第二種以下の

論対では任意の無矛盾集合に実例が存在する．従って，実例の概念は同値普遍ではない．従って問
題 3.27.8により，C1も同値普遍な概念ではない．定理 3.27.4によりまた，(A,B)が第二種以下で
あるためには C = C2 なることが必要十分である．従って C2 も同値普遍な概念ではない．

注意 3.27.5 (✓) 定理 3.26.14の結論 1, 2は，(A,B)が第三種かつ Gが無限集合であれば，必ず
しも成り立たない．たとえば，(A,B)に補法が存在して (A,B)が第三種であるとする（定理 5.7.1

によりこういう (A,B)は実在する）．そうすると，定理 3.27.7系によりG ∈ C−
←−−−−−
B− {A}なるGが

存在し，定理 3.27.4によりGは無限集合である．そして，G /∈
←−−−−−
B− {A}なることによりBG ⊆ {A}，

従って問題 3.26.13により (A,BG)の理論は Aだけであるが，他方で G ∈ Cなることより，[G]Q

は (A,B)の Gを含む理論であって Aと異なる．つまり，この Gについては定理 3.26.14の結論 2

が成り立たない．

問題 3.27.22 定理 3.27.7系において同等な三条件は，次のいずれの条件とも同等である．
1. ν = µ 2. 任意の X ∈ PAについて「νX = A ⇐⇒ µX = A」が成り立つ．

略解 問題 3.26.12 により，条件 1 は定理 3.27.7 系の条件 1 と同等である．問題 3.26.11 と問題
3.26.14と注意 3.27.3により，条件 2は定理 3.27.7系の条件 2と同等である．

定理 3.27.8 (A,B)に補法が存在すれば，Aの部分集合 Xについての次の三条件は同等である．た
だし，(1 =⇒ 2)は補法が存在しなくても成り立つ．

1. X ∈ C

2. A∗上の強束関係≼がQの拡張であれば，PA×PAの元 (X, ∅)は≼によるAの切断である．

3. (X, ∅)は論対 (A,D)の恒真関係 ≼D による Aの切断である．

証明 (1 =⇒ 2) これの対偶を証明するために α ⊆ Xなる α ∈ A∗が α ≼ εをみたすと仮定すれば，
任意の y ∈ Aに対して α ≼ y，従って αQy，従って定理 3.27.1により X /∈ Cが成り立つ．
(2 =⇒ 3)定理 3.27.7と補題 3.27.2により ≼D がQを拡張する強束関係であることによる．
(3 =⇒ 1)これの対偶を証明するためにX /∈ Cと仮定する．そうすると問題 3.27.13により，α ⊆ X

なるある α ∈ A∗ と y ∈ Aが αQyと αQy♢ をみたす. ≼D がQの拡張であるから，α ≼D yと
α ≼D y

♢が成り立つ．また，定理 3.27.5により (A,B)の補法 x♢は (A,D)の否法である．従って
補題 3.27.2により yy♢ ≼D εも成り立つ．従って強消去律等により α ≼D εを得る．これは (X, ∅)
が ≼D による Aの切断ではないことを示す．
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定理 3.27.9 (A,B)に補法が存在すると仮定する．このとき，Aの部分集合 Xについての次の三
条件は同等である．ただし，(1 =⇒ 2)は補法が存在しなくても成り立つ．

1. X ∈ D

2. A∗ 上の強束関係 ≼がQの拡張であれば，(X,A− X)は ≼による Aの切断である．

3. (X,A− X)は論対 (A,D)の恒真関係 ≼D による Aの切断である．

また ≼D は，Qを拡張する A∗ 上の強束関係の中で包含関係 ⊆に関して最大のものである．

証明 (1 =⇒ 2) これの対偶を証明するために，α ⊆ X なる α ∈ A∗ と y1, . . . , yn ∈ A − X が
α ≼ y1 · · ·yn をみたすと仮定する．そうすると各 i ∈ {1, . . . , n}に対し，{yi} ∪ X /∈ Cであるか
ら [{yi} ∪ X]Q = Aが成り立つ．従って定理 3.26.8により，各 z ∈ Aと i ∈ {1, . . . , n}に応じて，
αi ⊆ Xなるある αi ∈ A∗ が yiαi ≼ zをみたす．これらと α ≼ y1 · · ·yn に強消去律等を繰り返し
使って αα1 · · ·αn ≼ zを得る．従って定理 3.27.1により X /∈ Cが成り立つ．
(2 =⇒ 3)定理 3.27.7と補題 3.27.2により ≼D がQを拡張する強束関係であることによる．
(3 =⇒ 1) ≼D が Qの拡張であって，α ⊆ Xなる任意の α ∈ A∗ と任意の y ∈ A − Xに対し

て α 6≼D yが成り立つから，定理 3.26.8により [X]Q = Xが成り立つ．また，定理 3.27.5により
(A,B)の補法 x♢ は (A,D)の否法である．従って補題 3.27.2により，≼D は両補律 xx♢ ≼D εと
ε ≼D xx

♢に従う．従って，任意の x ∈ Aに対して {x, x♢} ⊈ Xと {x, x♢} ⊈ A− Xが成り立つ．す
なわち，Xは ♢についての否定律「x♢ ∈ X ⇐⇒ x /∈ X」に従う．以上のことと定理 3.27.5によ
り X ∈ Dが成り立つ．
以上により条件 1 – 3は同等である．従って≼がQを拡張する強束関係であれば，任意の X ∈ D

に対して，(X,A−X)が≼によるAの切断であるから，定理 3.22.7により，≼は X関係≼Xに含
まれる．従って ≼は ≼D に含まれる．

問題 3.27.23 Aの二元 x, yが xQyと yQxをみたすとき（これは {x}と {y}が問題 3.27.7の意
味で B同値であることと同等である），xと yは B同値であると言う．そうすると，(A,B)に補
法 x♢ があれば，次のことが成り立つ．

1. Aのある元 xが x♢ と B同値であるためには，B ⊆ {A}なることが必要十分である．

2. 任意の x ∈ Aに対して，xと (x♢)♢ は B同値である．

3. Aの二元 x, yが B同値であるためには，x♢ と y♢ が B同値であることが必要十分である．

4. (A,B)に補法 x♦ がもう一つあれば，任意の x ∈ Aに対して x♢ と x♦ は B同値である．

5. 各 x ∈ Aに応じて x♢と B同値な Aの元 x♦を任意に一つとれば，これによって出来る単項
汎算法 ♦は (A,B)の補法である．

略解 結論 1 – 4については，Qが偏束律・偏矛盾律・偏排中律に従うことのみを使う素朴な証明
法もあるが，以下のようにする方が見通しがいい．まず定理 3.27.7と定理 3.27.5によれば，♢と
♦が B否法であると仮定していい．そう仮定すると，(A,B)の恒真関係 ≼Bは補題 3.27.2により
Qの拡張であって強束律と ♢と ♦についての両補律に従い，定理 3.21.3によりさらに ♢と ♦につ
いて背理律・道理律・対偶律・重補律に従う．結論 1については，xが x ≼B x

♢と x♢ ≼B xをみた
せば，背理律・道理律・偏巾等律・偏消去律により ε ≼B ε，従ってQ = A∗ ×Aが得られ，従っ



第 3章 論理代数学 323

て問題 3.26.13によりB ⊆ {A}が成り立つ．結論 2は重補律により，結論 3は対偶律により，結論
4は反復律・背理律・道理律による．結論 5については，x♦αQyであれば，これと x♢Qx♦から
偏消去律により x♢αQyが得られる．また，xx♢Qyと x♦Qx♢ から xx♦Qyが得られる．

問題 3.27.24 (A,B)に補法 x♢があれば，Aの元 xが B矛盾であるためには x♢が B恒真である
ことが必要十分であり，x♢ が B矛盾であるためには，xが B恒真であることが必要十分である．

略解 問題 3.27.23と同様，♢がB否法であると仮定していい．そう仮定すると，xがB矛盾であ
るためには，定理 3.27.4によれば，xが⋃(B− {A})に属さないことが必要十分であり，そのため
には x♢ が (A,B)の核⋂(B− {A})に属すことが必要十分である．

問題 3.27.25 論対 (A,B)と (A,B ′)が補法を共有すると仮定する．このとき次の二条件は同等で
ある（定理 3.30.31参照）．

1. (A,B)の核は (A,B ′)の核に含まれる．

2. (A,B)の矛盾元は (A,B ′)の矛盾元でもある．

従って，(A,B)と (A,B ′)が弱同値であるためには，(A,B)と (A,B ′)の矛盾元の全体が等しいこ
とが必要十分である．

略解 問題 3.27.24による．

定義 3.27.4 Aの部分集合 Xが [X]Q ∈ Dをみたすとき，Xを (A,B)の完全集合と呼んだり Xは
B完全であると言ったりする（定義 3.28.1の論拠の B完全性参照）．

以下この節では，AのB完全な部分集合の全体を Eで表す．なお，QとDが同値普遍な概念で
あるから，Eも同値普遍な概念である．

定理 3.27.10 B,C,D,Eについて次のことが成り立つ．

1. D ⊆ E ⊆ C

2. X ∈ Eなら，X ⊆ Y ∈ Dなる Y は存在して [X]Q に限る．

3. X ∈ Eに B実例が存在すれば，[X]Q が Xの唯一つの B実例である．

証明 問題 3.27.8による．つまりまず X ∈ Dなら，[X]Q = X ∈ Dであるから X ∈ Eが成り立つ．
次に X ∈ Eなら，X ⊆ [X]Q ∈ D ⊆ Cであるから，X ∈ Cが成り立って X ⊆ Y ∈ Dなる Y が有る．
次に E 3 X ⊆ Y ∈ Dなら，D 3 [X]Q ⊆ [Y]Q = Y ∈ D ⊆ Cであるから [X]Q = Y となる．最後に，
X ∈ Eに B実例 Bが有れば，D 3 [X]Q ⊆ B ∈ Cであるから B = [X]Q が成り立つ．

定理 3.27.11 (A,B)に補法 x♢ が有れば，Aの部分集合 Xについての次の五条件は同等である．

1. X ∈ E

2. [X]Q は ♢についての否定律「x♢ ∈ [X]Q ⇐⇒ x /∈ [X]Q」に従う．

3. Xは Cに属して任意の x ∈ Aに対して x ∈ [X]Q または x♢ ∈ [X]Q をみたす．
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4. X ⊆ Y ∈ Dなる Y が存在して [X]Q に限る．

5. X ⊆ Y ∈ Dなる Y が唯一つ存在する．

証明 [
[X]Q

]
Q

= [X]Q が成り立つ．また，問題 3.27.8により「X ∈ C ⇐⇒ [X]Q ∈ C」が成り立
つ．従って定理 3.27.5により条件 1 – 3は同等である．定理 3.27.10により (1 =⇒ 4)が成り立ち，
(4 =⇒ 5)は自明に成り立ち，定理 3.27.7により (5 =⇒ 1)が成り立つ．

定理 3.27.12 (A,B)に否法が存在すれば，XをAの部分集合とし，Xが有限集合であるかまたは
(A,B)が第二種以下であると仮定するとき，次の四条件は同等である．

1. X ∈ E

2. [X]Q が Xの唯一つの B実例である．

3. Xに B実例が唯一つ存在する．

4. [X]Q ∈ B− {A}

また，(A,B)に補法が存在して (A,B)が第二種以下であれば，X ∈ PAについての条件 1 – 3は
同等であって条件 4を含意する．

証明 (1 =⇒ 2) X ∈ Eであれば，定理 3.27.10により X ∈ Cであるから，定理 3.27.4により Xに
B実例が存在し，従ってまた定理 3.27.10により，[X]Q が Xの唯一つの B実例である．
(2 =⇒ 3) これは自明である．
(3 =⇒ 4)定理 3.27.3と問題 3.26.15により [X]Q =

⋂
X⊆B∈B−{A} Bが成り立つ．従って，XのB

実例が B唯一つであれば [X]Q = B ∈ B− {A}が成り立つ．
(4 =⇒ 1)定理 3.27.5により B− {A} ⊆ Dが成り立つからである．
以上で前半が証明された．後半については，(1 =⇒ 2) と (2 =⇒ 3) は上と同様に証明されて

(2 =⇒ 4)は自明であるから，(3 =⇒ 1)を示せばいいが，定理 3.27.7系と注意 3.27.3に記したこ
とからD ⊆ B− {A} ⊆

←−
D であるから，条件 3の下では，X ⊆ Y ∈ Dなる Yが唯一つ存在し，従っ

て定理 3.27.11により条件 1がみたされる．

定理 3.27.13 論対 (A ′,B ′)が (A,B)の拡大であってAが (A ′,B ′)の補法 x♢で閉じていれば，A
は (A ′,B ′)の矛盾集合であり（定理 3.27.14参照），♢のAへの制限は (A,B)の補法である．「補
法」を「否法」に換えても同様に成り立つ．

証明 定理 3.27.5と問題 3.27.14により Aは (A ′,B ′)の矛盾集合である．
♢が B ′ 補法の場合：定理 3.26.13により，Qは (A ′,B ′)の最大論理 Q ′ の A∗ × Aへの制限に
等しい．Q ′ が ♢に関し偏排中律と偏矛盾律に従うから，Qは ♢の Aへの制限に関し偏排中律と
偏矛盾律に従う．
♢が B ′ 否法の場合：任意の x ∈ Aと B ∈ B − {A}に対し，B = B ′ ∩Aなる B ′ ∈ B ′ − {A ′}が

存在し x♢ ∈ Aであるから，「x♢ ∈ B ′ ⇐⇒ x /∈ B ′」が成り立つことにより「x♢ ∈ B ⇐⇒ x /∈ B」
も成り立つ．

定理 3.27.14 論対 (A ′,B ′) が (A,B) の拡大であって A が (A ′,B ′) の矛盾集合であれば（定理
3.27.13参照），Aの部分集合 Xと PA× PAの元 (X, Y)について次のことが成り立つ．
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1. Xが (A,B)の矛盾集合であるためには，(A ′,B ′)の矛盾集合であることが必要十分である．

2. Xが (A ′,B ′)の完全集合であれば，(A,B)の完全集合でもである．

3. B ∈ Bと B ′ ∈ B ′ が B = B ′ ∩Aをみたすとき，Bが Xの B実例であるためには B ′ が Xの
B ′実例であることが必要十分であり，Bが (X, Y)の B実例であるためには，B ′が (X, Y)の
B ′ 実例であることが必要十分である．

証明 (A ′,B ′)の最大論理をQ ′で表す．そうすると定理 3.26.13により，QはQ ′のA∗ ×Aへの
制限であり，[X](A,Q) = [X](A ′,Q ′) ∩Aが成り立つ．
1. 上のことから，[X](A,Q) 6= Aであれば [X](A ′,Q ′) 6= A ′ が成り立つ．逆に [X](A,Q) = Aであ

れば，A ⊆ [X](A ′,Q ′)，従って [A](A ′,Q ′) ⊆ [X](A ′,Q ′)であるから，Aが (A ′,B ′)の矛盾集合であ
ることにより [X](A ′,Q ′) = A

′ が成り立つ．
2. (A ′,B ′)において C,D,Eに相当する集合を C ′,D ′,E ′ で表し，X ∈ E ′ と仮定する．そうす

ると，定理 3.27.10により X ∈ C ′ であるから，結論 1により X ∈ C，従って問題 3.27.8により
[X](A,Q) ∈ Cが成り立つ．そこで [X](A,Q) ⊆ Y ∈ Cとする．そうすると，X ⊆ [X](A,Q) ⊆ Yであるか
ら [X](A ′,Q ′) ⊆ [Y](A ′,Q ′)が成り立ち，A 6= [Y](A,Q) = [Y](A ′,Q ′) ∩Aであるから [Y](A ′,Q ′) 6= A ′，
すなわち Y ∈ C ′が成り立ち，従って問題 3.27.8により [Y](A ′,Q ′) ∈ C ′が成り立つ．X ∈ E ′，すなわ
ち [X](A ′,Q ′) ∈ D ′と仮定していたから，[X](A ′,Q ′) = [Y](A ′,Q ′)，従って [X](A,Q) = [Y](A,Q) ⊇ Y，
従って [X](A,Q) = Y が成り立つ．これで [X](A,Q) ∈ D，すなわち X ∈ Eが示された．
3. B = B ′∩AであるからY∩B = Y∩B ′が成り立つ．従ってB 6= Aかつ (X, Y) ⊆ (B,A−B)であれ
ば，B ′ 6= A ′と (X, Y) ⊆ (B ′, A ′−B ′)が成り立つ．逆にB ′ 6= A ′かつ (X, Y) ⊆ (B ′, A ′−B ′)であれば，
Aが (A ′,B ′)の矛盾集合であることによりA 6⊆ B ′であるから B 6= Aであり，(X, Y) ⊆ (B,A−B)

が成り立つ．これで (X, Y)についてのことが示された．Xについてのことも同様でより易しい．

3.28 論拠の完全性
＄ 第 3.26節では，論理学における意味論が論対論として著しく抽象されることを説明した．こ
こでは，論対の概念と第 3.25節の偏生成関係の概念を使って，論理学における演繹論の中心であ
る完全性論が「論拠論」としてやはり著しく抽象されることを説明しよう．
この節を通じて，そうでない旨断らない限り，(A,B)を論対とし，その核と最大論理をそれぞれ

CとQで表す．また，A∗, A間の関係 RとAの部分集合Dの組み (R,D)を，第 3.25節ではA上
の生成対と呼んだが，ここでは論理学的文脈に合わせて A上の論拠と呼び替える．すなわち論拠
は，論理学における推論規則と論理的公理系の組みを抽象した概念である（第 3.30.5項参照）．な
お，第 3.19節以降使ってきた AZ記法や列便法を引き続いて使う．

定義 3.28.1 A上の論拠 (R,D)について次の六項の定義を設ける．

1. (R,D) が B 健全であるとは，RD ⊆ Q をみたすことを言う．問題 3.28.2 を先取りすれば，
RD ⊆ Qなることは R ⊆ QかつD ⊆ Cなることと同等である．そこで，R ⊆ Qのとき Rは
B健全であると言い，D ⊆ Cのとき Dは B健全であると言う．なお定理 3.26.5によれば，
R ⊆ Qであることは Rが B論理であることに他ならない．

2. (R,D)が B充分であるとは，Q ⊆ RD をみたすことを言う．
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3. (R,D)が B完全であるとは，(R,D)が B健全かつ B充分であることを，すなわちQ = RD

をみたすことを言う（定義 3.27.4の Aの部分集合の B完全性参照）．

4. (R,D)が B弱完全あるいは B核完全であるとは，C = [D]R をみたすことを言う．

5. (R,D)が B強完全であるとは，(R,D)が B健全であって Aの Dを含む R理論がすべて B

の Aに関する交包 B∩ に属すことを言う．

6. (R,D)が B超完全であるとは，AのDを含む R理論の全体が Bに等しいことを言う．

また，「B健全」等を「Bに関して健全」「(A,B)に関して健全」等と言うこともある．さらに，A
上の算法族 (ρλ)λ∈Λ と Aの部分集合 Dの組み ((ρλ)λ∈Λ, D)を A上の算法論拠と呼び，(ρλ)λ∈Λ

の関係化 RとAの部分集合Dから成る論拠 (R,D)の (A,B)に関する四種の完全性（修飾なしの完
全性と弱完全性・強完全性・超完全性）・健全性・充分性のそれぞれを以て，算法論拠 ((ρλ)λ∈Λ, D)

の (A,B)に関する四種の完全性・健全性・充分性と定義する．

問題 3.28.1 (✓) Aが代数系でBがAの台部分系の全体であるとき，Aの代数構造の関係化を R

で表せば，A上の論拠 (R, ∅)は B超完全である．
Aが第一分離公理をみたす非離散位相空間でBがAの開集合系または閉集合系であるとき，A∗, A

間の関係 Rを「αRy =⇒ α 3 y」をみたすよう任意にとれば，A上の論拠 (R, ∅)は，Bが開集合
系であれば B強完全であるが B超完全でなく，Bが閉集合系であれば B完全であるが B強完全
でない．

略解 前半は問題 3.24.1による．後半では，問題 3.26.21により R ⊆ QであってQが最小偏束関
係であるから，定理 3.25.4系 2によりQ = R∅ が成り立つ．また，R理論の全体は PAである．

定理 3.28.1 A上の論拠 (R,D)についての次の四条件は同等である．

1. (R,D)は B完全である．

2. Aの任意の部分集合 Xに対して [X]Q = [X ∪D]R が成り立つ．

3. (A,B)の理論の全体は AのDを含む R理論の全体に等しい．

4. R ⊆ Q, D ⊆ C, Q ⊆ RD が成り立つ．

証明 定理 3.26.8によりQは偏束律に従う．そして，定理 3.26.6により (A,B)の理論は界 (A,Q)

の閉部分界に他ならず，問題 3.26.1によりAの R理論は界 (A,R)の閉部分界に他ならない．また，
定理 3.26.9により C = AQ が成り立つ．従って，定理 3.25.5系により条件 1 – 4は同等である．
写像論理を使う別証 条件 1 – 4が次の条件 5と同等であることを示そう．ただし，νは (A,B)

の最大の有限的写像論理であり，φRD は Rによる 1圏写像 φR のD包である．

5. ν = φR
D が成り立つ．

(1⇐⇒ 5) Q = RD であれば，問題 3.26.14と問題 3.25.9により ν = φQ = φRD = φR
D が成り

立つ．逆に ν = φR
Dであれば，φQ = ν = φR

D = φRD であり，また定理 3.26.8と定理 3.25.2に
よりQと RD が偏束律に従うから，問題 3.24.16によりQ = RD が成り立つ．
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(5 ⇐⇒ 2) 条件 5は，任意の X ∈ PAに対して νX = φR
DXの成り立つことと同等である．問

題 3.26.14により νX = [X]Qである．問題 3.25.7と問題 3.24.16により φR
DX = [X∪D]Rである．

従って，条件 5と条件 2は同等である．
(5 ⇐⇒ 3)問題 3.26.11と問題 3.25.7により νと φR

D は閉写であるから，定理 3.18.1により，
条件 5は νと φR

D の留域が一致することと同等である．Aの ν留元はすなわち Aの ν理論であ
り，それは問題 3.26.14によりすなわちAのQ理論であり，それはすなわち (A,B)の理論である．
他方，Aの φR

D 留元はすなわち Aの φR
D 理論であり，問題 3.25.7と問題 3.24.16によりそれは

すなわち AのDを含む R理論である．従って，条件 5と条件 3は同等である．
(5 ⇐⇒ 4) 条件 5 は ν ⊆ φR

D かつ ν ⊇ φR
D なることと同等である．(1 ⇐⇒ 5) でと同様，

ν ⊆ φRDなることはQ ⊆ RDなることと同等である．また，νが閉写であるから，問題 3.25.7に
より，ν ⊇ φR

D なることは ν ⊇ φR かつ D ⊆ ν∅なることと同等である．(1 ⇐⇒ 5)でと同様，
ν ⊇ φR なることは Q ⊇ Rなることと同等であり，それは Rが B論理であることと同等である．
問題 3.26.18により ν∅ = Cが成り立つ．従って，条件 5と条件 4は同等である．

注意 3.28.1 定理 3.28.1の同等な四条件は，条件 2において「部分集合」を「有限部分集合」に書
き換えて得られる条件とも同等である．

問題 3.28.2 A上の論拠 (R,D)についての次の三条件はいずれも，(R,D)が B健全であることと
同等である．

1. Aの任意の部分集合 Xに対して [X]Q ⊇ [X ∪D]R が成り立つ．

2. (A,B)の理論は AのDを含む R理論でもある．

3. R ⊆ QとD ⊆ Cが成り立つ．

また，次の二条件はいずれも，(R,D)が B充分であることと同等である．

4. Aの任意の部分集合 Xに対して [X]Q ⊆ [X ∪D]R が成り立つ．

5. AのDを含む R理論は (A,B)の理論でもある．

略解 定理 3.25.5系などによる．

問題 3.28.3 A上の論拠 (Q,C)は，B健全なA上の論拠の中で P(A∗ ×A)×PA上の直積順序関
係 ⊆について最大のものであり，B完全である．

略解 (Q,C)が B完全であることは問題 3.26.19などによる．

問題 3.28.4 (✓) Qの特異核Q ′ と Cから成る論拠は B完全である（注意 3.24.6参照）．

略解 問題 3.26.20による．

定理 3.28.2 A上の論拠 (R,D)は，B完全なら B弱完全である．

証明 (R,D)が B完全なら，Aの任意の部分集合 Xに対して [X]Q = [X ∪D]R，特に [∅]Q = [D]R

が成り立つが，定理 3.26.9により C = [∅]Q であるから，C = [D]R が成り立つ．
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問題 3.28.5 A上の論拠 (R,D)は，B健全なら C ⊇ [D]R をみたし，B充分なら C ⊆ [D]R をみ
たす．

問題 3.28.6 A上の論拠 (R,D)が B弱完全であれば，Rは (A,B)の弱論理であってD ⊆ Cが成
り立つ．

略解 C = [D]Rであるから，特にCは Rによって閉じており，従って Rは (A,B)の弱論理である．

定理 3.28.3 (R,D)が A上の B弱完全な論拠であって，写像 ϕ ∈ A∗ ×A→ Aで

αQy ⇐⇒ εQϕ(α, y) αRD y ⇐⇒ ε RDϕ(α, y)

なる二条件をみたすものがあれば，(R,D)は B完全である．

証明 定理 3.26.9と (R,D)が B弱完全であることより，任意の y ∈ Aに対して

εQy ⇐⇒ y ∈ C ⇐⇒ y ∈ [D]R ⇐⇒ ε RD y

が成り立つ．従って，任意の (α, y) ∈ A∗ ×Aに対して次のことが成り立つ．

αQy ⇐⇒ εQϕ(α, y) ⇐⇒ ε RDϕ(α, y) ⇐⇒ αRD y

従ってQ = RD，すなわち (R,D)は B完全である．

問題 3.28.7 (R,D)が A上の C ⊆ [D]R なる論拠であって，写像 ϕ ∈ A∗ ×A→ Aで

αQy =⇒ εQϕ(α, y) αRD y ⇐= ε RDϕ(α, y)

なる二条件をみたすものがあれば（矢印の向きに注意），(R,D)は B充分である．

問題 3.28.8 A上の論拠 (R,D ′)が B完全であるとする．このとき，Rと Aの部分集合Dから成
る論拠 (R,D)は，B弱完全なら B完全である！

略解 (R,D)が B弱完全なら，[D]R = C = [D ′]R なので，問題 3.25.5により RD = RD
′
= Qが

成り立つ．

定理 3.28.4 A上の論拠 (R,D)が B強完全であるためには，(R,D)が B完全であって (A,B)が
第二種以下であることが必要十分である．従って，(R,D)が B強完全であれば，(R,D)は B完全
である．

証明 AのDを含む R理論の全体をDで表す．そしてまず，(R,D)がB強完全であると仮定する．
そうすると，D ⊆ B∩ ⊆ B∩が成り立つ．特にD ⊆ B∩であるから，定理 3.26.12と問題 3.28.2に
よりQ ⊆ RD，従ってまた仮定と定理 3.28.1によりQ = RD と B∩ = Dが成り立つ．後者の式と
先のD ⊆ B∩ ⊆ B∩ から B∩ = B∩，すなわち (A,B)は第二種以下である．
次に，(R,D)が B完全であると仮定する．そうすると，(R,D)は B健全であり，定理 3.28.1に

よりD = B∩が成り立つ．従ってさらに (A,B)が第二種以下であれば，D = B∩が成り立つから，
(R,D)は B強完全である．
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定理 3.28.5 A上の論拠 (R,D)についての次の三条件は同等である．

1. (R,D)は B超完全である．

2. (R,D)が B完全であって (A,B)は第一種である．

3. (R,D)が B強完全であって B∩ = Bである．

従って，(R,D)が B超完全であれば，(R,D)は B強完全である．

証明 定理 3.28.4により，(R,D)が B強完全であって B∩ = Bであるためには，(R,D)が B完全
であって B∩ = B∩ = Bであることが必要十分であり，この式は (A,B)が第一種であることと同
等である．従って，条件 2, 3は同等である．
(1 =⇒ 2) (R,D)が B超完全であると仮定する．そうすると，AのDを含む R理論の全体が B

に等しいことから，次の三つのことが分かる．第一に，Rは Bの各元を閉ざすから B論理であり，
従ってQに含まれる．第二に，Dは Bの各元に含まれるから Cに含まれる．第三に，AのDを
含む R理論は (A,B)の理論でもある．従って問題 3.28.2により，(R,D)はB完全である．従って
さらに定理 3.26.12と定理 3.28.1により B∩ = B，すなわち (A,B)は第一種である．
(2 =⇒ 1) (R,D)が B完全で (A,B)が第一種であると仮定する．そうすると定理 3.28.1と定理

3.26.12により，AのDを含む R理論の全体は Bに等しい．つまり，(R,D)は B超完全である．

定理 3.28.6 論対 (A,B)について次のことが成り立つ．

1. A上のある論拠が B超完全であれば，(A,B)は第一種である．逆に (A,B)が第一種であれ
ば，A上の B完全な論拠はどれも B超完全である．

2. A 上のある論拠が B 強完全であって B 超完全でなければ，(A,B) は第二種である．逆に
(A,B)が第二種であれば，A上のB完全な論拠はどれもB強完全であってB超完全でない．

3. A上のある論拠がB完全であってB強完全でなければ，(A,B)は第三種である．逆に (A,B)

が第三種であれば，A上の論拠はどれも B強完全でない．

証明 結論 1と結論 3はそれぞれ，定理 3.28.5と定理 3.28.4の一部の言い換えに過ぎない．結論 2

については，論拠 (R,D)がB強完全であってB超完全でなければ，まず定理 3.28.4により (R,D)

はB完全であって (A,B)は第二種以下であり，次に定理 3.28.5により (A,B)は第二種である．逆
に (A,B)が第二種であれば，B完全な論拠は，まず定理 3.28.4によりB強完全であり，次に定理
3.28.4により B超完全でない．従って結論 2が成り立つ．

定理 3.28.7 論対 (A,B ′)が (A,B)と同値であれば，A上の論拠 (R,D)のBに関する完全性・健全
性・充分性はそれぞれ，B ′に関する完全性・健全性・充分性と同義である．また，(A,B ′)が (A,B)

と弱同値であれば，(R,D)の Bに関する弱完全性は B ′ に関する弱完全性と同義である．従って，
完全性・健全性・充分性・弱完全性は同値普遍な概念である．

証明 定理 3.26.11とその系により，(A,B ′)と (A,B)が同値であれば (A,B ′)と (A,B)の最大論理
が等しく (A,B ′)と (A,B)は弱同値であり，(A,B ′)と (A,B)が弱同値であれば，(A,B ′)と (A,B)

の核が等しい．従って定義 3.28.1によりこの定理が成り立つ．
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系 PAの部分集合B ′がB∩ = B ′∩をみたせば，A上の論拠 (R,D)のBに関する完全性・強完全
性・弱完全性・健全性・充分性はそれぞれ，B ′に関する完全性・強完全性・弱完全性・健全性・充
分性と同義である．特に B ′ = B∩ であれば，上と同じ結論が成り立つ．

証明 論対 (A,B ′)が定理 3.26.12系により (A,B)と同値，従って定理 3.26.11により (A,B)と弱
同値であるから，強完全性以外のことは定理 3.28.7により成り立つ．B∩ = B ′∩だから，強完全性
についてのことも定義により成り立つ．問題 3.18.36によりB∩ = (B∩)∩であるから，前半により
後半が成り立つ．

系 2 A上の論拠 (R,D)について次のことが成り立つ．

1. (R,D)が B完全であるためには，B∩ 超完全であることが必要十分である．

2. (R,D)が B強完全であるためには，B∩ 超完全であることが必要十分である．

証明 (R,D)が B完全であることは，定理 3.28.1と定理 3.26.12により，Aの R理論でDを含む
ものの全体が B∩に等しいことと同等であり，このことは定義により，(R,D)が B∩超完全である
ことと同等である．
(R,D)が B強完全なら，系により B∩ に関しても強完全であって B∩ が Aに関して交閉的であ

るから，定理 3.28.5により (R,D)は B∩ 超完全である．逆に (R,D)が B∩ 超完全であれば，定理
3.28.5により B∩ 強完全であるから，Bに関しても強完全である．

問題 3.28.9 B ′ = B−{A}について，定理 3.28.7系前半と同じ結論が成り立つ（問題 3.26.25参照）．

略解 第 3.9.3項の上限の定義によりAは B ′元零個の交わりだから，B ′ ⊆ B ⊆ B ′∩が成り立ち，
従って B∩ = B ′∩ だからである．

問題 3.28.10 (✓) PAの部分集合 B ′が B∩ ⊆ B ′∩をみたし A上の論拠 (R,D)が B ′健全であれ
ば，(R,D)は Bに関しても健全であり，(R,D)の Bに関する完全性・強完全性・弱完全性はそれ
ぞれ，B ′ に関する完全性・強完全性・弱完全性を含意する．

略解 B∩ ⊆ B ′∩が成り立つので，定理 3.26.12系により論対 (A,B ′)は (A,B)に覆われ，(A,B ′)

の最大論理と核をQ ′ と C ′ で表せば，Q ′ ⊆ Qと C ′ ⊆ Cが成り立つ．

3.29 関係の法則と生成対
＄ ここでは，集合A,B間の関係についてのある種の法則がA×B上の生成対と捉えられること
を説明する．

3.29.1 関係の生成的法則
§第 3.19節で定めた束律・強束律・ブール律・擬ブール律や第 3.20節で定めた偏束律や第 3.21

節で定めた弱ブール律に共通する性質を，次の定義のように捉えることができる．
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定義 3.29.1 集合 A,Bの直積 A ′ = A × Bの部分集合 D ′ と A ′∗, A ′ 間の関係 R ′ の組み (R ′, D ′)

をA,B間の関係についての生成的法則とも呼ぶ．そして，A,B間の関係 Rがこの法則 (R ′, D ′)に
従うとは，A ′ の部分集合としての Rが界 (A ′, R ′)のD ′ を含む閉部分界であることと定める．ま
た，法則 (R ′, D ′)に従う A,B間の関係を (R ′, D ′)関係と呼ぶ．
なおこういう組み (R ′, D ′)を，第 3.25節では A ′ 上の生成対と呼び，第 3.28節では A ′ 上の論

拠と呼んだ．今後も文脈によっては，上の定義に拘わらず呼び方を色々に変える．

例 3.29.1 同値律とそれを成す反射律・対称律・推移律が生成的法則であることを説明しよう．
集合 A上の関係の場合には，定義 3.29.1における A ′ は A×Aである．そこでまず

D ′ = {(x, x) | x ∈ A}

と定める．次に，A ′∗, A ′ 間の関係 S ′ と T ′ を第 3.9.7項で説明した分数式定義法により

S ′ =
(x, y)

(y, x)
(x, y ∈ A)

T ′ =
(x, y) (y, z)

(x, z)
(x, y, z ∈ A)

と定め，これらの和を R ′ で表す．そうすると，A上の関係 Rが反射律に従うことはD ′ ⊆ Rなる
ことに他ならず，Rが対称律に従うことは Rが S ′で閉じていることに他ならず，Rが推移律に従う
ことは Rが T ′で閉じていることに他ならない．従って定理 3.24.5により，Rが同値関係であるこ
とは RがD ′ を含み R ′ で閉じていることに他ならない．つまり，A上の関係についての同値律は
生成的法則 (R ′, D ′)に等しく，同値関係は (R ′, D ′)関係に他ならない．同様に，推移律は生成的法
則 (T ′, ∅)に等しく，対称律は生成的法則 (S ′, ∅)に等しく，反射律は生成的法則 (∅, D ′)に等しい．
なお次の問題 3.29.1での定義によれば，(R ′, D ′) = (∅, D ′) ∪ (S ′, ∅) ∪ (T ′, ∅)が成り立つ．

問題 3.29.1 集合 A,B 間の関係についての生成的法則の族 (Ri, Di) (i ∈ I) に対して，同じく
集合 A,B 間の関係についての生成的法則 (⋃

i∈I Ri,
⋃
i∈IDi

) を (Ri, Di) (i ∈ I) の和と呼んで⋃
i∈I(Ri, Di)で表す．そうすると，A,B間の関係がすべての i ∈ Iに対して法則 (Ri, Di)に従うた
めには，⋃i∈I(Ri, Di)に従うことが必要十分である．
定理 3.29.1 (R ′, D ′)を集合A,B間の関係についての生成的法則とし，A ′ = A×Bと定める．こ
のとき，界 (A ′, R ′)におけるD ′の界包 [D ′]R ′ をA,B間の関係とみなしたものは，最小の (R ′, D ′)

関係である．より一般に，Rが A,B間の関係であれば，[R ∪D ′]R ′ は Rを含む最小の (R ′, D ′)関
係である．

証明 [R ∪D ′]R ′ が (A ′, R ′)の RとD ′ を含む閉部分界の中で最小のものだからである．

問題 3.29.2 問題 3.9.50について例 3.29.1と定理 3.29.1に基づいて考えよ．

略解 例 3.29.1の記号を用いれば，界 (A ′, ∅)における R ∪D ′ の界包は R ∪D ′ に等しい．また，
(x, y) ∈ A ′が界 (A ′, S ′)における Rの n圏に属すためには，nが偶数のときには (x, y) ∈ Rなるこ
とが必要十分であり，nが奇数のときには (y, x) ∈ Rなることが必要十分である．また，(x, y) ∈ A ′

が界 (A ′, T ′)における Rの n圏に属すためには，Aの元の列 x0, x1, . . . , xn+1 で x0 = x, xn+1 =

y, (xi−1, xi) ∈ R (i = 1, . . . , n+ 1) なるものの存在することが必要十分である．
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定理 3.29.2 集合 A,B間の関係の集合 Rについての次の二条件は同等である．

1. Rは，ある一つの生成的法則に従う A,B間の関係の全体に等しい．

2. Rは P(A× B)の部分集合として A× Bに関して交閉的かつ概有限である．

従って特に，集合 A,B間の関係についての生成的法則は交閉的である．

証明 問題 3.26.30により，条件 2がみたされるためには，A×B上のある論拠 (R ′, D ′)に対して，
Rが A× Bの R ′ 理論でD ′ を含むものの全体に等しいことが必要十分であり，それは，Rが生成
的法則 (R ′, D ′)に従う A,B間の関係の全体に等しいことと同等である．

問題 3.29.3 (A, (αλ)λ∈Λ)を汎代数系とし，A ′ = A×Aとし，各 λ ∈ Λに対してA ′∗, A ′間の関
係 R ′

λ を分数式に次のように定める．ただし，nλ は αλ の項数である．
(a1, a

′
1) . . . (anλ , a

′
nλ

)(
αλ(a1, . . . , anλ), αλ(a

′
1, . . . , a

′
nλ

)
)

さらに R ′ =
⋃
λ∈Λ R

′
λと定める．そうすると，代数構造 (αλ)λ∈Λと両立する A上の関係は (R ′, ∅)

関係に他ならない．従って汎代数系については，代数構造と両立する関係の全体は交閉的である
（問題 3.11.4と注意 3.11.2参照）．

定義 3.29.2 集合A,B間の関係についての二組の生成的法則 (Q ′, C ′)と (R ′, D ′)について，(Q ′, C ′)

関係がすべて (R ′, D ′)関係であるとき，法則 (Q ′, C ′)は法則 (R ′, D ′)より強いとか，法則 (Q ′, C ′)

は法則 (R ′, D ′)を含意するとか，法則 (R ′, D ′)は法則 (Q ′, C ′)より弱いとかと言う．また，(Q ′, C ′)

関係の全体が (R ′, D ′)関係の全体に等しいとき，法則 (Q ′, C ′)は法則 (R ′, D ′)と同等であるとか同
値であるとかと言う．また，最小 (Q ′, C ′)関係最小 (R ′, D ′)関係に等しいとき，法則 (Q ′, C ′)は
法則 (R ′, D ′)と弱同値であると言う．さらに，(Q ′, C ′)と (R ′, D ′)が R ′ ⊆ Q ′ とD ′ ⊆ C ′ をみた
すとき，(Q ′, C ′)は (R ′, D ′)より豊富であると言う．

この「強い」「含意する」「弱い」という関係は擬順序関係であり，「同値」という関係は同値関係
であり，「豊富」という関係は順序関係である．

問題 3.29.4 (Q ′, C ′)を集合A,B間の関係についての生成的法則とするとき，次のことが成り立つ．

1. (Q ′, C ′) が A,B 間の関係についての生成的法則 (R ′, D ′) より豊富であれば，(Q ′, C ′) は
(R ′, D ′)より強い．

2. (Q ′, C ′)がA,B間の関係についての生成的法則 (R ′, D ′)より強いためには，偏生成関係につ
いて R ′D ′

⊆ Q ′C ′ の成り立つことが必要十分である．

3. A,B間の関係についての生成的法則 (Q ′C ′
, [C ′]Q ′)は，(Q ′, C ′)より弱い生成的法則の中で

最も豊富なものであると共に，(Q ′, C ′)と同値である．

略解 結論 2, 3は定理 3.25.5による．

定理 3.29.3 Rを集合 A,B間の関係とし，(R ′, D ′)を A,B間の関係についての生成的法則とし，
E ′ を A× Bの部分集合とする．このとき，A,B間の関係Qで

1. R ⊆ Q 2. Qは法則 (R ′, D ′)に従う 3. xQyなる (x, y) ∈ E ′ は存在しない
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なる三条件をみたすものがあれば，その中に包含関係 ⊆について極大のものがある．

証明 A ′ = A × Bと定めると，Qが上の三条件をみたすことは，Qが界 (A ′, R ′)の閉部分界で
あってQ ⊇ R∪D ′とQ∩ E ′ = ∅をみたすことと同等である．従って，定理 3.24.12によりこの定
理が成り立つ．

3.29.2 生成的法則としての類ブール律
§ここでは，定理 3.29.1をブール律等の具体例に即して敷衍する．そのために第 3.23節の記法
を拡張し，一般に集合 Aに対し，A∗ ×A∗の元 (α,β)を α→ βだけでなく β← αでも表して A

上の矢式とか式とかと呼ぶ（それが好ましい理由は定理 3.29.4の証明を見れば分かるであろう）．
それに合わせて A∗ ×A∗ を A⃗で表す．

A⃗ = A∗ ×A∗

また，第 3.19節以降使ってきた AZ記法や列便法を引き続いて使う．

定理 3.29.4 ［｛強，偏｝］束律・［｛擬，弱｝］ブール律およびこれらの法則を成す反復律・［偏］付
加律・［偏］巾等律・［偏］置換律・［｛強，偏｝］消去律・［強］両限律・［強］両補律・［強］三導律
はそれぞれ生成的法則である（角括弧［　］と中括弧｛　｝の意味については端書き参照）．

注意 3.29.1 証明は長いが，最後の二行を除き，「集合A,Bの直積A×Bの部分集合 RをA,B間の
関係とも呼び，A× Bの元 (a, b)が Rに属すことを aRbで表す」という定義と束律・…・弱ブー
ル律の定義の言い換えに過ぎない．

証明 Aを任意の集合とし，A∗ 上の任意の関係 Rをとる．すなわち，Rは A⃗の部分集合である．
そして，A上の x→ xなる形の式を反復式と呼ぶ (x ∈ A)．また，A⃗∗, A⃗間の五種九個の関係を分
数式に次のように定める（矢式の向きに注意）．

α→ β

xα→ β

α← β

xα← β
(付加関係)

xxα→ β

xα→ β

xxα← β

xα← β
(巾等関係)

αxyβ→ γ

αyxβ→ γ

αxyβ← γ

αyxβ← γ
(置換関係)

α→ x xβ→ δ

αβ→ δ

α← x xβ← δ

αβ← δ
(消去関係)

α→ xγ xβ→ δ

αβ→ δγ
(強消去関係)

そうすると，Rが反復律に従うことは，反復式がすべて Rに属すことと同等である．また，Rが付
加律・巾等律・置換律・消去律・強消去律のそれぞれに従うことは，Rが付加関係・巾等関係・置換
関係・消去関係・強消去関係のそれぞれで閉じていることと同等である．以上のことと問題 3.29.1
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により，束律と強束律およびそれらを成す付加律・…・強消去律は生成的法則である．特に，付加・
巾等・置換・強消去の四関係の和を R⃗0で表し反復式の全体を D⃗0で表せば，生成的法則 (R⃗0, D⃗0)

が強束律に他ならない．偏束律とそれらを成す法則についても同様である．
ブール律・擬ブール律・弱ブール律について考えるために，以下，x∧y, x∨y, x♢, x⇒yをA

上の汎算法とする．そして，四種十一類の式を次のように定義する（矢式の向きに注意）．

x∧y→ x x∧y→ y xy→ x∧y (下限式)

x∨y← x x∨y← y xy← x∨y (上限式)

xx♢ → ε xx♢ ← ε (両補式)

x♢ → x⇒y y→ x⇒y x, x⇒y→ y (三導式)

三導式中の初めの二式はそれぞれ三導律中の初めの下補導律と反復導律の式化であるが，三番目の
式は，三導律中の三番目の法則である上補反復導律の式化でなく，注意 3.21.4を踏まえて消去導
律の式化に変えてあることに注意されたい．そう変える特段の必要はこの項では無いが，後々の便
利のためにそうしておくのである．そうすると，Rが下限律・上限律・両補律・下補導律・反復導
律・消去導律のそれぞれに従うことは，Rが下限式・上限式・両補式・三導式のそれぞれをすべて
含むことと同等である．従って，ブール律と擬ブール律およびそれらを成す法則は生成的法則であ
る．特に，反復・下限・上限・両補・三導の五種の式の全体を D⃗1で表せば，生成的法則 (R⃗0, D⃗1)

がブール律に他ならない．
弱ブール律について考えるために，A⃗∗, A⃗間の四種八個の関係を次のように定める．

xyα→ β

x∧y, α→ β

α→ xβ α→ yβ

α→ x∧y, β
(下限関係)

xα→ β yα→ β

x∨y, α→ β

α→ xyβ

α→ x∨y, β
(上限関係)

α→ xβ

x♢α→ β

xα→ β

α→ x♢β
(両補関係)

α→ xβ yα→ β

x⇒y, α→ β

xα→ yβ

α→ x⇒y, β (三導関係)

そうすると，Rが強下限律・強上限律・強両補律・強三導律のそれぞれに従うことは，Rが下限関
係・上限関係・両補関係・三導関係のそれぞれで閉じていることと同等である．従って，弱ブール
律とそれらを成す法則は生成的法則である．特に，付加・巾等・置換・下限・上限・両補・三導の
七種十四個の関係の和を R⃗1 で表せば，生成的法則 (R⃗1, D⃗0)が弱ブール律に他ならない．
なお，定理 3.21.10によりブール関係は［強］消去律に従う弱ブール関係に他ならないから，R⃗1

と［強］消去関係の和を R⃗2 で表せば，ブール律は生成的法則 (R⃗2, D⃗0)と同値である．

問題 3.29.5 (✓) 定理 3.29.4と定理 3.29.3を用いて問題 3.22.30の命題を証明せよ．

略解 定理 3.29.4により，ブール律はA∗上の関係についての何らかの生成的法則 (R ′, D ′)とみなさ
れる．他方で問題 3.21.21により，A∗上のブール関係Qが最大関係でないためには，εQx∧ x♢な
る x ∈ Aの存在しないことが必要十分である．そこで A⃗の部分集合 E ′を E ′ = {ε→ x∧ x♢ | x ∈ A}
と定めて定理 3.29.3を使えばいい．
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定理 3.29.5 Aを集合とし，x∧y, x∨y, x♢, x⇒yをA上の汎算法とし，これらの算法に関する
A∗上の最小ブール関係を C⃗で表す（従って C⃗は A⃗の部分集合である）．そうすると，定理 3.29.4

の証明の記号法の下で C⃗ = [D⃗1]R⃗0 = [D⃗0]R⃗2 が成り立つ．また，Aがさらに算法 ∧,∨,♢,⇒に関
して普遍汎代数系であれば，C⃗ = [D⃗0]R⃗1 が成り立つ．

証明 定理 3.29.4の証明によりブール律は生成的法則 (R⃗0, D⃗1)とも生成的法則 (R⃗2, D⃗0)とも同値
であるから，最小ブール関係は最小 (R⃗0, D⃗1)関係かつ最小 (R⃗2, D⃗0)関係である．従って定理 3.29.1

により C⃗ = [D⃗1]R⃗0 = [D⃗0]R⃗2 が成り立つ．そこで，Aがさらに算法 ∧,∨,♢,⇒に関して普遍汎代
数系であると仮定する．そうすると，定理 3.22.19により最小ブール関係は最小の弱ブール関係に
等しい．他方で定理 3.29.4の証明により，弱ブール律は生成的法則 (R⃗1, D⃗0)に等しい．従って最
小ブール関係は最小 (R⃗1, D⃗0)関係であり，定理 3.29.1により C⃗ = [D⃗0]R⃗1 が成り立つ．

補題 3.29.1 Aを集合とし，x∧y, x∨y, x♢, x⇒yを A上の汎算法とし，≼をこれらの算法に
関する A∗上のブール関係とする．このとき，≼は次の法則に従う（これらの法則は，強下限律・
強上限律・強両補律・強三導律における矢印を逆向きにしたものである）．

xyα ≼ β ⇐= x∧y, α ≼ β
α ≼ xβ, α ≼ yβ ⇐= α ≼ x∧y, β

}
(逆下限律)

xα ≼ β, yα ≼ β ⇐= x∨y, α ≼ β
α ≼ xyβ ⇐= α ≼ x∨y, β

}
(逆上限律)

α ≼ xβ ⇐= x♢α ≼ β
xα ≼ β ⇐= α ≼ x♢β

}
(逆両補律)

α ≼ xβ, yα ≼ β ⇐= x⇒y, α ≼ β
xα ≼ yβ ⇐= α ≼ x⇒y, β

}
(逆三導律)

証明 定理 3.21.1，定理 3.21.3，定理 3.21.4による．

定理 3.29.6 Aを集合とし，x∧y, x∨y, x♢, x⇒yを A上の汎算法とし，Aがこれら算法に関
して普遍汎代数系であると仮定する．このときこれらの算法に関して，A∗上の最小ブール関係は，
A∗ 上の反復律・付加律・置換律・強両限律・強両補律・強三導律（すなわち弱ブール律から巾等
律を除いた法則）に従う関係の中で最小のものである．

証明 A∗上の最小ブール関係を≼で表す．≼はブール関係であるから，特に上記七個の法則に従
う．従って，それら法則に従う任意の関係 ≦をとって，≼が ≦に含まれることを示せばいい．そ
れに背理法を使うために，α ≼ β, α ≦̸ βなる A上の式 α → βがあると仮定する．こういう式
を反例式と呼ぶ．
α = x1 · · · xm, β = y1 · · ·yn とする．Aが算法 ∧,∨,♢,⇒に関して普遍汎代数系であるから A

にはT表現 fが存在し，fの定めるブール関係≼fについて問題 3.21.21と問題 3.19.1により ε ≼f ε
が成り立たないから，ε ≼ εも成り立たず，従って α 6= εまたは β 6= εが成り立つ．そこで反例式
α→ βを，普遍汎代数系 Aにおける x1, . . . , xm, y1, . . . , ynの階数の総和 k （これを α→ βの階
数と呼ぶ）が最小になるようにとる．
x1, . . . , xm, y1, . . . , ynがすべて素元であれば，次のようにして矛盾が導かれる．すなわちまず，

α ≦̸ βであって ≦が反復律・付加律・置換律に従うから，α ∩ β = ∅が成り立つ．これと Aが普
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遍汎代数系であることにより，Aの T表現 fであって fα ⊆ {1}かつ fβ ⊆ {0}なるものが存在する．
しかしこれは，α ≼ βであって特に α ≼f βであることに反する．
従って，x1, . . . , xm, y1, . . . , yn のどれかが素元でないと仮定していい．さらに，≼ と ≦ が置
換律に従うから，x1 または y1 が素元でないと仮定していい．そう仮定すると，x1 または y1 が
x∧y, x∨y, x♢, x⇒yの何れかの形をしている．以下，これらそれぞれの場合に矛盾を導いて背
理法による証明を完結する．なお，α ′ = x2 · · · xn, β ′ = y2 · · ·yn と定める．
1. x1 = x∧yの場合：x∧y, α ′ ≼ βであるから，補題 3.29.1により xyα ′ ≼ βが成り立つ．ま
た，x∧y, α ′ ≦̸ βであって≦が強下限律に従うから，xyα ′ ≦̸ βが成り立つ．従って xyα ′ → βは
反例式であるが，階数が k− 1であるから矛盾である．
2. y1 = x∧yの場合：α ≼ x∧y, β ′ であるから，補題 3.29.1により α ≼ xβ ′ と α ≼ yβ ′ が成

り立つ．また，α ≦̸ x∧y, β ′であって≦が強下限律に従うから，α ≦̸ xβ ′と α ≦̸ yβ ′のどちらか
が成り立つ．従って，α→ xβ ′と α→ yβ ′のどちらかは反例式であるが，どちらも階数が kより
小さいから矛盾である．
3. x1 = x∨yの場合：x∨y, α ′ ≼ βであるから，補題 3.29.1により xα ′ ≼ βと yα ′ ≼ βが成
り立つ．また，x∨y, α ′ ≦̸ βであって≦が強上限律に従うから，xα ′ ≦̸ βと yα ′ ≦̸ βのどちらか
が成り立つ．従って，xα ′ → βと yα ′ → βのどちらかは反例式であるが，どちらも階数が kより
小さいから矛盾である．
4. y1 = x∨yの場合：α ≼ x∨y, β ′であるから，補題 3.29.1により α ≼ xyβ ′が成り立つ．ま
た，α ≦̸ x∨y, β ′であって≦が強上限律に従うから，α ≦̸ xyβ ′が成り立つ．従って α→ xyβ ′は
反例式であるが，階数が k− 1であるから矛盾である．
5. x1 = x♢ の場合：x♢α ′ ≼ β であるから，補題 3.29.1 により α ′ ≼ xβ が成り立つ．また，

x♢α ′ ≦̸ βであって ≦が強両補律に従うから，α ′ ≦̸ xβが成り立つ．従って α ′ → xβは反例式で
あるが，階数が k− 1であるから矛盾である．
6. y1 = x♢ の場合：α ≼ x♢β ′ であるから，補題 3.29.1 により xα ≼ β ′ が成り立つ．また，

α ≦̸ x♢β ′ であって ≦が強両補律に従うから，xα ≦̸ β ′ が成り立つ．従って xα→ β ′ は反例式で
あるが，階数が k− 1であるから矛盾である．
7. x1 = x⇒yの場合：x⇒y, α ′ ≼ βであるから，補題 3.29.1により α ′ ≼ xβと yα ′ ≼ βが成
り立つ．また，x⇒y, α ′ ≦̸ βであって ≦が強三導律に従うから，α ′ ≦̸ xβと yα ′ ≦̸ βのどちら
かが成り立つ．従って α ′ → xβと yα ′ → βのどちらかは反例式であるが，どちらも階数が kよ
り小さいから矛盾である．
8. y1 = x⇒yの場合：α ≼ x⇒y, β ′であるから，補題 3.29.1により xα ≼ yβ ′が成り立つ．ま

た，α ≦̸ x⇒y, β ′ であって ≦が強三導律に従うから，xα ≦̸ yβ ′ が成り立つ．従って xα → yβ ′

は反例式であるが，階数が k− 1であるから矛盾である．

問題 3.29.6 Aを集合とし，x∧y, x∨y, x♢, x⇒yを A上の汎算法とし，Aがこれら算法に関
して普遍汎代数系であると仮定する．また，これらの算法に関するA∗上の最小ブール関係を C⃗で
表し，定理 3.29.4の証明の記号法に加えて，付加・置換・下限・上限・両補・三導の六種の関係の
和を R⃗3 で表す．そうすると，C⃗ = [D⃗0]R⃗3 が成り立つ．

注意 3.29.2 定理 3.29.5によれば問題 3.29.6と同じ仮定の下で C⃗ = [D⃗0]R⃗1 が成り立つが，R⃗3 と
巾等関係の和が R⃗1 であるから，問題 3.29.6の C⃗ = [D⃗0]R⃗3 という結論の方が強い．

注意 3.29.3 Aが算法∧,∨,♢,⇒に関して普遍汎代数系であるとの仮定の下でこれまでに証明した
C⃗ = [D⃗j]R⃗i なる式が何を具体的に意味するかは，定理 3.24.6, 定理 3.24.7, 定理 3.24.8, 問題 3.24.13
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から分かる．たとえば問題 3.24.13からは次のことが分かる．ただし，最小ブール関係をみたす式
をブール恒真式と呼ぶ（第 3.30.1項で定義する「恒真式」と第 3.30.4項参照）．

問題 3.29.7 A上の式 α→ βがブール恒真式であるためには，界 (A⃗, R⃗i)上の計算図であって，始
点が D⃗jに含まれ終点が α→ βであるもの（これを α→ βの R⃗i, D⃗jによる証明図と呼ぶ）の存在
することが必要十分である ((i, j) = (0, 1), (1, 0), (2, 0), (3, 0)

)．
例 3.29.2 ブール束においては，ブール算法∧,∨,♢について可換式・結合式・吸収式・分配式・相
補式が成り立ち，その結果，巾等律や双対律なども導かれる（例 3.13.5，問題 3.13.7，注意 3.13.1

参照）．さらに，導法 a⇒bについても色々な式が成り立つ．等式だけでなく不等式にも目を向け
れば，さらに色々な式が，たとえば a∧(a⇒b) ≤ bのような式が導かれる．ブール束において恒
に成り立つこれら等式・不等式をブール恒等式・ブール恒不等式と呼ぶ．
それでは，ブール恒等式・ブール恒不等式はどれくらいあるだろうか．第 3.13節で「ブール恒

等式」より一般に「恒等式」の概念を定義した考え方と問題 3.29.7を合わせれば，この問に答える
ことができる．
第 3.13節において可算基普遍型付代数系 A(T)なるものを定義した．いまは T として，単元集

合に二項汎算法 ∧,∨,⇒と単項汎算法 ♢を与えたものをとる．そうすると，A(T)は二項汎算法
∧,∨,⇒ と単項汎算法 ♢から成る代数構造を持つ普遍汎代数系である．
A(T) × A(T)の元 (ξ, η)を，T 型代数系についての恒不等式と呼び ξ ≦ ηまたは η ≧ ξで表す

（第 3.13節で恒等式を定義する際には，(ξ, η)を ξ ≡ ηで表した）．そして，任意のブール束 Bと
任意のブール表現 f ∈ A(T)→Bに対して fξ ≤ fηが成り立つとき，ξ ≦ ηはブール恒不等式である
ものと定義する．
そうすると，ξ ≡ ηがブール恒等式であることは，ξ ≦ ηと ξ ≧ ηが共にブール恒不等式である

ことと同等である．また，ξ ≦ ηがブール恒不等式であることは，ξ→ ηがブール恒真式であるこ
とと同等であり，従って問題 3.29.7により，ξ→ ηの R⃗i, D⃗jによる証明図が存在することと同等で
ある ((i, j) = (0, 1), (1, 0), (2, 0), (3, 0)

)．たとえば図 3.10は，ブール恒不等式 (x∧y)♢ ≦ x♢ ∨y♢

の R⃗3, D⃗0 による証明図である．

図 3.10: (x∧y)♢ ≦ x♢ ∨y♢ の証明図
x→ x

yx→ x

xy→ x

y→ y

xy→ y

xy→ x∧y

(x∧y)♢xy→ ε

(x∧y)♢yx→ ε

y(x∧y)♢x→ ε

yx(x∧y)♢ → ε

x(x∧y)♢ → y♢

(x∧y)♢ → x♢y♢

(x∧y)♢ → x♢ ∨y♢

なお，ここに示したものは，与えられた恒不等式がブール恒不等式であるかどうかを判定する一
般的な手順の説明ではない．そういう手順は，定理 3.22.18から別に得られるが割愛する．
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問題 3.29.8 ブール恒不等式 (x∧y)♢ ≧ x♢ ∨y♢ の R⃗3, D⃗0による証明図を描け．また，ブール恒
不等式 (x∧y)♢ ≦ x♢ ∨y♢ の R⃗0, D⃗1 による証明図を描け．

3.30 束値論対への拡張
＄ ここでは，論対の概念と関連概念を拡張すると共にその理論を深化して完全性等の核心に迫

る．なお，第 3.19節以降使ってきた AZ記法や列便法を引き続いて使う．

3.30.1 束値論対
§論対は空でない集合Aと PAの部分集合Bの組みであるが，PAはA→Tと同一視される．こ
のことを利用して，論対の概念と関連概念を次のように拡張する．すなわち，Bが最小元 0と最大
元 1を持ち#B ≥ 2をみたす束であるとき，空でない集合 Aと A→Bの部分集合 Fの組み (A,F)

を B値論対とか Bの元を真理値とする論対とかと呼び，Fの元とAをそれぞれこの B値論対の真
理値関数と言語と呼ぶ．そして，Bを色々に変えて得られる B値論対を束値論対と総称する．
(A,F) が B 値論対であれば，各真理値関数 f ∈ F に対して (A,B, f) は束写系である．逆に

(A,B, fi) (i ∈ I)が束写系の族で A 6= ∅と #B ≥ 2をみたせば，F = {fi | i ∈ I)と定めるとき，
(A,F)は B値論対である．後掲の問題 3.30.8と問題 3.30.12によればさらに，任意の束値論対は，
族ではなく単独の束写系 (A,B, f)からこうして出来る束値論対 (A, {f})と「同値」である．
以下この節では，そうでない旨断らない限り，(A,F)を B値論対とする．そして，これについて

定義をさらに設ける．まず，言語 Aの元 xの真理値関数 fによる像 fx ∈ Bを，xの fの下での真
理値または f真理値と呼ぶ．そして，各真理値関数 f ∈ Fと各真理値 a ∈ Bに対して，f真理値が
a以上の Aの元の全体を Af,a で表す．

Af,a = {x ∈ A | fx ≥ a}

ただし Af,1 は Af でも表す．すなわち

Af = {x ∈ A | fx = 1} = f−11

Afの元を fの下で真である元または f真元と呼ぶ（問題 3.30.1参照）．また，PAの部分集合Bを

B =

{Af,a | f ∈ F, a ∈ B} · · · F 6= ∅のとき
{A} · · · F = ∅のとき

と定める．そうすると，組み (A,B)は従来の意味の論対であり（そこでこれを (A,F)の論対化と
呼ぶ），従ってその与論・核・恒真元・論理（弱論理を含む）・理論・最大論理と，第一種・第二
種・第三種の別と，矛盾集合・矛盾元・完全集合・補法・否法と，四種の完全性（修飾なしの完全性・
弱完全性・強完全性・超完全性）・健全性・充分性の概念が定まる．これらそれぞれを以て，(A,F)

の与論・核・恒真元・論理・理論・最大論理と，第一種・第二種・第三種の別と，矛盾集合・矛盾
元・完全集合・補法・否法と，四種の完全性・健全性・充分性の定義とする．従来の論対から派生
した上記以外の概念に当たるものは，後に束値論対に即して別途に定義する．なお以後，Aの各元
に Bの最小元 0を対応させる写像とAの各元に Bの最大元 1を対応させる写像をやはり 0と 1で
表す．それらは問題 3.9.12によれば巾束 BA の最小元と最大元に他ならない．
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注意 3.30.1 a, b ∈ Bが a ≤ bをみたせば，各 f ∈ Fに対してAf,a ⊇ Af,bが成り立つ．また，各
f ∈ Fに対してAf,0 = Aが成り立つ．従って，(A,F)の論対化 (A,B)はA ∈ Bをみたし，B = T
なら B− {A} = {f−11 | 1 6= f ∈ F}が成り立つ． 終

B値論対 (A,F)について定義をさらに設ける．まず各真理値関数 f ∈ Fに対し，(A,B, f)を偏束
写系とみなしての偏 f真関係を ⊨f で表す．すなわち，(α, y) ∈ A∗ ×Aに対して

α ⊨f y ⇐⇒ inf fα ≤ fy (3.30.1)

次に，fを F全体に亘らせての ⊨fの交わりを，⊨で表して (A,F)の偏恒真関係と呼ぶ．すなわち

α ⊨ y ⇐⇒ 任意の f ∈ Fに対して α ⊨f y (3.30.2)

以下この節では，そうでない旨断らない限り，(A,F)の核を Cで表す．

問題 3.30.1 (A,F)について次のことが成り立つ．

1. 各 f ∈ Fに対して Af = {x ∈ A | ε ⊨f x}が成り立つ．

2. C =
⋂
f∈F Af = {x ∈ A | ε ⊨ x}が成り立つ．

定理 3.30.1 (A,F) の偏恒真関係 ⊨ は (A,F) の最大論理に等しい．また，x1, . . . , xn, y ∈ A が
x1 · · · xn ⊨ yをみたすためには，次の条件をみたすことが必要十分である．

fx1 ≥ a, . . . , fxn ≥ a =⇒ fy ≥ a (f ∈ F, a ∈ B) (3.30.3)

証明 最大論理をQで表す．定理 3.26.7と注意 3.26.3と問題 3.30.1により，x1 · · · xnQyなるこ
とは次の条件のみたされることと同等である．

{x1, . . . , xn} ⊆ Af,a =⇒ y ∈ Af,a (f ∈ F, a ∈ B)

この条件は (3.30.3)と同等であり，(3.30.3)はさらに，任意の f ∈ Fに対して inf {fx1, . . . , fxn} ≤ fy，
すなわち x1 · · · xn ⊨f yなることと同等である．従って，x1 · · · xnQyなることは x1 · · · xn ⊨ yな
ることとも (3.30.3)とも同等である．

問題 3.30.2 (A,F)の最大弱論理を Pで表せば，x1, . . . , xn, y ∈ Aが x1 · · · xn P yをみたすために
は，条件「fxi = 1 (f ∈ F, i ∈ {1, . . . , n}) =⇒ fy = 1 (f ∈ F)」をみたすことが必要十分である．

略解 定理 3.26.7系と問題 3.30.1による．

定理 3.30.2 (A,F)の偏恒真関係 ⊨について次のことが成り立つ．

1. A∗, A間の関係 Rが (A,F)の論理であるためには，「(α, y) ∈ A∗ ×A, αRy =⇒ α ⊨ y」を
みたすことが，すなわち ⊨に含まれることが必要十分である．

2. Aの部分集合Bが (A,F)の理論であるためには，「(α, y) ∈ A∗×A, α ⊆ B, α ⊨ y =⇒ y ∈ B」
をみたすことが，すなわち ⊨で閉じていることが必要十分である．

3. Aの元 xが (A,F)の恒真元であるためには，ε ⊨ xをみたすことが必要十分である．
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証明 定理 3.30.1により ⊨が最大論理に等しいので，結論 1, 2, 3はそれぞれ，定理 3.26.5，定理
3.26.6，定理 3.26.9の一部または全部の言い換えに過ぎない．結論 3は問題 3.30.1からも分かる．

系 A 上の算法 ρ が (A,F) の算法論理であるためには，任意の (x1, . . . , xn) ∈ Dom ρ に対して
x1 · · · xn ⊨ ρ(x1, . . . , xn) をみたすことが必要十分である．

証明 算法 ρが (A,F)の論理であるとは ρの関係化が (A,F)の論理であることを意味し，例 3.24.1

で定めた通り，ρの関係化とは「x1 · · · xn Ry ⇐⇒ ρ(x1, . . . , xn) = y」なる A∗, A間の関係 Rの
ことだからである．

定理 3.30.3 (A,F)の偏恒真関係 ⊨は偏束律に従う．

証明 定理 3.30.1と定理 3.26.8による．あるいは，問題 3.20.1と問題 3.20.3による．

なお，第 3.25節冒頭で触れた通り，A上の論拠すなわち生成対 (R,D)の定める偏生成関係 RD

は，論理学的文脈では ⊨R,D で表すこともある．すなわち，任意の (α, y) ∈ A∗ ×Aに対して

α ⊨R,D y ⇐⇒ αRD y ⇐⇒ y ∈ [α ∪D]R (3.30.4)

問題 3.30.3 α ⊨R,D yなることは，界 (A,R)上の計算図 cで sp c ⊆ α ∪D, tp c = y なるものの
存在することとも，Aの元の列 y1, . . . , ym で ym = yをみたして各 i ∈ {1, . . . ,m}について次の
二条件のいずれかをみたすものの存在することとも同等である．

1. yi ∈ α ∪D 2. yj1 · · ·yjk Ryi なる i− 1以下の番号 j1, . . . , jk (k ≥ 0)がある

略解 前半は問題 3.24.13により，後半は定理 3.24.8による．

定理 3.30.4 A上の論拠 (R,D)と (A,F)の偏恒真関係 ⊨について次のことが成り立つ．

1. (R,D)が F健全であるためには，偏生成関係 ⊨R,Dが ⊨に含まれることが，すなわち任意の
(α, y) ∈ A∗ ×Aに対して「α ⊨R,D y =⇒ α ⊨ y」の成り立つことが必要十分である．

2. (R,D)が F充分であるためには，⊨R,Dが ⊨を含むことが，すなわち任意の (α, y) ∈ A∗ ×A
に対して「α ⊨ y =⇒ α ⊨R,D y」の成り立つことが必要十分である．

3. (R,D)がF完全であるためには，⊨R,Dが ⊨に等しいことが，すなわち任意の (α, y) ∈ A∗×A
に対して「α ⊨R,D y ⇐⇒ α ⊨ y」の成り立つことが必要十分である．

証明 ⊨R,Dが RDに等しく，定理 3.30.1により ⊨が (A,F)の最大論理に等しいから，定義 3.28.1

によりこの定理が成り立つ．

問題 3.30.4 A上の論拠 (R,D)が F健全であるためには Aの任意の部分集合 Xに対して

{y ∈ A | α ⊨ y, α ⊆ Xなる α ∈ A∗ がある } ⊇ [X ∪D]R

をみたすことが必要十分であり，(R,D)が F充分であるためには，Aの任意の部分集合 Xに対し
て次の条件をみたすことが必要十分である．ただし [· · · ]R は，界 (A,R)における界包を表す．

{y ∈ A | α ⊨ y, α ⊆ Xなる α ∈ A∗ がある } ⊆ [X ∪D]R
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問題 3.30.5 A上の算法論拠 ((ρλ)λ∈Λ, D)が F健全であるためには，任意の (α, y) ∈ A∗ × Aに
対して次の条件をみたすことが必要十分である．

y ∈ [α ∪D]Λ =⇒ α ⊨ y

また，(ρλ)λ∈Λ, Dが F充分であるためには，任意の (α, y) ∈ A∗ × Aに対して次の条件をみたす
ことが必要十分である．ただし [· · · ]Λ は，代数系 (A, (ρλ)λ∈Λ)における算包を表す．

α ⊨ y =⇒ y ∈ [α ∪D]Λ

略解 (A, (ρλ)λ∈Λ)の界化を (A,R)で表すと，問題 3.24.4により，Aの部分集合Xの (A, (ρλ)λ∈Λ)

における算包 [X]Λ は，Xの (A,R)における界包 [X]R に等しい．

問題 3.30.6 問題 3.30.5中の条件 y ∈ [α ∪ D]Λ は，代数系 (A, (ρλ)λ∈Λ)上の計算図 cで sp c ⊆
α ∪D, tp c = y なるものの存在することとも，Aの元の列 y1, . . . , ym で ym = yをみたして各
i ∈ {1, . . . ,m}について次の二条件のいずれかをみたすものの存在することとも同等である．

1. yi ∈ α ∪D 2. yi = ρλ(yj1 , . . . , yjk)なる λ ∈ Λと i− 1以下の番号 j1, . . . , jk がある

略解 前半は問題 3.6.3または問題 3.8.17により，後半は問題 3.2.9による．

定理 3.30.5 (R,D)が A上の F弱完全な論拠であって，写像 ϕ ∈ A∗ ×A→ Aで

α ⊨ y ⇐⇒ ε ⊨ ϕ(α, y) α ⊨R,D y ⇐⇒ ε ⊨R,D ϕ(α, y)

なる二条件をみたすものがあれば，(R,D)は F完全である．

証明 ⊨R,Dが RDに等しく定理 3.30.1により ⊨が (A,F)の最大論理に等しいから，定理 3.28.3に
よりこの定理が成り立つ．

問題 3.30.7 (R,D)が A上の論拠で C ⊆ [D]R をみたすものであって，写像 ϕ ∈ A∗ ×A→ Aで

α ⊨ y =⇒ ε ⊨ ϕ(α, y) α ⊨R,D y ⇐= ε ⊨R,D ϕ(α, y)

なる二条件をみたすものがあれば（矢印の向きに注意），(R,D)は F充分である． 終

B値論対 (A,F)について定義をさらに設ける．すなわち，(A,F)が束値論対 (A,F ′)に覆われ
るとは，(A,F)の論対化が (A,F ′)の論対化に覆われることと定める．また，(A,F)が (A,F ′)と同
値であるとは，それぞれの論対化が同値であることと定める．また，(A,F)が (A,F ′)と弱同値で
あるとは，それぞれの論対化が弱同値であることと定める．なお，「覆われる」という関係は擬順
序関係であり，その対称核が「同値」という関係である（問題 3.9.55参照）．

問題 3.30.8 (A,F)は B値論対 (A,F − {1})とも (A,F ∪ {1})とも同値である．

略解 問題 3.26.25による．

問題 3.30.9 (A,B)を論対とし，F = {1B | B ∈ B}と定める．ただし，1B ∈ A→Tは Bの定義関
数である．そうすると，(A,F)は T値論対であって（そこでこれを (A,B)の T値論対化と呼ぶ），
その論対化は (A,B ∪ {A})に等しい．
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問題 3.30.10 (A,F)は，その論対化の T値論対化と同値である．従って，束値論対はすべて T値
論対と同値である（より深い事柄について定理 3.30.19と定理 3.30.29参照）．

問題 3.30.11 (A,F)が束値論対 (A,F ′)に覆われるためには，(A,F)の偏恒真関係が (A,F ′)の偏
恒真関係に含まれることが必要十分である．従って (A,F)が (A,F ′)と同値であるためには，(A,F)
と (A,F ′)の偏恒真関係が等しいことが必要十分である（定理 3.30.31参照）．

略解 定理 3.30.1による．

問題 3.30.12 F 6= ∅のとき，Aから巾束 BF への写像 φを (φx)f = fx (x ∈ A, f ∈ F)と定めれ
ば，束写系 (A,BF, φ)はA 6= ∅と#BF ≥ 2をみたし，(A,F)は BF値論対 (A, {φ})と同値である．

略解 問題 3.20.18により (A,F)と (A, {φ})の偏恒真関係が等しいからである．あるいは次の問題
3.30.13による．

問題 3.30.13 Bが束 B ′ の巾束 B ′V に等しいとし，F × V の各元 (f, v)の定める Aから B ′ への
写像 x 7→ (fx)vの全体を F ′で表す．このとき，B ′も最小元と最大元を持って#B ′ ≥ 2をみたし，
(A,F)は B ′ 値論対 (A,F ′)と同値である．

略解 B ′が最小元と最大元を持って#B ′ ≥ 2をみたすことは問題 3.9.12による．各 f ∈ Fに対して
AからB ′への写像の族 (fv)v∈V を fvx = (fx)v (v ∈ V, x ∈ A)と定めれば，問題 3.20.18により偏 f
真関係⊨fは偏 fv真関係⊨fv (v ∈ V)すべての交わりに等しい．定義によりF ′ = {fv | (f, v) ∈ F×V}
であるから，(A,F)と (A,F ′)の偏恒真関係は等しい．

問題 3.30.14 Bから最小元と最大元を持ち#B ′ ≥ 2をみたす束 B ′への束としての単射準写 ρが
あるとし，F の各元 fの定める Aから B ′ への写像 x 7→ ρ(fx)の全体を F ′ で表す．そうすると，
(A,F)は B ′ 値論対 (A,F ′)と同値である．

略解 問題 3.13.14により ρが真増写であるから

fx1∧ . . .∧ fxn ≤ fy ⇐⇒ ρ(fx1∧ . . .∧ fxn) ≤ ρ(fy) ⇐⇒ ρ(fx1)∧ . . .∧ ρ(fxn) ≤ ρ(fy)

従って (A,F)と (A,F ′)の偏恒真関係は等しい．

問題 3.30.15 B から T の巾束 TV への束としての単射準写 ρ があるとし（問題 3.22.33 参照），
F × V の各元 (f, v)の定める Aから Tへの写像 x 7→ (

ρ(fx)
)
vの全体を F ′ で表す．そうすると，

(A,F)は T値論対 (A,F ′)と同値である．

略解 Fの各元 fの定める Aから TV への写像 x 7→ ρ(fx)の全体を F ′′ で表す．問題 3.30.14によ
り (A,F)は TV 値論対 (A,F ′′)と同値である．また，F ′′ ×V の各元 (g, v)の定めるAから Tへの
写像 x 7→ (gx)vの全体が F ′ に等しく，問題 3.30.13により (A,F ′′)は (A,F ′)と同値である． 終

B値論対 (A,F)について定義をさらに設ける．すなわち，B値論対 (A ′,F ′)が

A ⊆ A ′ F =
{
f ′|A

∣∣ f ′ ∈ F ′}
をみたすとき，(A ′,F ′)は (A,F)の拡大であるとか (A,F)は (A ′,F ′)の縮小であるとかと言う．
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問題 3.30.16 (A,F)と (A ′,F ′)を B値論対とし，その論対化をそれぞれ (A,B)と (A ′,B ′)とす
る．このとき，(A,F)が (A ′,F ′)の縮小であれば，(A,B)は (A ′,B ′)の縮小である．逆に (A,B)

が (A ′,B ′)の縮小であれば，(A,F)は (A ′,F ′)の縮小と同値である．

略解 A ⊆ A ′ であるとする．このとき，f ∈ Fと f ′ ∈ F ′ が f = f ′|A をみたせば，任意の a ∈ B
に対して Af,a = A ′

f ′,a ∩ Aが成り立つ．このことから第一の結論が導かれる．また，(A,B)が
(A ′,B ′)の縮小であれば，G =

{
f ′|A

∣∣ f ′ ∈ F ′}と定めるとき，上のことから (A,B)は (A,G)の論
対化でもあり，従って (A,F)は (A,G)と同値である．

定理 3.30.6 A上の単項汎算法 x♢ が (A,F)の否法であるためには，各 f ∈ Fに応じて Bの元 af

で fA ⊆ {af, 1}をみたすものが存在して任意の f ∈ F − {1}と x ∈ Aに対して

f(x♢) = 1 ⇐⇒ fx 6= 1

の成り立つことが必要十分である．従って B = Tの場合，算法 x♢ が (A,F)の否法であるために
は，この算法と T上の補法に関して任意の f ∈ F − {1}が準写であることが必要十分である．

証明 算法 x♢ が (A,F) の否法であると仮定し，(A,B) を (A,F) の論対化とする．そうすると，
定義により算法 x♢ は (A,B)の否法であるから，定理 3.27.5により B − {A}は包含関係 ⊆に関
して離散的である．従って注意 3.30.1により，任意の f ∈ Fと a ∈ Bに対して Af,a = Aまたは
Af,a = Afが成り立つ．これは B− {A} =

{
Af
∣∣ f ∈ F − {1}

}を示す．従って，任意の f ∈ F − {1}

と x ∈ Aに対して「f(x♢) = 1 ⇐⇒ fx 6= 1」が成り立つ．
任意の f ∈ F をとる．fA ⊆ {1}の場合には，af ∈ Bを任意に定めれば fA ⊆ {af, 1}が成り立

つ．そこで fA ⊈ {1}と仮定する．そうすると，fx 6= 1なる x ∈ Aがあり，a = fxと定めれば
x ∈ Af,a −Afであるから Af,a = Aが成り立つ．y ∈ Aが fy 6= 1をみたせば，同様に Af,fy = A

であるから fy = aが成り立つ．従って，af = aとすれば fA ⊆ {af, 1}が成り立つ．
逆を証明するために，まず x ∈ Af,a 6= Aと仮定する．そうすると，fx ≥ aかつ af ≱ aであ

るから fx = 1，従って f(x♢) 6= 1，従って f(x♢) = af ≱ a，従って x♢ /∈ Af,a が成り立つ．次に
x /∈ Af,a と仮定する．そうすると，fx 6= 1であるから f(x♢) = 1，従って x♢ ∈ Af,a が成り立つ．
これで算法 x♢ が (A,F)の否法であることが示された．

定義 3.30.1 f ∈ Fが X ∈ PAの F実例であるとは X ⊆ Af,a 6= Aなる a ∈ Bがあることを言い，f
が Xの F反例であるとは，X ⊆ A−Af,a 6= ∅なる a ∈ Bがあることを言う．ただし Xが単元集合
{x}の場合には，{x}の F実例・F反例を xの F実例・F反例とも呼ぶ．また，fが (X, Y) ∈ PA×PA

の F実例であるとは，(X, Y) ⊆ (Af,a, A−Af,a)かつ Af,a 6= Aなる a ∈ Bがあることを言う．

注意 3.30.2 (A,F)の論対化を (A,B)とし f ∈ Fとする．このとき，fが X ∈ PAの F実例であ
るためには，ある a ∈ Bに対してAf,aが XのB実例であることが必要十分である．従って，Xに
F実例が存在するためには，B実例が存在することが必要十分である．「実例」を「反例」に換え
ても同様に成り立つ．また，(X, Y) ∈ PA× PAの F実例についても同様のことが成り立つ．
B = Tの場合には，fが X ∈ PAの F実例であるためには X ⊆ f−11かつ f 6= 1であることが必

要十分であり，fが X ∈ PAの F反例であるためには，X ⊆ f−10かつ f 6= 1であることが必要十分
である．また，fが (X, Y) ∈ PA×PAの F実例であるためには，(X, Y) ⊆ (f−11, f−10)かつ f 6= 1
であることが必要十分である． 終
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B値論対 (A,F)に関する定義と規約をさらに設ける．束値論対についての以上の概念は，対応
物が論対にも存在した．しかし以下の概念は，論対を束値論対に一般化して始めて見出し得るもの
であり，それが論理学で核心の役を演ずる．
まず第 3.29.2項のように，

A⃗ = A∗ ×A∗

と定め，A⃗の元 (α,β)を α → βや β ← αでも表して矢式とか式とかと呼ぶ．次に各真理値関数
f ∈ Fに対し，束写系 (A,B, f)の定める f真関係を ≼f で表す．すなわち，任意の α → β ∈ A⃗に
対して

α ≼f β ⇐⇒ inf fα ≤ sup fβ

また，α ≼f βをみたす式 α→ βを f真式と呼ぶ．次に，fを F全体に亘らせての f真関係 ≼f の
交わりを，≼で表して (A,F)の恒真関係と呼ぶ [71]．

α ≼ β ⇐⇒ 任意の f ∈ Fに対して α ≼f β (3.30.5)

また，α ≼ βをみたす式α→ βを恒真式と呼ぶ．そうすると，f真関係≼fと恒真関係≼のA∗×A
への制限はそれぞれ，偏 f真関係 ⊨f と偏恒真関係 ⊨に等しい．次に，第 3.9節における「関係」
の定義により≼fと≼は A⃗の部分集合であるが，記号≼fと≼が集合を表すのにそぐわないので，
≼f と ≼を記号 A⃗f と C⃗でも表すことにする．

A⃗f = {α→ β ∈ A⃗ | α ≼f β} C⃗ = {α→ β ∈ A⃗ | α ≼ β}

すなわち，A⃗f は f真式の全体であり，C⃗は恒真式の全体である．最後に，fを F全体に亘らせて
の A⃗f の全体を F⃗で表す．

F⃗ = {A⃗f | f ∈ F}

そうすると，F⃗は PA⃗の部分集合であるから，(A⃗, F⃗)は論対である．この論対を (A,F)に随伴す
る式論対と呼ぶ．そうすると，C⃗は式論対 (A⃗, F⃗)の核に他ならない．実際，以上の定義により

C⃗ =
⋂
f∈F A⃗f =

⋂
F⃗

式論対 (A⃗, F⃗)の最大論理を Q⃗で表す．

定理 3.30.7 (A,F)の恒真関係≼と各 f ∈ Fに対する f真関係≼fは束律に従う．また，F 6= ∅な
ら ≼は最大関係ではない．

証明 定理 3.19.1と定理 3.19.2により各 f ∈ Fに対する f真関係≼fが束律に従うから，それらの
交わりである ≼も，定理 3.29.4と定理 3.29.2により束律に従う．F 6= ∅なら，問題 3.19.1により
各 f ∈ Fに対して f真関係 ≼f が最大関係でないから，≼も最大関係ではない．

定理 3.30.8 (A,F)の恒真関係≼が準上限律と劣空律に従えば，≼は (A,F)の偏恒真関係 ⊨の最
大束拡張に等しい．

証明 定理 3.30.7と定理 3.21.11による．
[71]補題 3.27.2 において論対の恒真関係の概念が既に定めてある．このことは上に「以下の概念は論対を束値論対に一般
化して始めて見出し得る」と書いたことに反するように見えるが，実はそうではない．束値論対の恒真関係が

、
　自
、
　ず
、
　と
、
　見
、
　出、

　さ
、
　れ
、
　た後に，それを参考に論対の恒真関係の概念を

、
　拵
、
　え
、
　たのである．問題 3.30.18 参照．
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問題 3.30.17 A∗, A間の関係 Rが F健全であるためには，「αRy =⇒ α → y ∈ C⃗」をみたすこ
とが必要十分である．また，Aの部分集合 Dが F 健全であるためには，任意の x ∈ Dに対して
ε→ x ∈ C⃗であることが必要十分である．

略解 (A,F)の恒真関係≼について「α→ β ∈ C⃗ ⇐⇒ α ≼ β」が成り立って≼が (A,F)の偏恒
真関係 ⊨の拡張だからである．

問題 3.30.18 論対 (A,B)に対して補題 3.27.2で定義した恒真関係 ≼B は，論対 (A,B − {A})の
T値論対化の恒真関係に等しい．

定理 3.30.9 B値論対 (A ′,F ′)を (A,F)の拡大とすれば次のことが成り立つ．

1. ⊨は (A ′,F ′)の偏恒真関係 ⊨ ′の A∗ ×Aへの制限に等しく，≼は (A ′,F ′)の恒真関係≼ ′の
A∗ ×A∗ への制限に等しい．

2. PA×PAの元 (X, Y)が≼によるAの切断であるためには，≼ ′によるA ′の切断であること
が必要十分である．

3. Cは (A ′,F ′)の核 C ′ と Aの交わりに等しい．

4. (A,F)の論理の全体は，(A ′,F ′)の論理の A∗ ×Aへの制限の全体に等しい．

5. (A,F)の理論の全体は，(A ′,F ′)の理論と Aの交わりの全体に等しい．

6. Aが (A ′,F ′)の矛盾集合であるときには，Aの部分集合 Xと PA×PAの元 (X, Y)について
次のことが成り立つ．

a. Xが (A,F)の矛盾集合であるためには，(A ′,F ′)の矛盾集合であることが必要十分である．
b. Xが (A ′,F ′)の完全集合であれば，(A,F)の完全集合でもある．
c. f ∈ Fと f ′ ∈ F ′ が f = f ′|A をみたすとき，fが Xの F実例であるためには f ′ が Xの F ′

実例であることが必要十分であり，fが (X, Y)の F実例であるためには，f ′ が (X, Y)の
F ′ 実例であることが必要十分である．

証明 結論 1は偏恒真関係と恒真関係の定義により成り立つ．それにより結論 2も成り立つ．(A,F)
と (A ′,F ′)それぞれの論対化を (A,B)と (A,B ′)とする．そうすると問題 3.30.16により，(A,B ′)

は (A,B)の拡大である．従って，定理 3.26.13により結論 3, 4, 5が成り立つ．f ∈ Fと f ′ ∈ F ′が
f = f ′|A をみたせば，任意の a ∈ Bに対して Af,a = A ′

f ′,a ∩ Aが成り立つ．従って定理 3.27.14

と注意 3.30.2により結論 6が成り立つ．

定理 3.30.10 A⃗上の論拠 (R⃗, D⃗)についての次の三条件は同等である．

1. (R⃗, D⃗)は F⃗健全である [72]．なおこのことは，定義 3.28.1に注記した通り，⃗Rが式論対 (A⃗, F⃗)

の論理であって D⃗ ⊆ C⃗の成り立つことと同等である．

2. A∗上の関係についての生成的法則とみなした (Q⃗, ∅)は，同じくそうみなした (R⃗, D⃗)を含意
する．

[72](R⃗, D⃗) の F⃗ に関する充分性については定理 3.30.23 参照．
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3. 任意の f ∈ Fに対して f真関係 ≼f が生成的法則 (R⃗, D⃗)に従う

証明 (1⇐⇒ 2)定理 3.26.8と定理 3.25.4により Q⃗∅ = Q⃗であるから，条件 1は R⃗D⃗ ⊆ Q⃗∅なるこ
とと同等である．従って問題 3.29.4により，条件 1は条件 2と同等である．
(1⇐⇒ 3) ≼f が生成的法則 (R⃗, D⃗)に従うためには，A⃗f が D⃗を含み R⃗で閉じていることが必要

十分である．任意の f ∈ Fに対して A⃗fが D⃗を含むことは，D⃗が C⃗に含まれることと同等である．
任意の f ∈ Fに対して A⃗f が R⃗で閉じていることは，任意の f ∈ Fに対して

αi → βi ∈ A⃗f (i = 1, . . . , n), (α1 → β1) · · · (αn → βn) R⃗ (α→ β) =⇒ α→ β ∈ A⃗f

が成り立つことと同等である．このことは，(α1 → β1) · · · (αn → βn) R⃗ (α→ β) であれば任意の
f ∈ Fに対して

{αi → βi | i = 1, . . . , n} ⊆ A⃗f =⇒ α→ β ∈ A⃗f

が成り立つことと同等である．このことは，さらに定理 3.26.7と注意 3.26.3によれば，

(α1 → β1) · · · (αn → βn) R⃗ (α→ β) =⇒ (α1 → β1) · · · (αn → βn) Q⃗ (α→ β)

が成り立つことと，すなわち R⃗ ⊆ Q⃗なることと同等である．以上により，任意の f ∈ Fに対して
≼fが法則 (R⃗, D⃗)に従うことは，R⃗ ⊆ Q⃗かつ D⃗ ⊆ C⃗なることと同等であり，このことは問題 3.28.2

によれば，(R⃗, D⃗)が F⃗健全であることと同等である．

3.30.2 完全性と生成関係・恒真関係
§ 前項に引き続き (A,F)を B値論対とする．定理 3.30.4では，A上の論拠 (R,D)の F完全性
等を，(R,D)の定める偏生成関係 ⊨R,D と (A,F)の偏恒真関係 ⊨の間の包含関係によって説明し
た．この項では，⊨R,Dと ⊨を生成関係≼R,Dと (A,F)の恒真関係≼で置き換えて同様の説明をす
る．そのために，前項で ≼を C⃗でも表したのと同じ理由で，≼R,D を A⃗R,D でも表す．

A⃗R,D = {α→ β ∈ A⃗ | α ≼R,D β}

定理 3.30.11 A上の論拠 (R,D)は，生成関係 ≼R,Dが (A,F)の恒真関係 ≼に含まれれば F健全
であり，≼R,D が ≼を含めば F充分である．従って，≼R,D が ≼に等しければ，(R,D)は F完全
である．

証明 定理 3.25.2により≼R,DのA∗ ×Aへの制限は偏生成関係 ⊨R,Dに等しく，定義により≼の
A∗ ×Aへの制限は偏恒真関係 ⊨に等しい．従って定理 3.30.4によりこの定理が成り立つ．

問題 3.30.19 (A,F)の恒真関係≼が偏恒真関係 ⊨の最大束拡張に等しい場合，A上の論拠 (R,D)

が F完全であれば，生成関係 ≼R,D は ≼に等しい．

注意 3.30.3 (R,D)が F健全であれば≼R,Dが≼に含まれるかどうか，(R,D)が F充分であれば
≼R,D が ≼を含むかどうか，一般には不明である（定理 3.30.20参照）．

略解 定理 3.30.4により偏生成関係 ⊨R,Dが ⊨に等しく，定理 3.25.2により≼R,Dが ⊨R,Dの最大
束拡張だからである．
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定義 3.30.2 A⃗上の論拠 (R⃗, D⃗)で C⃗ = [D⃗]
R⃗
をみたすものを，A∗ 上の関係についての生成的法則

とみなして (A,F)の特性法則または固有法則と呼ぶ．これは定義 3.28.1によれば，すなわち A⃗上
の F⃗弱完全な論拠であり，また定理 3.29.1によれば，すなわち (A,F)の恒真関係≼を A∗上の最
小 (R⃗, D⃗)関係と成す生成的法則 (R⃗, D⃗)である．

定理 3.30.12 (A,F)には特性法則が存在する．

証明 問題 3.28.3と定理 3.28.2により，F⃗弱完全な A⃗上の論拠 (R⃗, D⃗)は何かしら存在し，それは
(A,F)の特性法則である．

注意 3.30.4 定義 3.30.2と定義 3.29.2によれば，(A,F)の特性法則は生成的法則としてすべて弱
同値である．しかし，生成的法則として同値ではない特性法則を持つ (A,F)の例がある．ただし，
定理 3.28.2と問題 3.29.4によれば，A⃗上の F⃗完全な論拠は，(A,F)の特性法則であって，生成的
法則としてすべて同値である（定理 3.30.24参照）．

問題 3.30.20 (A,F)が束値論対 (A,F ′)と特性法則を共有すれば，(A,F)と (A,F ′)は同値であ
る．(A,F)と (A,F ′)の恒真関係がそれぞれの偏恒真関係の最大束拡張であれば，逆も成り立つ．

略解 前半は，特性法則を共有すれば恒真関係を共有し，従って偏恒真関係を，すなわち最大論理
を共有するからである．

問題 3.30.21 (✓) 有限生成でない代数系 Aとその台部分系の全体 Bに対し，論対 (A,B − {A})

の T値論対化を (A,F)とし，A∗上の関係についての生成的法則 (R⃗, D⃗)として束律をとり，Aの代
数構造の関係化 Rを A⃗の部分集合とみなせば，生成的法則 (R⃗, D⃗∪R)は (A,F)の特性法則である．
第一分離公理をみたす非離散位相空間 A とその開集合系 B または閉集合系 B に対し，論対

(A,B− {A})の T値論対化を (A,F)とすれば，束律 (R⃗, D⃗)は (A,F)特性法則である．

略解 問題 3.30.18と問題 3.27.18による．

定理 3.30.13 (完全性の基本定理) A上の F健全な論拠 (R,D)は，生成関係≼R,Dが (A,F)のあ
る特性法則に従えば，F完全である．より一般に，A上の F健全な論拠 (R,D)と A⃗上の論拠 (R⃗, D⃗)

が次の二条件をみたせば，(R,D)は F完全である．

1. C⃗ ⊆ [D⃗]
R⃗

2. ≼R,D は A∗ 上の関係についての生成的法則とみなした (R⃗, D⃗)に従う．

証明 条件 2は D⃗ ⊆ A⃗R,D であって A⃗R,D が R⃗で閉じていることを意味する．これと条件 1から
C⃗ ⊆ [D⃗]

R⃗
⊆ A⃗R,D，従って C⃗ ⊆ A⃗R,D が成り立つ．これは，(A,F)の恒真関係 ≼が ≼R,D に含ま

れることを意味する．従って定理 3.30.11により，(R,D)は F充分である．(R,D)が F健全との仮
定と合わせて，(R,D)は F完全となる．

問題 3.30.22 (A,F)の恒真関係 ≼が偏恒真関係 ⊨の最大束拡張に等しい場合，A上の F健全な
論拠 (R,D)と A⃗上の論拠 (R⃗, D⃗) についての次の四条件は同等である．

1. (R,D)は F完全であって (R⃗, D⃗)は F⃗弱完全である．
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2. (R⃗, D⃗)は (A,F)の特性法則であって生成関係 ≼R,D は A∗ 上の最小 (R⃗, D⃗)関係に等しい．

3. (R⃗, D⃗)は (A,F)の特性法則であって ≼R,D は (R⃗, D⃗)に従う．

4. (R,D)と (R⃗, D⃗)は定理 3.30.13の条件 1, 2をみたす．

略解 (1 =⇒ 2)問題 3.30.19により A⃗R,D = C⃗，従って A⃗R,D = [D⃗]
R⃗
が成り立つ．

(4 =⇒ 1)定理 3.30.13により (R,D)は F完全である．従って問題 3.30.19により A⃗R,D = C⃗が
成り立ち，定理 3.30.13の証明で C⃗ ⊆ [D⃗]

R⃗
⊆ A⃗R,D が示してあるから C⃗ = [D⃗]

R⃗
が成り立つ．

問題 3.30.23 (A,F)の恒真関係 ≼が偏恒真関係 ⊨の最大束拡張に等しい場合，(R,D)が A上の
F完全な論拠であれば，(A,F)の任意の特性法則 (R⃗, D⃗)に対して，生成関係≼R,DはA∗上の最小
(R⃗, D⃗)関係に等しい．

略解 (R⃗, D⃗)は A⃗上の論拠として F⃗弱完全である．従って (R,D)が F完全であれば，問題 3.30.22

により ≼R,D は最小 (R⃗, D⃗)関係に等しい．

問題 3.30.24 (✓) 定理 3.30.13において，条件 1を条件 C⃗ ⊆ [R∪ D⃗]
R⃗
に替えても，同じ結論が成

り立つ．ただし R∪ D⃗は，A∗ ×Aの部分集合の Rを A⃗の部分集合とみなしての D⃗との和を表す．

略解 定理 3.25.1により，A⃗の部分集合とみなした Rは A⃗R,D に含まれる．そこで，A上の論拠
(R,D)と A⃗上の論拠 (R⃗, R ∪ D⃗)に定理 3.30.13を使う．

問題 3.30.25 (✓) 定理 3.30.13の仮定に加えて，(A,F)の恒真関係≼が劣空律に従うと共に写像
φ ∈ A⃗→A∗ で二条件

α ≼ β ⇐⇒ φ(α,β) ≼ ε α ≼R,D β ⇐⇒ φ(α,β) ≼R,D ε

をみたすものがあると仮定すれば，C⃗ = [D⃗]
R⃗
= A⃗R,D が成り立つ．

略解 ≼が劣空律に従うことにより，α ≼ βなることは，任意の z ∈ Aに対して φ(α,β) ≼ zす
なわち φ(α,β) ⊨ zなることと同等である．定理 3.25.2により ≼R,D も劣空律に従うから同様に，
α ≼R,D βなることは，任意の z ∈ Aに対してφ(α,β) ⊨R,D zなることと同等である．定理 3.30.13

により ⊨と ⊨R,D が等しいから，≼と ≼R,D が等しい．

補題 3.30.1 (A,F)が 1 /∈ Fなる T値論対の場合，A∗上の包容律に従う関係≼∗が (A,F)の恒真
関係≼を含むためには，≼∗によるAの任意の

、
　有
、
　限
、
　な切断に F実例のあることが必要十分である．

証明 (3.30.5)により ≼ =
⋂
f∈F ≼f であり，定理 3.30.7と問題 3.19.4により各 ≼f (f ∈ F)は包

容律に従う．従って定理 3.22.8により，≼∗ ⊇ ≼なることはD≼∗ ⊆
⋃
f∈F D≼f なることと，つま

り各 (X, Y) ∈ D≼∗ に応じて (X, Y) ∈ D≼f なる f ∈ Fがあることと同等である．定理 3.22.7系と
1 /∈ Fとの仮定と注意 3.30.2により，(X, Y) ∈ D≼f なることは fが (X, Y)の F実例であることと
同等である．

問題 3.30.26 (A,F)が 1 /∈ Fなる T値論対の場合，A∗上の関係≼∗が (A,F)の恒真関係≼を含
めば，≼∗ による Aの任意の

、
　有
、
　限
、
　な切断に F実例が存在する．
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略解 ≼が包容律に従い定理 3.22.7により C≼∗ ⊆ C≼ が成り立つ．そこで補題 3.30.1を使う．

問題 3.30.27 A∗上の関係≼∗が (A,F)の恒真関係≼を含むためには，≼∗に関する各特異対がそ
れに応じたある f ∈ Fに対して ≼f に関する特異対であることが必要十分である．

略解 問題 3.22.14による．

定理 3.30.14 (A,F)を 1 /∈ Fなる T値論対とし，(R,D)を A上の F健全な論拠とし，生成関係
≼R,DによるAの任意の

、
　有
、
　限
、
　な切断に F実例があると仮定する．このとき (R,D)は F完全である．

証明 ≼R,D は，定理 3.25.2と問題 3.19.4により包容律に従うから，切断についての仮定と補題
3.30.1により (A,F)の恒真関係を含む．従って (R,D)は，定理 3.30.11により F充分であり，F健
全との仮定と合わせて，F完全である．

問題 3.30.28 (A,F)が 1 /∈ Fなる T値論対で (A,F)の恒真関係 ≼が偏恒真関係 ⊨の最大束拡張
に等しい場合，(R,D)がA上の F完全な論拠であれば，生成関係≼R,DによるAの任意の

、
　有
、
　限
、
　な

切断に F実例がある．

略解 問題 3.30.19により ≼R,D = ≼であるから，問題 3.30.26によりこの結論が成り立つ．

定理 3.30.15 (A,F)が 1 /∈ Fなる T値論対で，(R⃗, D⃗)が A∗上の関係についての生成的法則で次
の二条件をみたせば，(R⃗, D⃗)と付加律・巾等律・置換律の和は (A,F)の特性法則である．

1. (A,F)の恒真関係 ≼は法則 (R⃗, D⃗)に従う．

2. A∗ 上の ≼に含まれる任意の (R⃗, D⃗)関係による Aの任意の
、
　有
、
　限
、
　な切断に F実例がある．

注意 3.30.5 定理 3.29.4により付加律・巾等律・置換律がそれぞれ生成的法則 (R1, ∅), (R2, ∅), (R2, ∅)
として表されるから，(R⃗, D⃗)と付加律・巾等律・置換律の和

(R⃗, D⃗) ∪ (R1, ∅) ∪ (R2, ∅) ∪ (R3, ∅) = (R⃗ ∪ R1 ∪ R2 ∪ R3, D⃗)

が問題 3.29.1でのように生成的法則として定義される．

証明 注意 3.30.5における和を (S⃗, D⃗)で表す．条件 1と定理 3.30.7により≼は (S⃗, D⃗)に従い，問
題 3.29.4により (S⃗, D⃗)は (R⃗, D⃗)より強い．[D⃗]

S⃗
を A∗ 上の関係とみなしたものを ≼∗ で表す．そ

うすると≼∗は，定理 3.29.1により最小 (S⃗, D⃗)関係であるから，≼∗ ⊆ ≼をみたし，(R⃗, D⃗)関係で
あって，問題 3.19.4により包容律に従う．従って条件 2と補題 3.30.1により≼∗ ⊇ ≼が成り立つ．
これで ≼ = ≼∗，すなわち C⃗ = [D⃗]

S⃗
が示された．

問題 3.30.29 (A,F)を 1 /∈ Fなる T値論対とし，(R⃗, D⃗)を (A,F)の特性法則とすれば，A∗上の
任意の (R⃗, D⃗)関係による Aの任意の

、
　有
、
　限
、
　な切断に F実例がある．

略解 (A,F)の恒真関係が A∗ 上の最小 (R⃗, D⃗)関係であることと問題 3.30.26による．

定理 3.30.16 (A,F)を 1 /∈ Fなる T値論対とし，(R,D)をA上の F健全な論拠とし，A∗上の関
係についての生成的法則 (R⃗, D⃗)で次の二条件をみたすものが存在すると仮定する．
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1. 生成関係 ≼R,D と (A,F)の恒真関係 ≼は法則 (R⃗, D⃗)に従う．

2. A∗ 上の ≼に含まれる任意の (R⃗, D⃗)関係による Aの任意の
、
　有
、
　限
、
　な切断に F実例がある．

このとき (R,D)は F完全である．

証明 (R⃗, D⃗)が定理 3.30.15の二条件をみたすから，(R⃗, D⃗)と付加律・巾等律・置換律の和 (S⃗, D⃗)

は (A,F)の特性法則である．≼R,Dは，定理 3.25.2により付加律・巾等律・置換律に従い，条件 1

と合わせて法則 (S⃗, D⃗)に従う．従って定理 3.30.13により，(R,D)は F完全である．
別証 (X, Y)を ≼R,D による Aの有限な切断とすれば，定理 3.22.7により (X, Y)は ≼R,D ∩ ≼に
よる Aの切断であって，条件 1と定理 3.29.2により ≼R,D ∩≼も法則 (R⃗, D⃗)に従うから，条件 2

により (X, Y)に F実例がある．従って定理 3.30.14により，(R,D)は F完全である．

問題 3.30.30 (A,F)が 1 /∈ Fなる T値論対で (A,F)の恒真関係 ≼が偏恒真関係 ⊨の最大束拡張
に等しい場合，(R,D)が A上の F完全な論拠であれば，(A,F)の特性法則 (R⃗, D⃗)は定理 3.30.16

の条件 1, 2をみたす．

略解 問題 3.30.23と問題 3.30.29による．

注意 3.30.6 (完全性の基本定理 3.30.13の意味するもの) 完全性の基本定理 3.30.13は，A上の
F完全な論拠 (R,D)を見つけるために

、
　実
、
　際
、
　上必要にして十分な手順を示している．、

　実
、
　際
、
　の
、
　論
、
　理
、
　学
、
　に
、
　お
、
　い
、
　て
、
　は，(A,F)が 1 /∈ Fなる T値論対で (A,F)の恒真関係≼が偏恒真関係 ⊨

の最大束拡張に等しい場合が重要である．その場合には，まず定理 3.30.13と問題 3.30.23によれ
ば，A上の論拠 (R,D)で F完全なものを見つけるには，次の二つの手順を踏むことが必要かつ十
分である．
　手順 1. (A,F)の特性法則 (R⃗, D⃗)を見つける．これはすなわち，A⃗上の F⃗弱完全な論拠であり，

(A,F)の恒真関係 ≼を A∗ 上の最小 (R⃗, D⃗)関係と成す生成的法則である．

　手順 2. A上の F健全な論拠 (R,D)で生成関係 ≼R,D が法則 (R⃗, D⃗)に従うものを見つける．
次に定理 3.30.15と問題 3.30.29によれば，手順 1のためには次の方法が理に適っている．

A∗上の関係についての生成的法則 (R⃗, D⃗)で (A,F)の恒真関係≼を (R⃗, D⃗)関係と成す
ものを適当にとって，A∗上の ≼に含まれる任意の (R⃗, D⃗)関係による Aの任意の有限
な切断に F実例のあることを示す．

いずれの方法をとるにしても手順 1では，(A,F)に随伴する式論対 (A⃗, F⃗)に関して弱完全な論拠
(R⃗, D⃗)を探せばいい．そして定理 3.28.2により，F⃗弱完全性は F⃗完全性より文字通りに弱い性質
である [73]．特に R⃗は，問題 3.28.6と問題 3.26.5によれば，式論対 (A⃗, F⃗)の論理の範囲より広い
弱論理の範囲から探せばいい（D⃗は C⃗の中から探す）．また手順 2でも，問題 3.30.17によれば，
Rは「αRy =⇒ α→ y ∈ C⃗」をみたすものの中から探し，Dは ε→ x ∈ C⃗をみたす元 xを探し
集めて作ればいい．従って (A,F)に関し完全な論拠 (R,D)を探す限り，式論対 (A⃗, F⃗)については，
核 C⃗すなわち恒真関係≼が重要なのであり，与論 A⃗fすなわち f真関係≼fは， (3.30.5)によって
≼を決める限りにおいて重要であるに過ぎない．従って，A⃗を言語とする別の論対 (A⃗,B)の核が
C⃗に等しければ，つまり (A⃗,B)が (A⃗, F⃗)と弱同値なら，それを式論対 (A⃗, F⃗)の代わりに使っても
いい．実際，第 5.6.1項ではそういう論対を使う．
[73]ただし (R,D) についても (R⃗, D⃗) についても，妥当な仮定の下では弱完全性が完全性を含意する．定理 3.28.3, 問題
3.28.7, 問題 3.28.8, 定理 3.30.5, 問題 3.30.7, 定理 3.30.22, 問題 3.30.33, 定理 3.30.23 参照．
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3.30.3 ブール表現論対
§ 以下この節では，(A,F)が B値論対であるというこれまでの仮定に加え，Bがブール束であ
ると仮定してそのブール論法を∧,∨,♢,⇒で表し，また，x∧y, x∨y, x♢, x⇒yをA上の汎算
法とし，Fの各元がこれらの算法について Aの B上のブール表現であると仮定する（ただし「こ
れらの算法について」の類の断り書きは，今後しばしば省略する）．こういう B値論対を，B上
のブール表現論対とか B表現論対とかと呼ぶ．
第 4.7.1項で説明するように真偽のある論理系から T値論対が出来るが（例 3.26.1参照），本書

で例示する真偽のある論理系から出来る T値論対は，どれも T表現論対である．

問題 3.30.31 0, 1 /∈ Fが成り立つ．

略解 Fが {♢}準写から成って#B ≥ 2であることによる．

定理 3.30.17 (A,F)の恒真関係 ≼は，算法 ∧,∨,♢,⇒についてブール関係であり，(A,F)の偏
恒真関係 ⊨の最大束拡張である．

証明 定理 3.19.6により，各 f ∈ Fに対して f真関係≼fはブール関係である．従ってそれらの交
わりである≼も，問題 3.21.23によりブール関係であり，特に準上限律に従い，また問題 3.21.3に
より下端律に従うので，問題 3.21.11により劣空律に従う．従って定理 3.30.8により，≼は ⊨の最
大束拡張である．

系 各 f ∈ Fに対して f真関係≼fは，算法∧,∨,♢,⇒についてブール関係であり，偏 f真関係 ⊨f
の最大束拡張である．

証明 (A, {f})が B表現論対だからである．

定理 3.30.18 束値論対 (A,G)の恒真関係が A上の汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yについてブー
ル関係であれば，(A,G)はこれら算法についてのある T表現論対と同値である．

証明 定理 3.22.17により，(A,G)の恒真関係はある T表現論対 (A,H)の恒真関係に等しい．従っ
て問題 3.30.11により (A,G)は (A,H)と同値である．

注意 3.30.7 定理 3.30.17と定理 3.30.18は，束値論対の中でブール表現論対が「恒真関係がブー
ル関係である」という性質によって特徴付けられることを示すと共に，ブール表現論対は T表現
論対と同値であることを示すが，この後者のことより精密に定理 3.30.19が成り立つ．ただし，こ
れより深いことが定理 3.30.29で分かる．

定理 3.30.19 Bの T表現の全体を Tで表し，f ∈ Fと g ∈ Tの合成写像 gf ∈ A→Tの全体を F ′

で表せば，(A,F ′)は T表現論対であって (A,F)と同値である．

証明 問題 3.3.4により F ′は T表現から成る．問題 3.22.33の略解によれば，T 6= ∅であり，Bか
ら Tの巾ブール束 TT への写像 ρを，各 a ∈ Bと各 g ∈ Tに対して (ρa)g = gaなるよう定めれば，
ρはブール束としての単射準写 ρとなる．各 (f, g) ∈ F × Tと各 x ∈ Aに対して g(fx) =

(
ρ(fx)

)
g

であるから，問題 3.30.15により (A,F)は (A,F ′)と同値である．
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定理 3.30.20 A上の論拠 (R,D)の F完全性について次のことが成り立つ．

1. (R,D)が F完全であるためには，生成関係 ≼R,D が (A,F)の恒真関係 ≼に等しいことが必
要十分であり，≼R,D が算法 ∧,∨,♢,⇒についてブール関係であることが必要である．

2. ≼R,Dが算法∧,∨,♢,⇒についてブール関係であれば，(R,D)が F健全であるためには≼R,D
が≼に含まれることが必要十分であり，(R,D)が F充分であるためには，≼R,Dが≼を含む
ことが必要十分である．

証明 定理 3.30.17により ≼が ⊨の最大束拡張かつブール関係であるから，定理 3.30.11と問題
3.30.19により結論 1が成り立つ．
≼がブール関係であるから，≼R,D もブール関係であれば，定理 3.21.16により，≼R,D が ≼に

含まれるためには ⊨R,Dが ⊨に含まれることが必要十分であり，≼R,Dが≼を含むためには，⊨R,D
が ⊨を含むことが必要十分である．従って定理 3.30.4により結論 2が成り立つ．

定理 3.30.21 (A,F)に随伴する式論対 (A⃗, F⃗)の最大論理 Q⃗と ∅から成る組み (Q⃗, ∅)は，A∗上の
関係についての生成的法則としてブール律を含意する．

証明 定理 3.29.4により，ブール律は何らかの生成的法則 (R⃗, D⃗)として表される．定理 3.30.17

系により，各 f ∈ Fに対して f真関係 ≼f は法則 (R⃗, D⃗)に従う．従って定理 3.30.10によりこの定
理が成り立つ．

例 3.30.1 定理 3.30.21と定理 3.30.10によれば，A∗上の関係についての生成的法則 (R⃗, D⃗)がブー
ル律と同値であれば，R⃗は (A,F)に随伴する式論対 (A⃗, F⃗)の論理，従って弱論理であって D⃗ ⊆ C⃗
が成り立つ．このことを利用して注意 3.30.6の手順 1, 2に関し，(A,F)と (A⃗, F⃗)の論理と弱論理
にどういうものがあるか例示しよう．
定理 3.29.4の証明の記号法の下で，ブール律は生成的法則 (R⃗0, D⃗1)とも生成的法則 (R⃗2, D⃗0)と
も同値である．従ってまず，R⃗0 ∪ R⃗2を成す付加・巾等・置換・消去・強消去・下限・上限・両補・三
導の九種十七個の A⃗∗, A⃗間の関係は (A⃗, F⃗)の論理，従って弱論理である．次に，D⃗1に属す α→ y

なる形の式については α→ y ∈ C⃗が成り立つから，そういう式を集めて A∗, A間の関係 Rを作れ
ば，問題 3.30.17により Rは (A,F)の論理となる．たとえば，D⃗1の中の下限式・上限式・三導式
から，次の三組八個の (A,F)の論理が得られる．ただし，分数式表示法を使っている．

x∧y

x

x∧y

y

x y

x∧y
(下限論理)

x

x∨y

y

x∨y
(上限論理)

x♢

x⇒y y

x⇒y x x⇒y
y

(三導論理)

これらの中でも特に重要な三導論理と下限論理の右端のものを記号 ℘と &で表す．

℘ =
x x⇒y

y
& =

x y

x∧y

論理 ℘は第 1.2.3項や第 1.2.4項で触れたいわゆるmodus ponensであり，論理&は算法∧の関
係化に他ならない [74]．
[74]記号「℘（ペー）」は「ponens」の「p」に因んで使うが，元々は楕円関数の一種を表す．「& (ampersand)」は言うま
でもないが「and」の代用記号である．
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問題 3.30.32 関係 ℘ ′ =
x x♢ ∨y

y
も x x♢

y
も y

x∨ x♢
も (A,F)の論理である．

定理 3.30.22 A上の論拠 (R,D)がC ⊆ [D]Rをみたして Rがmodus ponens ℘を含めば，(R,D)

は F充分である．

証明 定理 3.30.17により ≼はブール関係である．そこで，写像 ϕ ∈ A∗ × A → Aを次のように
定める．ただし n = 0の場合，右辺は yを意味する．

ϕ(x1 · · · xn, y) = xn⇒(· · ·⇒(x2⇒(x1⇒y)) · · · )
そうすると，定理 3.21.4と ⊨が ≼の A∗ ×Aへの制限であることにより

x1 · · · xn ⊨ y ⇐⇒ ε ⊨ ϕ(x1 · · · xn, y)

が成り立つ．特に，ϕ は問題 3.30.7 の条件「α ⊨ y =⇒ ε ⊨ ϕ(α, y)」をみたす．そこで次に
ε ⊨R,D ϕ(x1 · · · xn, y)と仮定する．そうすると，

xn⇒(· · ·⇒(x2⇒(x1⇒y)) · · · ) ∈ [D]R ⊆ [{x1, . . . , xn} ∪D]R

が成り立って Rが ℘を含むから，i = 1, . . . , nに対して

xn−i⇒(· · ·⇒(x2⇒(x1⇒y)) · · · ) ∈ [{x1, . . . , xn} ∪D]R

なることが帰納的に分かり，特に y ∈ [{x1, . . . , xn} ∪D]R，すなわち x1 · · · xn ⊨R,D yが成り立つ．
つまり，ϕは問題 3.30.7の条件「α ⊨R,D y ⇐= ε ⊨R,D ϕ(α, y)」をみたす（矢印の向きに注意）．
従ってこの定理が成り立つ．

系 modus ponens ℘と (A,F)の核 Cから成る A上の論拠 (℘,C)は F完全である．

証明 (℘,C)はFに関して，定義 3.28.1に注記したことと例 3.30.1により健全であって定理 3.30.22

により充分である．

問題 3.30.33 A上の論拠 (R,D)が C ⊆ [D]R をみたして Rが論理 ℘ ′ と &を含めば，(R,D)は F

充分である．

略解 定理 3.30.22の証明を，xn⇒(· · ·⇒(x2⇒(x1⇒y)) · · · )を ((· · · (x1∧ x2)∧ · · · )∧ xn)♢ ∨y

に替えて真似る．

定理 3.30.23 B = Tの場合，A⃗上の論拠 (R⃗, D⃗)についての次の三条件は同等である．

1. (R⃗, D⃗)は F⃗充分である．

2. (R⃗, D⃗)が C⃗ ⊆ [D⃗]
R⃗
をみたし，A∗ 上の関係についての生成的法則とみなした (R⃗, D⃗)がブー

ル律を含意する．

3. (R⃗, D⃗)が C⃗ ⊆ [D⃗]
R⃗
をみたし，R⃗D⃗が A⃗∗, A⃗間の関係として次の四関係を含む（これらの関係

を片消去・片下限・片上限・片補と呼ぶ [75]）．
α→ x xβ→ δ

αβ→ δ

xyα→ β

x∧y, α→ β

α→ xyβ

α→ x∨y, β

xα→ β

α→ x♢β
[75]これらの関係はそれぞれ，定理 3.29.4 の証明中の消去関係・下限関係・上限関係・両補関係の片割れである．
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注意 3.30.8 片消去・片下限・片上限・片補の四関係の中の任意の一つを R ′で表せば，定理 3.25.5

により，R ′ ⊆ R⃗D⃗なることは R ′∅ ⊆ R⃗D⃗なることと同等である．従って問題 3.29.4により，R⃗D⃗が
片消去・片下限・片上限・片補の四関係を含むことは，生成的法則 (R⃗, D⃗)が次の四法則含意する
ことと同等である．

αRx, xβR δ =⇒ αβRδ (片消去律)

xyαRβ =⇒ x∧y, αRβ (片下限律)

αRxyβ =⇒ αRx∨y, β (片上限律)

xαRβ =⇒ αRx♢β (片補律)

証明 (1 =⇒ 2)定理 3.29.4により，A∗上の関係についてのブール律は何らかの生成的法則 (R ′, D ′)

として表される．定理 3.30.17系により任意の f ∈ Fに対して f真関係≼fはブール律に従うから，
定理 3.30.10により，A⃗上の論拠とみなした (R ′, D ′)は F⃗健全，すなわち R ′D ′

⊆ Q⃗をみたす．こ
れを条件 1と合わせれば R ′D ′

⊆ R⃗D⃗が得られ，これは問題 3.29.4によれば，生成的法則 (R⃗, D⃗)が
ブール律を含意することと同等である．
(2 =⇒ 3)定理 3.21.2と定理 3.21.3によりブール律が片消去律・片下限律・片上限律・片補律を

含意することと注意 3.30.8による．
(3 =⇒ 1) まず写像 z ∈ A⃗→A∗ を次のように定める．

z(x1 · · · xm → y1 · · ·yn) = ((· · · (x1∧ x2)∧ · · · )∧ xm)♢ ∨((· · · (y1∨y2)∨ · · · )∨yn)

ただし右辺は，m = n = 0の場合は空列 εを意味し，m = n = 0でない場合は，m = 0なら
((· · · (y1∨y2)∨ · · · )∨yn)を意味し，n = 0なら ((· · · (x1∧ x2)∧ · · · )∧ xm)♢ を意味する．従っ
て z(x1 · · · xm → y1 · · ·yn)は，Aに属すか空列かである．さらに，写像 ϕ ∈ A⃗∗ × A⃗→ A⃗を

ϕ
(
(α1 → β1) · · · (αn → βn), (α0 → β0)

)
= z(α1 → β1) · · · z(αn → βn)α0 → β0

と定める．そして，(A,F)に随伴する式論対 (A⃗, F⃗)の核 C⃗と最大論理 Q⃗と A⃗上の論拠 (R⃗, D⃗)と
写像 ϕに問題 3.28.7を使いたい．そこで，この問題の条件がみたされることを示すために，まず

(α1 → β1) · · · (αn → βn) Q⃗ (α0 → β0)

と仮定する．そうするとこれは，定理 3.26.7と注意 3.26.3により

α1 ≼f β1, . . . , αn ≼f βn =⇒ α0 ≼f β0 (f ∈ F)

と書き換えられ，これは，定理 3.30.17系により ≼fがブール関係であるから，定理 3.21.2と定理
3.21.3により

ε ≼f z(α1 → β1), . . . , ε ≼f z(αn → βn) =⇒ α0 ≼f β0 (f ∈ F)

と書き換えられ，これは，B = Tで z(αi → βi) ∈ A ∪ {ε} (i = 1, . . . , n)であるから

z(α1 → β1) · · · z(αn → βn)α0 ≼f β0 (f ∈ F)

と書き換えられ，これは式 z(α1 → β1) · · · z(αn → βn)α0 → β0 が恒真式であることと，すなわ
ち C⃗に属すことと同等であり，従って写像 ϕの定義と定理 3.26.9により，

ε Q⃗ϕ
(
(α1 → β1) · · · (αn → βn), (α0 → β0)

)
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なることと同等である．従って，問題 3.28.7の条件の一つ目がみたされる．そこで次に

ε R⃗D⃗ϕ
(
(α1 → β1) · · · (αn → βn), (α0 → β0)

)
と仮定する．そうすると，生成関係 R⃗D⃗ と写像 ϕの定義により

z(α1 → β1) · · · z(αn → βn)α0 → β0 ∈ [D⃗]
R⃗
⊆
[
{(α1 → β1), . . . , (αn → βn)} ∪ D⃗

]
R⃗

が成り立つ．そこで
R =

[
{(α1 → β1), . . . , (αn → βn)} ∪ D⃗

]
R⃗

と定める．そうすると，これは A∗ 上の (R⃗, D⃗)関係とみなせて，

z(α1 → β1) · · · z(αn → βn)α0 Rβ0 αi Rβi (i = 1, . . . , n)

が成り立つ．また，⃗RD⃗が片消去・片下限・片上限・片補の四関係を含むから，注意 3.30.8により，Rは
片消去律・片下限律・片上限律・片補律に従う．そこでαi Rβiに片下限・片上限・片補の三律を使えば，
ε R z(αi → βi)が得られる (i = 1, . . . , n)．そして，これらと z(α1 → β1) · · · z(αn → βn)α0 Rβ0

に片消去律を使えば α0 Rβ0，すなわち

(α0 → β0) ∈
[
{(α1 → β1), . . . , (αn → βn)} ∪ D⃗

]
R⃗

すなわち
(α1 → β1) · · · (αn → βn) R⃗

D⃗ (α0 → β0)

が得られる．これで問題 3.28.7の条件がすべてみたされたので，この定理が成り立つ．

定理 3.30.24 B = Tの場合，(A,F)の次の二条件をみたす特性法則 (R⃗, D⃗)はすべて同値である．

1. 任意の f ∈ Fに対して，f真関係 ≼f は法則 (R⃗, D⃗)に従う．

2. 法則 (R⃗, D⃗)はブール律を含意するか片消去律・片下限律・片上限律・片補律を含意する．

証明 条件 1の下では定理 3.30.10により，(R⃗, D⃗)は F⃗ 健全である．(R⃗, D⃗)が (A,F)の特性法則
あって条件 2をみたせば，定理 3.30.23と注意 3.30.8により，(R⃗, D⃗)は F⃗充分である．従って (A,F)

の特性法則 (R⃗, D⃗)で条件 1, 2をみたすものは，F⃗完全であり，従って D⃗R⃗ = Q⃗をみたす．これで
証明された． 終

以上はブール表現論対における論拠の完全性についての説明であった．以下ではブール表現論対
における無矛盾集合・実例・補法などについて説明する．

定理 3.30.25 算法 ♢は (A,F)の補法である．また，♢が (A,F)の否法であるためには，任意の
f ∈ Fに対して fA ⊆ {0, 1}の成り立つことが必要十分である．従って B = Tであれば，♢は (A,F)

の否法である．

注意 3.30.9 任意の f ∈ F に対して fA ⊆ {0, 1}が成り立てば，{0, 1}が Tと同一視できるから，
(A,F)は T表現論対とみなせる．
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証明 定理 3.30.17により (A,F)の恒真関係≼が算法∧,∨,♢,⇒についてブール関係であるから，
定理 3.21.3により，(A,F)の偏恒真関係 ⊨は ♢について偏矛盾律と偏排中律に従う．定理 3.30.1

により ⊨が (A,F)の最大論理であるから，♢は (A,F)の補法である．
Fが {♢}準写から成って問題 3.30.31により 1 /∈ Fであるから，定理 3.30.6によれば，算法 ♢が

(A,F)の否法であるためには，各 f ∈ Fに応じて Bの元 afで fA ⊆ {af, 1}をみたすものが存在し
て任意の f ∈ Fと x ∈ Aに対して「fx = 0 ⇐⇒ fx 6= 1」の成り立つことが必要十分であり，その
ためには，任意の f ∈ Fに対して fA ⊆ {0, 1} の成り立つことが必要十分である．

定理 3.30.26 (A,F)の矛盾集合と矛盾元について次のことが成り立つ．

1. Aの有限部分集合 {x1, . . . , xn}が矛盾集合であるためには，(A,F)の恒真関係 ≼について，
任意の y ∈ Aに対して x1 · · · xn ≼ yをみたすことも，x1 · · · xn ≼ εをみたすことも，算法∧

を適用する順番（括弧の付け方）によらずに x1∧ · · ·∧ xn ≼ εをみたすことも，x1∧ · · ·∧ xn
が矛盾元であることも，いずれも必要十分である．

2. Aの任意の元 xに対して，{x, x♢}は矛盾集合であって x∧ x♢ は矛盾元である．

3. Aの部分集合 Xが矛盾集合であるためには，Xのある有限部分集合が矛盾集合であることも，
α ⊆ Xなるある α ∈ A∗が任意の y ∈ Aに対して α ≼ yをみたすことも，α ≼ εをみたすこ
とも，Aのある元 xに対して α ≼ xと α ≼ x♢ をみたすことも，α ≼ x∧ x♢ をみたすこと
も，いずれも必要十分である．

4. Aの部分集合 Xが無矛盾集合であるためには，PA×PAの元 (X, ∅)がAの≼による切断で
あることが必要十分である．

5. Aの ♢で閉じている空でない部分集合は矛盾集合である．

証明 1.定理 3.30.1により (A,F)の偏恒真関係 ⊨が (A,F)の最大論理であるから，定理 3.27.1に
より，{x1, . . . , xn}が矛盾集合であることは，任意の y ∈ Aに対して x1 · · · xn ≼ yをみたすことと
同等である．このことは，定理 3.30.17により≼が ⊨の最大束拡張であるから，x1 · · · xn ≼ εなる
ことと同等である．このことは，定理 3.30.17により ≼がブール関係であるから，定理 3.21.2に
より，x1∧ · · ·∧ xn ≼ εなることと同等である．以上により特に，xが矛盾元であることは x ≼ ε
なることと同等である．従って {x1, . . . , xn}が矛盾集合であることは，x1∧ · · ·∧ xnが矛盾元であ
ることとも同等である．
2.定理 3.30.25により算法 ♢が (A,F)の補法であることと補題 3.27.1により，あるいは下補律

により xx♢ ≼ εが成り立つことと結論 1により，任意の x ∈ Aに対して {x, x♢}は矛盾集合であり，
従って結論 1により x∧ x♢ は矛盾元である．
3. 結論 1, 2と定理 3.27.2による．
4. 結論 3と定義 3.22.1によるか，後出の問題 3.30.34と定理 3.30.25と定理 3.27.8による．
5. 定理 3.30.25と問題 3.27.14による．

以下，(A,F)の無矛盾集合の全体を Cで表し，Cの包含関係⊆に関する極大元の全体をDで表
す．また，(A,F)の最大論理と核と論対化をそれぞれQと Cと (A,B)で表す．そうすると，Cと
Qと Cはそれぞれ (A,B)の無矛盾集合の全体と最大論理と核に等しい．
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定理 3.30.27 B = Tの場合，次のことが成り立つ．

B− {A} = {f−11 | f ∈ F} ∅ /∈ B− {A} C =
⋃
f∈F

P(f−11)

証明 Bについてのことは注意 3.30.1と問題 3.30.31による．定理 3.30.26により (A,F)に有限矛
盾集合があるから，定理 3.27.4により C =

←−−−−−
B− {A}が成り立つ．これと Bについての式から Cに

ついての式が得られる．

定理 3.30.28 Aの部分集合 Xとその定義関数 1X ∈ A→Tについての次の二条件は同等である．

1. X ∈ D

2. 1X は算法 ∧,∨,♢,⇒に関して Aの T表現であって Cの各元を 1にうつす．

また，B = Tの場合，F ⊆ {1X | X ∈ D}が成り立つ．

証明 定理 3.30.25により算法 ♢は (A,F)の補法であり，(A,F)の恒真関係 ≼は定理 3.30.17に
よりブール関係である．
(1 =⇒ 2) 恒真関係 ≼はさらに定理 3.30.1により Qの拡張である．従って定理 3.27.9と定理

3.22.9により，(X,A− X)は ≼による Aの極大の切断である．定理 3.21.10により ≼が弱ブール
関係であるから，定理 3.22.11により (X,A−X)はブール充乖対であり，従って補題 3.22.2により
Xはブール部分集合であり，従って定理 3.19.7により 1Xは T表現である．また，x ∈ Cなら，問
題 3.30.1により ε ≼ xであるから x /∈ A− X，従って 1X(x) = 1が成り立つ．
(2 =⇒ 1) Xは，定理 3.19.7によりAのブール部分集合であり，Cを含む．そこで，x1, . . . , xn ∈ X

が x1 · · · xn ≼ εをみたすと仮定する．そうすると≼がブール関係であるから，定理 3.21.3と定理
3.21.2により ε ≼ x1♢ ∨ · · ·∨ xn♢，従って x1

♢ ∨ · · ·∨ xn♢ ∈ C ⊆ Xが成り立つ．しかしそうする
とブール部分集合律により，ある i ∈ {1, . . . , n}に対して xi

♢ ∈ Xが成り立ち，従って xi /∈ Xが成
り立って矛盾である．この矛盾は，定理 3.30.26によれば X ∈ Cを意味する．また，やはり ≼が
ブール関係であることにより，任意の x ∈ Aに対して ε ≼ x∨ x♢，従って x∨ x♢ ∈ C ⊆ Xが成り
立つから，ブール部分集合律により x ∈ Xまたは x♢ ∈ Xが成り立つ．従って定理 3.27.5により
X ∈ Dが成り立つ．
以上により条件 1, 2は同等である．B = Tの場合，定理 3.30.25により算法♢は (A,F)の否法であ

る．従って定理 3.27.5によりB−{A} ⊆ Dが成り立つ．定理 3.30.27によりB−{A} = {f−11 | f ∈ F}

であるから，F ⊆ {1X | X ∈ D}が成り立つ．

注意 3.30.10 定理 3.30.28の同等な二条件は，暗に示したように，次の二条件とも同等である．

3. Xは算法 ∧,∨,♢,⇒に関する Aのブール部分集合であって Cを含む．

4. ≼1X は算法 ∧,∨,♢,⇒に関するブール関係であって各 x ∈ Cに対して ε ≼1X xをみたす．

なお条件 3に関して，定理 3.27.7により C =
⋂

Dが成り立つ．

問題 3.30.34 (A,F)の恒真関係≼は，論対 (A,D)の恒真関係≼Dに等しい（定理 3.22.17参照）．

略解 定理 3.30.17 により ≼ が強束律に従い (A,F) の偏恒真関係 ⊨ の最大束拡張であり，定理
3.27.9と定理 3.30.1により ≼D が ⊨を拡張する強束関係の中で最大だからである．
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定理 3.30.29 G = {1X | X ∈ D}と定めれば，(A,G)は算法 ∧,∨,♢,⇒に関する T表現論対であ
り，(A,F)と同値で第二種以下である．

証明 定理 3.30.28により，(A,G)は算法 ∧,∨,♢,⇒に関する T表現論対である．問題 3.30.9に
より，(A,G)の論対化は (A,D ∪ {A})であり，問題 3.26.25により (A,D ∪ {A})は (A,D)と同値
である．また，D∩ = (D ∪ {A})∩ が成り立つ．定理 3.30.25と定理 3.27.7により，論対 (A,D)は
(A,B)と同値で第二種以下である．従って，(A,D∪ {A})も (A,B)と同値で第二種以下である．以
上により，(A,G)は (A,F)と同値で第二種以下である．

注意 3.30.11 定義 3.30.1で B値論対 (A,F)について F実例の概念を定義したが，それをここで
T表現論対 (A,F)に特殊化して考える．そうすると，問題 3.30.31により 1 /∈ Fであるから，注意
3.30.2により，f ∈ Fが X ∈ PAの F実例であることは X ⊆ f−11なることと同等であり，fが X

の F反例であることは X ⊆ f−10なることと同等であり，fが (X, Y) ∈ PA× PAの F実例である
ことは，(X, Y) ⊆ (f−11, f−10)なることと同等である．

問題 3.30.35 B = Tとする．このとき，f ∈ Fが Aの有限部分集合 {x1, . . . , xn}の F実例である
ためには，Aの元 x1∧ · · ·∧ xnの F実例であることが必要十分である．また，fが {x1, . . . , xn}の
F反例であるためには，x1∨ · · ·∨ xnの F反例であることが必要十分である（問題 3.27.15参照）．
ただし，算法 ∧と ∨を適用する順番（括弧の付け方）にはよらない．

定理 3.30.30 B = Tの場合，(A,F)が第一種であるためには#F ≤ 1なることが必要十分であり，
次の四条件は同等である．

1. (A,F)は第二種以下である．

2. C =
⋃
f∈F P(f−11)

3. {1X | X ∈ D} ⊆ F

4. (A,F)の恒真関係 ≼による Aの任意の切断に F実例が存在する．

証明 定理 3.30.25により算法 ♢は (A,F)の否法である．また，定理 3.30.27により B − {A} =

{f−11 | f ∈ F}と ∅ /∈ B − {A}が成り立つ．従って，定理 3.27.6により第一種についてのことが成
り立ち，←−−−−−B− {A} =

⋃
f∈F P(f−11)が成り立ち，条件 3はD ⊆ Bなることと同等である．従って定

理 3.27.7系により条件 1 – 3は同等である
(3 =⇒ 4) (X, Y)を≼によるAの切断とする．そうすると，定理 3.30.17により≼がブール関係

であるから，問題 3.22.18により (X ∪ Y♢, ∅)が ≼による Aの切断であり，従って定理 3.30.26に
より，X∪ Y♢ ∈ Cが成り立つから，条件 2により X∪ Y♢の F実例 fがあり，fが (X, Y)の F実例
となる（問題 3.27.15参照）．
(4 =⇒ 3) X ∈ Cとすれば，定理 3.30.26により (X, ∅)が ≼による Aの切断であり，従って条件

4により (X, ∅)の F実例 fがあり，fが Xの F実例となる．

注意 3.30.12 注意 3.30.11により，定理 3.30.30の条件 C =
⋃
f∈F P(f−11)は「X ∈ PAが F 無

矛盾であるためには X に F 実例の存在することが必要十分である」ことを意味する．また，定
理 3.30.30の証明に記したように⋃f∈F P(f−11) =

←−−−−−
B− {A}が成り立つ．従って注意 3.27.3と定理

3.30.28によれば，定理 3.30.30の同等な四条件はさらに次の三条件のいずれとも同等である．
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5. C ⊆
⋃
f∈F P(f−11)．つまり，(A,F)の任意の無矛盾集合に F実例が存在する．

6. {1X | X ∈ D} = F

7.
⋃
f∈F P(f−11)は有限的である．つまり，X ∈ PAに F実例が有るためには Xの有限部分集
合すべてに F実例の有ることが必要十分である

また，これら同等な条件の下で Xを (A,F)の無矛盾集合とするとき，X ⊆ Yなる Y ∈ Dが存在し，
Y の定義関数が Fに属して Xの F実例となる．
一般に束値論対 (A,F)の論対化を (A,B)とすれば，注意 3.30.2により，X ∈ PAに F実例が存

在するためには B実例が存在することが必要十分である．従って問題 3.27.8により，Xに F実例
が存在すれば Xは (A,F)の無矛盾集合である．しかしこの逆は真ではない．定理 3.30.30と上記注
意によれば，T表現論対 (A,F)のどの無矛盾集合にも F実例が存在するためには，(A,F)が第二
種以下であることが必要十分である．定理 5.7.1によれば，第三種の T表現論対が存在する．従っ
て，T表現論対 (A,F)の無矛盾集合に F実例が存在するとは限らない．

定理 3.30.31 (A,F ′)を算法 ∧,∨,♢,⇒についてのもう一つのブール表現論対とすれば，次の五
条件は同等である．

1. (A,F)は (A,F ′)に覆われる.

2. (A,F)の恒真関係は (A,F ′)の恒真関係に含まれる．

3. (A,F)の核は (A,F ′)の核に含まれる．

4. (A,F)の矛盾元は (A,F ′)の矛盾元でもある．

5. (A,F)の矛盾集合は (A,F ′)の矛盾集合でもある．
従って (A,F)が (A,F ′)と同値であるためには，(A,F)と (A,F ′)の恒真関係が等しいことも，(A,F)
と (A,F ′)の核が等しい（つまり (A,F)と (A,F ′)が弱同値である）ことも，(A,F)と (A,F ′)の
矛盾元全体が等しいこととも，(A,F)と (A,F ′)の矛盾集合全体が等しいこととも，いずれも必要
十分である．

証明 (1 =⇒ 5)問題 3.27.1による．
(5 =⇒ 4) これは自明である．
(4 =⇒ 3)定理 3.30.25と問題 3.27.25による．
(3 =⇒ 2) (A,F)と (A,F ′)の恒真関係 ≼と ≼ ′ は，定理 3.30.17により共にブール関係であっ

て問題 3.30.1により「ε ≼ x =⇒ ε ≼ ′ x」をみたすから，定理 3.21.16により ≼ ⊆ ≼ ′ をみたす．
(2 =⇒ 1) (A,F ′)の偏恒真関係 ⊨が (A,F)の偏恒真関係 ⊨ ′に含まれるから，問題 3.30.11によ

り (A,F)は (A,F ′)に覆われる．

問題 3.30.36 定理 3.30.31において (1 =⇒ 2 =⇒ 3 =⇒ 4 =⇒ 5 =⇒ 1)の順に証明せよ．

略解 (4 =⇒ 5) X を (A,F) の矛盾集合とすれば，定理 3.30.26 により，X のある有限部分集合
{x1, . . . , xn}が (A,F)の矛盾集合であり，従って x1∧ · · ·∧ xn は (A,F)の矛盾元であり，従って
これは (A,F ′)の矛盾元でもあり，従って {x1, . . . , xn}は (A,F ′)の矛盾集合であり，従って Xは
(A,F ′)の矛盾集合である．
(5 =⇒ 1) x1 · · · xn ⊨ yとすれば，y♢x1 · · · xn ≼ ε，つまり {y♢, x1, . . . , xn}が (A,F)の矛盾集

合であるから，これは (A,F ′)の矛盾集合でもあり，従って x1 · · · xn ⊨ ′ yが成り立つ．
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3.30.4 最大 T表現論対
§ この項では例 4.7.2に記すことを踏まえ，(A,F)が A上の算法 ∧,∨,♢,⇒についてブール束

B上のブール表現論対であるという前項からの仮定を強め，まず B = Tとし，さらに Fはこれら
の算法についてのAの T表現

、
　の
、
　全
、
　体であるとする．表題の「最大 T表現論対」はその趣旨である．

従って，(A,F)の恒真関係 ≼は A∗ 上の T表現関係すべての交わり，すなわちブール恒真関係に
等しい．

問題 3.30.37 最大 T表現論対 (A,F)の論対化を (A,B)で表せば，B− {A}は算法 ∧,∨,♢,⇒に
関する Aのブール部分集合の全体に等しい．

略解 定理 3.19.7による．

補題 3.30.2 Aが算法∧,∨,♢,⇒に関して普遍汎代数系であれば，これら算法についてのA∗上の
任意の弱ブール関係 ≼∗ による Aの任意の切断 (X, Y)に F実例が存在する．

証明 ≼∗が弱ブール関係であるから，定理 3.22.13により，Aの T表現 fで (X, Y) ⊆ (f−11, f−10)

なるものがある．従って注意 3.30.11により，fは (X, Y)の F実例である．

定理 3.30.32 Aが算法 ∧,∨,♢,⇒に関して普遍汎代数系であれば，次のことが成り立つ．
1. 弱ブール律は (A,F)の特性法則である．

2. A上の F健全な論拠 (R,D)の定める生成関係 ≼R,D が算法 ∧,∨,♢,⇒について弱ブール関
係であれば，(R,D)は F完全である．

3. (A,F)は第二種である．

4. (A,F)の任意の無矛盾集合に F実例が存在する．

証明 Aの素元 sを任意に一つとると，Aの普遍性により，Fの二元 fと gで fs = 1 6= gsなるも
のがある．従って#F ≥ 2であるから，定理 3.30.30により (A,F)は第一種ではない．従って結論
3を示すには，(A,F)が第二種以下であることを示せばいい．
定理 3.29.4により弱ブール律は何らかの生成的法則として表される．定理 3.22.19により (A,F)

の恒真関係 ≼は最小の弱ブール関係である．従って弱ブール律は (A,F)の特性法則である．従っ
てまた，健全な論拠 (R,D)に対し ≼R,D が弱ブール関係であれば，定理 3.30.13により (R,D)は
F完全である．また，補題 3.30.2により，≼による Aの任意の切断に F実例がある．従って定理
3.30.30により，(A,F)は第二種以下であり，(A,F)の任意の無矛盾集合に F実例が存在する．

注意 3.30.13 定理 3.30.32の結論 2は次のように示すこともできる．≼が最小弱ブール関係であ
るから，≼R,Dが弱ブール関係であれば，≼R,Dは ≼を含み，従って (R,D)は，定理 3.30.11によ
り F充分であり，F健全との仮定と合わせて F完全である．
また結論 3, 4は次のように示すこともできる．定理 3.30.28により，各 X ∈ Dの定義関数 1Xは

Aの T表現である．FがAの T表現の全体であるから {1X | X ∈ D} ⊆ Fが成り立つ．従って定理
3.30.30により，(A,F)は第二種以下であり，(A,F)の任意の無矛盾集合に F実例が存在する．
定理 3.30.32の証明で使った定理 3.22.19より定理 3.29.6の方が強力であるが，これを使っても

定理 3.30.32は改善されない．定理 3.22.19と定理 3.29.6の違いは結論に巾等律が有るか無いかだ
けであって ≼R,D は定理 3.25.2により巾等律に従うからである．
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定理 3.30.33 ブール律は (A,F)の特性法則である．また，(R,D)を A上の F健全な論拠とする
とき，算法∧,∨,♢,⇒について生成関係≼R,DがA∗上のブール関係であることと弱ブール関係で
あることは同等であり，この同等な二条件の下で (R,D)は F完全である．

証明 定理 3.29.4によりブール律は何らかの生成的法則として表される．定理 3.22.18により，(A,F)
の恒真関係≼は最小のブール関係である．従ってブール律は (A,F)の特性法則である．定理 3.25.2

により≼R,Dが束律に従うから，定理 3.21.10により，≼R,Dがブール関係であることと弱ブール関
係であることは同等である．健全な論拠 (R,D)に対し ≼R,Dがブール関係であれば，定理 3.30.13

により (R,D)は F完全である． 終

最大 T表現論対 (A,F)の恒真関係 ≼がブール恒真関係であるのに合わせて，(A,F)の恒真元・
論理・完全等の概念を，「ブール」を冠してブール恒真元・ブール論理・ブール完全等とも呼ぶ．注
意 3.29.3で最小ブール関係をみたす式をブール恒真式と呼んだのもこの伝である．

問題 3.30.38 Aのブール恒真元とブール論理はそれぞれ，Aを言語とする任意のブール表現論対
の恒真元と論理である．

定理 3.30.34 A上の論拠 (R,D)についての次の四条件のうち，条件 1 – 3は同等であって条件 4

を含意する．Rがmodus ponens ℘を含めば，条件 4も条件 1 – 3と同等である．

1. (R,D)はブール完全である．

2. (R,D)はブール健全で生成関係 ≼R,D は A∗ 上の最小ブール関係である．

3. (R,D)はブール健全で生成関係 ≼R,D は A∗ 上のブール関係である．

4. (R,D)はブール健全かつブール弱完全である．

証明 (1 =⇒ 2)は定理 3.30.20と定理 3.22.18により，(2 =⇒ 3)は自明であり，(3 =⇒ 1)は定理
3.30.33による．定理 3.28.2により (1 =⇒ 4)が成り立ち，Rが ℘を含めば，定理 3.30.22により
(4 =⇒ 1)が成り立つ．

問題 3.30.39 (A,F)に随伴する式論対 (A⃗, F⃗)は第二種以下である．また，A⃗上の論拠 (R⃗, D⃗)が
A∗ 上の関係についての生成的法則としてブール律と同値であれば，(R⃗, D⃗)は F⃗強完全である．

略解 前半は後半と定理 3.28.4による．定理 3.30.10により (R⃗, D⃗)は F⃗健全である．F⃗をA∗上の
関係の集合とみなしたものは，Aの T表現の定めるブール関係の全体に他ならない．従って F⃗の A⃗
に関する交包 F⃗∩ は，Aの T表現の定めるブール関係の交わりの全体であり，これは定理 3.22.17

により A∗ 上のブール関係の全体であり，これは A⃗の D⃗を含む R⃗理論の全体に等しい．
別解 定理 3.30.10と定理 3.30.23により (R⃗, D⃗)は F⃗ 完全である．上の論法と定理 3.29.2により
F⃗∩ が概有限であることが分かるので，(A⃗, F⃗)は第二種以下であり，従って (R⃗, D⃗)は F⃗ 強完全で
ある．
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3.30.5 完全性の意味するもの
§例 3.26.1に記した事情で，形式言語の意味論には一般に T値論対が現れる．そこでここでは，

T値論対 (A,F)に即して，A上の論拠 (R,D)が F完全であることの意味を敷衍する．
定義 3.28.1によれば，論拠 (R,D)が F完全であるためには，F健全であることが必要である．ま

た，問題 3.28.2と定理 3.26.5によれば，(R,D)が F健全であることは，Rが (A,F)の論理であっ
てDが (A,F)の核 Cに含まれることと同等である．このことの意味は定理 3.30.2から分かる．ま
ずDが Cに含まれるためには，各 x ∈ Dが任意の f ∈ Fに対して f真であることが，つまり fの
下での xの真理値 fxが 1であることが必要十分である．
そこで，Rが (A,F)の論理であることの意味について説明しよう．定理 3.26.4によれば，Rが

A∗, A間の関係の族 (Ri)i∈I の和である場合，Rが (A,F)の論理であるためには，任意の i ∈ Iに
対して Ri が (A,F)の論理であることが必要十分である．例 3.30.1によれば，(A,F)が A上の汎
算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yについてのブール表現論対であるとの仮定の下では，分数式に定義
した二つの関係

℘ =
x x⇒y

y
& =

x y

x∧y

は (A,F)の論理であり（定理 3.30.22参照），従ってこれらの和を Rとすれば，Rは (A,F)の論
理である．論理学では，この例のように分数式に定義された論理の族の和を考察することが多い．
そこで，分数式に定義された A∗, A間の関係

x1 · · · xn
y

を考え，これを改めて R で表すことにする．この R が (A,F) の論理であるための条件は，定理
3.30.2と定理 3.30.1から分かる．それらによれば，Rが (A,F)の論理であるためには，Rの分数式
定義の分子の元 x1, . . . , xn がある f ∈ Fについて f真であれば Rの分母の元 yも f真であること
が必要十分である．特に Rが算法とみなされる場合には（注意 3.24.6参照），Rが (A,F)の論理
であるためには，Rが任意の f ∈ Fに対して f真元を f真元にうつすことが必要十分である．
次に，Aの部分集合 Bが (A,F)の理論であることの意味について説明する．(A,F)の最大論理

を Qで表せば，定理 3.26.6により，(A,F)の理論は界 (A,Q)の閉部分界に他ならない．従って，
Bが (A,F)の理論であれば，Bの部分集合 Xで B = [X]Qをみたすものがある．ただし，そういう
Xは一般に複数存在し，X = Bは極端な例である．逆に，Aの任意の部分集合 Xに対して，[X]Q

は (A,F)の理論である．つまり (A,F)の理論とは，Aの何らかの部分集合 Xによって [X]Q と表
される集合に他ならない．
集合 [X]Q の意味は定理 3.26.8から分かる．すなわち，Aの元 yが [X]Q に属すためには，

x1 · · · xnQy

なる x1, . . . , xn ∈ Xのあることが必要十分である．特に Xが有限集合 {x1, . . . , xn}に等しい場合
には，定理 3.26.8によりQが偏付加律・偏巾等律・偏置換律に従うので，yが [X]Qに属すために
は，x1 · · · xnQyの成り立つことが必要十分である．また，定理 3.30.1によりQは (A,F)の偏恒
真関係 ⊨に他ならないから，x1 · · · xnQyなるためには，任意の f ∈ Fに対して条件

x1, . . . , xn が fの下で真なら yも fの下で真である

のみたされることが必要十分である．
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従って，数学で「理論」と呼ばれるものは，たとえば自然数論は，この節の意味での理論である
（問題 3.8.1参照）．なぜならまずそれら数学的理論は，何等かの「公理」に基づき，その公理をみ
たす数学的対象すべてについて成り立つ「命題」の全体を指す．それら公理の全体と命題の全体と
は，何等かの形式言語 Lの文の全体 Aの部分集合 Xと Bとして表される．そして，Lの素元を数
学的対象の成す世界へ対応付けることによって，Aの各元の真偽が，すなわち Aから Tへの真理
値関数が定まる（第 4章参照）．世界も，それへの素元の対応付け方も多様であるから真理値関数
は一般に複数出来て，その全体を Fとすれば，T値論対 (A,F)が出来る．そしてAの元 yが Bに
属すためには，「理論」の意味によれば，

任意の x ∈ X対し fx = 1をみたす f ∈ Fに対しては fy = 1

なる条件をみたすことが必要十分である．この条件は X が
、
　有
、
　限
、
　集
、
　合
、
　の
、
　場
、
　合
、
　に
、
　は，さっき示した

y ∈ [X]Q なるための条件と同等である．自然数論においては，Xはペアノの公理系に当たり有限
なので，自然数論は確かにこの節の意味での理論である．
そこで，Bを T値論対 (A,F)の理論とし，B = [X]Q なる Xをとる．また，(R,D)を A上の F

完全な論拠とする．そうすると，定理 3.28.1により

B = [X ∪D]R

が成り立つ．B = [X ∪D]R であることの意味は定理 3.24.6, 定理 3.24.7, 定理 3.24.8, 問題 3.24.13

から分かる（注意 3.29.3，問題 3.30.3，問題 3.30.6参照）．ことに問題 3.24.13によれば，Bは，界
(A,R)上の X ∪Dの元を始点とする計算図の終点となり得る Aの元の全体である．
以上のことを数学的理論に適用すれば，論拠の F完全性の意味がよく分かる．つまり，A上の

健全な論拠 (R,D)は，数学的理論を研究する時に使う正しい推論規則と論理的真理の総体に相当
する．また (A,R)上の計算図は，その終点を成す命題をその始点を成す命題から推論規則系 Rに
よって導き出す証明に相当する（問題 3.29.7参照）．論拠 (R,D)が F完全であれば，任意の数学
的理論 Bとその任意の有限公理系 Xに対して，B = [X ∪ D]R が成り立つ．つまり，理論 Bに属
す任意の命題を X ∪Dに属す命題から推論規則系 Rによって導き出す証明が存在する．また逆に，
X ∪Dに属す命題から推論規則系 Rによって導き出される命題は理論 Bに属す．これが論拠の F

完全性の意味である．

注意 3.30.14 (数理模型とその研究のための道具) ここでは，次節に進む前に理解しておくべき根
本的な事柄を第 1章の内容を振り返りつつ述べる．
論理学を使う様々な学問分野，たとえば哲学・数理心理学・数学基礎論・計算機理論などでは，

研究者がそうと意識するにせよ意識しないにせよ，思考機械を研究対象とする．哲学・数理心理学
では人間一般を思考機械とみなし，数学基礎論では数学者を思考機械とみなし（第 1.2.4項参照），
計算機理論では本当の機械を研究対象とする．そして機械を代数系と抽象するが，適当な仮定の下
ではさらに，この代数系の部分系として形式言語が得られ，その形式言語上の論理学の研究が必要
になる．そして論理学における意味論と演繹論は，抽象し尽くせば，何らかの束値論対 (A,F)と
A上の論拠 (R,D)の研究となる．こういう観点からは，論対 (A,F)の言語AもA上の論拠 (R,D)

も思考機械の一部分の数理模型なのであり，論拠 (R,D)を研究することはこの思考機械の思考能
力を研究することなのであって，(R,D)の Fに関する完全性の研究はその重要な一部である．
ただしこの研究の際には，論対 (A,F)やA上の論拠 (R,D)を直接調べるのでなく，式論対 (A⃗, F⃗)

や A⃗上の論拠 (R⃗, D⃗)の研究を経由する方がやり易いことがある．定理 3.30.13がまさにそのこと
を示している．実際この定理によれば，A⃗上の論拠 (R⃗, D⃗)の F⃗に関する弱完全性の証明を介して
A上の論拠 (R,D)の Fに関する完全性を証明することができる．
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しかしそうであっても，A⃗や A⃗上の論拠 (R⃗, D⃗)は，元々の研究対象であった思考機械の数理模
型ではない．思考機械の数理模型は飽くまでAやA上の論拠 (R,D)であって，A⃗, R⃗, D⃗はA,R,D

を研究するための道具に過ぎない．従って特に完全性についても，(R,D)の Fに関する完全性（修
飾なしの完全性と弱完全性・強完全性・超完全性）についての結論を導くことが必要なのであり，(R⃗, D⃗)

の F⃗に関する完全性についての結論を導いて事足れりとしてはならない [76]．
一般化して言えば，数理科学は第 1章で説明した通り自然界の現象の数理模型を研究する学問分

野であるから，数理科学者にとっては，何が研究すべき数理模型であって何が研究のための道具で
あるのかを見過たないようにすることが重要なのである．
以上のことを踏まえて次節に進む．

3.31 生成関係とブール関係
＄この節を通じて，そうでないと断らない限り，Aを空でない集合とし，x∧y, x∨y, x♢, x⇒y
を A上の汎算法とし，(R,D)を A上の論拠・生成対とする．また，AZ記法・列便法を含めて第
3.19節と同様の記法・便法を用いる．
ここでは，注意 3.30.6の手順 2や定理 3.30.20の結論 1や定理 3.30.33と定理 3.30.32の結論 2

の仮定の条件に焦点を合わせ，(R,D)の定める生成関係 ≼R,D が算法 ∧,∨,♢,⇒についてブール
関係や弱ブール関係になるために (R,D)がみたすべき条件について調べる．ただし，定理 3.25.2

により ≼R,Dはすでに束律に従うので，定理 3.21.10に記した理由でブール関係だけについて考え
れば十分であり，束律以外のブール律すなわち強消去律・両限律・両補律・三導律の計八法則につ
いて調べればよく，第 3.21節の内容を ≼R,D に適用することができる．
記法を簡単にするために，x1, . . . , xm ∈ Aに対して [{x1, . . . , xm} ∪D

]
R
を [x1, . . . , xm, D]R で

表す．そうすると，

x1 · · · xm ≼R,D y1 · · ·yn ⇐⇒ [x1, . . . , xm, D]R ⊇ [y1, D]R ∩ · · · ∩ [yn, D]R

従って，第 3.25節冒頭の注意と定理 3.25.1により，次のことが成り立つ．

x1 · · · xm ≼R,D y ⇐⇒ [x1, . . . , xm, D]R 3 y

ε ≼R,D y ⇐⇒ [D]R 3 y

x1 · · · xm Ry =⇒ x1 · · · xm ≼R,D y

以下では，例 3.30.1で定めた A∗, A間の関係 ℘と &が重要な役割を演ずる．

℘ =
x x⇒y

y
& =

x y

x∧y

℘は modus ponensである．例 3.30.1によれば，(A,F)が算法 ∧,∨,♢,⇒についてブール表現論
対であれば，℘も &も (A,F)の論理である．特に，℘も &もブール論理である．しかしこの節で
は，論対は陽には登場せず，℘と &の純粋に関係として面を問題とする．

補題 3.31.1 Rが ℘を含めば ≼R,D は次の二法則に従う（定理 3.21.4参照）．

1. x, x⇒y ≼R,D y（消去導律） 2. α ≼R,D x⇒y =⇒ xα ≼R,D y（反転導律）

[76]この意味で，たとえばいわゆるゲンツェン (Gentzen) 亜流の論理学は，いささか不満足なものである．
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証明 x, x⇒y℘yかつ ℘ ⊆ R であるから x, x⇒yRyが成り立つ．従って ≼R,D は消去導律に従
う．補題 3.21.8により消去導律は反転導律と同等である．

定理 3.31.1 Rが℘を含むときに≼R,Dが定理3.21.4の転位導律「xα ≼R,D y =⇒ α ≼R,D x⇒y」
に従うためには，(R,D)が次の三条件をみたすことが必要十分である．

1. 任意の x ∈ Aに対して ε ≼R,D x⇒ xが成り立つ（これを導反復律と呼ぶ）．
2. ≼R,D は反復導律 y ≼R,D x⇒yに従う．
3. x, y, z1, . . . , zk ∈ A, z1 · · · zk Ryなら，x⇒ z1, · · · , x⇒ zk ≼R,D x⇒yが成り立つ．

証明 必要性：反復律と付加律により x ≼R,D xと xy ≼R,D yが成り立つから，転位導律の下では
≼R,Dは条件 1, 2をみたす．次に条件 3の前提の下では，z1 · · · zk ≼R,D yが成り立ち，これと補題
3.31.1の消去導律に付加律と置換律を合わせて得られるx, x⇒ z1, · · · , x⇒ zk ≼R,D zi (i = 1, . . . , k)
に重消去律・巾等律・置換律を使えば x, x⇒ z1, · · · , x⇒ zk ≼R,D yが得られ，従って転位導律の
下では x⇒ z1, · · · , x⇒ zk ≼R,D x⇒yが成り立つ．
十分性：xα ≼R,D yであると仮定する．また，α = x1 · · · xm として S = {x, x1, . . . , xm} ∪Dと
定める．そうすると，xα ≼R,D yなることは [S]R 3 yなることに他ならず，従って定理 3.24.7に
より，ある非負正数 nに対して yは界 (A,R)における Sの n圏 Sn に属す．そこで，nについて
の帰納法により α ≼R,D x⇒yなることを示そう．
n = 0すなわち y ∈ Sの場合：条件 1と付加律により α ≼R,D x⇒ xが成り立つので，y = xな

ら α ≼R,D x⇒yが成り立つ．そこで y ∈ {x1, . . . , xm}∪Dと仮定する．そうすると，α ≼R,D yが
成り立ち，これと条件 2により成り立つ y ≼R,D x⇒yに消去律を使えば，α ≼R,D x⇒yが得ら
れる．
n ≥ 1の場合：z1 · · · zk Ry, zi ∈ Sni (i = 1, . . . , k),

∑k
i=1 ni = n − 1なる z1, . . . , zk ∈ A と

n1, . . . , nk ∈ Z0 がある．従って，帰納法の仮定により α ≼R,D x⇒ zi が成り立つ (i = 1, . . . , k)．
これと条件 3により成り立つ x⇒ z1, · · · , x⇒ zk ≼R,D x⇒y に重消去律・巾等律・置換律を使え
ば，α ≼R,D x⇒yが得られる．
補題 3.31.2 (R,D)が次の二条件をみたせば，(R,D)は定理 3.31.1の仮定の条件 1, 2をみたす．

1. 任意の x ∈ Aに対して ε ≼R,D x♢ ∨ xが成り立つ．

2. 任意の x, y ∈ Aに対して y ≼R,D x∨yと x♢ ∨y ≼R,D x⇒yが成り立つ．
証明 条件 1, 2により成り立つ ε ≼R,D x♢ ∨ x と x♢ ∨ x ≼R,D x⇒ xに消去律を使えば，ε ≼R,D
x⇒ xが導かれる．条件 2により成り立つ y ≼R,D x♢ ∨y と x♢ ∨y ≼R,D x⇒yに消去律を使え
ば，y ≼R,D x⇒yが得られる．
補題 3.31.3 Rが &を含めば ≼R,D は次の二法則に従う．

1. xy ≼R,D x∧y 2. x∧y, β ≼R,D α =⇒ xyβ ≼R,D α

証明 xy& x∧yかつ& ⊆ Rであるから xyR x∧y，従って法則 1が成り立つ．定理 3.21.1により
法則 1は法則 2と同等である．
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定理 3.31.2 Rが ℘と &を含み (R,D)が次の四条件をみたせば，≼R,D は算法 ∧,∨,♢,⇒につい
てブール関係である．

1. 任意の x ∈ Aに対して ε ≼R,D x♢ ∨ xが成り立つ．

2. 任意の x, y ∈ Aに対して次のことが成り立つ．

x∧y ≼R,D x x∧y ≼R,D y x ≼R,D x∨y y ≼R,D x∨y x♢ ∨y ≼R,D x⇒y
3. 任意の x, y, z ∈ Aに対して x∨y, x⇒ z, y⇒ z ≼R,D zが成り立つ．
4. x, y, z1, . . . , zk ∈ A, z1 · · · zk Ryなら，x⇒ z1, · · · , x⇒ zk ≼R,D x⇒yが成り立つ．

証明 ≼R,Dは，定理 3.25.2により反復律・付加律・巾等律・置換律に従い，補題 3.31.2と条件 1,

2により反復導律に従い，補題 3.31.1により消去導律に従う．従って注意 3.21.4によれば，≼R,D
がブール関係であることを示すには，≼R,Dが強消去律・両限律・両補律・下補導律に従うことを
示せばいい．
なお定理 3.25.2により ≼R,Dは，消去律にも従い，≼R,Dを A∗ ×Aに制限して出来る偏束関係

の最大束拡張でもあり，特に劣空律にも従う．また補題 3.31.1により ≼R,D は反転導律にも従う．
さらに，補題 3.31.2と条件 1, 2, 4により (R,D)が定理 3.31.1の三条件をみたすので，≼R,Dは転
位導律にも従う．
下限律：条件 2によりx∧y ≼R,D xとx∧y ≼R,D yが成り立ち，補題 3.31.3によりxy ≼R,D x∧y

が成り立つ．
上限律：≼R,Dは，定理 3.21.15と条件 3により強上限律に従うので，定理 3.21.1により上限律

にも従う．
下補導律：条件 2 により成り立つ x♢ ≼R,D x♢ ∨y と x♢ ∨y ≼R,D x⇒y に消去律を使えば

x♢ ≼R,D x⇒yが得られる．
下補律：下補導律 x♢ ≼R,D x⇒yに反転導律を使えば xx♢ ≼R,D yが得られる．yが任意である
から，劣空律により xx♢ ≼R,D εが成り立つ．
上補律：≼R,Dが上限律に従い条件 1により ε ≼R,D x♢ ∨ xが成り立つので，定理 3.21.1により

ε ≼R,D x♢x，従って ε ≼R,D xxが成り立つ．
強消去律：≼R,Dは，両限律と両補律に従うので問題 3.21.3により両端律にも従い，既に示した

通り下限律と強上限律に従う．従って定理 3.21.14により，≼R,D は強消去律に従う．

系 Rが ℘と &を含み [D]RがAの次表に示す形の元をすべて含めば，≼R,Dは算法∧,∨,♢,⇒に
ついてブール関係である．

x♢ ∨ x

(x∧y)⇒ x
(x∧y)⇒y
x⇒(x∨y)

y⇒(x∨y)

(x♢ ∨y)⇒(x⇒y)(
(x⇒ z)∧(y⇒ z))⇒((x∨y)⇒ z)(
(x⇒ z1)∧ · · ·∧(x⇒ zk))⇒(x⇒y) (z1 · · · zk Ry)
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証明 Rが ℘と &を含めば，補題 3.31.1の反転導律と補題 3.31.3の法則が使える．従って，(
(x⇒ z)∧(y⇒ z))⇒((x∨y)⇒ z) ∈ [D]R

すなわち ε ≼R,D
(
(x⇒ z)∧(y⇒ z))⇒((x∨y)⇒ z)であることから，x∨y, x⇒ z, y⇒ z ≼R,D z

が導かれる．上表のその他の元が [D]Rに属すことから同様にして，定理 3.31.2の四条件がすべて
みたされることが示される．従って ≼R,D はブール関係である．

系 2 R = ℘ ∪ &とし，[D]R が Aの次表に示す形の元（これらを算法 ∧,∨,♢,⇒についての Aの
ブール元と呼ぶ）をすべて含むとすれば，≼R,D は算法 ∧,∨,♢,⇒についてブール関係である．

x♢ ∨ x

(x∧y)⇒ x
(x∧y)⇒y
x⇒(x∨y)

y⇒(x∨y)

(x♢ ∨y)⇒(x⇒y)(
(x⇒ z)∧(y⇒ z))⇒((x∨y)⇒ z)(
(z⇒ x)∧(z⇒y))⇒(z⇒(x∧y)

)(
(z⇒ x)∧(z⇒(x⇒y)))⇒(z⇒y)

証明 R = ℘ ∪ &であるから，z1 · · · zk Ryなることは，z1 · · · zk ℘yまたは z1 · · · zk&yなること
と同等である．従って，前系の表の ((x⇒ z1)∧ · · ·∧(x⇒ zk))⇒(x⇒y) に当たるものは(

(x⇒y)∧(x⇒(y⇒ z)))⇒(x⇒ z) (
(x⇒y)∧(x⇒ z))⇒(x⇒(y∧ z)

)
である．これらの元の表記と並べ方を少し変えたものが上表である．従ってこの系が成り立つ．

注意 3.31.1 定理 3.31.2系 2の表の下三種の元には，いろいろな元を代用することができる．た
とえば，((x⇒ z)∧(y⇒ z))⇒((x∨y)⇒ z) には (x∨y)⇒(((x⇒ z)∧(y⇒ z))⇒ z) を代用する
こともでき，((z⇒ x)∧(z⇒y))⇒(z⇒(x∧y)

) には (z⇒ x)⇒((z⇒y)⇒(z⇒(x∧y)
)) を代用

することもでき，((z⇒ x)∧(z⇒(x⇒y)))⇒(z⇒y) には (z⇒(x⇒y))⇒((z⇒ x)⇒(z⇒y)) を
代用することもできる．

問題 3.31.1 算法∧,∨,♢,⇒について，ブール元とその注意 3.31.1における代用元はいずれもブー
ル恒真元である．また定理 3.31.2系の表の下端の元は，Rがブール論理ならばブール恒真元である
（問題 3.30.38参照）．

略解 任意のブール関係 ≼をとる．そうすると定理 3.21.4により，≼は特に転位導律と消去導律
に従う．転位導律と定理 3.21.5により ε ≼ (x♢ ∨y)⇒(x⇒y)が成り立つ．また，消去導律・付
加律・置換律により x, x⇒ z, y⇒ z ≼ z と y, x⇒ z, y⇒ z ≼ zが成り立つから，定理 3.21.1によ
り x∨y, (x⇒ z)∧(y⇒ z) ≼ z，従って転位導律により ε ≼

(
(x⇒ z)∧(y⇒ z))⇒((x∨y)⇒ z)が

成り立つ．また，Rがブール論理で z1 · · · zk Ryであれば，z1 · · · zk ≼ yが成り立ち，これと消去
導律・付加律・置換律により得られる x, x⇒ z1, · · · , x⇒ zk ≼ zi (i = 1, . . . , k) に重消去律・巾
等律・置換律を使えば x, x⇒ z1, · · · , x⇒ zk ≼ y が得られ，従って定理 3.21.2と転位導律により
ε ≼

(
(x⇒ z1)∧ · · ·∧(x⇒ zk))⇒(x⇒y) が成り立つ．
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例 3.31.1 R = ℘ ∪ &とし，Dを算法 ∧,∨,♢,⇒についての Aのブール元の全体とすれば，定理
3.31.2系 2により ≼R,D はブール関係であり，そのことから次の各式を容易に導くことができる．

y ≼R,D x⇒y x⇒y, y⇒ z ≼R,D x⇒ z x∧y ≼R,D y∧ x

すなわち次のことが導かれる．

[y,D]R 3 x⇒y [x⇒y, y⇒ z,D]R 3 x⇒ z [x∧y,D]R 3 y∧ x

そして [y,D]R 3 x⇒yなることと問題 3.24.13により，界 (A,R)上の計算図で x⇒yを終点とし
て始点集合が {y}∪Dに含まれるものが存在するはずであり，[x⇒y, y⇒ z,D]R 3 x⇒ zなること
や [x∧y,D]R 3 y∧ xなることやその他のことについても同様である．そういう計算図を求める一
般的手順については分かっていないが，上記の三式に対応する計算図は以下のように求まる．

y y⇒(x♢ ∨y)

x♢ ∨y (x♢ ∨y)⇒(x⇒y)
x⇒y

従ってまた，[y⇒ z,D]R 3 x⇒(y⇒ z)なることに対応する計算図は，上の計算図の yを y⇒ zに
変えれば得られる．下の計算図で点線を使って示したのはそれである．

x⇒y
y⇒ z · · ·

...
x⇒(y⇒ z)

(x⇒y)∧(x⇒(y⇒ z)) (
(x⇒y)∧(x⇒(y⇒ z)))⇒(x⇒ z)
x⇒ z

下の計算図では z =
(
(x∧y)⇒y)∧((x∧y)⇒ x)とする．

x∧y

(x∧y)⇒y (x∧y)⇒ x
z z⇒((x∧y)⇒(y∧ x)

)
(x∧y)⇒(y∧ x)

y∧ x

問題 3.31.2 例 3.31.1に倣って次の三式に対応する計算図を見つけよ．

x♢ ≼R,D x⇒y xx♢ ≼R,D y x∨y ≼R,D y∨ x

補題 3.31.4 Dを Aの部分集合とし，[D]℘ が Aの

y⇒(x⇒y) (
z⇒(x⇒y))⇒((z⇒ x)⇒(z⇒y))

なる形の元をすべて含むと仮定する（右側の形の元について注意 3.31.1参照）．このとき≼℘,Dは
次の法則に従う．ただし記号 �℘,D は，≼℘,D の A×Aへの制限の対称核を表す．

1. y ≼℘,D x⇒y（反復導律）
2. ε ≼℘,D x⇒ x（導反復律）
3. xα ≼℘,D y =⇒ α ≼℘,D x⇒y（転位導律）
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4. x⇒(x⇒y) ≼℘,D x⇒y（導巾等律）
5. x⇒y, y⇒ z ≼℘,D x⇒ z（推移導律）
6. x �℘,D x ′, y �℘,D y ′ =⇒ x⇒y �℘,D x ′⇒y ′（導両立律）

[D]℘ がさらに Aの (y♢⇒ x♢)⇒(x⇒y)なる形の元をすべて含めば，≼℘,D は次の法則に従う．
7. x♢ ≼℘,D x⇒y（下補導律）
8. x♢♢ �℘,D x（重補律）

9. y♢⇒ x♢ �℘,D x⇒y（対偶律）
10. x ≼℘,D y =⇒ y♢ ≼℘,D x♢（補逆転律）

11. y⇒ x, y♢⇒ x ≼℘,D x（上補導律）
注意 3.31.2 導両立律は関係 �℘,D が算法⇒と両立することを示すに他ならない．またブール関
係 ≼については，ε ≼ y⇒(y∨y♢) と ε ≼ y♢⇒(y∨y♢)が成り立つので，上補導律から消去律
などにより上補律 ε ≼ yy♢ が導かれる．これが「導両立律」「上補導律」の名の由来である．な
お，(z⇒(x⇒y))⇒((z⇒ x)⇒(z⇒y)) には (z⇒ x)⇒((z⇒(x⇒y))⇒(z⇒y)) を代用すること
ができる．

証明 ≼℘,Dは，この節冒頭に記した通り束律に従い，補題 3.31.1により反転導律に従う．従って，
�℘,D は同値関係である．また，y⇒(x⇒y) ∈ [D]℘ との仮定により次のことが成り立つ．

ε ≼℘,D y⇒(x⇒y) (3.31.1)

また，(z⇒(x⇒y))⇒((z⇒ x)⇒(z⇒y)) ∈ [D]℘ との仮定と反転導律により次のことが成り立つ．

z⇒ x, z⇒(x⇒y) ≼℘,D z⇒y (3.31.2)

1. (3.31.1)から反転導律により反復導律 y ≼℘,D x⇒yを得る．
2. (3.31.1)により ε ≼℘,D x⇒(x⇒ x) と ε ≼℘,D x⇒((x⇒ x)⇒ x)が成り立って (3.31.2)により

x⇒(x⇒ x), x⇒((x⇒ x)⇒ x) ≼℘,D x⇒ x が成り立つから，消去律により導反復律 ε ≼℘,D x⇒ x
を得る．
3. (3.31.2)と 1, 2により (℘,D)が定理 3.31.1の三条件をみたすので，≼℘,Dは転位導律にも従う．
4. (3.31.2)により成り立つ x⇒ x, x⇒(x⇒y) ≼℘,D x⇒y と導反復律に消去律を使って，導巾
等律 x⇒(x⇒y) ≼℘,D x⇒yを得る．
5. 反復導律により y⇒ z ≼℘,D x⇒(y⇒ z)が成り立って (3.31.2)により x⇒y, x⇒(y⇒ z) ≼℘,D

x⇒ zが成り立つから，消去律により推移導律 x⇒y, y⇒ z ≼℘,D x⇒ zを得る．
6. x �℘,D x ′, y �℘,D y ′ と仮定する．そうすると，転位導律により ε ≼℘,D x ′⇒ xと ε ≼℘,D

y⇒y ′ が成り立つ．また，推移導律により x ′⇒ x, x⇒y ≼℘,D x ′⇒y と x ′⇒y, y⇒y ′ ≼℘,D
x ′⇒y ′ が成り立つ．これらに消去律を使って x⇒y ≼℘,D x ′⇒y ′ を得る．同様に x ′⇒y ′ ≼℘,D
x⇒yを得るから，x⇒y �℘,D x ′⇒y ′ となる．つまり導両立律が成り立つ．
以下，[D]℘ がさらに (y♢⇒ x♢)⇒(x⇒y) なる形の元をすべて含むと仮定する．そうすると

ε ≼℘,D (y♢⇒ x♢)⇒(x⇒y)，従って反転導律により次のことが成り立つ．
y♢⇒ x♢ ≼℘,D x⇒y (3.31.3)
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7. 反復導律により x♢ ≼℘,D y♢⇒ x♢ が成り立つ．これと (3.31.3)に消去律を使って下補導律
x♢ ≼℘,D x⇒yを得る．
8. ε ≼℘,D yなる yをとる（そういう yはある）．下補導律により x♢♢ ≼℘,D x♢⇒y♢ が成り

立って (3.31.3)により x♢⇒y♢ ≼℘,D y⇒ xが成り立つから，消去律により x♢♢ ≼℘,D y⇒ x，従っ
て反転導律により yx♢♢ ≼℘,D xが成り立つ．これと ε ≼℘,D yに消去律を使って x♢♢ ≼℘,D xを
得る．ここで xを x♢ で置き換えてから転位導律を使えば ε ≼℘,D x♢♢♢⇒ x♢ が得られ，他方で
(3.31.3)により x♢♢♢⇒ x♢ ≼℘,D x⇒ x♢♢ が成り立つから，消去律により ε ≼℘,D x⇒ x♢♢，従っ
て反転導律により x ≼℘,D x♢♢ を得る．以上により重補律 x♢♢ �℘,D xが成り立つ．
9. 重補律と導両立律により x⇒y ≼℘,D x♢♢⇒y♢♢ が成り立ち (3.31.3)により x♢♢⇒y♢♢ ≼℘,D

y♢⇒ x♢ が成り立つから，消去律により x⇒y ≼℘,D y♢⇒ x♢を得る．これと (3.31.3)を合わせれ
ば対偶律 y♢⇒ x♢ �℘,D x⇒yとなる．
10. x ≼℘,D yであれば，転位導律により ε ≼℘,D x⇒yが成り立ち，これと対偶律により成り立
つ x⇒y ≼℘,D y♢⇒ x♢ に消去律を使って ε ≼℘,D y♢⇒ x♢，従って反転導律により y♢ ≼℘,D x♢

を得る．
11. 対偶律により y⇒ x ≼℘,D x♢⇒y♢ が成り立ち，推移導律により x♢⇒y♢, y♢⇒ x ≼℘,D

x♢⇒ xが成り立つ．従って x♢⇒ x ≼℘,D xを示せば，消去律により上補導律 y⇒ x, y♢⇒ x ≼℘,D x
が得られる（x♢⇒ x ≼℘,D xは逆に上補導律から導反復律と消去律により得られる）．
x♢⇒ x ≼℘,D xは以下のように示される．(3.31.3)と反転導律により x♢, x♢⇒ x ≼℘,D x♢♢が成
り立ち，下補導律により x♢♢ ≼℘,D x♢⇒y♢が成り立つ．これらに消去律を使って x♢, x♢⇒ x ≼℘,D
x♢⇒y♢，従って転位導律により x♢⇒ x ≼℘,D x♢⇒(x♢⇒y♢) を得る．さらに，導巾等律により
x♢⇒(x♢⇒y♢) ≼℘,D x♢⇒y♢ が成り立ち，(3.31.3)により x♢⇒y♢ ≼℘,D y⇒ xが成り立つ．こ
れら三式に消去律を使って x♢⇒ x ≼℘,D y⇒ x，従って反転導律により y, x♢⇒ x ≼℘,D xを得る．
従って ε ≼℘,D yなる yをとっておけば，消去律により x♢⇒ x ≼℘,D xを得る．
定理 3.31.3 DをAの部分集合とし，[D]℘がAの次表に示す形の元（これらを算法∧,∨,♢,⇒に
ついての Aのルカシェヴィチ元と呼ぶ [77]）をすべて含むと仮定する．

y⇒(x⇒y)(
z⇒(x⇒y))⇒((z⇒ x)⇒(z⇒y))
(y♢⇒ x♢)⇒(x⇒y)
(x∨y)⇒(x♢⇒y)
(x♢⇒y)⇒(x∨y)

(x∧y)⇒(x⇒y♢)♢
(x⇒y♢)♢⇒(x∧y)

このとき，[D]℘は算法∧,∨,♢,⇒についてのAのブール元をすべて含み，法則 xy ≼℘,D x∧yが
成り立ち，≼℘,D はブール関係である．

証明 ≼℘,D は束律に従い，補題 3.31.1により反転導律に従い，上記の表の上三種の元が [D]℘ に
属すとの仮定により，補題 3.31.4の十一法則とその証明中の (3.31.2)にも従う．また，�℘,Dは同
値関係である．さらに，上記の表の下四種の元が [D]℘ に属すとの仮定により，�℘,D は

x∨y �℘,D x♢⇒y (3.31.4)

[77]「ルカシェヴィチ」は，この表の上三種の形の元を考案したルカシェヴィチ (Jan Lukasiewicz) に因む．
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x∧y �℘,D (x⇒y♢)♢ (3.31.5)

なる二法則に従う．(3.31.4)により x♢ ∨y �℘,D x♢♢⇒yが成り立ち，重補律と導両立律により
x♢♢⇒y �℘,D x⇒yが成り立つ．これらに消去律を使って

x♢ ∨y �℘,D x⇒y (3.31.6)

を得る．従って x♢ ∨y♢ �℘,D x⇒y♢ が成り立ち，これと補逆転律により (x♢ ∨y♢)♢ �℘,D
(x⇒y♢)♢ が成り立ち，これと (3.31.5)に消去律を使って

(x♢ ∨y♢)♢ �℘,D x∧y (3.31.7)

を得る．以上のことを使って，≼℘,D が次の十一法則に従うことを示そう．

1. ε ≼℘,D x♢ ∨ x

2. x∧y ≼℘,D x

3. x∧y ≼℘,D y

4. x ≼℘,D x∨y

5. y ≼℘,D x∨y

6. x♢ ∨y ≼℘,D x⇒y

7. x⇒ z, y⇒ z ≼℘,D (x∨y)⇒ z
8. z⇒ x, z⇒y ≼℘,D z⇒(x∧y)

9. z⇒ x, z⇒(x⇒y) ≼℘,D z⇒y
10. x⇒(y⇒ z) ≼℘,D (x∧y)⇒ z
11. xy ≼℘,D x∧y

法則 1 – 10により，ブール元がすべて [D]℘ に属すことが分かる．例えば，法則 7に転位導律
を使えば ε ≼℘,D (x⇒ z)⇒((y⇒ z)⇒((x∨y)⇒ z)) が得られ，これと法則 10 と消去律により
ε ≼℘,D

(
(x⇒ z)∧(y⇒ z))⇒((x∨y)⇒ z)，すなわち ((x⇒ z)∧(y⇒ z))⇒((x∨y)⇒ z) ∈ [D]℘

が得られる．従って定理 3.31.2系 2により，≼℘∪&,Dはブール関係である．他方で法則 11と消去
律により，ε ≼℘,D xかつ ε ≼℘,D yなら ε ≼℘,D x∧yが成り立つ．つまり [D]℘は&で閉じている
から，[D]℘ = [D]℘∪&が成り立つ．任意の α ∈ A∗に対し，[α ∪D]℘もルカシェヴィチ元をすべて
含むから [α ∪D]℘ = [α ∪D]℘∪&を得る．従って偏生成関係について ℘D = (℘ ∪&)Dが成り立ち，
従ってさらに定理 3.25.2により ≼℘,D = ≼℘∪&,D が成り立つ．従って ≼℘,D もブール関係である
そこで以下，≼℘,Dが法則 1 – 11に従うことを示す．ただし，法則の番号とは違う順番で行なう．
9. 法則 9は (3.31.2)に他ならない．
6. (3.31.6)により特に第六法則 x♢ ∨y ≼℘,D x⇒yが成り立つ．
1. (3.31.6)によりまた特に x⇒ x ≼℘,D x♢ ∨ xが成り立つ．これと導反復律に消去律を使って第

一法則 ε ≼℘,D x♢ ∨ xを得る．
4. 重補律により x ≼℘,D x♢♢が成り立ち，下補導律により x♢♢ ≼℘,D x♢⇒yが成り立ち，(3.31.4)

により x♢⇒y ≼℘,D x∨yが成り立つ．これら三式に消去律を使って x ≼℘,D x∨yを得る．
5. 反復導律により y ≼℘,D x♢⇒yが成り立ち，(3.31.4)により x♢⇒y ≼℘,D x∨yが成り立つ．
これらに消去律を使って y ≼℘,D x∨yを得る．
2. 法則 4により x♢ ≼℘,D x♢ ∨y♢が成り立ち，これと補逆転律により (x♢ ∨y♢)♢ ≼℘,D x♢♢が
成り立ち，これと (3.31.7)と重補律により成り立つ x∧y ≼℘,D (x♢ ∨y♢)♢と x♢♢ ≼℘,D x に消去
律を使って x∧y ≼℘,D xを得る．
3. 法則 5により y♢ ≼℘,D x♢ ∨y♢が成り立ち，これと補逆転律により (x♢ ∨y♢)♢ ≼℘,D y♢♢が
成り立ち，これと (3.31.7)と重補律により成り立つ x∧y ≼℘,D (x♢ ∨y♢)♢と y♢♢ ≼℘,D y に消去
律を使って x∧y ≼℘,D yを得る．
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7. (3.31.4)により x∨y ≼℘,D x♢⇒yが成り立ち，推移導律により x♢⇒y, y⇒ z ≼℘,D x♢⇒ z
が成り立ち，上補導律により x⇒ z, x♢⇒ z ≼℘,D z が成り立つ．これら三式に消去律を使って
x∨y, x⇒ z, y⇒ z ≼℘,D z，従って転位導律により x⇒ z, y⇒ z ≼℘,D (x∨y)⇒ zを得る．
8. 法則 7により x♢⇒ z♢, y♢⇒ z♢ ≼℘,D (x♢ ∨y♢)⇒ z♢が成り立ち，対偶律により z⇒ x ≼℘,D

x♢⇒ z♢ と z⇒y ≼℘,D y♢⇒ z♢ と (x♢ ∨y♢)⇒ z♢ ≼℘,D z♢♢⇒(x♢ ∨y♢)♢ が成り立ち，重補律
と (3.31.7)と導両立律により z♢♢⇒(x♢ ∨y♢)♢ ≼℘,D z⇒ x∧yが成り立つ．これらに消去律を使っ
て z⇒ x, z⇒y ≼℘,D z⇒(x∧y)を得る．
11. 反復導律により x ≼℘,D z⇒ xと y ≼℘,D z⇒yが成り立つ．これと法則 8に消去律を使っ
て xy ≼℘,D z⇒(x∧y)，従って反転導律により zxy ≼℘,D x∧yを得る．従って zを ε ≼℘,D zな
るようとっておけば，消去律により xy ≼℘,D x∧yを得る．
10. x ≼℘,D zかつ y ≼℘,D zであれば，転位導律により ε ≼℘,D x⇒ zと ε ≼℘,D y⇒ zが成り立
ち，これと法則 7に消去律を使って ε ≼℘,D (x∨y)⇒ z，従って反転導律により x∨y ≼℘,D zを
得る．つまり次のことが成り立つ．

x ≼℘,D z, y ≼℘,D z =⇒ x∨y ≼℘,D z

そこで w = x∨(y∨ z)とすれば，法則 4, 5と消去律により x ≼℘,D w, y ≼℘,D w, z ≼℘,D wが
成り立つから，上記のことによりまず x∨y ≼℘,D w，次に (x∨y)∨ z ≼℘,D wを得る．すなわち
(x∨y)∨ z ≼℘,D x∨(y∨ z)が成り立つ．逆の x∨(y∨ z) ≼℘,D (x∨y)∨ zも同様に示せるから，

x∨(y∨ z) �℘,D (x∨y)∨ z (∨結合律)

が成り立つ．そこで，次のように推論して法則 10を証明することができる．

x⇒(y⇒ z) �℘,D x⇒(y♢ ∨ z) ((3.31.6)と導両立律による)

�℘,D x♢ ∨(y♢ ∨ z) ((3.31.6)による)

�℘,D (x♢ ∨y♢)∨ z (∨結合律による)

�℘,D (x♢ ∨y♢)♢⇒ z ((3.31.4)による)

�℘,D (x∧y)⇒ z ((3.31.7)と導両立律による)

系 DをAの部分集合とし，[D]℘がAの次の形の元をすべて含むと仮定する（これらを算法 ♢,⇒
についての Aのルカシェヴィチ元と呼ぶ）．

y⇒(x⇒y)(
z⇒(x⇒y))⇒((z⇒ x)⇒(z⇒y))
(y♢⇒ x♢)⇒(x⇒y)

また，任意の x, y ∈ Aに対して

x∨y = x♢⇒y x∧y = (x⇒y♢)♢ (3.31.8)

が成り立つと仮定する．このとき，定理 3.31.3と同じ結論が成り立つ．．

証明 補題 3.31.4により ≼℘,D が導反復律に従うから，x∨y = x♢⇒y と x∧y = (x⇒y♢)♢ が
成り立つとの仮定により，[D]℘は算法∧,∨,♢,⇒についてのルカシェヴィチ元をすべて含む．従っ
てこの系が成り立つ．
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注意 3.31.3 この節では A 上に汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒y があると仮定したが，代わりに
A 上に汎算法 x♢ と x⇒y があると仮定してから，これらを使って A 上の汎算法 x∨y と x∧y

を (3.31.8)により定義すれば，A上に汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yがあって当然に (3.31.8)が
成り立つから，さらに Dを Aの部分集合として [D]℘ が算法 ♢,⇒についての Aのルカシェヴィ
チ元をすべて含むと仮定すれば，定理 3.31.3系により定理 3.31.3と同じ結論が成り立つ．

問題 3.31.3 定理 3.31.3系において，(x⇒y♢)♢を (x♢ ∨y♢)♢で置き換えても同じ結論が成り立つ．

問題 3.31.4 算法 ∧,∨,♢,⇒についての Aのルカシェヴィチ元はいずれもブール恒真元である．

定理 3.31.4 算法 ∧,∨,♢,⇒についての Aのブール元の全体とルカシェヴィチ元の全体をそれぞ
れ Bと Lで表す．このとき，A上の論拠 (℘ ∪ &, B)と (℘, L)は共にブール完全であり，従って互
いに同値，すなわち偏生成関係について (℘ ∪ &)B = ℘L が成り立つ（定理 3.25.5参照）．

証明 例 3.30.1と問題 3.31.1と問題 3.31.4により，(℘ ∪ &, B)も (℘, L)もブール健全である．ま
た，定理 3.31.2系 2により≼℘∪&,Bがブール関係であり，定理 3.31.3により≼℘,Lがブール関係で
ある．従って定理 3.30.34により (℘ ∪ &, B)と (℘, L)は共にブール完全である．

3.32 量系と測度
＄論理学においては一般に，限量をどう扱うかが重要課題の一つとなる．この節では，第 5章以
降で論ずる格論理学において限量を扱うために必要な概念について説明する．

3.32.1 量と量系
§ この項では，長さ・容量・質量などの量概念のもととなる代数系について説明する．

定義 3.32.1 可換単位半群 P上の線形順序関係≤が次の二条件 ad, psをみたすとき，Pは≤に関
して量系であると言う [78]．ただし，半群 Pの算法と単位元を +と 0で表す．

　 ad. Pの二元 a, bが a ≤ bをみたせば，任意の c ∈ Pに対して a+ c ≤ b+ cが成り立つ．

　 ps. Pの任意の元 aに対して 0 ≤ aが成り立つ（つまり 0は Pの最小元である）．

また，量系に最大元があるときは，それを∞で表す．
注意 3.32.1 格論理学においては将来，定義 3.32.1の ≤を線形順序関係とは限らぬ任意の順序関
係とすることによって量系の概念を広げることになるだろう．そう広げた場合，定義 3.32.1の意味
での狭義の量系は線形量系と呼ぶ．たとえば，Pが上束で最小元を持てば，Pは結法∨と上束順序
関係 ≤について広義の量系である．特に，任意の集合 Sの巾集合 PSは，結法 ∪と包含関係⊆に
ついて広義の量系である．

問題 3.32.1 条件 adは，次のいずれの条件にも置き換えられる．ただし，Pの二元 a, bが a ≤ b
かつ a 6= bをみたすことを a < bで表す．
[78]記号「ad」「ps」は「additive」「positive」に因む．
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　 ad-1. 関係 ≤が算法 +と両立する．

　 ad-2. Pの二元 a, bがある c ∈ Pに対して a+ c < b+ cをみたせば，a < bが成り立つ．

また，量系においては，任意の元 a, bについて次のことが成り立つ．

1. b ≤ a+ b．

2. a+ b = 0なら a = b = 0．

3. 0a ≤ 1a ≤ 2a ≤ · · ·．

4. a ≤ bなら na ≤ nb (n = 1, 2, . . .)．

また，量系 Pの元 aが Pの最大元であるためには，任意の b ∈ Pに対して b+ a = aをみたすこ
とが必要十分である．

例 3.32.1 非負実数の全体 R0 に加法 +だけを与えて代数系としたものの台部分系で 0を含むも
のを (R0,+)系と呼ぶ．たとえば R0 自身や {0}や非負整数の全体 Z0 や非負有理数の全体 Q0 は
(R0,+)系である．(R0,+)系は数の大小関係≤に関して量系になる．また，任意の単元集合は，唯
一の方法で量系とみなせて，そうみなしたものは {0}と

、
　同
、
　形である（「同形」の定義は省略する）．

問題 3.32.2 量系 Pの部分半群Qに単位元があれば，Qは制限順序関係について量系である．従っ
て Pの任意の部分半群Qに対して，Q ∪ {0}は制限順序関係について量系である．

略解 Qの単位元を eとすれば，任意の a ∈ Qに対して e ≤ a + e = a，従って eはQの最小元
である．

問題 3.32.3 量系 Pの元 aに対して，Pの区間 [0a]が Pの部分半群であるためには，a + a = a

なることが必要十分である．また，Pの区間 [a→)は Pの部分半群であり，これに単位元があるた
めには，任意の元 b ∈ [a→)に対して a+ b = bなることが必要十分である．

略解 [a→) に単位元 e があれば，e ≤ a + e = a，従って e = a が成り立ち，従って任意の元
b ∈ [a→)に対して a+ b = bが成り立つ．

例 3.32.2 可換単位半群 P上の擬順序関係 vが Pの算法 +と両立するとき，vの対称核を ≡で
表せば，問題 3.9.55により ≡は P上の同値関係であり，やはり Pの算法 +と両立する．従って，
類別写像 /≡による Pの元あるいは部分集合 Xの像を Xで表せば，定理 3.11.2により，P上の算
法 +を次のように定義することができる．

a+ b = a+ b

そして，定理 3.13.2系により Pは可換半群であり，Pの単位元 0の像 0は Pの単位元である．ま
た，問題 3.9.55により P上の順序関係 ≤を

a ≤ b ⇐⇒ a v b

と定義することができ，≤は Pの算法と両立する．さらに任意の a, b ∈ Pに対して a v bと b v a
のどちらかが成り立つなら，≤は線形順序関係であり，さらにまた任意の a ∈ Pに対して 0 v aが
成り立つなら，0は Pの最小元であり，従って Pは量系である．
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問題 3.32.4 Pを線形順序関係≤に関する量系とし，≤と任意にとった Pの元mを用いて，P上
の関係 ≤m を次のように定義する．

a ≤m b ⇐⇒ a ≤ b または m ≤ b

この ≤m は Pの算法と両立する擬順序関係であり，任意の a, b ∈ Pに対して a ≤m bと b ≤m a

のどちらかが成り立ち，任意の a ∈ Pに対して 0 ≤m aが成り立つ．従って，例 3.32.2の一般論
を P,≤mに適用して新しい量系を作ることができる（出来た量系を Pmで表し Pのm切り捨てと
呼ぶ）．そして，≤m の対称核を =m で表せば，

a =m b ⇐⇒ a = b または m ≤ min{a, b}

が成り立つ．また，Pの区間 [0,m]と Pm は，写像 a 7→ a/=m により同順である．

定理 3.32.1 二つの量系 P, P ′に対して，直和 P q P ′を作り，P, P ′の算法 +と順序関係 ≤を次の
ように P q P ′ の算法と順序関係に拡張する．すなわち，任意の a ∈ P, a ′ ∈ P ′ に対して

a+ a ′ = a ′ + a = a ′ a ≤ a ′ a ′ ≰ a

そうすると P q P ′ は量系になる．

これを P, P ′ の量系としての直和と呼び P ⊕ P ′ で表す（問題 3.9.7参照）．特に，量系 Pと単元集
合 {∞}を量系とみなしたものとの直和 P ⊕ {∞}を P∞ でも表す．なお，P∞ においては∞が最大
元になる．

証明 P q P ′ 上の算法 +については，Pの単位元 0が単位元になることは明らかである．この算
法が可換律 a + b = b + aに従うことを確かめるには，Pと P ′ それぞれの中では可換律に従うか
ら a, bの一方が Pに属し他方が P ′に属す場合を考えればいいが，その場合，a+ bと b+ aは共
に，a, bの中の P ′ に属す方に等しい．従って +は可換律に従う．次に，+が結合律

(a+ b) + c = a+ (b+ c) (3.32.1)

に従うことを確かめる．Pと P ′ それぞれの中では結合律に従うから，a, b, cがすべて Pに属す場
合とすべて P ′に属す場合は考えなくていい．a, b, cの中の一つが P ′に属し他の二つが Pに属す場
合は，(3.32.1)の両辺とも a, b, cの中の P ′に属す元に等しい．a, b, cの中の二つが P ′に属し他の
一つが Pに属す場合は，(3.32.1)の両辺とも a, b, cの中の P ′ に属す元に P ′ の算法 +を適用した
ものに等しい．以上により，P q P ′ が可換単位半群であることが分かった．
P q P ′ 上の関係 ≤は問題 3.9.7の辞書式直和であるが，これが順序関係であることを確かめる．

≤が反射律に従うことは，Pと P ′ それぞれの中では反射律に従うことから直ちに分かる．P q P ′

の二元 a, bが a ≤ bと b ≤ aをみたせば，a, b ∈ Pまたは a, b ∈ P ′ であり，Pまたは P ′ の中で
の反対称律により a = bが成り立つ．つまり，≤は反対称律に従う．次に，≤が推移律

a ≤ bかつ b ≤ c =⇒ a ≤ c

に従うことを確かめる．Pと P ′ それぞれの中では推移律に従うから，a, b, cがすべて Pに属す場
合とすべて P ′に属す場合は考えなくていい．従ってまた，a ∈ P ′の場合と c ∈ Pの場合は考えな
くていい．a ∈ Pかつ c ∈ P ′ の場合には，bの如何によらずに a ≤ cが成り立つ．これで ≤が順
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序関係であることが分かった．Pの元同士も P ′の元同士も Pと P ′の元も比較可能だから，≤は線
形順序関係である（第 3.33.2項参照）．
Pq P ′（と P）の単位元 0が Pq P ′の最小元であるから，Pq P ′は条件 psをみたす（対照的に，

P ′ の単位元 0 ′ は P q P ′ においては Pの上界である）．そこで最後に，条件 adすなわち

a ≤ b =⇒ a+ c ≤ b+ c

が成り立つことを確かめる．Pと P ′それぞれの中では条件 adが成り立つから，a, b, cがすべて P

に属す場合とすべて P ′ に属す場合は考えなくていい．そこで，a, b ∈ P の場合には c ∈ P ′ とし
てよく，この場合 a + c = c = b + cが成り立つ．また，a, b ∈ P ′ の場合には c ∈ Pとしてよく，
この場合 a + c = a ≤ b = b + cが成り立つ．残るのは a ∈ P, b ∈ P ′ の場合である．この場合，
c ∈ Pなら a+ c ∈ Pだから a+ c ≤ b = b+ cが成り立つ．c ∈ P ′なら，P ′が条件 ad, psをみた
すことより，a+ c = c = 0 ′ + c ≤ b+ cが成り立つ．

問題 3.32.5 量系 Pの元 aが次の二条件をみたすとする．

1. a ≤ bなる任意の b ∈ Pに対して a+ b = bが成り立つ．

2. a = b+ cなる b, c ∈ Pは aに限る．

このとき，Pの区間 [0a)と [a→)は Pの算法と順序に関して量系であり，P = [0a)⊕ [a→)が成り
立つ．

略解 条件 1により特に a + a = aであるから，問題 3.32.3により [0a]は部分半群であるが，条
件 2のために [0a)も部分半群である．従って問題 3.32.2により [0a)と [a→)は量系である．また，
b ∈ [0a), c ∈ [a→)なら，c ≤ b+ c ≤ a+ c = c，従って b+ c = cが成り立つ．

次の定理は水村泰明氏の東京大学 2000年度修士論文「論理体系MCLの完全性」の一補題である．

定理 3.32.2 Qが量系 Pの有限生成部分半群であれば，Qは制限順序関係について整列集合である．

証明 b1, . . . , bkをQの有限生成系とし，kについての帰納法を使う．b1 ≥ bj (j = 2, . . . , k)と仮
定していい．k = 1であれば，Q = {nb1 | n = 1, 2, . . .}であるから，問題 3.32.1により整列集合Nか
らQへの全射の増写n 7→ nb1があり，従って問題 3.9.30によりQは整列集合である．そこで k > 1
と仮定し，b2, . . . , bkの生成する部分半群をQ ′で表す．そうすると，帰納法の仮定によりQ ′は整
列集合である．再び問題 3.9.30によれば，Qの任意の下方閉区間 (←c]が整列集合であることを示せ
ばいい．c = n1b1+ · · ·+nkbkなるn1, . . . , nk ∈ Z0があり，n0 = n1+ · · ·+nkと定めれば，問題
3.32.1により c ≤ n0b1が成り立つ．任意のa ∈ (←c]をとると，a = nb1+a

′, n ∈ Z0, a ′ ∈ Q ′と
書けるが，a ≤ cであるから，さらに nを n ≤ n0なるようにすることができる．なぜなら n0 < n
であれば，問題 3.32.1により c ≤ n0b1 ≤ nb1 ≤ nb1+a ′ = a，従って a = c = n1b1+ · · ·+nkbk
となって n1 ≤ n0 だからである．従って，Q ′

n = {nb1 + a
′ | a ′ ∈ Q ′} (n = 0, . . . , n0)と定めれ

ば，(←c] ⊆ ⋃n0n=0Q ′
n が成り立つ．各 n ∈ {0, . . . , n0}に応じて整列集合 Q ′ から Q ′

n への全射の
増写 a ′ 7→ nb1 + a

′ があるから，問題 3.9.30により (←c]は確かに整列集合である．
定義 3.32.2 量系 Pがさらに次の条件 stをみたすとき，Pは厳密な量系であると言う [79]．

[79]記号「st」は「strict」に因む．
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　 st. Pの二元 a, bがある c ∈ Pに対して a+ c = b+ cをみたせば，a = bが成り立つ．

問題 3.32.6 可換単位半群 Pがその上の線形順序関係 ≤に関して厳密な量系であるためには，≤
が条件 psと次の三条件のいずれかをみたすことが必要十分である（問題 3.9.27参照）．

　 st-1. Pの二元 a, bが a < bをみたせば，任意の c ∈ Pに対して a+ c < b+ cが成り立つ．

　 st-2. Pの元 a, b, a ′, b ′ が a < bかつ a ′ ≤ b ′ をみたせば，a+ a ′ < b+ b ′ が成り立つ．

　 st-3. Pの二元 a, bがある c ∈ Pに対して a+ c ≤ b+ cをみたせば，a ≤ bが成り立つ．

また，厳密な量系においては，任意の元 a, bについて次の四つのことが成り立つ．

1. 0 < aなら b < a+ b．

2. 0 < aなら 0a < 1a < 2a < · · ·．

3. a < bなら na < nb (n = 1, 2, . . .)．

4. na ≤ nbなる n ∈ Nがあれば a ≤ b．

例 3.32.3 先ほど例にあげた量系の中では，(R0,+)系はすべて厳密である．しかし量系の直和P⊕P ′

は厳密ではない．実際，a ∈ Pとし 0 ′を P ′の単位元とすれば，a 6= 0 ′であってa+0 ′ = 0 ′ = 0 ′+0 ′
が成り立つ．

問題 3.32.7 最大元を持ち {0}と異なる量系は厳密でない．特に問題 3.32.4のm切り捨て Pmは，
m 6= 0なら厳密ではない．

問題 3.32.8 厳密な量系 Pの単位元を含む Pの部分半群は，Pの順序に関して厳密な量系である．

問題 3.32.9 厳密な量系の直積半群は，辞書式直積順序関係に関して厳密な量系である．しかし厳
密でない量系の直積半群は，辞書式直積順序関係に関しては，量系とさえならないことがある．

定義 3.32.3 量系 Pの元 eが次の条件 quをみたすとき，eを Pの量単位と呼ぶ [80]．

　 qu. Pの二元 a, bが a < bをみたせば，na < me ≤ nbなる自然数m,nが存在する．

量単位を持つ厳密な量系を実量系と呼ぶ（その理由は定理 3.32.3を見れば分かるであろう）．

例 3.32.4 Pを (R0,+)系とし 0 6= e ∈ Pとすれば，RにおけるQの稠密性により，Pは eを量単
位とする実量系である．そこで以後，1を含む (R0,+)系は，原則として 1を量単位とする実量系
とみなす．なお，{0}も実量系である．また，例 3.32.5で示す通り，厳密な量系であるが実量系で
ないものが存在する．

問題 3.32.10 {0}と異なる量系の量単位 eは 0 < eをみたす．

ここでこれまでの諸定義の背景を説明しよう．
太さの無い剛体の棒（これを以後は線分と呼ぶ）すべてからなる集合 Pについて考える．ただ

し，違う位置にあっても動かしてぴったり重ね合わせられる線分は同じものとみなす（私たちは普
段そういう見方を実際にすることが多い）．また便宜上，一点も線分とみなす．点はすべて重ね合わせ
られるから，点を線分とみなしたものは唯一つに定まる．これを 0で表す．

[80]記号「qu」は「quantitative unit」に因む．
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Pの二元 a, bをつなげて出来る線分を a + bで表す．線分 a, a ′ がぴったり重なり線分 b, b ′ が
ぴったり重なれば，aと bをつなげた線分と a ′と b ′をつなげた線分とは，やはりぴったり重なる
であろう（この背景説明のあちこちで「であろう」と書くのは，数学の話をしているのではなく直感を話し
ているからである）．従って a+ bの定義は，重なる線分を同一視することと矛盾しない．そして，
Pは算法 +に関して可換半群になり，0はこの半群の単位元になるであろう．Pが可換半群になる
のは，同じ取り合わせの線分はどういう順でつなげても同じ線分になるからである．
また，Pの二元 a, bを重ねたときにぴったり重なるかまたは bの方がはみ出る場合，a ≤ bと

書く．そうすると，≤は Pにおける線形順序関係になるであろう．実際，線分 a, bが相異なるな
ら，すなわちぴったり重ならなければ，重ねたとき一方がはみ出て他方ははみ出ないであろう．つ
まり，a, bは比較可能であり，≤は反対称律に従う．また，aより bがはみ出て bより線分 cがは
み出れば，aより cがはみ出るであろう．つまり，≤は推移律に従う．
また，一点ではない線分 eを任意にとる．そうすると，Pは eを量単位とする実量系になるであ

ろう．実際，線分 a, bが a < bをみたすなら，つまり重ねたときに bがはみ出るなら，a, bに同
じ線分 cをつなげて出来る線分 a+ cと b+ cを重ねたとき，b+ cの方がはみ出るであろう．つま
り，条件 st-1が成り立つ．また，任意の線分 aを一点 0と重ねれば，aが一点でない限り aの方が
はみ出るであろう．つまり，条件 psが成り立つ．また，線分 aより線分 bがはみ出るとき，aを n
本つなげて出来る線分 naと bを同じく n本つなげて出来る線分 nbを重ねれば，nbの方がはみ
出し，はみ出す部分は nが増えると共に増えて，遂には，そのはみ出す部分に線分 eがすっぽり入
るであろう．つまり，naに eをつなげても nbを越えない．そういう nに対して，(m− 1)e ≤ na

図 3.11: na < me ≤ nbの図．見やすくするために線分に太さを付す．

nb

na 　 e　
(m− 1)e　　　　　　　　　　

をみたす最大の自然数mがあるであろう．そういうmをとれば，mの最大性により na < meと
なり，また，me = (m− 1)e+ e ≤ na+ e ≤ nbであるからme ≤ nbが成り立つ．つまり，条件
quが成り立つ．
要するに，私たちが重なり合う線分を同じものとみなして線分をつなぎ合わせたり重ねて比較し

たりするとき，そこには実量系が存在しているのである．
一般化して大雑把に言えば，何らかの種類の物体の何らかの属性を実際にか仮想的にか比較する

ことができて，それらの物体の間で「つなげる」とか「くっつける」とかの操作が実際にか仮想的
にか可能であれば，そこに実量系が存在する．ただし，実量系が存在しても，まだそこには「量」
という数値は存在していない．
しかし実は，さっきの線分の作る実量系からは「長さ」という数値が定まり，その他の色々な実

量系から「容量」「質量」などの数値が定まる [81]．その仕組みを説明するのが次の定理である．こ
の定理は，実量系は (R0,+)系に限ることを示すと同時に，実量系があればそこに「量」なる数値
が存在することを示す．

定義 3.32.4 Pi が ei を量単位とする実量系であり (i = 1, 2)，f ∈ P1→P2 が半群としての準写で
[81]たとえば，滑りブロックを空気溝の上で衝突させて比較すれば，ある実量系が出来，この実量系から質量という数値
が定まる．岩波書店刊「ファインマン物理学（I. 力学）」第 10-3 節に，このことが暗示的に書いてある．第 3.32.1 項の内
容は，実は，これに触発されて出来たものである．



第 3章 論理代数学 379

あると同時に真増写であり，かつ fe1 = e2 をみたすとき，fは P1 から P2 への実量系としての埋
め込み写像であると言う．fがさらに全射であるとき，fは実量系としての同写であると言う．二
つの実量系の間に同写が存在するとき，それら実量系は同形であると言う．

定理 3.32.3 Pが {0}と異なる実量系で eがその量単位であれば，Pから R0 への実量系としての
埋め込み写像が，すなわち写像 f ∈ P→R0 で次の三条件をみたすものが唯一つ存在する（この写
像を Pの e 計量写像と呼ぶ）．

1. Pの任意の二元 a, bについて f(a+ b) = fa+ fbが成り立つ．

2. Pの任意の二元 a, bについて「a ≤ b ⇐⇒ fa ≤ fb」が成り立つ．

3. fe = 1が成り立つ．
また，各 a ∈ Pと各 n ∈ Nに対して，Z0 の元 an で ane ≤ na < (an + 1)eなるものが唯一つ存
在し（こういう数列 {an}を aの e 近似列と呼ぶ），次の式が成り立つ．

fa = lim
n→∞ ann

問題 3.32.11 量系 Pと写像 f ∈ P→R0 について，定理 3.32.3の条件 1の下で，f0 = 0および任
意の a ∈ Pと n ∈ Nに対して f(na) = n(fa)が成り立つ．また定理 3.32.3の条件 2は，Pの任意
の二元 a, bについて「a < b ⇐⇒ fa < fb」の成り立つことと同等である（問題 3.9.27参照）．

定理 3.32.3の証明 (A)から (G)までの七段階に分ける．なお，問題 3.32.10により 0 < eである．

(A) 各 a ∈ Pに対して，(m− 1)e ≤ a < meなる自然数mが唯一つ存在する．

証明 m < m ′ なる自然数mとm ′ とが (m − 1)e ≤ a < meと (m ′ − 1)e ≤ a < m ′eとをみた
せば，m ≤ m ′ − 1であるから問題 3.32.1により a < me ≤ (m ′ − 1)e ≤ aとなって矛盾である．
従って，(m− 1)e ≤ a < meなる自然数mは高々一つしか存在しない．
上記の通り 0 < e であるから，(1 − 1)e = 0 < 1e が成り立つ．つまり，m = 1 とすれば

(m− 1)e ≤ 0 < meが成り立つ．そこで 0 6= a ∈ Pなる任意の aをとる．そうすると，条件 psに
より 0 < aであるから，条件 st-1により a < 2a，従って条件 quにより na < m ′e ≤ n(2a)なる自
然数m ′, nが存在し，問題 3.32.1により a ≤ naであるから a < m ′eが成り立つ．そこで a < me
なる最小の自然数mをとる．a < (m− 1)eとすれば，条件 psによりm > 1，従ってm− 1も自
然数となってmの最小性に反する．≤が線形順序関係であるから，(m− 1)e ≤ aが成り立つ．

(B) 各 a ∈ Pに対して非負有理数から成る集合 Qa を

Qa =
{m
n

∣∣∣ m ∈ Z0, n ∈ N, me ≤ na
}

と定めれば，0 ∈ Qaが成り立つ．また，Qaの元 sを s = k/l (k ∈ Z0, l ∈ N)と書けば，ke ≤ la
が成り立つ．

証明 条件 psにより 0e = 0 ≤ a = 1aであるから，0 = 0/1 ∈ Qa が成り立つ．
s ∈ Qaであるから，s = m/n, me ≤ naなるm ∈ Z0, n ∈ Nが存在する．そして，問題 3.32.1

により l(me) ≤ l(na) すなわち (lm)e ≤ (ln)aが成り立つ．他方で，s = k/l = m/nであるか
ら，nk = lm，従って (nk)e = (lm)eが成り立つ．これら二式によって (nk)e ≤ (ln)a，すなわち
n(ke) ≤ n(la)が成り立つから，問題 3.32.6によって ke ≤ laが成り立つ．
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(C) 各 a ∈ Pに対して，r /∈ Qa なる非負有理数 rが存在し，そういう rはすべて，Qa の Rに
おける上界である．

証明 (A)により a < m ′eなる自然数m ′ が存在し，m ′e ≤ 1aが成り立たないから，(B)により
m ′ = m ′/1 /∈ Qa が成り立つ．従って，r /∈ Qa なる非負有理数 rは存在する．そういう rを任意
にとる．(B)により r > 0だから，r = k/l (k, l ∈ N)と書ける．
0 6= s ∈ Qa なる s ∈ Qa を任意にとる．s = m/n, me ≤ naなる自然数m,nが存在し，問題

3.32.1によりk(me) ≤ k(na)，すなわち (km)e ≤ (kn)aが成り立つ．他方で，r /∈ Qaであって≤が
線形順序関係だから，la < keが成り立ち，m ∈ Nであるから，問題 3.32.6によりm(la) < m(ke)，
すなわち (ml)a < (km)eが成り立つ．これら二つの不等式により (ml)a < (kn)aが成り立つか
ら，問題 3.32.1によりml < kn，すなわち s < rが成り立つ．

(D) 各 a ∈ Pに対して，(B)によりQa 6= ∅であって (C)によりQaは Rにおいて上に有界であ
るから，Qa の Rにおける上限が存在する．それを Faで表す．また，(A)により，各 a ∈ Pと各
n ∈ Nに対して，Z0 の元 an で ane ≤ na < (an + 1)eなるものが唯一つ存在する．これらにつ
いて次の式が成り立つ．

Fa = lim
n→∞ ann

また，a ≤ bなら Fa ≤ Fbが成り立つ．

証明 Qaの定義により an/n ∈ Qaであり，(B)により (an + 1)/n /∈ Qaであるから，Faの定義
と (C)により

an

n
≤ Fa ≤ an + 1

n
すなわち 0 ≤ Fa−

an

n
≤ 1

n

が成り立つ．これから極限の式が得られる．
a ≤ bなら，問題 3.32.1により，任意の自然数nに対してna ≤ nbが成り立ち，従ってQa ⊆ Qb

が成り立ち，従って Fの定義により Fa ≤ Fbが成り立つ．

(E) Pの任意の二元 a, bについて F(a+ b) = Fa+ Fbが成り立つ．また，Fe = 1が成り立つ．

証明 nを任意の自然数とする．そうすると，
ane ≤ na < (an + 1)e bne ≤ nb < (bn + 1)e

が成り立つから，問題 3.32.6により次の式が成り立つ．
(an + bn)e ≤ n(a+ b) < (an + bn + 2)e

また，≤は線形順序関係だから，次の二つの場合に分かれる（問題 3.9.23参照）．
n(a+ b) < (an + bn + 1)e (an + bn + 1)e ≤ n(a+ b)

前の場合なら (a+ b)n = an + bnであり，後の場合なら (a+ b)n = an + bn + 1である．従って
an + bn ≤ (a+ b)n ≤ an + bn + 1すなわち

an

n
+
bn

n
≤ (a+ b)n

n
≤ an

n
+
bn

n
+
1

n

が成り立つ．n→∞として (D)を使えば F(a+ b) = Fa+ Fbなることが分かる．また，0 < eで
あったから問題 3.32.6により ne ≤ ne < (n+ 1)e，従って en = n (n = 1, 2, . . .)であるから，や
はり (D)により Fe = 1なることが分かる．
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(F) Pの任意の二元 a, bについて「a ≤ b ⇐⇒ Fa ≤ Fb」が成り立つ．

証明 ≤が線形順序関係であって (D)により Fが増写であるから，問題 3.9.27によれば，Fが単射
であることを示せばいい．そこで，「a < bかつ Fa = Fb」と仮定して矛盾を導く．
この仮定の下では，まず条件 quにより

na < me ≤ nb

なる自然数m,nが存在する．そして，Qb の定義と (B)により次のことが成り立つ．

m/n ∈ Qb −Qa

従って，(C)と Fa, Fbの定義により Fa ≤ m/n ≤ Fbが成り立ち，Fa = Fbとの仮定と合わせて

Fa = Fb =
m

n
(3.32.2)

を得る．従ってまた次のことが成り立つ．

Fa /∈ Qa (3.32.3)

(3.32.2)により Fb = m/nであることに留意して，Fb = k/lなる自然数 k, lを任意にとる．そ
うすると，(E)により

F(ke) = k(Fe) = k = l(Fb) = F(lb)

が成り立つ．従って，もしも ke < lbなら，a, bをそれぞれ ke, lbに置き換えてさっきの論法を使
うことができて，特に (3.32.3)により k = F(ke) /∈ Qkeを得る．しかし，ke ≤ keだから k ∈ Qke
は成り立つ．これは矛盾であるから ke < lbは成り立たない．他方，k/l = Fb = m/n ∈ Qb であ
るから，(B)により ke ≤ lbは成り立つ．従って

ke = lb (3.32.4)

でなければならない．Fb = m/nであるから，特にme = nbが成り立つ．また，そもそもna < me
であった．従って条件 st-1により nb+ na < me+me，すなわち次の式が成り立つ．

n(b+ a) < 2me

他方で，a < bなる仮定と条件 st-1により 2a < b+aが成り立つ．また，(E)と (3.32.2)により

F(2a) = Fa+ Fa =
2m

n
= Fb+ Fa = F(b+ a)

が成り立つ．従って，a, bをそれぞれ 2a, b+ aで置き換えて以上の論法を使うことができる．特
に，F(b+ a) = 2m/nであるから，(3.32.4)により (2m)e = n(b+ a)を得る．これは矛盾である．

(G) 以上により，写像 F ∈ P→R0が定理 3.32.3の三条件 1, 2, 3をみたすことが分かったが，逆
に，これらの条件をみたす写像 f ∈ P→R0 は Fに限る．

証明 任意の a ∈ Pと任意の n ∈ Nをとる．ane ≤ na < (an + 1)eであるから，問題 3.32.11を
使って次のように計算することができる．

an = an(fe) = f(ane) ≤ f(na) = n(fa)

< f
(
(an + 1)e

)
= (an + 1)(fe) = an + 1

従って an/n ≤ fa < (an + 1)/nであり，(D)により fa = lim
n→∞an/n = Faが成り立つ．
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系 {0}と異なる実量系は 1を含む (R0,+)系と同形である．

証明 Pを {0}と異なる実量系とし，eをその量単位とする．そうすると，定理 3.32.3の三条件 1, 2,

3をみたす写像 f ∈ P→R0が存在する．fの像 fPを Pで表す．そうすると，条件 1と問題 3.32.11

により Pは (R0,+)系であり，条件 3により 1 ∈ Pが成り立つ．また，条件 1, 2, 3により，fは P

から Pへの実量系としての同写である．

系 2 実量系においては，0と異なる任意の元が量単位になる．

証明 P を実量系とし 0 6= e ∈ P とする．そうすると系により，P から (R0,+)系 Pへの同写 f

が存在する．問題 3.32.11により 0 = f0 6= fe ∈ Pであるから，例 3.32.4により feは Pの量単
位となる．そこで，P の二元 a, b が a < b をみたせば，fa < fb であるから，自然数 m,n で
n(fa) < m(fe) ≤ n(fb)なるものが存在し，問題 3.32.11により f(na) < f(me) ≤ f(nb)，従って
また問題 3.32.11により na < me ≤ nbが成り立つ．つまり，eは Pの量単位である．

問題 3.32.12 量系 Pとその元 eに対して写像 f ∈ P→R0 で定理 3.32.3の三条件 1, 2, 3をみたす
ものがあれば，Pは {0}と異なり eを量単位とする実量系であり，fは Pの e計量写像である．

略解 定理 3.32.3系 2の証明と同様である．すなわちまず，fe = 1 6= 0 = f0だから e 6= 0，特に
P 6= {0}が成り立つ．次に，Pの元 a, b, cが a + c = b + cをみたせば，fa + fc = fb + fcである
から fa = fb，従って a = bが成り立つ．つまり，Pは厳密である．Pの二元 a, bが a < bをみ
たせば，fa < fb, fe = 1であるから，自然数m,nで n(fa) < m(fe) ≤ n(fb)なるものが存在し，
f(na) < f(me) ≤ f(nb)，従って na < me ≤ nbが成り立つ．つまり，eは Pの量単位である．

問題 3.32.13 Pを (R0,+)系とし 0 6= e ∈ Pとすれば，例 3.32.4により Pは eを量単位とする実
量系であるが，さらに Pの e計量写像 f ∈ P→R0は，任意の x ∈ Pに対して fx = xe−1をみたす．

略解 この式で定義される写像 fが e計量写像の三条件をみたし，e計量写像が唯一つだからで
ある．

問題 3.32.14 {0}と異なる実量系 P が条件 quより強い「0 < aなら me = naをみたす自然数
m,nがある」なる条件をみたすなら，PからQ0への埋め込み写像がある．また，Pがさらに強い
「0 < aならme = aをみたす自然数mがある」なる条件をみたすなら，Pは Z0 と同形である．

定義 3.32.5 Pを実量系とし 0 6= a ∈ Pとする．このとき，定理 3.32.3系 2により aは Pの量単
位であるから，定理 3.32.3により Pの a計量写像 fが存在する．そこで，各 b ∈ Pに対して，非
負実数 fbを bの aに対する比と呼んで b/aで表す．

問題 3.32.15 Pを (R0,+)系とすれば，例3.32.4によりPは実量系であるが，さらにa, b ∈ P, a 6= 0
であれば，比について b/a = ba−1 が成り立つ．

問題 3.32.16 実量系Pにおける比について次のことが成り立つ．ただし，a, b, c ∈ P, a 6= 0, n ∈ N
とし，結論 7においてはさらに b 6= 0とする．
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1. (b+ c)/a = b/a+ c/a

2. b ≤ c ⇐⇒ b/a ≤ c/a

3. b/a = 1 ⇐⇒ b = a

4. b/a = 0 ⇐⇒ b = 0

5. (nb)/a = n(b/a)

6. (nb)/(na) = b/a

7. (c/b)(b/a) = c/a

略解 6. na 6= 0なので (nb)/(na)も定義される．写像 f ∈ P→R0を fx = n−1(x/a)と定義すれば，
これがna計量写像の三条件をみたす．従って，(nb)/(na) = n−1

(
(nb)/a

)
= n−1

(
n(b/a)

)
= b/a．

7. b/a 6= 0なので写像 g ∈ P→R0を gx = (x/a)(b/a)−1と定義することができ，これが b計量
写像の三条件をみたす．従って，(c/b)(b/a) =

(
(c/a)(b/a)−1

)
(b/a) = c/aが成り立つ．

問題 3.32.17 量系 Pにおいて
、
　比
、
　様
、
　の
、
　も
、
　のが定義されれば，Pは実量系であって，この比様のもの

は比に等しい．つまり，Pのある元 aと Pの任意の元 bに非負実数 b//aが対応付けられてこれら
が問題 3.32.16の三条件 1, 2, 3に相当する三条件

1. (b+ c)//a = b//a+ c//a

2. b ≤ c ⇐⇒ b//a ≤ c//a

3. a//a = 1

をみたせば，Pは実量系であり，a 6= 0であって，任意の b ∈ Pに対して b//a = b/aが成り立つ．

注意 3.32.2 問題 3.32.16と問題 3.32.17によれば，量系 P 6= {0}の 0と異なる任意の元 aと任意
の元 bに非負実数 b//aが対応付けられて問題 3.32.17の三条件をみたせば，Pは実量系であって
b//a = b/aが成り立ち，従って問題 3.32.16により (c//b)(b//a) = (c//a)等のことが成り立つ．
これは，問題 3.32.17の三条件が「比」の基本条件であることを意味する．

問題 3.32.18 実量系は次の条件 arをみたす（記号「ar」は「Archimedes」に因む）．

　 ar. 0 < a, 0 < bなら b < naなる自然数 nが存在する．

問題 3.32.19 {0}と異なる厳密な量系二つの直積半群は，問題 3.32.9により厳密な量系であるが，
辞書式直積順序関係に関して条件 arをみたさない．

例 3.32.5 「条件 arをみたす厳密な量系はすべて実量系であるか」．答は否定的であって，条件
arをみたす厳密な量系であるが実量系でないものを次のように作ることができる．
直積半群 Z20 上の関係 <d を次のように定義する．すなわち，Z20 の元 (a1, a2) と (b1, b2) が

(a1, a2) <d (b1, b2)をみたすとは，a1 + a2 < b1 + b2であるか，または a1 + a2 = b1 + b2かつ
a2 < b2であることとする．そうすると，<dの反射包≤dは線形順序関係であって，≤dに関して
Z20 は条件 arをみたす厳密な量系である．しかし Z20 は実量系ではない．なぜなら Z20 が実量系で
あるとすると，定理 3.32.3とその系 2により Z20の (1, 0)計量写像 fが存在するが，任意の自然数
nに対して n(1, 0) <d n(0, 1) <d (n+ 1)(1, 0)が成り立つから，(0, 1)の (1, 0)近似列は 1, 2, . . .で
あり，従って f(0, 1) = 1 = f(1, 0)となって，fが単射であることに反するからである．

問題 3.32.20 直積半群 Z20の部分半群 {(a1, a2) | a1 ≥ a2}は，Z20の辞書式直積順序関係に関して
条件 arをみたす厳密な量系である．また，これは例 3.32.5で構成した量系と同形である．
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3.32.2 測度
§ この項を通じて，Sを空でない集合とし，Pを量系とし，Pの順序関係と最小元を ≤と 0で

表す．そして，PSから Pへの写像 X 7→ |X|で次の四法則に従うものを，S上の P測度と呼び [82]，
値 |X|を Xの P測値と呼ぶ．ただし，「P測度」からも「P測値」からも Pを省略することがある．

|∅| = 0 (零値律)

X 6= ∅ =⇒ |X| > 0 (正値律)

X ⊆ Y =⇒ |X| ≤ |Y| (増加律)

|X ∪ Y| ≤ |X|+ |Y| (劣加法律)

S 6= ∅と仮定しているので，正値律の下では 0 < |S|が成り立つ．従って，#P = 1なら S上の P測
度は存在しない（問題 3.32.30によれば，#P > 1なら S上の P測度が有る）．また，増加律の下
では，任意の X ∈ PSに対して |X| ≤ |S|が成り立つ．劣加法律は次の二法則に関連する [83]．

X ∩ Y = ∅ =⇒ |X ∪ Y| = |X|+ |Y| (加法律)

|X ∪ Y|+ |X ∩ Y| = |X|+ |Y| (厳加法律)

問題 3.32.21 加法律は増加律と厳加法律を含意する．厳加法律は劣加法律を含意する．零値律と
厳加法律を合わせた法則は加法律を含意する．

略解 加法律の下では，X ⊆ Y なら |X| ≤ |X| + |Y − X| = |X ∪ (Y − X)| = |Y|が成り立ち，任意の
X, Y に対して |X ∪ Y|+ |X ∩ Y| =

(
|X− (X ∩ Y)|+ |X ∩ Y|

)
+
(
|Y − (X ∩ Y)|+ |X ∩ Y|

)
= |X|+ |Y|が

成り立つ．

問題 3.32.22 零値律・増加律・劣加法律を合わせた法則は，次の 6法則のいずれとも同等である．
ただし n = 0, 1, . . .とし，n = 0のときは，⋃ni=1 Yi = ∅,

∑n
i=1 |Yi| =

∑n
i=1 ai = 0とする．

1. X ⊆
⋃n
i=1 Yi =⇒ |X| ≤

∑n
i=1 |Yi|

2. X ⊆
⋃n
i=1 Yi,

∑n
i=1 |Yi| ≤ b =⇒ |X| ≤ b

3. X ⊆
⋃n
i=1 Yi, |Yi| ≤ ai (i = 1, . . . , n) =⇒ |X| ≤

∑n
i=1 ai

4. X ⊆
⋃n
i=1 Yi, |Yi| ≤ ai (i = 1, . . . , n),

∑n
i=1 ai ≤ b =⇒ |X| ≤ b

5. X ⊆
⋃n
i=1 Yi, b ≤ |X| =⇒ b ≤

∑n
i=1 |Yi|

6. X ⊆
⋃n
i=1 Yi, |Yi| ≤ ai (i = 1, . . . , n), b ≤ |X| =⇒ b ≤

∑n
i=1 ai

注意 3.32.3 問題 3.32.22の第三法則の対偶として次の法則が得られる（定理 3.21.3の対偶律参照）．

X ⊆
n⋃
i=1

Yi,

n∑
i=1

ai < |X| =⇒ ai < |Yi|なる i ∈ {1, . . . , n}がある (鳩ノ巣原理)

つまり，零値律・増加律・劣加法律を合わせた法則は鳩ノ巣原理と同等である．問題 3.32.22の他
の法則も対偶をとって色々に変形することができる．なお鳩ノ巣原理は，引き出し論法の原理と
か部屋割り論法の原理とも呼ぶ．
[82]「測度」は「measure」の訳語である．
[83]積分論では劣加法律・加法律に当たるものは「有限」を冠して有限劣加法律・有限加法律と呼ばれる．
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問題 3.32.23 零値律・加法律を合わせた法則は，次の二法則を合わせた法則と同等である．ただ
し n = 0のときは，⋃ni=1 Yi = ∅,

∑n
i=1 |Yi| = 0とする．

X ⊆
n⋃
i=1

Yi, Yi ∩ Yj = ∅ (i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j) =⇒ |X| ≤
n∑
i=1

|Yi| (n = 0, 1, . . .)

X ⊇
n⋃
i=1

Yi, Yi ∩ Yj = ∅ (i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j) =⇒ |X| ≥
n∑
i=1

|Yi| (n = 0, 1, . . .)

問題 3.32.24 増加律と劣加法律はそれぞれ次の法則と同等である [84]．

X ⊆ Y かつ |Y| ≤ a =⇒ |X| ≤ a (増加律に同等)

|X| ≤ aかつ |Y| ≤ b =⇒ |X ∪ Y| ≤ a+ b (劣加法律に同等)

問題 3.32.25 X 7→ |X|を S上の P測度とし，PS, P間の関係 Rを「XRa ⇐⇒ |X| ≤ a」と定義す
れば，次のことが成り立つ．

1. X = ∅ ⇐⇒ XR0

2. X ⊆ Y かつ Y Ra =⇒ XRa

3. XRaかつ Y Rb =⇒ (X ∪ Y)R (a+ b)

4. 任意の X ∈ PSと Pの区間 [|S|→)の任意の部分集合Oに対し |X| = min
(
{a ∈ P | XRa}∪O

)
が成り立つ．

問題 3.32.26 PS, P 間の関係 Rが問題 3.32.25の三条件 1, 2, 3をみたし，0 /∈ O ⊆ P であると
仮定する．また，任意の X ∈ PSに対して，P の部分集合 {a ∈ P | XRa} ∪ Oに最小値が存在す
ると仮定し，この最小値を |X|で表す．このとき，写像 X 7→ |X|は P測度であり，O ⊆

[
|S|→)と

「XRa =⇒ |X| ≤ a」が成り立つ．また，「XRa ⇐= |X| ≤ a」が成り立つためには，R,Oが次の
二条件 4, 5をみたすことが必要十分である．

4. XRaかつ a ≤ b =⇒ XRb

5. o ∈ O =⇒ 任意の X ∈ PSに対して XRo

略解 写像 X 7→ |X|の定義により，「XRa =⇒ |X| ≤ a」とO ⊆
[
|X|→)が成り立つ．

X = ∅であれば，条件 1により XR0であるから |X| = 0が成り立つ．逆に |X| = 0であれば，
0 /∈ Oとの仮定により XR0，従って条件 1により X = ∅が成り立つ．
X ⊆ Y と仮定し a = |Y|と定める．Y Raであれば，条件 2により XRaであるから |X| ≤ aが成

り立つ．a ∈ Oであれば，O ⊆
[
|X|→)であるから |X| ≤ aが成り立つ．

a = |X|, b = |Y|と定める．XRaかつ Y Rbであれば，条件 3により (X ∪ Y)R (a+ b)であるか
ら |X ∪ Y| ≤ a+ bが成り立つ．a ∈ Oであれば，O ⊆

[
|X ∪ Y|→)であるから |X ∪ Y| ≤ a ≤ a+ b

が成り立つ．
b = |X| ≤ aとすれば，条件 5によれば XRb，従って条件 4によれば XRaが成り立つ．

[84]この問題以降問題 3.32.28までは，水村泰明氏の東京大学 2000年度修士論文「論理体系MCLの完全性」に示唆され
て高岡洋介氏・高橋和大氏と共作したものである．



第 3章 論理代数学 386

問題 3.32.27 (✓) S上の P測度の全体をMで表し，これに PS→P上の巾順序関係の制限≤を与
えて順序集合と成す．また Qを，PS, P間の関係 Rで問題 3.32.25の条件 1, 2, 3をみたすものと，
0 /∈ O ⊆ PなるOで任意のX ∈ PSに対してmin

(
{a ∈ P | XRa}∪O

)の存在するものの組み (R,O)

の全体とし，Qに P(PS× P)×PP上の直積順序関係⊆の制限によって順序集合と成す．また，M

の任意の元 X 7→ |X|を | · |で表して，PS, P間の関係 R|·| を「XR|·| a ⇐⇒ |X| ≤ a」と定義する．
また，各 (R,O) ∈ Qに対して，問題 3.32.26により S上の P測度 X 7→ min

(
{a ∈ P | XRa}∪O

) が
出来るから，これを | · |R,Oで表す．そうすると，写像 | · | 7→ (

R|·|,
[
|S|→))と写像 (R,O) 7→ | · |R,O

はM,Q間のガロア対を成し，それから定理 3.18.2でのように出来るM上の閉写は idMに等しい．

問題 3.32.28 (✓) PS, P間の関係 Rが問題 3.32.25の条件 3をみたすためには，PS, P+間の関係
Qで次の二条件をみたすものの存在することが必要十分である．

1. X ∈ PSとa ∈ PがXRaをみたすことは，Pの元a1, . . . , amでXQa1 · · ·amとa =
∑m
i=1 ai

をみたすものの存在することと同等である．

2. X, Y ∈ PS と a1, . . . , am, b1, . . . , bn ∈ P が XQa1 · · ·am と Y Qb1 · · ·bn をみたせば，
(X ∪ Y)Qa1 · · ·amb1 · · ·bn が成り立つ．

問題 3.32.29 PSから Pへの写像 X 7→ ‖X‖が零値律・増加律・劣加法律に従うとき，Pの元 η > 0
を任意に一つとって PSから Pへの写像 X 7→ |X|η を

|X|η =

0 · · · X = ∅のとき
‖X‖+ η · · · X 6= ∅のとき

と定めれば P測度になる．

問題 3.32.30 0 < η ∈ Pなら，PSから Pへの写像 X 7→ |X|η を

|X|η =

0 · · · X = ∅のとき
η · · · X 6= ∅のとき

と定めれば P測度になる．

略解 問題 3.32.29において任意の Xに対して ‖X‖ = 0と定めればいい．

問題 3.32.31 各 Y ∈ P ′Sに Pの元 bYcを対応させる写像が零値律・正値律・増加律・劣加法律に
従うとする．また，PSの各元 Xに対し

|X| = sup
{
bYc

∣∣ Y ∈ P ′X
}

が存在するとする．ただし supは Pでの上限を表す．このとき，PSの各元 Xに |X|を対応させる
写像は，P測度であって写像 Y 7→ bYcの拡張である．

問題 3.32.32 PSから Z0∞ への写像 X 7→ |X|n を

|X|n =

#X · · · Xが有限集合のとき∞ · · · Xが無限集合のとき

と定めれば Z0∞ 測度になる（添え字「n」は「natural」の頭文字である）．
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問題 3.32.33 Pが最大元∞ ( 6= 0)を持つとき，PSから Pへの写像 X 7→ |X|∞ を

|X|∞ =

0 · · · X = ∅のとき∞ · · · X 6= ∅のとき

と定めれば P測度になる．

問題 3.32.34 fを Sから R0∞ への写像で 0 /∈ fSなるものとし，PSから R0∞ への写像 X 7→ |X|f

を |X|f = sup (fX)と定めれば，|X ∪ Y|f ≤ max {|X|f, |Y|f}なる法則に従う R0∞ 測度になる．
例 3.32.6 (直感に合致した測度) Sが一次元ユークリッド空間（たとえばR）であり P = Z0⊕R0∞
であるという特別な場合に，S上の P測度 X 7→ |X|t̂を以下のように構成する．ただし第 3.32.1項で
定義した通り，⊕は量系の直和を表し，R0∞はR0⊕ {∞}を表す．なおこの例は，第 5.9節や第 6.6

節で重要な役割を演ずる．
積分論のための測度論によれば，PRの各元Uに R0∞の元 ‖U‖を対応させる外測度なる写像が

存在する．これは，増加律と可算劣加法律
∥∥⋃

n≥1Un
∥∥ ≤
∑∞
n=1 ‖Un‖をみたし，平行移動により

不変であり，さらに，a, bを端とする任意の区間 Iに対して ‖I‖ = |b− a|をみたす．
他方，Sは一次元ユークリッド空間であるから，S2 から Rへの写像 (x, y) 7→ −→xyで次の二条件

をみたすものが存在する．

1. S× Rの各元 (x, u)に対して，−→xy = uなる y ∈ Sが唯一つ存在する．

2. 任意の x, y, z ∈ Sに対して −→xy+−→yz = −→xz が成り立つ．
そこで，Sの元 oを一つ決めると（これを Sの基準点と呼ぶ），条件 1によって Sから Rへの全
単射 x 7→ −→oxが出来る．この全単射による X ∈ PSの像を Xo で表す．
以上のことを使って PSから Z0 ⊕ R0∞ への写像 X 7→ |X|t̂ を次のように定義する．

|X|t̂ =

#X · · · Xが有限集合のとき
‖Xo‖ · · · Xが無限集合のとき

ただしこの式において，#Xは Z0 ⊕ R0∞ の部分集合 Z0 の元とみなし，‖Xo‖は Z0 ⊕ R0∞ の部
分集合 R0∞ の元とみなす．
|X|t̂の定義は Sの基準点 oの選び方によらない．基準点を o ′に取り替えれば，上の条件 2によっ

て X ∈ PSに対する Xo ′ は Xoを
−→
o ′oだけ平行移動したものになり，外測度は平行移動によって変

わらないからである．
直ぐ後で示す通り，写像 X 7→ |X|t̂は S上の P測度である．測度であるから零値律と正値律によ

り，|X|t̂ = 0となるのは X = ∅の場合に限る．また，Xが有限集合で Y が無限集合なら |X|t̂ < |Y|t̂

が成り立つ．これらのことは，すべての可算集合 U ∈ PRに対し ‖U‖が一定値ゼロになるのと著
しく異なる．と言うよりはむしろ，外測度 U 7→ ‖U‖より P測度 X 7→ |X|t̂ の方が，「Sに含まれる
実在物の量」についての私達の直感に合致しているように思われる．そして直感に合致していると
いうことが，数理心理学の観点からは何よりも望ましい性質なのである．
写像 X 7→ |X|t̂ が実際に測度の条件をみたすことを確かめる．そのために，Z0,R0∞ の単位元を

それぞれ 0, 0 ′ で表す．これらは，直和 Z0 ⊕ R0∞ の中では等しくなく，0 < 0 ′ をみたす．
さて，0が Z0⊕R0∞の単位元になり，b ∈ R0∞なら 0 < 0 ′ ≤ bであるから，|X|t̂ = 0となるの

は Xが空集合のときに限る．つまり写像 X 7→ |X|t̂は零値律と正値律に従う．次に，増加律に従う
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ことを確かめるために，X ⊆ Y なる X, Y ∈ PSを任意にとる．写像 X 7→ #Xと X 7→ ‖Xo‖は共に
増加律に従うから，X, Y が共に有限集合である場合や共に無限集合である場合は考えなくていい．
そこで，Xが有限集合で Yが無限集合の場合が残る．この場合，さっき注意した通り |X|t̂ < |Y|t̂が
確かに成り立つ．最後に，劣加法律に従うことを確かめるために，任意の X, Y ∈ PSをとる．写像
X 7→ #Xと X 7→ ‖Xo‖は共に劣加法律に従うから，X, Y が共に有限集合である場合や共に無限集
合である場合は考えなくていい．従って，Xが有限集合で Yが無限集合であると仮定していい．そ
う仮定すると，‖Xo‖ = 0 ′であるから，|X∪ Y|t̂ = ‖(X∪ Y)o‖ = ‖Xo ∪ Yo‖ ≤ ‖Xo‖+ ‖Yo‖ = ‖Yo‖
が成り立つ．他方，|X|t̂ = #X ∈ Z0, |Y|t̂ = ‖Yo‖ ∈ R0∞ であるから，|X|t̂ + |Y|t̂ = |Y|t̂ = ‖Yo‖が
成り立つ．従って，|X ∪ Y|t̂ ≤ |X|t̂ + |Y|t̂ が確かに成り立つ．
なお，Sとして特に Rをとれば，| · |t̂ は Rの Z0 ⊕ R0∞ 測度であって，異なる二点 a, bを端と

する任意の区間 Iに対して |I|t̂ = |b− a|をみたす．

問題 3.32.35 RのR0∞測度X 7→ |X|で異なる二点a, bを端とする任意の区間 Iに対して |I| = |b−a|

をみたすものは存在しない．

略解 存在したとすれば，正値律と増加律により，任意の自然数 nに対して 0 < |{0}| ≤ |[0, 1/n]| =

1/nが成り立つ．これは矛盾である．

3.33 関係特論
＄ この節には第 3.9節に続けて，関係についてのやや特殊な事柄を記す．

3.33.1 ラッセルの定理
§ 次の定理は集合論におけるラッセルの逆理を定理にしつらえ直したものである．

定理 3.33.1 ∃が集合A上の関係なら，Aの元 aで任意の x ∈ Aに対して条件「a ∃ x ⇐⇒ x ∄ x」
をみたすものは存在しない．

証明 括弧内の条件で x = aとすれば「a ∃ a ⇐⇒ a ∄ a」という矛盾に逢着するからである．

注意 3.33.1 定理 3.33.1は論理学や数学の色々なところで暗暗裡に重要な役割を演じている．た
とえば定理 4.10.1はゲーデルの不完全性定理の一般化であるが，その証明は，完結部で定理 3.33.1

の上記証明法を繰り返しているので，定理 3.33.1を暗暗裡に使っている．

定理 3.33.1は次の定理と同等である．

定理 3.33.2 fを集合 Aから A→Tへの写像とすれば，Aの元 aで任意の x ∈ Aに対して条件
「(fa)x = 1 ⇐⇒ (fx)x = 0」（これをラッセルの条件と呼ぶ）をみたすものは存在しない．

証明 ラッセルの条件で x = aとすれば「(fa)a = 1 ⇐⇒ (fa)a = 0」という矛盾に逢着するから
である．なお，この定理が定理 3.33.1と同等なのは，A上の関係が (A×A)→Tの元とみなされ，
補題 3.10.1により (A×A)→Tが A→(A→T)と同一視できるからである．

系 集合 Aから A→Tへの全射は存在しない．
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証明 背理法でそういう全射 fが存在したと仮定し，A→Tの元 gを「gx = 1 ⇐⇒ (fx)x = 0」
と定義する．そうすると fa = gなる a ∈ Aが存在してこれがラッセルの条件をみたす．

注意 3.33.2 周知の通り定理 3.33.2系から，任意の集合 Aに対して #A < #(A→T)なることや
#N < #Rなること等が導かれる．

3.33.2 整列集合と順序数
§この項には，標記の概念についての周知の事実を便宜のために記す．その内容は主に，第 1.2.5

項と第 3.34節で参考文献として挙げる「現代数学概説 I」（これを以後「概説」と呼ぶ）からの抜
き書きである．まず，次の定理が容易に証明される．

定理 3.33.3 (超限帰納法の原理．「概説」第 1章定理 14) Aを整列集合とし，P(x)をAの元 xに
ついての命題とし，「y < xなるすべての y ∈ Aに対して P(y)が真なら P(x)も真である」が成り
立つとすれば，Aのすべての元 xに対して P(x)は真である．

なお，定理 3.33.3の括弧内の条件は x = minAの場合は「P(minA)は真である」と同等である．
すべての順序集合の作る領域（＝広義の集合）を Oで表し [85]，A,B ∈ Oが同順であることを

A ≈ Bで表す．そうすると ∼は同値関係であるので，これによる同値類を順序型と呼び，A ∈ O

の属す順序型を o(A)で表す．このように順序型はドイツ文字で表すことにする．ただし，空集合
∅の順序型は 0で表し，各自然数 n ∈ Nに対して，集合 {0, 1, . . . , n− 1}を普通に順序集合とみな
したときの順序型は nで表し，非負整数の全体 Z0 = {0} ∪ Nを普通に順序集合とみなしたときの
順序型はωで表す．
整列集合の順序型を順序数と呼び，順序数の全体の領域を Oで表す [86]．特に，有限整列集合
の順序型を有限順序数と呼び，無限整列集合の順序型を超限順序数と呼ぶ．有限整列集合は ∅と
{0, 1, . . . , n − 1} (n ∈ N)のどれかと同順であるから，有限順序数は 0と n (n ∈ N)に他ならず，
従って Z0 の元と同一視される．他方，ωは超限順序数である．
順序集合Aにおける元 aの前組 (←a)をAaで表す．そうすると次の定理（「概説」第 1章定理

16）が成り立つ．これは問題 3.33.2 – 問題 3.33.6で証明される．

定理 3.33.4 (比較定理) Aと Bが整列集合なら，次の三つの中のいずれか一つだけが成り立つ．

1. A ≈ B 2. A ≈ Bb なる b ∈ Bがある． 3. B ≈ Aa なる a ∈ Aがある．

また，条件 2と 3における bと aはそれぞれ一意に定まる．

そこで，順序数a, bの間の関係a < bを次のように定義する．すなわち，A,Bをa = o(A), b = o(B)

なる整列集合とするとき，

a < b ⇐⇒ A ≈ Bb なる b ∈ Bがある (3.33.1)

この定義は A,Bのとり方によらず，<の反射包 ≤は線形順序関係となる．

問題 3.33.1 いま定義した順序数間の関係 ≤は実際に線形順序関係である．

[85]記号「O」は「順序集合」を意味する「ordered set」に因む．
[86]記号「O」は「順序数」を意味する「ordinal number」に因む．
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略解 比較定理と問題 3.9.52によれば，<が推移律に従うことを示せばいい．整列集合A,B,Cに
対して A ≈ Bb, B ≈ Cc なる b ∈ B, c ∈ Cがあれば，B ≈ Cc なることより Bb ≈ (Cc)d なる
d ∈ Cc があり，(Cc)d = Cd なので，A ≈ Cd が成り立つ．従って <は推移律に従う．

比較定理は次の五問で証明される．

問題 3.33.2 整列集合 Aの部分集合 Bについて次の二つのことが成り立つ．

1. Bと a ∈ Aが B ⊆ Aa をみたせば A 6≈ Bが成り立つ． 2. A ≈ Bb なる b ∈ Bは無い.

略解 1. 同順写 f ∈ A→Bがあると，a > faが成り立ち，これから無限降鎖 a > fa > f2a > · · ·
が出来て，{fna | n = 0, 1, . . .}に最小元が存在しない．
2. こういう b ∈ Bが有ると，b ∈ Aかつ A ≈ Bb ⊆ Ab となって結論 1に矛盾する．

問題 3.33.3 整列集合 Aについて次の二つのことが成り立つ．

1. A ≈ Aa なる a ∈ Aは無い． 2. a, b ∈ A, a 6= bなら Aa 6≈ Ab

従って，比較定理の条件 2と 3における bと aはそれぞれ一意に定まる．

略解 2. a < bとすれば，a ∈ Ab と Aa = (Ab)a が成り立つ．そこで Ab に結論 1を使う．

問題 3.33.4 比較定理の三つの場合のどの二つも両立しない．

略解 A ≈ Bb かつ Aa ≈ Bとすると，B ≈ Aa なることより Bb ≈ (Aa)c なる c ∈ Aa が有り，
(Aa)c = Ac なので A ≈ Ac となり矛盾である．

問題 3.33.5 Aと Bを整列集合とし，Aの各元 xに応じて Ax ≈ By なる y ∈ Bが有ると仮定す
る．このとき，A ≈ Bであるか，または，A ≈ Bb なる b ∈ Bが有る．

略解 各 x ∈ Aに応じて Ax ≈ By なる y ∈ Bは唯一つに限る．各 x ∈ Aにそういう y ∈ Bを対
応させる写像を fで表す．そうすると Ax ≈ Bfx が成り立つ．従って x ′ < xなら，Ax ′

= (Ax)x
′

だから Ax
′ ≈ (Bfx)y

′ なる y ′ ∈ Bfx が有り，(Bfx)y
′
= By

′ だから fx ′ = y ′ < fxが成り立つ．
従って問題 3.9.27により A ≈ fAが成り立つ．そこで，fA 6= Bと仮定して b = min(B − fA)と
定める．そうすると fA ⊇ Bb が成り立つ．逆の fA ⊆ Bb を示せばいい．背理法で b ≤ fxなる
x ∈ Aが有ると仮定すると，b < fxだから Bb = (Bfx)b，従って Bb ≈ (Ax)x

′ なる x ′ ∈ Ax が有
り，(Ax)x

′
= Ax

′ だから b = fx ′ ∈ fAとなって矛盾である．

問題 3.33.6 Aと Bを整列集合とし，Aのある元 xに対してはAx ≈ Byなる y ∈ Bが無いと仮定
する．このとき，Aa ≈ Bなる a ∈ Aが有る．

略解 Ax ≈ By なる y ∈ B が無いような x ∈ A の中で最小のものを a とする．x ∈ Aa なら，
(Aa)x = Ax ≈ By なる y ∈ Bが有る．そこで問題 3.33.5を Aa と Bに使う．

問題 3.33.7 順序数間の大小関係について次のことが成り立つ．

1. 任意の順序数 aは 0 ≤ aをみたす．つまり 0は最小の順序数である．
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2. 順序数 aが有限順序数であるためには，a < ωをみたすことが必要十分である．従ってωは
最小の超限順序数である．

3. 有限順序数を Z0の元と同一視すれば，有限順序数 nと順序数 aが a < nをみたすことは，a

も有限順序数であって Z0 における普通の順序関係に関し a < nなることと同等である．

4. 各有限順序数 n ∈ Z0に対して，n+ 1は nの直後の順序数であり，nは n+ 1の直前の順序
数である．他方，ωには直前の順序数が存在しない．

略解 1. 任意の整列集合 A 6= ∅と a = minAに対し Aa = ∅が成り立つからである．
2. 任意の n ∈ Z0 に対し Zn0 = {0, 1, . . . , n− 1}だからである．
3. 任意の k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}に対し {0, 1, . . . , n− 1}k = {0, 1, . . . , k− 1}だからである．
4. 順序数 aが n < a < n+ 1をみたせば結論 3に矛盾する． 終

各順序数 aに応じて，b < aをみたす順序数 bの全体を Oa で表す．つまり，Oa は Oにおける
aの前組である [87]．そうすると以下のことが成り立つ．

定理 3.33.5 A を整列集合とし a = o(A) とすれば，Oa = {o(Ax) | x ∈ A} であって，任意の
x, y ∈ Aに対して「x ≤ y ⇐⇒ o(Ax) ≤ o(Ay)」が成り立つ．つまり，写像 x 7→ o(Ax)は Aか
ら Oa への同順写である．

証明 (3.33.1)により，x ∈ Aなら o(Ax) ∈ Oa が成り立つ．逆に b ∈ Oa なら，(3.33.1)により
b = o(B)なる整列集合 Bに対して B ≈ Ax なる x ∈ Aが有って b = o(Ax)が成り立つ．これで
Oa = {o(Ax) | x ∈ A}が示された．Aの二元 x, yが x < yをみたせば，x ∈ Ay かつ Ax = (Ay)x

であるから，(3.33.1)により o(Ax) < o(Ay)が成り立つ．従って問題 3.9.27によりこの定理が成
り立つ（問題 3.9.28参照）．

系 (「概説」第 1章定理 26補題) 各順序数 aに対し，Oa は整列集合で o(Oa) = aをみたす．

証明 a = o(A)なる整列集合 Aをとれば定理 3.33.5により A ≈ Oa だからである．

定義 3.33.1 定理 3.33.5系に留意して，各順序数 aに対し，#Oaを aの濃度と呼んで#aで表す．

定理 3.33.6 各集合Aに応じて，#m = #Aをみたす最小の順序数mが存在し（これをAの位数
と呼ぶ [88]），任意の n ∈ Omに対して#n < #Aが成り立つ．また，#m ′ > #Aをみたす順序数
m ′ が存在する．

証明 ツェルメロの整列定理によりAを整列集合にしてから a = o(A)と定める．そうすると，定理
3.33.5によりOaがAと同順であるから，特に#a = #Oa = #Aが成り立つ．{b ∈ Oa | #b = #A}

が空でなければ，それに定理 3.33.5系により最小元が有る．従って#m = #Aをみたす最小の順
序数 mが有る．n ∈ Om なら，On ⊆ Om であるから#n ≤ #m = #Aであるが，mの最小性によ
り #n 6= #Aであるから，#n < #Aが成り立つ．注意 3.33.2により #A ′ > #Aなる集合 A ′ が
有るから，A ′ の位数を m ′ とすれば#m ′ > #Aが成り立つ．

[87]従って，Oa は O の a 個の直積を表すのではない．注意 3.1.1 参照．
[88]従って各基数 a に応じて，a = #m をみたす最小の順序数 m がある．これを a の始数と呼ぶ．
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注意 3.33.3 集合 Aの位数を mとすれば，#A = #Om であるから，Om を添数集合とする Aの
相異なる元の族 (an)n∈Om で A = {an | n ∈ Om}をみたすものが有る． 終

A,Bが順序集合であるとき，A,Bの順序関係を直和AqBの順序関係に拡張してAqBを順序
集合にすることができる．すなわち，a ∈ A, b ∈ Bに対しては

a ≤ b b ≰ a

と定める．こうして出来る順序集合は，問題 3.9.7の辞書式直和であるが，ここでは単に直和と呼
んでA⊕Bで表す（定理 3.32.1の量系の直和参照）．A,Bが共に線形順序集合なら，A⊕Bも線形
順序集合となる．さらに A,Bが共に整列集合なら，問題 3.9.30により A ⊕ Bも整列集合となる．
そこで順序数 a, bに対して，順序数 a + bを次のように定義して a, bの和と呼ぶ（順序数の積等の
その他の算法の定義は割愛する）．すなわち，a = o(A), b = o(B)なる整列集合 A,Bに対して

a + b = o(A⊕ B)

この定義はA,Bのとり方によらない．a, bが有限順序数なら a+bもそうであり，有限順序数 a, b, c

を Z0の元と同一視すれば，a+ b = cなることは，Z0における普通の加法に関して a+ b = c なる
ことと同等である．順序数のこの加法は，結合律 (a+b)+c = a+(b+c)と単位律 a+0 = 0+a = a

には従うが，可換律 a + b = b + aには従わない．

問題 3.33.8 順序数 a, bが b < aをみたすためには，a = b + cかつ 0 < cなる順序数 c のあるこ
とが必要十分である．

略解 a = o(A), b = o(B)なる整列集合A,Bをとる．b < aのときには，B = Aaなる a ∈ Aがあ
るとしてよく，そうするとA ≈ B⊕ (A−B), A−B 6= ∅が成り立つので，c = o(A−B)と定めれば
a = b+c, 0 < cが成り立つ．逆に a = b+c, 0 < cなる順序数 cがあるときには，A = B⊕C, C 6= ∅
なる整列集合 Cがあるとしてよく，そうすると a = minCに対して B = Aaであるので，b < aが
成り立つ．

問題 3.33.9 任意の順序数 a, bについて次のことが成り立つ．

1. b < aなら，任意の順序数 cに対して c + b < c + a．

2. ある順序数 cに対して c + b < c + a なら b < a．

3. ある順序数 cに対して c + b = c + a なら b = a．

4. b ≤ aなるためには a = b + cなる順序数 cの存在することが必要十分である．

5. a = b + cなる順序数 cは高々一つしか存在しない（そこでそういう cを a − bで表す）．

略解 1. a = o(A), b = o(B), c = o(C)なる整列集合 A,B,Cをとる．B = Aa なる a ∈ Aが有る
としてよく，C⊕ B ≈ (C⊕A)a であるので，c + b < c + aが成り立つ．

問題 3.33.10 aが順序数なら，a + 1は aの直後の（従って aは a + 1の直前の）順序数である．

略解 0 < 1なので a = a+ 0 < a+ 1が成り立つ．順序数 bが a < bをみたせば，b = a+ c, 0 < c

なる順序数 cが有り，1は 0の直後の順序数なので 1 ≤ cが成り立ち，従って a + 1 ≤ a + c = bが
成り立つ．括弧内のことは問題 3.9.11による．
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順序数 aに直前の順序数が有るとき aは孤立数であると言い，aに直前の順序数が無くて a 6= 0
のとき，aは極限数であると言う．従って 0は，孤立数でも極限数でもない唯一の順序数である．
問題 3.33.7によれば，0と異なる有限順序数は孤立数であり，ωは極限数である．

問題 3.33.11 aが孤立数なら，その直前の順序数は唯一で，それを bとすれば a = b + 1が成り
立つ．逆に，順序数 aに対して a = b + 1なる順序数 bが有れば，aは孤立数で bがその直前の順
序数である．

略解 順序数の大小関係は線形順序関係なので，順序数の直前の順序数も直後の順序数も高々一つ
である．従って前半については，aと b+ 1が共に bの直後の順序数なので，a = b+ 1が成り立つ．

問題 3.33.12 順序数 a 6= 0が極限数であるためには，b < aなる各順序数 bに応じて b < c < aな
る順序数 cがあることも，Oa =

⋃
b∈Oa Ob が成り立つことも，共に必要十分である．

問題 3.33.13 a, bを順序数とし b 6= 0とする．a+ bが孤立数であるためには bが孤立数であるこ
とが必要十分であり，cが bの直前の順序数なら a + cが a + bの直前の順序数である．

略解 まず cが bの直前の順序数であると仮定する．そうすると a + c < a + bが成り立つ．順序
数 dが a + c < d < a + bをみたせば，d = a + eと書けて c < e < bが成り立ってしまう．従って
a + cは a + bの直前の順序数である．
逆に a + bに直前の順序数 dがあると，b 6= 0なることにより a < a + b，従って a ≤ d < a + b

であるから，d = a+ cなる順序数 cが有って c < bが成り立つ．順序数 eが c < e < bをみたせば，
d = a + c < a + e < a + bとなってしまう．従って cは bの直前の順序数である．

定理 3.33.7 (順序数についての帰納法の原理) 順序数 xについての命題 P(x)が「y < xなるすべ
ての順序数 yに対して P(y)が真なら P(x)も真である」をみたすなら，任意の順序数 aに対して
P(a)は真である．

証明 任意の順序数 aをとる．定理 3.33.5系により Oa+1 は整列集合であって，x ∈ Oa+1 のとき
「y < xなるすべての y ∈ Oa+1に対して P(y)が真なら P(x)も真である」が成り立つ．従って超限
帰納法により，任意の x ∈ Oa+1 に対して P(x)は真であり，特に P(a)は真である．

定理 3.33.8 (「概説」第 1章定理 28) Aを集合とし，a ∈ Aとし，aを a ≥ 1なる順序数とし，
F ∈

(⋃
1≤b<a(Ob→A))→A とするとき，次の二条件をみたす f ∈ Oa→Aが唯一つ存在する．

1. f0 = a 2. 1 ≤ b < aなら fb = F(f|Ob)

注意 3.33.4 定理 3.33.8の条件 2において F(f|Ob)は確かに定義される．なぜなら，1 ≤ b < aな
ら，Ob ⊆ Oa であって f|Ob ∈ Ob→Aだからである．なお，「概説」では a > 1と仮定しているが，
a = 1でも，Fに関わる仮定や結論が無いものとみなせばこの定理は明らかに成り立つ．a = 1な
ら 1 ≤ b < aなる順序数 bは存在せず Oa = {0}だからである．

例 3.33.1 定理 3.33.8は，集合 Aと順序数 aに対して Aの元の族 (ab)b∈Oa を超限帰納法で作る
方法の原理を示す．この方法は，数列 (a0, a1, . . .)すなわち数の族 (an)n∈Oω を帰納法で作る周知
の方法の一般化である．定理 3.33.8で aとしてωをとれば，⋃1≤b<a(Ob→A)は ⋃∞n=1(On→A)
となるが，On→A は A の元の n 列 (a0, . . . , an−1) の全体であるから，

⋃∞
n=1(On→A) は A の
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元の有限列の全体に等しい．従って F ∈ (
⋃∞
n=1(On→A))→Aは，Aの元の任意長の任意有限列

(a0, . . . , an−1)に Aの元 F(a0, . . . , an−1)を対応させる写像である．そういう写像 Fと Aの元 a

が一組み与えられたときに Aの元の無限列 (an)n=0,1,... で二条件

1. a0 = a 2. an = F(a0, . . . , an−1) (n = 1, 2, . . .)

をみたすものが帰納的に作れることは自明である．これら二条件が定理 3.33.8の二条件に当たる．
たとえば A = Rとし，a = 0として Fを

F(a0, . . . , an−1) =

1 · · · n = 1のとき
an−2 + an−1 · · · n ≥ 2のとき

と定めれば，条件 1, 2は

a0 = 0 a1 = 1 an = an−2 + an−1 (n ≥ 2)

となり，これをみたす無限列 (an)n=0,1,... はすなわちフィボナッチ数列である．

定理 3.33.9 Aを集合とし，aを順序数とし，F ∈
(⋃

b∈Oa(Ob→A))→A とするとき，Oa→Aの
元 fで任意の b ∈ Oa に対して fb = F(f|Ob) をみたすものが唯一つ存在する．

これは定理 3.33.8の変形である．なぜならまずO0 = ∅であるから，空集合律によりO0→A = {∅}
と
(⋃

b∈O0(Ob→A))→A = {∅} が成り立つ．従って a = 0なら，定理 3.33.9は自明に成り立つ．
そこで a ≥ 1と仮定する．そうすると，定理 3.33.9の結論の条件 fb = F(f|Ob)は，b = 0のときは
f0 = F∅となる．従って定理 3.33.9の仮定の下では，a = F∅と定めて定理 3.33.8を使えば定理 3.33.9

の結論が導かれる．逆に定理 3.33.8の仮定の下では，F∅ = aと定めて Fを
(⋃

b∈Oa(Ob→A))→A
の元に拡張して定理 3.33.9を使えば定理 3.33.8の結論が導かれる．

定理 3.33.8は次の定理で a = dとすれば得られる．

定理 3.33.10 Aを集合とし，a ∈ Aとし，dを d ≥ 1なる順序数とし，F ∈
(⋃

1≤b<d(Ob→A))→A
とする．このとき 1 ≤ a ≤ dなる各順序数 aに応じて，次の二条件をみたす f ∈ Oa→Aが唯一つ
存在する．

1. f0 = a 2. 1 ≤ b < aなら fb = F(f|Ob)

また，この fを fa で表すとき，1 ≤ c ≤ aなる任意の順序数 cに対して fa|Oc = fc が成り立つ．

証明 まず，1 ≤ a ≤ dなる順序数 aに対し f ∈ Oa→Aが条件 1, 2をみたして，1 ≤ c ≤ aなる順
序数 cに対し g ∈ Oc→Aが次の二条件をみたすと仮定して，f|Oc = gを示そう．

3. g0 = a 4. 1 ≤ b < cなら gb = F(g|Ob)

そうすればまず c = aとすることにより，1 ≤ a ≤ dなる各順序数 aに対して条件 1, 2をみたす
f ∈ Oa→Aが高々一つしか無いことが分かる．また，前半を証明した後で g = fc とすれば gが
条件 3, 4をみたすから，後半が成り立つことが分かる．定理 3.33.5系により Oc は整列集合であ
る．そこで f|Oc = gを示すために Oc での超限帰納法を使って，任意の b ∈ Oc に対して fb = gb

であることを示そう．つまり，b ′ < bなる任意の順序数 b ′ に対して fb ′ = gb ′ であると仮定して
fb = gbを示そう．この仮定により f|Ob = g|Ob が成り立つ．また，条件 1, 3により f0 = g0であ
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るから 0 < bと仮定していい．そうすると，問題 3.33.7により 1が 0の直後の順序数であるから，
1 ≤ b < c ≤ aが成り立つ．従って条件 2, 4により，確かに fb = gbが成り立つ．
1 ≤ a ≤ dなる各順序数 aに応じて条件 1, 2をみたす f ∈ Oa→Aが有ることを整列集合 Od+1

についての超限帰納法で示そう．つまり，1 ≤ c < aなる各順序数 cに応じて条件 3, 4をみたす
g ∈ Oc→Aが有ると仮定して（これを超限帰納法の仮定と呼ぶ），条件 1, 2をみたす f ∈ Oa→A
が有ることを示そう．条件 1をみたす f ∈ O1→Aは有って条件 2は a = 1なら自明にみたされる
から，1 < aと仮定していい．
まず aが孤立数の場合を考え，aの直前の順序数 cをとる．1 < aであったから 1 ≤ c < aが成り立

つ．従って超限帰納法の仮定により，条件 3, 4をみたすg ∈ Oc→Aが有る．Oa = Ocq{c}, 1 ≤ c < d

であるから，f ∈ Oa→Aを f|Oc = g, fc = F(g)と定義することができる．こう定義した fは，直ち
に fc = F(f|Oc)をみたし，0 ∈ Ocであるから条件 3により条件 1をみたす．また，1 ≤ b < cなら，
fの定義により fb = gb, g|Ob = f|Ob であるから，条件 4により fb = F(f|Ob)が成り立つ．従って
fは条件 2もみたす．
次に aが極限数の場合を考え，f ∈ Oa→Aを次のように定義する．すなわち b < aなら，b < c < a

なる順序数 cが有り，1が 0の直後の順序数であることにより 1 ≤ c < aであるから，超限帰納法
の仮定により条件 3, 4をみたす g ∈ Oc→Aが有る．そういう g, cを一組み任意にとって fb = gb

と定める．b < c ′ < aなる順序数 c ′ と g ′ ∈ Oc ′→Aで条件
5. g ′0 = a 6. 1 ≤ b ′ < c ′ なら g ′b ′ = F(g ′|Ob ′ )

をみたすものをもう一組みとると，たとえば c ≤ c ′の場合には，始めに示したことにより g ′|Oc = g

が成り立つから，gb = g ′bが成り立つ．従って fのこの定義には矛盾が無い．こう定義した fは
条件 3により f0 = aをみたす．また 1 ≤ b < aなら，さっきのように g, cをとると，fの定義によ
り fb = gb, f|Ob = g|Ob であるから，条件 4により fb = F(f|Ob)が成り立つ．

3.33.3 留元定理
§ この項を通じて，次の三条件をみたす三つ組み A,φ, aについて考える．

　 a. (A,≤)は完備束である．

　 b. φ ∈ A→Aは増写である．
　 c. aは φa ≥ aをみたす Aの元である（≥は ≤の双対を表す）．

これらの条件の下で任意の順序数 bに対してφbaなる記号で表されるAの元を定義してその性質
を調べるのが目標である．
φbaの定義のために，まず a ≥ 1なる任意の順序数 aに前項の定理 3.33.8を適用する（順序数

の大小関係も ≤や ≥で表す）．適用するために，F ∈
(⋃

1≤b<a(Ob→A))→A を次のように定義
する．すなわち，1 ≤ b < a, g ∈ Ob→Aのとき，まず bに直前の順序数 cがある場合には，

Fg = φ(gc)

と定義する．直前の順序数 cは唯一つでObに属すからこの定義は可能である．次に bに直前の順
序数が無い場合（b 6= 0だから「bが極限数の場合」と同じ）には，条件 aを踏まえて

Fg = sup {gc | c ∈ Ob}
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と定義する．そうすると定理 3.33.8により，次の二条件をみたす f ∈ Oa→Aが唯一つ存在する．
f0 = a 1 ≤ b < aなら fb = F(f|Ob)

Fの定義により，bに直前の順序数 cがあれば F(f|Ob) = φ(f|Obc) = φ(fc)が成り立ち，bが極限数
なら F(f|Ob) = sup {f|Obc | c ∈ Ob} = sup {fc | c ∈ Ob}が成り立つ．従って，fについての二番目の
条件は次の二条件に分割される．

1 ≤ b < aかつ bに直前の順序数 cがあれば fb = φ(fc)

1 ≤ b < aかつ bが極限数なら fb = sup {fc | c ∈ Ob}

fはこの二条件と f0 = aなる条件とで特徴付けられる Oa→Aの元である．
これを踏まえて，各順序数 bに対して φbaを次のように定義する．すなわち，b < aなる順序

数 aをとり，1 ≤ aなることに留意してこの aに対して写像 fをさっきのように定め，

φba = fb

と定める．この定義は b < aなる順序数 aのとり方によらない．b < a ′なる順序数 a ′をとって，a

に対して fを定めたと同様に a ′に対して写像 f ′を定めれば，たとえば a < a ′のときには，fを特
徴付けるさっきの三条件を f ′|Oa がみたし，従って f ′|Oa = fが成り立つからである．
さて，φbaをこう定めると，必然的に次のことが成り立つ．

φ0a = a

bに直前の順序数 cがあれば φba = φ(φca)

bが極限数なら φba = sup {φca | c ∈ Ob}

なおここまでは，φはA→Aの元であればよく，φa ≥ aである必要もないが，以下では，φが
増写で φa ≥ aをみたすことが必要になる．

補題 3.33.1 任意の順序数 bに対して φ(φba) ≥ φbaが成り立つ．

証明 順序数についての帰納法を使う．つまり，任意の c ∈ Ob に対して φ(φca) ≥ φcaである
と仮定して（こういう仮定を帰納法の仮定と呼ぶ），φ(φba) ≥ φba であることを示せばいい．
まず，φ(φ0a) = φa ≥ a = φ0a が成り立つから，b 6= 0 と仮定する．そうすると b は孤立数
か極限数である．まず bが孤立数でその直前の順序数が cであるときには，帰納法の仮定により
φba = φ(φca) ≥ φca であるから，φの増調性により φ(φba) ≥ φ(φca) = φba が成り立つ．
次に bが極限数の場合には，φba = sup {φca | c ∈ Ob} である．特に，c ∈ Ob なら φba ≥ φca

であり，従って φの増調性と帰納法の仮定により φ(φba) ≥ φ(φca) ≥ φcaが成り立つ．従って
φ(φba) ≥ sup {φca | c ∈ Ob} = φbaが成り立つ．これで帰納法による証明が終わった．

補題 3.33.2 順序数 b, b ′ が b ≥ b ′ をみたせば φba ≥ φb ′
aが成り立つ．

証明 各順序数 bに対して次の命題が成り立つことを示せばいい．

b ′ ∈ Ob =⇒ φba ≥ φb ′
a

補題 3.33.1 と同様に順序数についての帰納法を使う．まず，O0 = ∅であるから，b = 0のときに
はこの命題は自明に成り立つ．そこで b 6= 0と仮定する．まず bに直前の順序数 cがある場合に
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は，b ′ ∈ Ob なら，c ≥ b ′ であるから帰納法の仮定により φca ≥ φb ′
aが成り立ち，従って φの

増調性と補題 3.33.1により φba = φ(φca) ≥ φ(φb ′
a) ≥ φb ′

aが成り立つ．次に bが極限数の場
合には，b ′ ∈ Ob なら，φba = sup {φca | c ∈ Ob} ≥ φb ′

aが明らかに成り立つ．

補題 3.33.3 順序数 b, cが b < c, φba = φca をみたせば φ(φba) = φbaが成り立つ．

証明 b < cとの仮定により b < b + 1 ≤ cだから，補題 3.33.2により φba ≤ φb+1a ≤ φcaが成
り立ち，φba = φcaとの仮定により φb+1a = φbaが成り立つ．他方で，bは b + 1の直前の順序
数だから，φ(φba) = φb+1aが成り立つ．従って φ(φba) = φbaが成り立つ．

補題 3.33.4 順序数 aが#Oa > #Aをみたせば，Oaの元 bで φ(φba) = φbaをみたすものが存
在する．

証明 この定理の仮定の下では b ∈ Oa に φba ∈ Aを対応させる写像は単射ではあり得ないから，
Oaの相異なる元 b, c で φba = φcaなるものが存在する．b < cであると仮定していい．こう仮定
すると，補題 3.33.3により φ(φba) = φbaが成り立つ．

定理 3.33.11 (留元定理) 順序数 rで次の二条件をみたすものが唯一つ存在する．

1. φ(φra) = φra

2. b < rなる任意の順序数 bに対して φ(φba) 6= φbaが成り立つ．

この定理によれば，φraは第 3.18.2項で定めた意味で φ留元であり，これが「留元定理」の名の
由来である．

証明 定理 3.33.6により，#Oa > #Aをみたす順序数 aが存在する．従って補題 3.33.4により，
Oa の元 bで φ(φba) = φbaをみたすものが存在する．Oa は整列集合だから，そういう bの中に
最小のものがある．それを rと定めれば，これが定理の二条件をみたす．この二条件をみたす順序
数 rが唯一つなのは明らかである．

定義 3.33.2 定理 3.33.11で存在の証明された順序数 rをφに関する aの階数と呼び rφ(a)で表す．

補題 3.33.5 Aの元 bが a ≤ bと φb ≤ bをみたせば，任意の順序数 bに対して φba ≤ bが成り
立つ．

証明 やはり順序数についての帰納法を使う．φ0a = a ≤ bであるから，b 6= 0と仮定する．ま
ず bに直前の順序数 cがある場合には，帰納法の仮定により φca ≤ bであるから，φの増調性
により φba = φ(φca) ≤ φb となり，従って φb ≤ b なる仮定により φba ≤ b が成り立つ．
b が極限数の場合には，帰納法の仮定により任意の c ∈ Ob に対して φca ≤ b が成り立つから，
φba = sup {φca | c ∈ Ob} ≤ b が成り立つ．

定理 3.33.12 aの階数 r = rφ(a)について次の三つのことが成り立つ．

1. b < rなる任意の順序数 b に対して φba < φra．

2. c < b < rなる任意の順序数 c, b に対して φca < φba．
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3. r ≤ bなる任意の順序数 b に対して φba = φra．

証明 補題 3.33.3により b ∈ Or なら φba = φca, b 6= c なる順序数 cは存在しない．このこと
と補題 3.33.2を合わせれば，結論 1, 2の成り立つことが分かる．
補題 3.33.2により a = φ0a ≤ φraが成り立ち，階数の定義により φ(φra) ≤ φraが成り立つ．

従って補題 3.33.5により，任意の順序数 bに対してφba ≤ φraが成り立つ．これと補題 3.33.2を
合わせれば，結論 3の成り立つことが分かる．

問題 3.33.14 aの階数 r = rφ(a)について次の二つのことが成り立つ．

1. #Or ≤ #A．

2. b < rなら φ(φba) > φbaであり，r ≤ bなら φ(φba) = φbaである．

問題 3.33.15 任意の順序数 b, cに対して φb+ca = φc(φba)が成り立つ．

略解 cについての帰納法を使う．c 6= 0としていい．まず cに直前の順序数 dがあると仮定する．
そうすると，b + dが b + cの直前の順序数だから，φb+ca = φ(φb+da)が成り立つ．また，帰納
法の仮定により φb+da = φd(φba)が成り立つ．従って，φb+ca = φ

(
φd(φba)

)
= φc(φba)．

次に cが極限数であると仮定する．そうすると，b+cも極限数であって φb+ca = sup {φda | b ≤
d < b + c}が成り立つ．b ≤ d < b + cなる順序数 d は e < cなる順序数 eによって d = b + eと
書け，帰納法の仮定により φb+ea = φe(φba) が成り立つ．従って，φb+ca = sup {φe(φba) | e <

c} = φc(φba)．

問題 3.33.16 順序数 bが b < rφ(a)をみたせば rφ(φ
ba) = rφ(a) − bが成り立ち，b ≥ rφ(a)を

みたせば rφ(φ
ba) = 0 が成り立つ (φ(φba) ≥ φbaが成り立つので，rφ(a)と同様に rφ(φ

ba)が
定まる）．

略解 r = rφ(a), s = rφ(φ
ba)と定める．φ(φb+sa) = φ

(
φs(φba)

)
= φs(φba) = φb+sa が成り

立つので r ≤ b+sが成り立つ．b < rの場合，r = b+cと書けてφ(φc(φba)
)
= φ(φra) = φra =

φc(φba)が成り立つので c ≥ s，従って r ≥ b + sが成り立つ．

問題 3.33.17 Aを完備束とし，写像φ ∈ A→Aが拡大律と増加律に従うとする．このとき任意の
a ∈ Aに対して三つ組みA,φ, aはこの項の仮定の条件 a, b, cをみたし，従って任意の順序数 bに
対して Aの元 φbaが定義される．そこで各順序数 bに対して，各 a ∈ Aに φbaを対応させる写
像を φbで表す．そうすると，A→Aにおける巾順序関係についての上限 sup {φb | b ∈ O}は φの
閉写包 φ∞ に等しく，任意の a ∈ Aに対して φ∞a = φrφ(a)aが成り立つ [89]．

注意 3.33.5 問題 3.18.34によれば，Aが集合でφ ∈ PA→PAが有限的で拡大律に従えば，φ∞ =

φω =
⋃
n∈Z0 φ

n が成り立つ．つまり，任意の X ∈ PAの φに関する階数はωを超えない．

略解 問題の写像をψで表し，任意の a ∈ Aをとって r = rφ(a)とする．そうすると，定理 3.33.12

によりψa = φraが成り立つ．従ってまず a = φ0a ≤ φra = ψaが成り立つ．次に，ψa = φraの
階数は 0なので，ψ(ψa) = φ0(ψa) = ψaが成り立つ．次に a ≤ a ′なる任意の a ′ ∈ Aをとる．そ
うすると，任意の順序数 bに対してφba ≤ φba ′の成り立つことが超限帰納法によって示される．そ
[89]この問題は高岡洋介氏の着想に基づく．
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こでa ′の階数を r ′で表し r, r ′の大きい方を sで表すと，ψa = φra = φsa ≤ φsa ′ = φr ′
a ′ = ψa ′

が成り立つ．また，φが拡大律に従うことと定理 3.33.11により φa ≤ φ(φra) = φra = ψaが成
り立ち，補題 3.33.5と定理 3.18.3と定理 3.18.1によりφ∞a = min {b ∈ A | a ≤ b, φb ≤ b} ≥ ψa
が成り立つ．以上により φ∞ = ψである． 終

以上，この項では条件 a, b, cの下で考えたが，次の三条件 a*, b*, c*の下でも同様に考えること
ができる．

　 a*. (A,≤)は完備束である（これは条件 aと同等である）．

　 b*. φ ∈ A→Aは増写である（これは条件 bと同じである）．

　 c*. aは φa ≤ aをみたす Aの元である．

これらの条件の下でA上の順序関係≤の双対関係を≤∗で表せば（つまり「x ≤∗ y ⇐⇒ y ≤ x」），
条件 a*, b*, c*は≤∗に関してはそれぞれ条件 a, b, cとなる．従って，この項で証明した命題にお
いて ≤を ≥に書き換えたり supを inf に書き換えたりすれば，それは三条件 a*, b*, c*の下では
正しい命題である（そういう命題をもとの命題の双対命題と呼ぶ）．たとえば，三条件 a*, b*, c*

の下で，各順序数 bに対して φbaを定めて次のことが成り立つようにすることができる．

φ0a = a

bに直前の順序数 cがあれば φba = φ(φca)

bが極限数なら φba = inf {φca | c ∈ Ob}

また，たとえば留元定理の双対命題としては，次の定理が得られる．

定理 3.33.13 (双対留元定理) 三条件 a*, b*, c*の下で，順序数 rで次の二条件をみたすものが
唯一つ存在する．

1. φ(φra) = φra

2. b < rなる任意の順序数 bに対して φ(φba) 6= φbaが成り立つ．

3.33.4 関係の基底
§この項を通じて，集合Aとその上の関係 ∃との組み (A, ∃)について考える．なおこういう考
察を行なうのは，第 5章以降で論ずる格世界の基本関係を念頭に置いてのことである．

定義 3.33.3 E = {e ∈ A |任意の x ∈ Aに対して e ∄ x}と定め，Eの元を空元と呼ぶ．

定義 3.33.4 Aの部分集合 Bが Eを含み，かつ次の二条件をみたすとき，Bは Aの ∃に関する基
底であると言う．ただし，∃∃は ∃の推移包を表す．

　下界条件：A− Eの各元 aに対して a ∃∃ x ∈ Bなる xが存在する．

　極小条件： E ⊆ B ′ ⊂ Bなる B ′ は下界条件をみたさない．

問題 3.33.18 各 e ∈ Eに対して「a ∃ x ⇐⇒ x = e」をみたす a ∈ Aが存在すれば，下界条件を
みたす Bは Eを含む．



第 3章 論理代数学 400

問題 3.33.19 ∃が同値関係であれば，基底は同値類の完全代表系に他ならない．

補題 3.33.6 E ⊆ B ⊆ Aなる Bが下界条件をみたすとする．このとき，Bが基底であるためには，
次の条件が必要十分である．

　排他条件：B 3 x ∃∃ y ∈ Bなら x = yが成り立つ．

そして，Bが基底であれば Bは次の条件をみたす．

　回帰条件： x ∈ B− Eなら x ∃∃ xが成り立つ．

証明 前半：この補題の仮定の下では極小条件と排他条件が同等であることを示せばいい．もしも
B 3 x ∃∃ y ∈ Bかつ x 6= yなる yがあれば，∃∃は推移的な関係であるから B − {x}が下界条件を
みたし，E ⊆ B− {x} ⊂ Bだから Bは極小条件をみたさない．逆に，E ⊆ B ′ ⊂ Bなる B ′が下界条
件をみたすとき，x ∈ B − B ′ なる xをとれば，x /∈ Eであるから x ∃∃ y ∈ B ′ をみたす yがあり，
x /∈ B ′ 3 y従って x 6= yであるから Bは排他条件をみたさない．
後半：x ∈ B− Eなら，下界条件により x ∃∃ y ∈ Bなる yがある．Bが基底であれば，排他条件

により x = yであるから，x ∃∃ xが成り立つ．

補題 3.33.7 Bと B ′ を Aの基底とすれば，各 x ∈ B− B ′ に対して，x ∃∃ x ′ ∈ B ′ なる x ′ が唯一
つ存在し，この x ′ は x ′ ∈ B ′ − Bかつ x ′ ∃∃ xをみたす．

証明 補題 3.33.6により Bと B ′ は排他条件をみたす．x /∈ B ′ ⊇ E従って x /∈ Eであるから，B ′

の下界条件により x ∃∃ x ′ ∈ B ′ なる x ′ が存在する．x /∈ B ′ 3 x ′ 従って x 6= x ′ であるから，Bの
排他条件により x ′ ∈ B ′ − Bが成り立つ．xと x ′を取り替えて考えれば，x ′ ∃∃ y ∈ Bなる yが存
在する．∃∃の推移性により yは x ∃∃ yをみたすから，Bの排他条件により x = yであり，従って
x ′ ∃∃ xが成り立つ．x ∃∃ x ′′ ∈ B ′ でもあるとすれば，∃∃の推移性により x ′ ∃∃ x ′′ となるから，
B ′ の排他条件により x ′ = x ′′ でなければならない．

定理 3.33.14 Aの基底は，もし複数存在するなら，すべて同じ濃度を持つ．

証明 Bと B ′ を Aの基底とする．このとき補題 3.33.7により，B − B ′ の各元 xに対し，x ∃∃ x ′

なる x ′ ∈ B ′ − Bが唯一つ存在する．xにこの x ′を対応させる写像 fが B− B ′から B ′ − Bへの全
単射であることを示せばいい．まず補題 3.33.7により，任意の x ′ ∈ B ′ − Bに対して x ′ ∃∃ xなる
x ∈ B−B ′があり，この xが x ∃∃ x ′をみたすから，fは全射である．x ′ ∈ B ′−Bに対して x ∃∃ x ′
をみたす x ∈ B− B ′は，やはり補題 3.33.7により x ′ ∃∃ xをもみたし，従って唯一つに限られる．
すなわち，fは単射である．

定義 3.33.5 Aが唯一つの基底 Bを持つとき，Bは Aの固有基底であると言う．

定理 3.33.15 E ⊆ B ⊆ Aなる Bが下界条件をみたすとする．このとき，Bが Aの固有基底であ
るためには，次の条件が必要十分である．

　強排他条件：B 3 x ∃ y ∈ Aなら x = yが成り立つ．

この条件は「B 3 x ∃∃ y ∈ A =⇒ x = y」なる条件と同等である．また，Bが固有基底であれば
Bは次の条件をみたす．
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　強回帰条件： x ∈ B− Eなら x ∃ xが成り立つ．

証明 まず，Bが強排他条件をみたすと仮定する．B 3 x ∃∃ y ∈ Aなら，

x = y0 ∃ y1 ∃ · · · ∃ yn = y

なる yi (i = 0, 1, . . . , n)が存在する．強排他条件により，まず x = y1が分かり，次に x = y2が分
かり，. . .，最後に x = yが分かる（正確には nについての帰納法による）．つまり

B 3 x ∃∃ y ∈ A =⇒ x = y (3.33.2)

が成り立つ．特に Bは排他条件をみたすから，補題 3.33.6により Bは基底となる．
B ′も基底であるとする．x ∈ B−B ′なら，補題 3.33.7により x ∃∃ x ′なる x ′ ∈ B ′−Bがあるが，

これは (3.33.2)に反する．従って B ⊆ B ′ であり，B ′ の極小性により B = B ′ が成り立つ．従って
Bは固有基底である．
逆に，Bが固有基底であると仮定する．補題 3.33.6により，Bは排他条件はみたす．強排他条

件もみたすことを背理法で示すために，B 3 x ∃ y 6= x なる x, y があると仮定する．そして，
C = {z ∈ B | z ∃∃ y}, D = (B− C) ∪ {y}と定める．従って x ∈ Cと E ⊆ Dが成り立つ．Bの排他
性により y /∈ Bであるから，Dは Bと異なる．Dは ∃∃の推移性により下界条件をみたすが，さ
らに排他条件もみたす．なぜなら，D 3 u ∃∃ v ∈ D, u 6= vとすれば，Bの排他性により u, vの一
方は yであり，他方は B−Cに属す．そうすると，Cの定義により u = y, v ∈ B−Cでなければ
ならない．しかしこのとき，∃∃の推移性により x ∃∃ vとなり，Bの排他性に反する．従ってDは
排他条件をみたし，補題 3.33.6によりDもAの基底となる．しかし，これは Bが固有基底である
という仮定に矛盾する．従って Bは強排他条件をみたす．
x ∈ B− Eなら，x /∈ Eであるから x ∃ yなる y ∈ Aがあり，強排他条件により x = yであるか
ら x ∃ xが成り立つ．つまり，強回帰条件が成り立つ．

問題 3.33.20 Eが下界条件をみたせば，Eは固有基底である．

問題 3.33.21 B が固有基底のとき，各 x ∈ A に対して Ax = {y ∈ A | x ∃ y} と定めれば，
B− E =

{
x ∈ A

∣∣ Ax = {x}
}が成り立つ．

問題 3.33.22 代数系 Aについて定義 3.2.3で定義した算法余白は，第 3.15節で定義した「現れ」
の関係 �に関しての Aの固有基底である．

3.34 この章の参考文献
＄ この章の内容は，第 1.2.5項でも引用した言語学書

　形式意味論入門 ：白井賢一郎 著，産業図書，1985年

を通じて普遍型付代数系という概念の重要性を知ったことが契機となって生まれたものである．た
だし，この書は言語学者向けの概説書なので，数学的に正確な説明は含んでいないし，普遍型付代
数系という概念も暗にしか示していない．本書の普遍型付代数系の定義などは私が新規に工夫した
ものであり，上記の書が暗示しているものとはかなり異なる．
代数学の教科書では，これまた第 1.2.5項で引用した
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　現代数学概説 I ：彌永昌吉・小平邦彦 共著，岩波書店，1961年

に，高々二項の算法を持つ汎代数系についての普遍代数系の存在定理が証明されている [90]．普遍
型付代数系の存在と一意性定理の定式化等はこの教科書の書き方に倣っている．第 3.15節より前
の内容の多くは，この教科書に述べられている汎代数系についての事項を型付代数系にまで拡張し
たものである．これに対し，第 3.15節から第 3.31節までの内容は，元来は論理学に現れる議論の
一部を代数系の話として述べたものである．第 3.32節以降では，第 5章以降の格論理学に関わる
事柄を，やはり代数系あるいは関係の話として述べた．なお，この章の所々で位相空間論を引用し
たり積分論のための測度論に触れたりしたが，これについては「現代数学概説 I」の姉妹書

　現代数学概説 II ：河田敬義・三村征雄 共著，岩波書店，1965年

を推薦する．また，その他の数学概念については

　数学辞典 ：日本数学会 編集，岩波書店，1954年初版

を推薦する．これは，この章に限らず本書全体の数学的内容について参考になるであろう．

[90]ただしその定理では，内的二項算法と外的算法とを区別している．例 3.1.1で注意した通り外的算法は内的単項算法と
みなせるので，この定理は高々二項の算法を持つ汎代数系についての普遍代数系の存在定理となるのである．
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第4章 代数論理学

¢ 前章では，論理学を一般的に論ずるために必要な代数学について説明した．この章では，そ
ういう代数学が論理学全般にわたって使われる様子を，程よく一般的に説明する．

4.1 形式言語
＄ 第 1.4.1項で触れたように論理学の三本柱は形式言語の文法論・意味論・演繹論であるが，こ
の節では，文法論に前章の代数学がどう使われるかを説明する．
定理 3.5.1によれば，集合 Sと代数系 T と型分割写像 τ ∈ S→T を任意に定めれば，普遍型付代

数系 (A, T, σ, S)で σ|S = τなるものが一意に定まる．そこで三つ組み S, T, τを普遍型付代数系の文
法と呼んだ．このことを踏まえて「形式言語」を，程よく一般的な条件をみたす普遍型付代数系と
して次のように定義する．ただし，Sに当たるものをここでは Prmで表す [1]．

定義 4.1.1 次の三条件をみたす普遍型付代数系 (A, T, σ,Prm)を形式言語と呼ぶ．

1. 素元系 Prmは二つの部分集合 Conと Var ( 6= ∅)によって直和分割されている．

2. T の算号系 Λは，ある集合 Γ と Prmの直和 Γ q Prm上の普遍半群 (Γ q Prm)+ の部分集合
Γ ∪ ΓVarに含まれる．ただし，ΓVar = {γx | γ ∈ Γ, x ∈ Var}である [2]．

3. 任意の λ ∈ Λ ∩ ΓVarは単項算号である．

つまり形式言語は，普遍型付代数系を定める文法 Prm, T, τに条件 1, 2, 3をみたす助変数 Con,

Var, Γ を加えることによって定まる．そこで六つ組み Prm, T, τ,Con,Var, Γ を形式言語の文法と
呼ぶ．
集合 Con,Varそれぞれの元を定数・変数と呼ぶ．また，Γ を算号基と呼び，Λ ∩ Γ に属す算号

を不変子と呼び，T の算部分系 TΛ∩Γ をUで表す．ただし，算法を制限するだけだから，集合とし
ては T とUは等しい．他方，Λ∩ ΓVarに属す算号を可変子と呼ぶ．従って可変子は単項算号であ
る．また，Λ ∩ Γx 6= ∅なる x ∈ Varを修飾変数と呼び，修飾変数の全体を Qvarで表す．従って
Λ ∩ ΓVar = Λ ∩ ΓQvarが成り立つ [3]．
以後，形式言語 (A, T, σ,Prm)に言及するときは，そうでない旨断らない限り，記号 Con, Var,

Γ, Λ, U, Qvarは上記の意味で使う．
定義 4.1.1は，形式言語を構成するには次の四手順が必要かつ十分であることも示している（こ

のことを形式言語の構成原理と呼ぶ）．
[1]記号「Prm」「Con」「Var」「Qvar」はそれぞれ「prime」「constant」「variable」「qualifying variable」に因む．
[2]端書きに記した通り (Γ ⨿ Prm)+ を乗法半群とみなしている．一般に，乗法半群 S の部分集合 X と Y に対し，XY は

X の元と Y の元の積の全体を，すなわち S の部分集合 {xy | x ∈ X, y ∈ Y} を表す．
[3]本章では可変子を算号基 Γ の元と変数系 Var の元一つずつの積と定めたが，堀川智史氏は 2006 年度東京大学修士論
文「修飾変数が任意個の可変子を持つ形式言語の基礎理論」で，Γ の元任意個と Var の元一つ以上の任意の順での積を可
変子と定めて，本章第 4.6 節までの内容を拡張した．



第 4章 代数論理学 404

　手順 1. 集合 Conと Var 6= ∅を任意にとって Prm = ConqVarと定める．

　手順 2. 集合 Λと Γ を Λ ⊆ Γ ∪ ΓVarなるよう任意にとる．

　手順 3. 集合 T を任意にとって，Λの各元に T 上の算法を一つずつあてがう．ただし，Λ∩ ΓVar
の元には単項算法をあてがう．

　手順 4. 写像 τ ∈ Prm→T を任意にとる．
必ずしもこの順番通りでなくともいいが，これだけの手順を踏めば，集合 PrmとΛ代数系 T と写
像 τ ∈ Prm→T が定まり，従って定理 3.5.1により普遍型付 Λ代数系 (A, T, σ,Prm)で σ|Prm = τ

なるものが一意に定まり，しかも条件 1 – 3がみたされるから，Prm, T, τ,Con,Var, Γ を文法とす
る形式言語 Aを抽象的にではあるが構成したことになる．なお，定理 3.7.1の証明のようにすれ
ば，Aと σを記号列の集合と変換として具象的に構成することもできる．ただし，そういう具象
的構成は一般論展開上は有害である．また特殊論においても，例 4.1.1 – 例 4.1.3で説明するよう
に文法 Prm, T, τ,Con,Var, Γ に基づいてAと σを具象化することができる．従って，定理 3.7.1の
証明のような具象的構成は，その証明以外では無用である．
(A, T, σ,Prm)が形式言語であれば，Λ ⊆ Γ ∪ ΓVar ⊆ (Γ qPrm)+であるから第 3.16節と第 3.17

節で設けた仮定の条件がみたされ，そこでの定義や定理を適用することができる．特に，第 3.16

節冒頭で定めた Sλ (λ ∈ Λ)と SM (M ⊆ Λ)に相当するものは Prmλ と PrmM であるが，これに
ついては次のことが成り立つ．

Prmλ =

∅ · · · λ ∈ Λ ∩ Γ のとき
{x} · · · λ ∈ Λ ∩ Γxのとき (x ∈ Var)

(4.1.1)

PrmΛ = Qvar (4.1.2)

さて論理学では，定義 4.1.1のままの一般的な形式言語を研究するのではなく，様々に特殊化し
た形式言語を取り上げて研究する．どう特殊化した形式言語を取り上げるかは問題意識に応じて
異なり，問題意識に応じて行なう「どういう形式言語を取り上げるか」の論がすなわち文法論であ
る．そして取り上げる形式言語によって，論理学は命題論理学・述語論理学等に呼び分けられる．
以下では，形式言語のそういう特殊化の例を主に挙げよう．ただし，それら特殊化がどういう問題
意識によるものかには触れない．それは，それら問題意識が窺い知れないか数理心理学の観点から
は重要でないからである．

例 4.1.1 命題言語を次のような文法Prm, T, τ,Con,Var, Γ を持つ形式言語Aと定義し，その元を論
理式または式と呼ぶ．まず素元系 Prmについては，Con = ∅すなわち Prm = Varとする．次に型
代数系 T については，台は単元集合 {ϕ}であり，算号系 Λは二項算号 ∧,∨,⇒と単項算号 ♢（こ
れらを論理記号と呼ぶ）から成り，これらが

Dom∧ = Dom∨ = Dom⇒ = {ϕ}2 ϕ∧ϕ = ϕ∨ϕ = ϕ⇒ϕ = ϕ

Dom♢ = {ϕ} ϕ♢ = ϕ
(4.1.3)

をみたすとし（ここでは算号と算法を同一視しており，今後もしばしば断り無くそうする），算号
基 Γ は Λと定める．従って不変子の全体 Λ ∩ Γ は Λに等しく，集合としてだけでなく代数系とし
ても U = T であり，可変子と修飾変数は無い．最後に型分割写像 τ ∈ Prm→T は，T が単元集合
であるから，唯一可能の仕方で定める．
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上のように定義した命題言語Aは問題 3.5.3により，変数系Varを素元系とし二項算法∧,∨,⇒
と単項算法 ♢から成る代数構造を持つ普遍汎代数系に他ならない．特に Aは Varによって生成さ
れるから，問題 3.2.8と定理 3.8.5により，AはVarの n圏An (n = 0, 1, . . .)の直和であって，An
は次のように帰納的に記述される．すなわちまず A0 = Varである．そして n ≥ 1のときは，An
は次のような元の全体である．

a1∧a2 a1∨a2 a1⇒a2 a♢

ただし，a1, a2, aは次の条件をみたすものとする．

ai ∈ Ani (i = 1, 2) n1 + n2 = n− 1 a ∈ An−1

なお命題論理学の通常の教程では，式を変数・論理記号・括り記号の列として帰納的に定義する．
それは，普遍汎代数系 Aを定理 3.7.1の証明の方法で具象的に構成しているのである．

例 4.1.2 一階述語言語を次のような文法 Prm, T, τ,Con,Var, Γ を持つ形式言語 Aと定義する．ま
ず，素元系 Prmは任意とする．次に型代数系 T については，台は二点集合 {ϵ,ϕ}であり，算号系
Λは，(4.1.3)をみたす四つの算号 ∧,∨,⇒,♢ （これらをブール子と呼ぶ）と，

Dom∀x = Dom ∃x = {ϕ} ∀xϕ = ∃xϕ = ϕ (4.1.4)

をみたす二種の単項算号 ∀x, ∃x (x ∈ Var) （これらは例 4.3.2で「極量子」と命名するが，ここで
はブール子と合わせて論理記号と呼ぶ）と，n変数関数記号・n変数述語記号という名の二種の n

項算号幾つかから成るものとする (n = 1, 2, . . .)．T 上の算法としての n変数関数記号 fと n変数
述語記号 pは

Dom f = {ϵ}n f(ϵ, . . . , ϵ) = ϵ

Domp = {ϵ}n p(ϵ, . . . , ϵ) = ϕ

をみたすものとする．ただし，関数記号は零個であってもいいが，述語記号は少なくとも一つ有る
ものとする．算号基 Γ はブール子 ∧,∨,⇒,♢と関数記号・述語記号および記号 ∀, ∃から成るもの
とする．従って，不変子の全体 Λ ∩ Γ は ∧,∨,⇒,♢と関数記号・述語記号から成り，可変子の全
体 Λ ∩ ΓVarは ∀x, ∃x (x ∈ Var)から成り，Qvar = Varが成り立つ．型分割写像 τ ∈ Prm→T は，
各 x ∈ Prmに対して τx = ϵと定める．
以下，上のように定義した一階述語言語Aの構造を調べる．そうするとまず (4.1.3)と (4.1.4)に

より，A上の算法としての ∧,∨,⇒,♢,∀x, ∃x (x ∈ Var)は

Dom∧ = Dom∨ = Dom⇒ = (Aϕ)
2 Im∧, Im∨, Im⇒ ⊆ Aϕ

Dom♢ = Dom∀x = Dom∃x = Aϕ Im♢, Im ∀x, Im ∃x ⊆ Aϕ

をみたす．同様に，A上の算法としての n変数関数記号 fと n変数述語記号 pは

Dom f = (Aϵ)
n Im f ⊆ Aϵ

Domp = (Aϵ)
n Imp ⊆ Aϕ

をみたす (n = 1, 2, . . .)．これを踏まえて，台 Aに関数記号だけを算号として与えて出来る算部分
系における Prmの算包を Bと書く．従って例 4.1.1でと同様に，B =

⋃
n≥0 Bnであって（後で直
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和であることが分かる），Bnは次のように帰納的に記述される．すなわちまず B0 = Prmである．
そして，n ≥ 1のときは，Bn は次のような元の全体である．

f(b1, . . . , bj)

ただし，fは j変数関数記号であり，bk ∈ Bnk (k = 1, . . . , j),
∑j
k=1 nk = n − 1である．B0 ⊇

Var 6= ∅であるから B 6= ∅が成り立つ．Bの元を項と呼び，Prmの元を素項とも呼ぶ．関数記号が
無ければ B = Prmである．Prm = Prmϵであって関数記号は算法としては ϵ型の元に施されて ϵ

型の元を生ずるから，項は Aの ϵ部分 Aϵ に属す．すなわち B ⊆ Aϵ が成り立つ．
次に，台 Aに述語記号だけを算号として与えて出来る算部分系における Bの算包を Cと書く．

そうすると先程と同様に C =
⋃
n≥0 Cn であって，Cn は次のように帰納的に記述される．すなわ

ちまず C0 = Bであり，n ≥ 1のときは，Cnは p(c1, . . . , cj)なる元の全体である．ただし，pは j

変数述語記号であり，ck ∈ Cnk (k = 1, . . . , j),
∑j
k=1 nk = n− 1である．特に，C1 は

p(b1, . . . , bj) (b1, . . . , bj ∈ B)

なる元の全体である．述語記号が少なくとも一つあるものとしていて B 6= ∅であったから C1 6= ∅
が成り立つ．C1の元を素論理式または素式と呼ぶ．述語記号は算法としては ϵ型の元に施されてϕ
型の元を生ずるから，素式はAの ϕ部分Aϕに属す．従ってまた，n ≥ 2のときには実は Cn = ∅
となる．なぜなら，たとえば n = 2なら，∑j

k=1 nk = n − 1なる nk の中には必ず 1に等しいも
のがあり，そういう kについては ck が ϕ型の元となり p(c1, . . . , cj)が定義されないからである．
同様な論法がすべての n (≥ 2)に適用できる．従って，C = B ∪ C1 が成り立つ．
次に，台Aに論理記号だけを算号として与えて出来る算部分系における C1の算包をDと書く．

そうするとD =
⋃
n≥0Dnであって（後で直和であることが分かる），Dnは次のように帰納的に

記述される．すなわちまずD0 = C1 であり，n ≥ 1のときは，Dn は次のような元の全体である．

d1∧d2 d1∨d2 d1⇒d2 d♢ ∀xd ∃xd

ただし，di ∈ Dni (i = 1, 2), n1 + n2 = n − 1, d ∈ Dn−1, x ∈ Varである．C1 6= ∅であったか
らDn 6= ∅ (n ≥ 0)，従ってD 6= ∅が成り立つ. Dの元を論理式または式と呼ぶ．従って，素式は
式の一種である．素式が Aϕに属して論理記号は ϕ型の元に施されて ϕ型の元を生ずる算法であ
るから，式は Aϕ に属す．すなわちD ⊆ Aϕ が成り立つ．B ∩D ⊆ Aϵ ∩Aϕ = ∅であるから，項
と式は異なる．
実はA = B∪Dである．つまりAは項と式から成る．これを示すには，A = [Prm], Prm ⊆ B ⊆

B∪Dであるから，B∪DがAの任意の算法 λで閉じていることを示せばいい．そこで，jを λの
項数とし，B∪Dの元 ak (k = 1, . . . , j)に対して a = λ(a1, . . . , aj)が定義されたと仮定する．λが
関数記号なら，akは ϵ型の元でなければならず，従って Bに属す．Bは関数記号で閉じているか
ら aも Bに属す．λが述語記号なら，ak はやはり ϵ型の元でなければならず，従って Bに属す．
従って aは C1 (⊆ D)に属す．λが論理記号なら，akは ϕ型の元でなければならず，従ってDに
属す．Dは論理記号で閉じているから aもDに属す．これで B ∪Dが λで閉じていることが示さ
れた．従って A = B ∪Dが確かに成り立つ．
これとすでに分かっていた B ⊆ Aϵ, D ⊆ Aϕ なることを合わせれば，Aϵ = B, Aϕ = Dなる二

式が得られる．この二式に定理 3.8.6を合わせると，さらに次の二つのことが分かる．

1. Aϵ は素項を素元とし関数記号の全体を算号系とする普遍汎代数系である．

2. Aϕ は素式を素元とし論理記号の全体を算号系とする普遍汎代数系である．
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従って例 4.1.1でと同様に，Aϵ =
⨿
n≥0 BnとAϕ =

⨿
n≥0Dnが成り立つ．また，B 6= ∅, D 6= ∅

であったから Aϵ 6= ∅, Aϕ 6= ∅が成り立つ．なお，述語論理学の通常の教程では，項を記号列と
して帰納的に定義し，次いで式をやはり記号列として帰納的に定義するという二段構えの方法を採
る．それは，定義者が自覚せずとも，結論 1, 2を踏まえて普遍汎代数系 Aϵ, Aϕを定理 3.7.1の証
明の方法で具象的に構成しているのである．

例 4.1.3 いわゆる型付ラムダ計算におけるラムダ項の全体を，次のような文法Prm, T, τ,Con,Var, Γ

を持つ形式言語 Aと定義する．ただし，これまでの記号法との兼ね合いから，ラムダ λでなくオ
メガΩを使い，Aをオメガ言語と呼ぶ．まず，素元系 Prmと型分割写像 τ ∈ Prm→T は任意とす
る．型代数系 T とその算号基 Γ は次のように定める．
型代数系 T の台集合は，任意の集合 T0 6= ∅を素元系とし二項算法→だけからなる代数構造を

持つ普遍汎代数系の台集合と定める．そうすると T は，T0 を元に次のように帰納的に記述される
Tn (n = 0, 1, . . .)の直和である．すなわち n ≥ 1のときは，Tn は次のような元の全体である．

t1→t2 (
ti ∈ Tni (i = 1, 2), n1 + n2 = n− 1

)
算法→は，集合 T 上の算法ではあるが，型代数系 T の代数構造には含ませない．
型代数系 T の算号系 Λは，

Dom • = {(t→u, t) | t, u ∈ T } (t→u) • t = u (t, u ∈ T)

みたす二項算号 •と

DomΩx = T Ωx t = τx→t (t ∈ T)

をみたす単項算号Ωx (x ∈ Var)から成るものとする．なお，T の元 sを s = t→uと表す仕方は
高々一通りであるから，算法 •の上記の定義には矛盾がない．
算号基 Γ は {•,Ω}と定める．従って，不変子の全体Λ∩ Γ は •から成り，可変子の全体Λ∩ ΓVar

は単項算号Ωx (x ∈ Var)から成り，Qvar = Varが成り立つ．
オメガ言語Aを上のように定義すれば，まず σ|Prm = τであるから，任意の x ∈ Varと t ∈ T に

対してΩxt = σx→tが成り立つ（例 4.3.3参照）．次に，A上の算法としての •とΩx (x ∈ Var)

は次の式をみたす．

Dom • =
⋃
t,u∈T

(At→u ×At) At→u •At ⊆ Au (t, u ∈ T)

DomΩx = A Ωx (At) ⊆ Aσx→t (t ∈ T)

また，Aは Prmの n圏An (n = 0, 1, . . .)の直和であって，Anは次のように帰納的に記述される．
すなわちまず A0 = Prmである．そして n ≥ 1のときは，An は次のような元の全体である．

a1 • a2 Ωxa

ただし，a1, a2, aは次の条件をみたすものとする．

ai ∈ Ani (i = 1, 2) n1 + n2 = n− 1 (a1, a2) ∈ Dom • ta ∈ An−1

問題 4.1.1 (A, T, σ, S)が普遍型付Λ代数系であって S 6= ∅であれば，(A, T, σ, S)は SとΛをそれ
ぞれ変数系と算号基とする形式言語である．
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4.2 認識可能世界と認識対象世界
＄ 前節では，形式言語の文法論に前章の代数学がどう使われるかを説明した．この節以降第 4.7

節までは，形式言語の意味論に前章の代数学がどう使われるかを説明する．第 1.4.2項で触れた通
り，意味論は世界論・対応論・真偽論から成る．そこでまず世界論をここで取り上げる．
この節を通じて，(A, T, σ,Prm)を形式言語とする．また定義 4.1.1で定めた通り，T の算部分系

TΛ∩Γ を Uで表す．そして σPrm = {t ∈ T | Prmt 6= ∅}に留意して，次のように定める．

定義 4.2.1 形式言語 (A, T, σ,Prm)にとっての認識可能世界とは，U型代数系W であって任意の
t ∈ σPrmに対してWt 6= ∅ をみたすもののことを言う．U型代数系と言うからにはW から Uへ
の型写像があるが，それを表記しないのが慣例である．

論理学では，前節で説明した通り，問題意識に応じて様々に特殊化した形式言語を取り上げる．
また，それら特殊な形式言語についてさらに，第 1.4.2項で述べた通り，問題意識に応じて認識可
能世界を適当に限定して定めた認識対象世界について考える．以下では，そういう限定の例を主に
挙げよう．ただし，それら限定がどういう問題意識によるものかには触れない．形式言語の特殊化
についてと同様，それら問題意識が窺い知れないか数理心理学の観点からは重要でないからである．

例 4.2.1 (A, T, σ,Prm)が例 4.1.1の命題言語の場合，T = {ϕ}, Λ ∩ Γ = {∧,∨,♢,⇒}であるから，
認識可能世界は，空でない任意の集合Wに二項算法∧,∨,⇒と単項算法 ♢を、　任、　意、　に与えて汎代数
系としたものに他ならない．しかし命題論理学では，W = T (= {0, 1})であって算法∧,∨,♢,⇒が
任意の a, b ∈ Tに対して

a∧b = inf {a, b}, a∨b = sup {a, b}, a♢ = 1− a, a⇒b = a♢ ∨b (4.2.1)

をみたす認識可能世界（これをブール的認識可能世界と呼ぶ）だけを認識対象世界とする．つま
り，命題言語にとっての認識対象世界は，Tにブール論法 ∧,∨,♢,⇒を与えて代数系としたもの
だけである（例 3.13.5と問題 3.13.16参照）．

例 4.2.2 (A, T, σ,Prm)が例 4.1.2の一階述語言語の場合，T = {ϵ,ϕ}, σPrm = {ϵ}であり，Λ ∩ Γ
はブール子∧,∨,♢,⇒と関数記号と述語記号のすべてから成る．従って認識可能世界Wは，集合
としてはWϵ 6= ∅とWϕ の直和であり，その代数構造には，(4.1.3)に沿って

Dom∧ = Dom∨ = Dom⇒ = (Wϕ)
2 Im∧, Im∨, Im⇒ ⊆Wϕ

Dom♢ =Wϕ Im♢ ⊆Wϕ
(4.2.2)

をみたす算法 ∧,∨,♢,⇒があり，また，n変数関数記号と n変数述語記号に対応して

Dom f = (Wϵ)
n Im f ⊆Wϵ

Domp = (Wϵ)
n Imp ⊆Wϕ

をみたす算法 fと pが幾つかある (n = 1, 2, . . .)．認識可能世界の定義によればWϕもこれらの算
法も任意でいい（ただし，述語記号が少なくとも一つあるからWϕ 6= ∅でなければならない）が，
述語論理学では命題論理学の場合と同様に，Wϕ = Tであって算法∧,∨,♢,⇒が (4.2.1)をみたす
認識可能世界（これもブール的認識可能世界と呼ぶ）だけを認識対象世界とする．
一階述語言語 (A, T, σ,Prm)にとっての特別なブール的認識対象世界W を次のように作ること

ができる．まず例 4.1.2の記号法に沿って，集合Aに関数記号だけを算号として与えて出来る算部
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分系における Prmの算包を Bで表し，集合 Aに述語記号だけを算号として与えて出来る算部分
系における Bの 1圏を C1 で表す．すなわち，Bは項の全体 Aϵ に等しく，C1 は素論理式の全体
である．そうしてWϵ = B, Wϕ = Tと定める．次に，Aの各 n変数関数記号 fに対し，W 上の
n項算法 fで Dom f = (Wϵ)

n, Im f ⊆ Wϵ なるものを次のように作る (n = 1, 2, . . .)．すなわち
(a1, . . . , an) ∈ (Wϵ)

nであれば，(a1, . . . , an) ∈ Bn，従って f(a1, . . . , an) ∈ B =Wϵであるから，
f(a1, . . . , an) = f(a1, . . . , an)と定める．これはつまり，Bを関数記号の全体を算号系とする代数
系とみなした後，問題 3.3.11のように BからWϵ への恒等写像によって，Wϵ を Bの複製代数系
と成したのである．最後に，C1 の部分集合 Pを任意にとって，Aの各 n変数述語記号 pに対し，
W上の n項算法 pでDomp = (Wϵ)

n, Imp ⊆Wϕ なるものを次のように作る (n = 1, 2, . . .)．す
なわち (a1, . . . , an) ∈ (Wϵ)

n であれば，p(a1, . . . , an) ∈ C1 であるから，

p(a1, . . . , an) =

1 · · · p(a1, . . . , an) ∈ Pのとき
0 · · · p(a1, . . . , an) /∈ Pのとき

と定める．以上の算法と (4.2.2) と (4.2.1) をみたすよう定めた算法 ∧,∨,♢,⇒ に関して，W は
(A, T, σ,Prm)にとってのブール的認識対象世界となる．こういう認識対象世界を，Pの定める記
号世界と呼ぶ（例 4.2.4の「言語世界」参照）．なお，各素論理式 p(a1, . . . , an)に応じ，C1の部
分集合 Pを p(a1, . . . , an) ∈ Pなるようにも p(a1, . . . , an) /∈ Pなるようにもとることができるか
ら，p(a1, . . . , an) = 1なる記号世界も p(a1, . . . , an) = 0なる記号世界も存在する．

例 4.2.3 (A, T, σ,Prm)が例 4.1.3のオメガ言語の場合，これにとっての特別な認識可能世界Wを
次のように作ることができる．W は U型代数系であるから，集合W は t部分Wt (t ∈ T)によっ
て分割される．そこでまず，集合族Wt (t ∈ T)を定めなければならないが，T は→を算法とする
代数系としては T0 を基底とする有基代数系であるので，そこにおける tの階数 rに関する帰納法
によってWtを定める．まず空でない集合の族 (St)t∈T0 を任意にとり，r = 0すなわち t ∈ T0の場
合には，

Wt = St

と定義する．r ≥ 1の場合には，t = u→vと一意に表せてWu,Wvは既に定義されているから，Wt
をWu からWv への写像の全体と定義する．すなわち

Wu→v =Wu→Wv
これで集合族Wt (t ∈ T)が定まるから，これらの直和をW とする．

W =
⨿
t∈T

Wt

次に，WにU型代数構造を定める．Uの算号系は {•}である．そこで，W上の二項算法 •を次
のように定義する．まず定義域は ⋃

t,u∈T

(Wt→u ×Wt)

と定める．t, u ∈ T, t 6= uならWt ∩Wu = ∅であるから，上の和は直和である．従って，(a, b)を
この集合の元とすれば，a ∈Wt→u, b ∈Wtなる (t, u) ∈ T2がただ一組あって a ∈Wt→Wu，つ
まり aはWt からWu への写像であるから ，この写像を b ∈ Wt に施して得られるWu の元 ab

を a • bと定める．
a • b = ab
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以上により，W は U型代数系になる．しかもWt 6= ∅ (t ∈ T)であるから，W は (A, T, σ,Prm)

にとっての認識可能世界である．

次の問は，この例を理解するためのものである．

問題 4.2.1 例 4.2.3において t1, . . . , tn, u ∈ T, t = t1→(t2→(· · ·→(tn→u) · · · ))とする．この
とき，(Wt1 × · · · ×Wtn)→Wu からWt への全単射 f 7→ f∗ で次の式をみたすものがある．

(· · · ((f∗ • a1) • a2) • · · · ) • an = f(a1, . . . , an)
(
ai ∈Wti (i = 1, . . . , n)

)
略解 補題 3.10.1による．

例 4.2.4 任意の形式言語 (A, T, σ,Prm)にとって，Aの算部分系AΛ∩Γ は認識可能世界の条件をみ
たす．これを言語世界と呼ぶ．

4.3 付値と意味写像
＄ 前節では，形式言語の意味論の第一弾として，世界論に前章の代数学がどう使われるかを説

明し，特に形式言語にとっての認識可能世界の概念を定義した．ここでは，意味論の第二弾とし
て，形式言語がそれにとっての認識可能世界に対応付けられる仕組みの理論すなわち対応論に，前
章の代数学がどう使われるかを説明する．論理学では前節までに述べた通り，様々に特殊化した形
式言語を取り上げ，それら特殊な形式言語についてさらに，認識可能世界を適当に限定して定めた
認識対象世界について考える．しかし対応論は，形式言語の特殊化や認識可能世界の限定の具体面
に関わらずに行なうことができるのである．そこでこの節を通じて，(A, T, σ,Prm)を形式言語と
し，W をそれにとっての認識可能世界とする．

4.3.1 定付値と変付値
§ 形式言語 (A, T, σ,Prm)の定数系 ConからW への写像 Φが保型写像であるとき，つまりす

べての t ∈ T に対して
Φ(Cont) ⊆Wt

をみたすとき，Φを AからWへの定付値と呼ぶ．同様に，変数系 VarからWへの写像 vが保型
写像であるとき，つまりすべての t ∈ T に対して

v(Vart) ⊆Wt

をみたすとき，vをAからWへの変付値と呼ぶ．そして，変付値の全体を ValW で表す [4]．ただ
し誤解の恐れのない場合には，添え字のW を省略して Valで表す（この節で早速そうする）．
定義 4.2.1により Prmt 6= ∅なる t ∈ T に対してはWt 6= ∅であるから，定付値は少なくとも一
つ存在し（例 4.3.5参照），Val 6= ∅が成り立つ．

[4]記号「Val」は「valuation」に因む．
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例 4.3.1 (A, T, σ,Prm)が例 4.1.1の命題言語の場合には，Con = ∅であるから，端書きに記した空
集合律により，定付値は ∅に他ならない．また，T = {ϕ}であるから，変付値はVarからWへの写
像に他ならない．(A, T, σ,Prm)が例 4.1.2の一階述語言語の場合には，T = {ϵ,ϕ}, Prm = Prmϵ

であるから，定付値は ConからWϵへの写像に他ならず，変付値は VarからWϵへの写像に他な
らない．

問題 4.3.1 (ai)i∈I を
、
　相
、
　異
、
　な
、
　る定数の族とし wi ∈ Wσai (i ∈ I)とすれば，AからW への定付値

ΦでΦai = wi (i ∈ I)をみたすものが存在する．
(xi)i∈I を

、
　相
、
　異
、
　な
、
　る変数の族とし wi ∈ Wσxi (i ∈ I) とすれば，A から W への変付値 v で

vxi = wi (i ∈ I)をみたすものが存在する．

4.3.2 認識可能世界のVal乗の T 型代数構造
§ 以下の二項では，A, T の各可変子のW での「意味」が定められれば，AからW への各定付
値に応じて AからW の Val乗

WVal =
⋃
t∈T

(Val→Wt)
への「意味写像」が出来ることを説明する．
まずこの項では，各可変子のW での「意味」が定められればWValに T 型代数構造が定められ
ることを説明する．説明のために，T の各可変子 λの定義域を Tλで表し，t ∈ Tλに算法 λを適用
して出来る T の元は λtで表す．そうすると，可変子は単項算法なので Tλ ⊆ T が成り立つ．この
ことに留意して，各可変子 λ ∈ Γx (x ∈ Qvar)に対し，写像

λW ∈

( ⋃
t∈Tλ

(Wσx→Wt))→W
で各 t ∈ Tλ に対して

λW(Wσx→Wt) ⊆Wλt
をみたすものを λ のW での意味と呼び，各可変子 λ にそのW での意味 λW を対応させる写像
λ 7→ λW を，可変子のWへの意味付けと呼ぶ．また，二つの可変子 λ ∈ Γxと µ ∈ Γy (x, y ∈ Qvar)

のW での意味 λW と µW が等しいとは，σx = σy, Tλ = Tµ であって（このとき写像 λW と µW

の始集合と終集合は等しい）写像として λW = µW が成り立つことを言う．

問題 4.3.2 可変子 λ ∈ Γx (x ∈ Qvar)にW での意味があるためには，Wt 6= ∅なる任意の t ∈ Tλ
に対してWλt 6= ∅であることが必要十分である．

以下，可変子のWへの意味付け λ 7→ λW があると仮定し，これをもとにWValに T 型代数構造
を定める．
それにはまず，WVal をW の巾代数系としての U型代数系にする．この U型代数構造は問題

3.10.1によれば，集合WVal 上の U型代数構造の中で，各 v ∈ Valの定める射影 prv ∈WVal→W
を保型準写と成すものとして特徴付けられる．
次に，Uの代数構造から除いてあった T の可変子に対応するWVal 上の算法を然るべく定義し，
それをWVal の上記 U型代数構造に付け加えてWVal の T 型代数構造とする．
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そのためにまず，任意の x ∈ Varとw ∈Wσxに対して，Valの変換 (x/w)を次のように定義す
る（これは第 4.4節で「値換」へ拡張する）．すなわち，任意の v ∈ Valに対して (x/w)v ∈ Valを

(
(x/w)v

)
y =

w · · · y = xのとき
vy · · · Var 3 y 6= xのとき

と定義する．これは確かに Valに属す．次に，φ ∈ Val→Wt と x ∈ Varと v ∈ Valの任意の三つ
組みに対し，各w ∈Wσx に φ

(
(x/w)v

)
∈Wt を対応させるWσx→Wt の元を
φ
(
(x/□)v

)
で表す (t ∈ T)．最後に，各可変子 λ ∈ Γx (x ∈ Qvar)に対し，WVal上の単項算法 λを次のように
定義する．すなわち，定義域については

Dom λ =
⋃
t∈Tλ

(Val→Wt)
と定め，値域については t ∈ Tλ, φ ∈ Val→Wt のとき

λφ ∈ Val→Wλt
であるとし，各 v ∈ Valに対して (λφ)v ∈Wλt は

(λφ)v = λW
(
φ
(
(x/□)v

))
と定める．φ((x/□)v) ∈ Wσx→Wt, λW(Wσx→Wt) ⊆ Wλt であるから，確かにこう定めること
ができて (λφ)v ∈Wλt が成り立つ．
W の巾代数系としてのWVal の U型代数構造にいま定義した可変子に対応する算法を付け加え

てWVal を代数系と成す．各 t ∈ T に対して Val→Wt がWVal の t部分であるから，これでWVal

は T 型代数系になった．

問題 4.3.3 二つの可変子 λ ∈ Γxと µ ∈ Γy (x, y ∈ Qvar)の意味が等しければ，Wt 6= ∅なる任意
の t ∈ Tλ (= Tµ)に対して λt = µtが成り立つ．

例 4.3.2 可変子 λ ∈ Γx (x ∈ Qvar)が Tλ = {ϕ}と λϕ = ϕをみたしてW がWϕ = Tをみたす場
合を考える．この場合，λの意味 λW はすなわち写像

λW ∈ (Wσx→Wϕ)→Wϕ
であり，これによって定まるWVal 上の単項算法 λの定義域と値域は次のようになる．

Dom λ = Val→Wϕ Im λ ⊆ Val→Wϕ
そこでたとえば，Wϕ (= T)での順序についての下限 infによって各 f ∈Wσx→Wϕ に対して

λWf = inf {fw | w ∈Wσx}

と定めれば，各 φ ∈ Val→Wϕ と v ∈ Valに対して，(λφ)v ∈Wϕ は次のように定まる．

(λφ)v = inf
{
φ
(
(x/w)v

)
| w ∈Wσx

}
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つまり，(λφ)v = 1であるためには，
、
　全
、
　て
、
　のw ∈Wσxに対してφ

(
(x/w)v

)
= 1 であることが必要

十分である．そこで，Wへこう意味付けられた可変子 λ ∈ Γxを全称子と呼んで ∀xで表す（記号 ∀
は「all(独)」の頭文字を上下に反転したものである）．つまり，λが算号基 Γ に属す記号 ∀と x ∈ Var

の「積」であるとみなす（定義 4.1.1参照）．
同様に，Wϕ での順序についての上限 supによって各 f ∈Wσx→Wϕ に対して

λWf = sup {fw | w ∈Wσx}

と定めれば，各 φ ∈ Val→Wϕ と v ∈ Valに対して，(λφ)v ∈Wϕ は次のように定まる．

(λφ)v = sup
{
φ
(
(x/w)v

)
| w ∈Wσx

}
つまり，(λφ)v = 1であるためには，φ((x/w)v) = 1なるw ∈Wσxが

、
　少
、
　な
、
　く
、
　と
、
　も
、
　一
、
　つ
、
　存
、
　在
、
　す
、
　るこ

とが必要十分である．そこで，W へこう意味付けられた可変子 λ ∈ Γxを存称（ぞんしょう）子と
呼んで ∃xで表す（記号 ∃は「existieren(独)」の頭文字を左右に反転したものである）．
まとめれば，全称子 ∀xと存称子 ∃xは，Wϕ = Tなる仮定の下で，WVal 上の

Dom ∀x = Val→Wϕ Im ∀x ⊆ Val→Wϕ
Dom ∃x = Val→Wϕ Im ∃x ⊆ Val→Wϕ

なる算法であって，各 φ ∈ Val→Wϕ と v ∈ Valに対して

(∀xφ)v = inf
{
φ
(
(x/w)v

)
| w ∈Wσx

}
(∃xφ)v = sup

{
φ
(
(x/w)v

)
| w ∈Wσx

}
をみたす．また，二つの修飾変数 x, y ∈ Qvarの型が等しければ，二つの全称子 ∀x, ∀yのW での
意味 (∀x)W , (∀y)W は等しく，二つの存称子 ∃x, ∃yのW での意味 (∃x)W , (∃y)W は等しい（定
理 4.5.3, 例 4.6.4参照）．
上記のように，全称子は「全ての」を表し，存称子は「少なくとも一つ存在する」を表す．数量

の範囲を限る意味を表す算法や記号を一般に限量子と呼び，全称子と存称子は限量子の一種であ
る．しかし全称子と存称子は，上記のように限量の中でも両極端の限量を表すので，特に極量子と
総称する．
(A, T, σ,Prm)が一階述語言語でWがそれにとってのブール的認識可能世界の場合，例 4.1.2に

より可変子 ∀x, ∃xが T∀x = T∃x = {ϕ}と ∀xϕ = ∃xϕ = ϕをみたして例 4.2.2によりWがWϕ = T
をみたすので，常に上記のようにW へ意味付けて上記のように呼ぶことにする．と言うよりは，
こういうW への意味付けと呼び方を見越してあらかじめ ∀x, ∃xで表したのである．

注意 4.3.1 第 5章の第 5.1.1項では，極量子を例 4.3.2とは全く異なる仕方で定義する．

問題 4.3.4 全称子 ∀xi (i = 1, . . . , n)と φ ∈ Val→Wϕ と v ∈ Valについて

(∀x1 . . . ∀xnφ)v = 1 ⇐⇒任意の (w1, . . . , wn) ∈Wσx1 × · · · ×Wσxn に対して
φ
(
(xn/wn) . . . (x1/w1)v

)
= 1

が成り立つ（添数 1, . . . , nの順番に注意． (4.4.1)参照）．
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問題 4.3.5 (A, T, σ,Prm)が一階述語言語でWがそれにとってのブール的認識可能世界の場合，極量
子 ∀x, ∃x (x ∈ Var)と任意のφ ∈ Val→Wϕについて次の二式が成り立つ．ただし♢は，Wϕ (= T)
の巾ブール束としての Val→Wϕ の補法を表す．

∀xφ =
(
∃x(φ♢)

)♢ ∃xφ =
(
∀x(φ♢)

)♢
略解 任意の v ∈ Valに対しての次の計算で第二式を証明することができる．

(∃xφ)v = sup
{
φ
(
(x/w)v

)
| w ∈Wσx

}♢♢

= inf
{
φ
(
(x/w)v

)♢ | w ∈Wσx
}♢

= inf
{
φ♢((x/w)v) | w ∈Wσx

}♢
=
((
∀x(φ♢)

)
v
) ♢

=
((
∀x(φ♢)

)♢) v
一行目が成り立つは，a ∈ Tについて a♢♢ = aが成り立つからであり，一行目から二行目への変
形が可なのは，a, b ∈ Tについて「a ≤ b ⇐⇒ a♢ ≥ b♢」が成り立つからであり，二行目から三
行目へと四行目から五行目への変形が可なのは，(x/w)vと vそれぞれの定める Val→Tから Tへ
の射影が {♢}準写だからである．

問題 4.3.6 V を集合とし，Rを V 上の関係とし，V→T上の単項汎算法5と4を次のように定
める．すなわち各 φ ∈ V→Tと v ∈ V に対して

(5φ)v = inf {φw | w ∈ V, v Rw} (4φ)v = sup {φw | w ∈ V, v Rw} (4.3.1)

このとき，ブール束 Tの巾ブール束としての V→Tの補法 ♢について次の二式が成り立つ．

5φ =
(
4(φ♢)

)♢ 4φ =
(
5(φ♢)

)♢
また，V→Tの元の任意の族 (φi)i∈I に対して次の二式が成り立つ．ただし，この式の inf と sup

とは，完備束 V→Tでの下限と上限とを表す．

5 (inf {φi | i ∈ I}) = inf {5φi | i ∈ I} 4 (sup {φi | i ∈ I}) = sup {4φi | i ∈ I} (4.3.2)

逆に，V→T上の単項汎算法｛5，4｝が V→Tの元の任意の族 (φi)i∈I に対して (4.3.2)の｛左，
右｝の式をみたせば，V 上のある関係 Rに対して (4.3.1)の｛左，右｝の式が任意の φ ∈ V→Tと
v ∈ V に対して成り立つ．

略解 後半の4について：各w ∈ V に対して，V→Tの元 φw を次のように定める．

φwv =

1 · · · w = vのとき
0 · · · w 6= v ∈ V のとき

各φ ∈ V→Tに対しφ = sup {φw | w ∈ V, φw = 1}，従って4φ = sup {4φw | w ∈ V, φw = 1}，
従って各 v ∈ V に対して (4φ)v = sup {(4φw)v | w ∈ V, φw = 1} が成り立つ．そこで，V 上の
関係 Rを「v Rw ⇐⇒ 4(φw)v = 1」と定義すれば，

(4φ)v = 1 ⇐⇒ φw = 1, v Rwなるw ∈ V がある⇐⇒ sup {φw | w ∈ V, v Rw} = 1
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例 4.3.3 可変子 λ ∈ Γx (x ∈ Qvar)が任意の t ∈ Tλに対してWλt =Wσx→Wtをみたす場合を考
える．たとえば，(A, T, σ,Prm)が例 4.1.3のオメガ言語でW が例 4.2.3で作った認識対象世界で
あれば，λ = Ωxであるから，Wλt =Wσx→t =Wσx→Wt が成り立つ．
この場合，λのW での意味 λW はすなわち

⋃
t∈Tλ(Wσx→Wt)の変換で各 t ∈ Tλ に対して

λW(Wσx→Wt) ⊆ (Wσx→Wt)
をみたすものであり，これの定めるWVal 上の単項算法 λの定義域と値域は次のようになる．

Dom λ =
⋃
t∈Tλ

(Val→Wt)
λ(Val→Wt) ⊆ Val→(Wσx→Wt) (t ∈ Tλ)

そこでたとえば，各 t ∈ Tλ と f ∈Wσx→Wt に対して
λWf = f

と定めれば，各 t ∈ Tλ と φ ∈ Val→Wt と v ∈ Valに対して，(λφ)v ∈Wσx→Wt は
(λφ)v = φ

(
(x/□)v

)
と定まる．つまり任意のw ∈Wσx に対して(

(λφ)v
)
w = φ

(
(x/w)v

)
が成り立つ．
特に，可変子 λ ∈ Γx (x ∈ Qvar)とW が Tλ = {ϕ}, Wλϕ = Wσx→Wϕ とWϕ = T をみたす場

合を考える．この場合，上の式は次のことと同等である．(
(λφ)v

)
w = 1 ⇐⇒ φ

(
(x/w)v

)
= 1

あるいは，Wϕ = Tであることに再び留意して (λφ)v ∈Wσx→Wϕ をその定義集合と同一視して
Wσx の部分集合

、
　と
、
　み
、
　な
、
　せ
、
　ば，上のことはさらに(

(λφ)v
)
3 w ⇐⇒ φ

(
(x/w)v

)
= 1

と書き直せて，従って次のように
、
　み
、
　な
、
　す
、
　こ
、
　と
、
　が
、
　で
、
　き
、
　る．

(λφ)v =
{
w ∈Wσx

∣∣ φ((x/w)v) = 1}
つまり (λφ)vは，Wσxの中からφ

(
(x/w)v

)
= 1をみたす元wを取り出して作ったWσxの部分集

合と
、
　み
、
　な
、
　す
、
　こ
、
　と
、
　が
、
　で
、
　き
、
　る．そして，第 2.6節で説明したように，集合から何らかの部分集合を取り

出す操作がすなわち抽象である．そこで，Wへこう意味付けられた可変子 λ ∈ Γxを抽象子と呼び，
本書ではΩxで表す．すなわち抽象子Ωxは，Wϕ = Tの場合のWVal 上の

DomΩx = Val→Wϕ ImΩx ⊆ Val→(Wσx→Wϕ)
なる算法であって，各 φ ∈ Val→Wϕ, v ∈ Val, w ∈Wσx に対して(

(Ωxφ)v
)
w = φ

(
(x/w)v

)(
(Ωxφ)v

)
w = 1 ⇐⇒ φ

(
(x/w)v

)
= 1

をみたす．また，二つの修飾変数 x, y ∈ Qvarの型が等しければ，二つの抽象子Ωx, ΩyのW で
の意味 (Ωx)W , (Ωy)W は等しい（定理 4.5.3参照）．なお第 6章では，格論理学について抽象子
の概念を拡張する．
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問題 4.3.7 抽象子 Ωx (x ∈ Qvar) と φ,ψ ∈ Val→Wϕ について次のことが成り立つ．ただし
∧,∨,♢,≤, 0, 1は，ブール束Wϕ (= T)の巾ブール束 Val→Wϕ と Val→(Wσx→Wϕ)とにおける
ブール算法・順序関係・最小元・最大元を表す．

Ωx(φ∧ψ) = (Ωxφ)∧(Ωxψ) φ ≤ ψ ⇐⇒ Ωxφ ≤ Ωxψ

Ωx(φ∨ψ) = (Ωxφ)∨(Ωxψ) Ωxφ = 0 ⇐⇒ φ = 0

Ωx(φ♢) = (Ωxφ)♢ Ωxφ = 1 ⇐⇒ φ = 1

また，極量子 ∀x, ∃xと抽象子Ωx および φ ∈ Val→Wϕ について次のことが成り立つ．
∀xφ = 1 ⇐⇒ Ωxφ = 1 ∃xφ = 0 ⇐⇒ Ωxφ = 0

略解 左上の等式は，任意の v ∈ Valとw ∈Wσx をとっての次の計算で証明される．((
Ωx(φ∧ψ)

)
v
)ｗ = (φ∧ψ)

(
(x/ｗ)v

)
= φ

(
(x/ｗ)v

)
∧ψ

(
(x/ｗ)v

)
=
(
(Ωxφ)v

)ｗ∧
(
(Ωxψ)v

)ｗ
=
(
(Ωxφ)v∧(Ωxψ)v

)ｗ
=
(
(Ωxφ∧Ωxψ)v

)ｗ
次の二式も同様に証明される．右上のことは次の推論で証明される．

φ ≤ ψ ⇐⇒ 任意の v ∈ Valに対して φv ≤ ψv⇐⇒ 任意の v ∈ Valとｗ ∈Wσx に対して φ
(
(x/ｗ)v

)
≤ ψ

(
(x/ｗ)v

)
⇐⇒ 任意の v ∈ Valとｗ ∈Wσx に対して

(
(Ωxφ)v

)ｗ ≤
(
(Ωxψ)v

)ｗ⇐⇒ 任意の v ∈ Valに対して (Ωxφ)v ≤ (Ωxψ)v⇐⇒ Ωxφ ≤ Ωxψ

一番目四番目五番目の ⇐⇒ が成り立つのは問題 3.13.9による．二番目の⇐=が成り立つのは
(x/vx)v = vだからである．以上により，写像 φ 7→ Ωxφはブール束としての準写かつ単射であ
る．このことと問題 3.13.6により前半の残り二つのことが証明される．後半の全称子と抽象子の
関係についてのことは次の推論で証明される．

∀xφ = 1 ⇐⇒ 任意の v ∈ Valに対して (∀xφ)v = 1⇐⇒ 任意の v ∈ Valに対して inf
{
φ
(
(x/w)v

)
| w ∈Wσx

}
= 1⇐⇒ 任意の v ∈ Valとw ∈Wσx に対して φ

(
(x/w)v

)
= 1⇐⇒ 任意の v ∈ Valとw ∈Wσx に対して

(
(Ωxφ)v

)
w = 1⇐⇒ 任意の v ∈ Valに対して (Ωxφ)v = 1⇐⇒ Ωxφ = 1

一番目五番目六番目の ⇐⇒ が成り立つのは問題 3.9.12による．
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例 4.3.4 (A, T, σ,Prm)にとっての認識可能世界Wとして例 4.2.4の言語世界AΛ∩Γ をとる．ただ
し以後は，AΛ∩Γ も Aで表す．そうすると，可変子 λ ∈ Γx (x ∈ Qvar)の Aでの意味 λAは，すな
わち写像

λA ∈

( ⋃
t∈Tλ

(Aσx→At))→A
で各 t ∈ Tλ に対して

λA(Aσx→At) ⊆ Aλt
をみたすものである．そこでたとえば，各 t ∈ Tλ と f ∈ Aσx→At に対して

λAf = λ(fx)

と定めることができる．ただしここで，可変子 λに対応する A上の算法も λで表している．

4.3.3 定付値が定める意味写像
§ 前項のように T の可変子のW への意味付けを定めることにより，WVal =

⋃
t∈T (Val→Wt)

上に T 型代数構造が定めてあるものとする．そうすると，AからWへの各定付値Φに対し，Aか
らWVal への T 型代数系としての保型準写Φ∗ を以下のように作ることができる．
まず，各 t ∈ T に対して，写像

φt ∈ Prmt→(Val→Wt)
を次のように定めることができる．すなわち，Prmt = ∅なら空集合律に沿って φt = ∅と定め，
Prmt 6= ∅なら，各 a ∈ Prmt (= Cont qVart)と v ∈ Valに対して，(φta)v ∈Wt を

(φta)v =

Φa · · · a ∈ Cont のとき
va · · · a ∈ Vart のとき

と定める．これは確かにWt に属す．こうして写像 φt ∈ Prmt→(Val→Wt)の族 (φt)t∈T が出来
るが，Prm =

⨿
t∈T Prmt, Val→Wt ⊆WVal (t ∈ T)であるから，これら写像がすべて一写像

φ ∈ Prm→WVal

に拡張され，φ(Prmt) ⊆ Val→Wt が成り立つ (t ∈ T)．問題 3.4.8によればつまり，φは Prmか
らWValへの保型写像である．従って (A, T, σ,Prm)が T 型の普遍型付代数系であることにより，φ
はさらに T 型代数系としての保型準写

Φ∗ ∈ A→WVal

に拡張される（図 4.1参照）．こうして出来る保型準写Φ∗を定付値Φの定める意味写像と呼ぶ．
意味写像Φ∗ は，保型写像であるから任意の t ∈ T に対して

Φ∗(At) ⊆ Val→Wt
をみたし，従って任意の a ∈ At と v ∈ Valに対して

(Φ∗a)v ∈Wt
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図 4.1: 意味写像を定める可換図式

Prm
i−→ A

φ↓ ↙Φ∗ ↓σ
WVal −→ T

をみたす．また，Φ∗ は φt (t ∈ T)の拡張でもあるから，a ∈ Prm (= ConqVar), v ∈ Valなら

(Φ∗a)v =

Φa · · · a ∈ Conのとき
va · · · a ∈ Varのとき

(4.3.3)

が成り立つ．Aが Prmにより生成されるから，問題 3.3.7により，意味写像は任意の a ∈ Prmと
v ∈ Valに対して (4.3.3)をみたす擬写Φ∗ ∈ A→WVal として特徴付けられる（問題 3.4.9参照）．

問題 4.3.8 任意の t ∈ σAに対してWt 6= ∅が成り立つ（定義 4.2.1参照）．

略解 At 6= ∅であって，上述の通り，AからWへの定付値Φに対してΦ∗(At) ⊆ Val→Wt が成
り立つからである．

例 4.3.5 たとえば例 4.1.1の命題言語のように Con = ∅の場合を考える．この場合，空集合律に
より AからW への定付値は ∅に限られ，定付値 ∅が定める意味写像 ∅∗ とは，AからWVal への
擬写で次の条件をみたすものに他ならない．

(∅∗x)v = vx (x ∈ Var, v ∈ Val)

やはり命題言語のように，さらにQvar = ∅が成り立つ場合を考える．この場合，Aは Varを素
元系とする普遍型付代数系であり，Wとその巾代数系WValは Aと同型の代数系であり，∅∗は A

からWVal への保型準写である．
そこで任意の v ∈ Valをとると，射影 prv ∈ WVal→W も保型準写であるから，Aの各元 aに

(∅∗a)vを対応させる写像は，AからW への保型準写である．他方で Aの普遍性により，vは A

から W への保型準写に一意に拡張される．この拡張を v∗ で表せば，任意の x ∈ Var に対して
(∅∗x)v = vx = v∗xであるから，v∗ の一意性により，任意の a ∈ Aに対しても次の式が成り立つ．

(∅∗a)v = v∗a

そこで任意の保型準写 f ∈ A→W をとれば，v = f|Var と定めるとき v ∈ Valであるから，v∗ の
一意性により f = v∗，従って任意の a ∈ Aに対して fa = (∅∗a)vが成り立つ．
以上により，Con = Qvar = ∅の場合，vを Val全体に亘って動かして得られる写像 a 7→ (∅∗a)v

の全体は，AからW への保型準写の全体に等しい．なお (A, T, σ,Prm)が命題言語の場合，Aか
らW への保型準写とは，Aから Tへの {∧,∨,♢,⇒}準写すなわち T表現のことに他ならない．

4.4 意味写像の基本二定理
＄ 前節では，形式言語がそれにとっての認識可能世界に対応付けられる代数学的仕組みの理論

すなわち対応論を説明した．それを以下の三節で敷衍する．
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この節を通じて，(A, T, σ,Prm)を形式言語とし，Wをそれにとっての認識可能世界とし，ValW

をValで表し，T の可変子のWへの意味付け λ 7→ λW によりWValの T 型代数構造が定めてあるも
のとし，ΦをAからWへの定付値とする．そうすると前節で示した通り，意味写像Φ∗ ∈ A→WVal

が定まる．なおさらに，A,WVal,W の代数構造を (αλ)λ∈Λ, (βλ)λ∈Λ, (ωλ)λ∈Λ∩Γ で表す．ただ
し，λが可変子の場合には，αλ と βλ は共に λで表す．
また，Λ ⊆ Γ ∪ ΓVar ⊆ (Γ q Prm)+ であったことを想起して第 3.16節の諸概念を適用し，aに

自由に現れる変数の全体を Fvara で表す（記号「Fvar」は「free variable」に因む）．第 3.16節の記
号と対照させれば次のようになる．

Fvara = Varafree = {x ∈ Var | x� a}

定理 4.4.1 (意味写像定理) a ∈ A, v, v ′ ∈ Valであって任意の x ∈ Fvaraに対して vx = v ′xが成
り立つとする．このとき，(Φ∗a)v = (Φ∗a)v ′ が成り立つ．

証明 普遍型付代数系 Aにおける aの階数 rについての帰納法で証明する．
r = 0の場合：a ∈ Prm = Con∪Varである．a ∈ Conのときには意味写像の条件 (4.3.3)により

(Φ∗a)v = Φa = (Φ∗a)v ′

が成り立つ．a ∈ Varのときには，定理 3.16.2により a ∈ Fvara だから，(4.3.3)と仮定により

(Φ∗a)v = va = v ′a = (Φ∗a)v ′

が成り立つ．つまり，いずれのときにも定理の結論が成り立つ．
r ≥ 1の場合：定理 3.8.2により，ある λ ∈ Λと a1, . . . , aj ∈ Aによって a = αλ(a1, . . . , aj)と

表されて rka =
∑j
k=1 rkak + 1が成り立つ．そして，Φ∗ ∈ A→WVal が保型準写であるから

(Φ∗a)v =
(
βλ(Φ

∗a1, . . . , Φ
∗aj)

)
v

が成り立つ．
λ ∈ Λ ∩ Γ なら，射影 prv ∈WVal→W が U型代数系としての保型準写であるから，上の式は

(Φ∗a)v = ωλ
(
(Φ∗a1)v, . . . , (Φ

∗aj)v
)

と書き替えられ，同様な式が v ′についても成り立つ．λ ∈ Λ∩Γ ならまた，(4.1.1)によりPrmλ = ∅
であるから，定理 3.16.4により Fvara =

⋃j
k=1 Fvar

ak，特に Fvarak ⊆ Fvara であるので，帰納
法の仮定により (Φ∗ak)v = (Φ∗ak)v

′ が成り立つ (k = 1, . . . , j)．従って λ ∈ Λ ∩ Γ なら，定理の
結論が成り立つ．
そこで λ /∈ Λ∩ Γ と仮定する．そうすると，λ ∈ Γxなる x ∈ Qvarがあって，j = 1であることと

記法の規約により a = λa1 と書かれる．従って，

(Φ∗a)v =
(
λ(Φ∗a1)

)
v = λW

(
(Φ∗a1)

(
(x/□)v

))
が成り立ち，同様の式が v ′ についても成り立つ．従って，定理の結論を導くためには

(Φ∗a1)
(
(x/□)v

)
= (Φ∗a1)

(
(x/□)v ′

)
を証明すればよく，そのためには任意のw ∈Wσxに対して (Φ∗a1)

(
(x/w)v

)
= (Φ∗a1)

(
(x/w)v ′

)
なることを示せばいいが，これは，任意の y ∈ Fvara1 に対して ((x/w)v)y =

(
(x/w)v ′

)
y なる式
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の成り立つことを示せば，帰納法の仮定から導かれる．この式は実際に成り立つ．なぜなら，まず
y = xなら ((x/w)v)y = w =

(
(x/w)v ′

)
yとなり，次に y 6= xなら，(4.1.1)により y /∈ Prmλ で

あるから定理 3.16.4により y ∈ Fvara，従って ((x/w)v)y = vy = v ′y =
(
(x/w)v ′

)
yとなるから

である．

問題 4.4.1 (✓) Aの可変子 λ ∈ Γx (x ∈ Qvar)とその定義域の元 a ∈ Aが σ(λa) = σaと x 6� a

をみたすと仮定する．このとき t = σaが t ∈ Tλと λt = tをみたし，従って λのW での意味 λW

が λW(Wσx→Wt) ⊆ Wt をみたすことに留意して，さらに λW が任意の定値写像 f ∈ Wσx→Wt
をその一定値 fw ∈Wt (w ∈Wσx)にうつすと仮定する．そうするとΦ∗(λa) = Φ∗aが成り立つ．

略解 任意の v ∈ Valをとると，任意のw ∈Wσxに対して意味写像定理により (Φ∗a)
(
(x/w)v

)
=

(Φ∗a)vであるから，(Φ∗a)
(
(x/□)v

)はWσxからWtへの定値 (Φ∗a)vをとる写像であり，従って(
Φ∗(λa)

)
v =

(
λ(Φ∗a)

)
v = λW

(
(Φ∗a)

(
(x/□)v

))
= (Φ∗a)vが成り立つ．

問題 4.4.2 (✓) 極量子 λ ∈ Γx (x ∈ Qvar)と a ∈ Aϕ が x 6� aをみたせば，Φ∗(λa) = Φ∗aが
成り立つ．従って，Γx (x ∈ Qvar) に属す任意の二つの極量子 λ, µ と任意の a ∈ Aϕ に対して，
Φ∗(λ(µa)) = Φ∗(µa)が成り立つ．

問題 4.4.3 (✓) Φ ′をAからWへのもう一つの定付値とし，a ∈ Aとし，aに現れる任意の定数
cに対してΦc = Φ ′cが成り立つと仮定する．このときΦ∗a = Φ ′∗aが成り立つ．

次の定理を記述するために，まず，第 4.3.2項で定義した Valの変換 (x/w)を次のように拡張す
る．すなわち，x1, . . . , xn を相異なる変数とし，wi ∈Wσxi とする (i = 1, . . . , n)．このとき問題
4.3.1により，各 v ∈ Valに対して，Valの元 v ′ で

v ′x =

wi · · · x = xi のとき (i = 1, . . . , n)

vx · · · Var 3 x /∈ {x1, . . . , xn}のとき

なるものがある．これを(
x1, . . . , xn

w1, . . . , wn

)
v あるいは (xi/wi)v

で表す．そうすると，記号(
x1, . . . , xn

w1, . . . , wn

)
と (xi/wi)

はValの同一の変換を表すものとみなされる．この変換を値換と呼ぶ（置換と混同しないように）．
だだし便宜上，n = 0の場合も含めて考え，この場合の値換は恒等変換のことであるとする．
以上の定義から，次の二つのことが直ちに分かる．すなわち，任意の n次の置換 pに対して(

x1, . . . , xn

w1, . . . , wn

)
=

(
xp1, . . . , xpn

wp1, . . . , wpn

)
が成り立ち，任意の i ∈ {2, . . . , n}に対して次の式が成り立つ．(

x1, . . . , xn

w1, . . . , wn

)
=

(
x1, . . . , xi−1

w1, . . . , wi−1

)(
xi, . . . , xn

wi, . . . , wn

)
=

(
xi, . . . , xn

wi, . . . , wn

)(
x1, . . . , xi−1

w1, . . . , wi−1

) (4.4.1)
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定理 4.4.2 (代入値換定理) x1, . . . , xnをAの相異なる変数とし，c1, . . . , cnをAの元とし，xiと
ci は同型で，a ∈ Aにおいて xi が ci から自由であるとする (i = 1, . . . , n)．このとき，任意の
v ∈ Valについて次の式が成り立つ．(

Φ∗
(
a

(
x1, . . . , xn

c1, . . . , cn

)))
v = (Φ∗a)

((
x1, . . . . . . . . . , xn

(Φ∗c1)v, . . . , (Φ∗cn)v

)
v

)
証明 nと r = rkaについての帰納法を使う．n = 0のときは，代入 (xi/ci)も値換

(
xi/(Φ

∗ci)v
)

も恒等変換であるから，定理の式の両辺は (Φ∗a)vに等しい．そこで n ≥ 1と仮定する．
r = 0の場合：a ∈ Prm = Con ∪ Varである．a ∈ Conなら，a /∈ {x1, . . . , xn}であるから代入
の定義 (3.17.1)により左辺は (Φ∗a)vに等しく，従って意味写像の条件 (4.3.3)により両辺ともΦa

に等しい．a = xi なら，左辺は (3.17.1)により (Φ∗ci)vに等しく，右辺は (4.3.3)と値換の定義に
よりやはり (Φ∗ci)vに等しい．Var 3 a /∈ {x1, . . . , xn}なら，左辺は a ∈ Conのときと同様に va

に等しく，右辺は (4.3.3)と値換の定義によりやはり vaに等しい．
r ≥ 1の場合：定理 3.8.2により，ある λ ∈ Λと a1, . . . , aj ∈ Aにより a = αλ(a1, . . . , aj)と表

されて r =
∑j
k=1 rkak + 1が成り立つ．そこで

b = a

(
x1, . . . , xn

c1, . . . , cn

)
, bk = ak

(
x1, . . . , xn

c1, . . . , cn

)
, u =

(
x1, . . . . . . . . . , xn

(Φ∗c1)v, . . . , (Φ∗cn)v

)
v

と定める (k = 1, . . . , j)．従って，(Φ∗b)v = (Φ∗a)uが証明すべき式である．
xi 6� a なる i があれば，補題 3.17.2 により定理の式の左辺は記号 xi, ci を除いても変わら
ず，定理 4.4.1 により定理の式の右辺は記号 xi, (Φ∗ci)v を除いても変わらず，従って n につい
ての帰納法の仮定により定理の式が成り立つ．そこで，xi � a (i = 1, . . . , n)と仮定する．そう
すると定理 3.16.4 により {x1, . . . , xn} ∩ Prmλ = ∅ が成り立つ．従って，代入の定義 (3.17.2) に
より b = αλ(b1, . . . , bj)が成り立ち，定理 3.16.6系により，各 ak において xi は ci から自由で
ある (i = 1, . . . , n)．従って，rについての帰納法の仮定により (Φ∗bk)v = (Φ∗ak)uが成り立つ
(k = 1, . . . , j)．また，Φ∗ ∈ A→WVal が保型準写であることより

(Φ∗b)v =
(
βλ(Φ

∗b1, . . . , Φ
∗bj)

)
v (Φ∗a)u =

(
βλ(Φ

∗a1, . . . , Φ
∗aj)

)
u

が成り立つ．λ ∈ Λ ∩ Γ なら，射影 prv ∈WVal→W と pru ∈WVal→W が共に U型代数系として
の保型準写であるから，上の二式は

(Φ∗b)v = ωλ
(
(Φ∗b1)v, . . . , (Φ

∗bj)v
)

(Φ∗a)u = ωλ
(
(Φ∗a1)u, . . . , (Φ

∗aj)u
)

と書き換えられ，(Φ∗bk)v = (Φ∗ak)uだったから (Φ∗b)v = (Φ∗a)u，すなわち定理の式を得る．
そこで λ /∈ Λ∩ Γ と仮定する．そうすると，λ ∈ Γxなる x ∈ Qvarがあって，j = 1であることと
記法の規約により a = λa1, b = λb1 と書かれる．従って，先の二式は

(Φ∗b)v = λW
(
(Φ∗b1)

(
(x/□)v

))
(Φ∗a)u = λW

(
(Φ∗a1)

(
(x/□)u

))
と書き換えられる．従って，定理の式を証明するためには

(Φ∗b1)
(
(x/□)v

)
= (Φ∗a1)

(
(x/□)u

)
を示せばよく，そのためには任意のw ∈Wσx に対して

(Φ∗b1)
(
(x/w)v

)
= (Φ∗a1)

(
(x/w)u

)
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を示せばいいが，a1 において xi が ci から自由だったから，rについての帰納法の仮定により

(Φ∗b1)
(
(x/w)v

)
= (Φ∗a1)

((
x1, . . . . . . . . . , xn

(Φ∗c1)v ′, . . . , (Φ∗cn)v ′

)(
(x/w)v

))
が成り立つ．ただし v ′ = (x/w)vである．他方，a = λa1において xiが ciから自由で xi � a, x ∈
Prmλ であったから，定理 3.16.6 により x 6� ci でなければならない．従って定理 4.4.1 により
(Φ∗ci)v

′ = (Φ∗ci)vが成り立つ (i = 1, . . . , n)．また，{x1, . . . , xn} ∩ Prmλ = ∅, x ∈ Prmλであっ
たから，x1, . . . , xn, xは相異なる．これらのことと (4.4.1)により(

x1, . . . . . . . . . , xn

(Φ∗c1)v ′, . . . , (Φ∗cn)v ′

)(
(x/w)v

)
=

(
x1, . . . . . . . . . , xn

(Φ∗c1)v, . . . , (Φ∗cn)v

)(
(x/w)v

)
= (x/w)

((
x1, . . . . . . . . . , xn

(Φ∗c1)v, . . . , (Φ∗cn)v

)
v

)
= (x/w)u

が成り立つ．従って (Φ∗b1)
(
(x/w)v

)
= (Φ∗a1)

(
(x/w)u

)が確かに成り立つ．
4.5 表現関数
＄前節から引き続いて，(A, T, σ,Prm)を形式言語とし，Wをそれにとっての認識可能世界とし，

ValW を Valで表し，T の可変子のW への意味付け λ 7→ λW によりWVal の T 型代数構造が定め
てあるものとし，Φを AからW への定付値とする．そうすると，意味写像Φ∗ ∈ A→WVal が定
まる．なおさらに，A,WVal,Wの代数構造を (αλ)λ∈Λ, (βλ)λ∈Λ, (ωλ)λ∈Λ∩Γ で表す．ただし，λ
が可変子の場合には，αλ と βλ は共に λで表す．

4.5.1 その定義
§第 4.3節では，AがWに対応付けられる仕組みを説明すると言いながら，作った意味写像Φ∗

は，AからW への写像ではなく AからWValへの写像であった．それは実は，Φ∗が Aの各元 a

をW の元にではなくW 上の関数に対応付けたのである．そのことをここで説明する．
まず，定理 3.15.1により Fvara は有限集合であるから，有限個の

、
　相
、
　異
、
　な
、
　る変数 x1, . . . , xn で

Fvara ⊆ {x1, . . . , xn} (4.5.1)

をみたすものがある．こういう相異なる変数列を aの自由変数列と呼ぶ．従って，自由変数列は一
意には定まらないし，aの自由変数列の中の変数がすべて実際に aに自由に現れるとは限らない．
なお，この説明はn = 0の場合を含む．この場合，{x1, . . . , xn}は空集合 ∅を意味し，従って (4.5.1)

は Fvara = ∅と同等である．こういう元 aを閉元と呼ぶ．

問題 4.5.1 a1, . . . , ak ∈ Aなら，これらに共通の自由変数列が存在する．

さて，σa = t, σxi = ti とする (i = 1, . . . , n)．このとき，Φ,aおよび x1, . . . , xn から関数

α ∈Wt1 × · · · ×Wtn→Wt
を作る．ただし n = 0の場合には，端書きに記した空集合律によりWt1 × · · · ×Wtn = {∅}である
ので，やはり端書きに記した一乗便法を適用してWt1 × · · · ×Wtn→WtをWtとみなす．従って
この場合には，αはWt の元であるが，これを 0変数の関数とみなす．
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関数 αは次のように作る．すなわち (w1, . . . , wn) ∈Wt1 × · · · ×Wtn のとき，x1, . . . , xn が相
異なって xiとwiが同型であるから，問題 4.3.1により，Valの元 vで vxi = wi (i = 1, . . . , n)を
みたすものがある．こういう vは唯一つとは限らないが，任意の一つを選んで

α(w1, . . . , wn) = (Φ∗a)v

とする．Φ∗a ∈ Val→Wt だから，右辺の値は確かに Wt に属す．定理 4.4.1 により，この値は
vxi = wi (i = 1, . . . , n)なる v ∈ Valの選び方に依らない．従って αは，確かに Φ,a, x1, . . . , xn

だけによって定まる n変数の関数である．そこでこの関数 αを，Φの下で x1, . . . , xn に関して a

が表現する関数，またはΦの下での x1, . . . , xn に関する aの表現関数と呼び，

aΦ(x1, . . . , xn)

で表す．この関数の (w1, . . . , wn) ∈Wt1 × · · · ×Wtn における値は aΦ(w1, . . . , wn)で表す（この
記法は，微分積分学で関数 f(x)の aにおける値を f(a)で表すのに似ている）．すなわち，形式的には

aΦ(w1, . . . , wn) =
(
aΦ(x1, . . . , xn)

)
(w1, . . . , wn) (4.5.2)

であり，具体的には

aΦ(w1, . . . , wn) = (Φ∗a)v
(
v ∈ Val, vxi = wi (i = 1, . . . , n)

)
である．ただしいずれの記法でも，上付のΦを省略する場合がある．つまり本書では，a(x1, . . . , xn)
なる記号は aの表現関数を表すのであり，aを表すのではない．論理学教本の中に，a(x1, . . . , xn)
で以て「変数列 x1, . . . , xnと関連させて捉えた元 a」としか呼べない

、
　い
、
　い
、
　加
、
　減
、
　な概念を表すものが

ある．そういう
、
　い
、
　い
、
　加
、
　減
、
　な記法とは厳格に区別されたい．

例 4.5.1 a ∈ Conとする．このとき，定理 3.16.2によりFvara = ∅であるから，任意の相異なる変数
の列x1, . . . , xnがaの自由変数列になり，表現関数aΦ(x1, . . . , xn)が出来る (n ≥ 0)．任意のv ∈ Val

に対して (4.3.3)により (Φ∗a)v = Φaが成り立つから，aΦ(x1, . . . , xn)は，Wσx1 × · · · ×Wσxn
上で定義され一定値Φa ∈Wσa をとる定値関数である（問題 4.5.3参照）．
x ∈ Varとする．このとき，定理 3.16.2により Fvarx = {x}であるから，x ∈ {x1, . . . , xn}なる

任意の相異なる変数の列 x1, . . . , xnが xの自由変数列になり，表現関数 xΦ(x1, . . . , xn)が出来る．
x = xi とする．そうすると，任意の v ∈ Valに対して (4.3.3)により (Φ∗x)v = vxi が成り立つか
ら，任意の (w1, . . . , wn) ∈ Wσx1 × · · · ×Wσxn に対して xΦ(w1, . . . , wn) = wi が成り立つ．つ
まり xΦ(x1, . . . , xn)は，Wσx1 × · · · ×Wσxn からWσxi へのいわゆる射影である．

問題 4.5.2 a ∈ Aの表現関数 aΦ(x1, . . . , xn)と (w1, . . . , wn) ∈Wσx1 × · · · ×Wσxn について次
の式が成り立つ．

aΦ(w1, . . . , wn) = (Φ∗a)

((
x1, . . . , xn

w1, . . . , wn

)
v

)
(v ∈ Val)

問題 4.5.3 x1, . . . , xnがa ∈ Aの自由変数列であれば，Wσx1×· · ·×WσxnからWσaへの関数 fで
任意の v ∈ Valに対して f(vx1, . . . , vxn) = (Φ∗a)v をみたすものは，aの表現関数 aΦ(x1, . . . , xn)
に限る．

問題 4.5.4 a, b ∈ Aについての次の三条件は同等である．
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1. Φ∗a = Φ∗bが成り立つ．

2. x1, . . . , xn が a, bに共通の自由変数列なら aΦ(x1, . . . , xn) = b
Φ(x1, . . . , xn)が成り立つ．

3. a, bに共通の自由変数列 x1, . . . , xn で aΦ(x1, . . . , xn) = b
Φ(x1, . . . , xn)なるものがある．

注意 4.5.1 問題 4.5.4 によれば，a, b ∈ A に共通の自由変数列 x1, . . . , xn で aΦ(x1, . . . , xn) =

bΦ(x1, . . . , xn)なるものがあることを a ∼Φ bで表せば，∼Φ は A上の同値関係であって，Φ∗ の
定める同値関係 =Φ∗ に等しい（第 3.9.2項参照）．つまり，Aの元をΦ∗による像の異同によって
類別することは，表現関数の異同によって類別することに等しい．この項冒頭で「Φ∗がAの各元
aをW の元にではなくW 上の関数に対応付けた」と言ったのはこの辺のことを指す．

問題 4.5.5 x1, . . . , xn を a ∈ Aの自由変数列とし，pを n次の置換とする (n ≥ 1)．そうすると，
xp1, . . . , xpnもaの自由変数列であるから，二つの表現関数aΦ(x1, . . . , xn), aΦ(xp1, . . . , xpn)が出
来る．これらをα,βと書けば，任意の (w1, . . . , wn) ∈Wσx1×· · ·×Wσxn に対してα(w1, . . . , wn)
= β(wp1, . . . , wpn)が成り立つ．

問題 4.5.6 a ∈ A とし，x ′1, . . . , x ′n, x1, . . . , xm を相異なる変数とし，x1, . . . , xm を a の自由変
数列とする．そうすると，x ′1, . . . , x ′n, x1, . . . , xm も aの自由変数列であるから，二つの表現関数
aΦ(x1, . . . , xm), aΦ(x ′1, . . . , x

′
n, x1, . . . , xm) が出来る．これらを α,β と書けば，Wσx ′

1
× · · · ×

Wσx ′
n
×Wσx1 × · · · ×Wσxm の任意の元 (w ′

1, . . . , w
′
n, w1, . . . , wm)に対して α(w1, . . . , wm) =

β(w ′
1, . . . , w

′
n, w1, . . . , wm)が成り立つ．

問題 4.5.7 aがAの閉元であれば，v ∈ Valによらず (Φ∗a)vは一定であり，従って aの表現関数
は定値関数である．

4.5.2 算法との関係
§ここでは，表現関数とA,Wの算法との関係を説明する．なお，この項の内容は第 4.6節の内
容と密接に関連している．

定理 4.5.1 a ∈ Aとし，x1, . . . , xnを aの自由変数列とする．このとき，表現関数 aΦ(x1, . . . , xn)
について次の三つのことが成り立つ．

1. a = αλ(a1, . . . , aj), λ ∈ Λ ∩ Γ なら，x1, . . . , xnは akの自由変数列でもあり (k = 1, . . . , j)，
表現関数 aΦ1 (x1, . . . , xn), . . . , a

Φ
j (x1, . . . , xn)は任意の (w1, . . . , wn) ∈Wσx1 × · · · ×Wσxn

に対して次の式をみたす．

aΦ(w1, . . . , wn) = ωλ
(
aΦ1 (w1, . . . , wn), . . . , a

Φ
j (w1, . . . , wn)

)
2. a = λb, λ ∈ Λ ∩ Γx, x ∈ Qvar − {x1, . . . , xn}なら，x, x1, . . . , xn は bの自由変数列であり，
表現関数 bΦ(x, x1, . . . , xn)は任意の (w1, . . . , wn) ∈Wσx1 × · · · ×Wσxn に対して

aΦ(w1, . . . , wn) = λW
(
bΦ(□, w1, . . . , wn)

)
をみたす．ただし記号 bΦ(□, w1, . . . , wn)は，各w ∈Wσxに bΦ(w,w1, . . . , wn) ∈Wσbを
対応させるWσx→Wσb の元を表し，これは λW の定義域に属す．
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3. a = λb, λ ∈ Λ∩ Γxiなら，x1, . . . , xnは bの自由変数列でもあり，表現関数 bΦ(x1, . . . , xn)
は任意の (w1, . . . , wn) ∈Wσx1 × · · · ×Wσxn に対して

aΦ(w1, . . . , wn) = λW
(
bΦ(w1, . . . , wi−1,□, wi+1, . . . , wn)

)
をみたす (i = 1, . . . , n)．ただし記号 bΦ(w1, . . . , wi−1,□, wi+1, . . . , wn)は，各 w ∈ Wσxi
に bΦ(w1, . . . , wi−1, w,wi+1, . . . , wn) ∈Wσbを対応させるWσxi→Wσbの元を表し，これ
は λW の定義域に属す．

証明 1. λ ∈ Λ ∩ Γ であるから，(4.1.1) により Prmλ = ∅，従って定理 3.16.4 により Fvara =⋃j
k=1 Fvar

ak，従って Fvarak ⊆ {x1, . . . , xn}が成り立つ．意味写像Φ∗ ∈ A→WVal は保型準写で
ある．また，任意の v ∈ Valに対して，射影 prv ∈WVal→WはU型代数系としての保型準写であ
る．このことと λ ∈ Λ ∩ Γ なることにより，次のように計算することができる．

aΦ(vx1, . . . , vxn) = (Φ∗a)v =
(
Φ∗(αλ(a1, . . . , aj)))v

= ωλ
(
(Φ∗a1)v, . . . , (Φ

∗aj)v
)
= ωλ

(
aΦ1 (vx1, . . . , vxn), . . . , a

Φ
j (vx1, . . . , vxn)

)
vがVal全体に亘って動くとき (vx1, . . . , vxn)は問題 4.3.1によりaΦ(x1, . . . , xn)とaΦk (x1, . . . , xn)
の定義域Wσx1 × · · · ×Wσxn の全体に亘って動くから，これで結論 1の式が証明された．
2. x, x1, . . . , xn も aの自由変数列であるから，問題 4.5.6により，結論 3の証明に帰着される．
3. (4.1.1)によりPrmλ = {xi}であるから，定理 3.16.4によりFvarb ⊆ {xi}∪Fvara ⊆ {x1, . . . , xn}

が成り立つ．a = λbであるから σa = λ(σb),従って t = σbは Tλ に属して σa = λtが成り立つ．
従って λW ∈ (Wσxi→Wσb)→Wσa であり，bΦ(w1, . . . , wi−1,□, wi+1, . . . , wn)は λW の定義域
に属す．vxi = wi (i = 1, . . . , n)なる v ∈ Valをとれば，任意のw ∈Wσxi に対して

(Φ∗b)
(
(xi/w)v

)
= bΦ(w1, . . . , wi−1, w,wi+1, . . . , wn)

が成り立つから (Φ∗b)
(
(xi/□)v

)
= bΦ(w1, . . . , wi−1,□, wi+1, . . . , wn)，従って

aΦ(w1, . . . , wn) = (Φ∗a)v =
(
Φ∗(λb)

)
v =

(
λ(Φ∗b)

)
v

= λW
(
(Φ∗b)

(
(xi/□)v

))
= λW

(
bΦ(w1, . . . , wi−1,□, wi+1, . . . , wn)

)
注意 4.5.2 Aの相異なる変数 x1, . . . , xn に対して，Aの元 aで Fvara ⊆ {x1, . . . , xn}なる条件を
みたすものの全体をA(x1, . . . , xn)で表す．また，W(x1, . . . , xn) =Wσx1 × · · · ×Wσxn と定める．
そうすると，A(x1, . . . , xn)の元 aの表現関数 aΦ(x1, . . . , xn)はW(x1, . . . , xn)→Wσa に属すか
ら，各 a ∈ A(x1, . . . , xn)に aΦ(x1, . . . , xn)を対応させる写像は，A(x1, . . . , xn)から

WW(x1,...,xn) =
⋃
t∈T

(
W(x1, . . . , xn)→Wt)

への写像である．この写像を記号Φ(x1, . . . , xn)で表す．他方，問題 3.16.3によりA(x1, . . . , xn)は
Aの台部分系であり，WW(x1,...,xn)はW の巾代数系として U型代数系である．そして定理 4.5.1

の結論 1は，写像 Φ(x1, . . . , xn)がU型代数系としての保型準写であることを示している．保型写
像であることは，aΦ(x1, . . . , xn)がW(x1, . . . , xn)→Wσa に属すことから分かる．準写であるこ
とは，λ ∈ Λ∩ Γ, a1, . . . , aj ∈ A(x1, . . . , xn)であって αλ(a1, . . . , aj)が定義されるとき，λに対応
するWW(x1,...,xn) 上の算法 γλ について(

αλ(a1, . . . , aj)
)Φ

(x1, . . . , xn) = γλ
(
aΦ1 (x1, . . . , xn), . . . , a

Φ
j (x1, . . . , xn)

)
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が成り立つことに他ならない．(4.5.2)とWW(x1,...,xn) からW への射影が保型準写であることか
ら，この式は，任意の (w1, . . . , wn) ∈W(x1, . . . , xn)に対して次の式が成り立つことと同等である．(

αλ(a1, . . . , aj)
)Φ

(w1, . . . , wn) = ωλ
(
aΦ1 (w1, . . . , wn), . . . , a

Φ
j (w1, . . . , wn)

)
(4.5.3)

そして定理 4.5.1の結論 1は，この式が確かに成り立つことを示している．なお，以上の説明は
n = 0の場合を含む．この場合，A(x1, . . . , xn)はAの閉元の全体であり，W(x1, . . . , xn) = {∅}で
あり，端書きの一乗便法によればWW(x1,...,xn) =W となる．

例 4.5.2 注意 4.5.2 において，(A, T, σ,Prm) を一階述語言語とし，W をブール的認識可能世界
とする．そうすると，変数の型は ϵだけなので，W(x1, . . . , xn) = Wn

ϵ となる．従って，a, bが
A(x1, . . . , xn)に属す論理式であれば，Φの下での a, b, a∧bの表現関数

aΦ(x1, . . . , xn) bΦ(x1, . . . , xn) (a∧b)Φ(x1, . . . , xn)

は，Wn
ϵ 上で定義されWϕの中に値を持つ．そして (4.5.3)により，任意の (w1, . . . , wn) ∈Wn

ϵ に
対して

(a∧b)Φ(w1, . . . , wn) = a
Φ(w1, . . . , wn)∧b

Φ(w1, . . . , wn)

が成り立つ．ただし，右辺の ∧はWϕ (= T)での算法 u∧ v = inf {u, v}を表す．従って，

(a∧b)Φ(w1, . . . , wn) = 1 ⇐⇒ aΦ(w1, . . . , wn) = 1
、
　か
、
　つ bΦ(w1, . . . , wn) = 1

が成り立つ．つまり，ブール子∧が「かつ」に相当している．同様に，残りのブール子∨,♢,⇒が
それぞれ「または」「ではない」「ならば」に相当していることが分かる． 終

λ ∈ Λ − Γ については，ωλ なる算法がないのだから，(4.5.3)と同じ式はもちろん成立しない．
どういうことが成り立つかを調べるために，λ ∈ Γx (x ∈ Qvar), t ∈ Tλ, b ∈ A(x1, . . . , xn)t で
あって x ∈ {x1, . . . , xn}が成り立つとしよう．たとえば x = x1とする．このとき，bΦ(x1, . . . , xn)
はW(x1, . . . , xn)→Wt に属し，b ∈ Dom λであって定理 3.16.4により x2, . . . , xn が λbの自由変
数列であるから，表現関数 (λb)Φ(x2, . . . , xn) ∈W(x2, . . . , xn)→Wλtが定まる．そして定理 4.5.1

の結論 2によれば，任意の (w2, . . . , wn) ∈W(x2, . . . , xn)に対して次の式が成り立つ．

(λb)Φ(w2, . . . , wn) = λW
(
bΦ(□, w2, . . . , wn)

)
(4.5.4)

ただし，bΦ(□, w2, . . . , wn)は各 w ∈Wσx に bΦ(w,w2, . . . , wn) ∈Wt を対応させるWσx→Wt
の元を表す．

例 4.5.3 例 4.3.2の意味での極量子 ∀x, ∃xについては，上の説明で tと λtに当たるものは共にϕな
ので，bΦ(x1, . . . , xn)はW(x1, . . . , xn)→Wϕに属し，(∀xb)Φ(x2, . . . , xn)と (∃xb)Φ(x2, . . . , xn)
はW(x2, . . . , xn)→Wϕ に属して，(4.5.4)から次の二式が得られる．

(∀xb)Φ(w2, . . . , wn) = inf {bΦ(w,w2, . . . , wn) | w ∈Wσx}

(∃xb)Φ(w2, . . . , wn) = sup {bΦ(w,w2, . . . , wn) | w ∈Wσx}

つまり，次の二つのことが成り立つ．

(∀xb)Φ(w2, . . . , wn) = 1 ⇐⇒ 、
　全
、
　て
、
　のw ∈Wσx に対して bΦ(w,w2, . . . , wn) = 1

(∃xb)Φ(w2, . . . , wn) = 1 ⇐⇒ bΦ(w,w2, . . . , wn) = 1なるw ∈Wσxが
、
　存
、
　在
、
　す
、
　る
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例 4.5.4 例 4.3.3の意味での抽象子 Ωxについては，上の説明で tとWλt に当たるものは ϕと
Wσx→Wϕ なので，bΦ(x1, . . . , xn) ∈ W(x1, . . . , xn)→Wϕ, (Ωxb)Φ(w2, . . . , wn) ∈ Wσx→Wϕ
であって，任意のw ∈Wσx に対して (4.5.4)から次の式が得られる．(

(Ωxb)Φ(w2, . . . , wn)
)
w = bΦ(w,w2, . . . , wn) (4.5.5)

あるいは，Wϕ = Tに留意して (Ωxb)Φ(w2, . . . , wn) ∈Wσx→WϕをWσxの部分集合とみなせば，
(Ωxb)Φ(w2, . . . , wn) 3 w ⇐⇒ bΦ(w,w2, . . . , wn) = 1

従って次のようにみなすことができる．

(Ωxb)Φ(w2, . . . , wn) =
{
w ∈Wσx

∣∣ bΦ(w,w2, . . . , wn) = 1}
問題 4.5.8 x /∈ {x1, . . . , xn}のときには (4.5.4)に代わってどういう式が成り立つか．

例 4.5.5 (A, T, σ,Prm)にとっての認識可能世界Wとして言語世界AΛ∩Γ をとる．ただし以後は，
AΛ∩Γ も A で表す．また，各可変子を例 4.3.4 でのように意味付け，A から A への定付値 Φ と
して idCon をとる．そうすると，Aの各元 aの Φの下での表現関数 aΦ(x1, . . . , xn)は，任意の
(c1, . . . , cn) ∈ Aσx1 × · · · ×Aσxn に対して

aΦ(c1, . . . , cn) = a

(
x1, . . . , xn

c1, . . . , cn

)
(4.5.6)

をみたす．ただし，右辺の
(
x1, . . . , xn

c1, . . . , cn

)
は代入を表す．これは，r = rkaについての帰納法によっ

て次のように証明される．まず r = 0の場合，a ∈ Conなら両辺はΦa (= a)に等しく，a ∈ Var

なら a = xi なる iがあって両辺は ci に等しい．そこで r ≥ 1とする．この場合，定理 4.5.1の結
論 1, 2, 3に沿って次のように考えればいい．
a = αλ(a1, . . . , aj), λ ∈ Λ ∩ Γ なら，x1, . . . , xnは akの自由変数列でもあり (k = 1, . . . , j)，表

現関数 aΦ1 (x1, . . . , xn), . . . , a
Φ
j (x1, . . . , xn)は任意の (c1, . . . , cn) ∈Wσx1 × · · · ×Wσxn に対して

aΦ(c1, . . . , cn) = αλ
(
aΦ1 (c1, . . . , cn), . . . , a

Φ
j (c1, . . . , cn)

)
をみたす．帰納法の仮定により aΦk (c1, . . . , cn) = ak

(
x1, . . . , xn

c1, . . . , cn

)
, (k = 1, . . . , j) であって

Prmλ = ∅であるから，代入の定義 (3.17.2)により (4.5.6)が成り立つ．
a = λb, λ ∈ Λ ∩ Γx, x ∈ Qvar − {x1, . . . , xn}なら，x, x1, . . . , xn は bの自由変数列であり，表
現関数 bΦ(x, x1, . . . , xn)は任意の (c1, . . . , cn) ∈ Aσx1 × · · · ×Aσxn に対して

aΦ(c1, . . . , cn) = λA
(
bΦ(□, c1, . . . , cn)

)
= λ
(
bΦ(x, c1, . . . , cn)

)
をみたす．帰納法の仮定と補題 3.17.3によりbΦ(x, c1, . . . , cn) = b

(
x1, . . . , xn

c1, . . . , cn

)
であってPrmλ =

{x}であるから，代入の定義 (3.17.2)により (4.5.6)が成り立つ．
a = λb, λ ∈ Λ ∩ Γxiなら，x1, . . . , xnは bの自由変数列でもあり，表現関数 bΦ(x1, . . . , xn)は

任意の (c1, . . . , cn) ∈ Aσx1 × · · · ×Aσxn に対して

aΦ(c1, . . . , cn) = λA
(
bΦ(c1, . . . , ci−1,□, ci+1, . . . , cn)

)
= λ
(
bΦ(c1, . . . , ci−1, xi, ci+1, . . . , cn)

)
をみたす (i = 1, . . . , n)．帰納法の仮定と補題 3.17.3により bΦ(c1, . . . , ci−1, xi, ci+1, . . . , cn) =

b

(
x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn

c1, . . . , ci−1, ci+1, . . . , cn

)
であって Prmλ = {xi}であるから，代入の定義により (4.5.6)が成

り立つ．なお，この例は高岡洋介氏の指摘に基づく． 終
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表現関数と算法との関係の，これまでに説明したのとはちょっと違う側面を指摘しておく．すな
わち，W の算法ωλ (λ ∈ Λ ∩ Γ)の定義域がWt1 × · · · ×Wtn を含むとすると，ωλの定義域を制
限することによって関数

ω ′
λ ∈Wt1 × · · · ×Wtn→Wt (

t = λ(t1, . . . , tn)
)

が出来る．ただし，λに対応する T 上の算法を λで表した．他方で，相異なる変数 x1, . . . , xn で
σxi = ti (i = 1, . . . , n)なるものがあれば，σが厳密であるから (x1, . . . , xn) ∈ Domαλであり，定
理 3.16.4と定理 3.16.2により x1, . . . , xn は αλ(x1, . . . , xn)の自由変数列であるから，表現関数(

αλ(x1, . . . , xn)
)Φ

(x1, . . . , xn) ∈Wt1 × · · · ×Wtn→Wt
が定まる．式 (4.5.3)と例 4.5.1によれば，これら二つの関数が実は等しいことが分かる．

問題 4.5.9 (A, T, σ,Prm)が一階述語言語なら（例 4.1.2参照），次の二つのことが成り立つ．

1. fが T の n変数関数記号なら，fに対応するW上の算法はWn
ϵ→Wϵの元とみなせる．そう

みなしたものを fW で表す．他方，x1, . . . , xnが相異なる変数なら，Aの項 f(x1, . . . , xn)が
出来て x1, . . . , xnはその自由変数列となる．この項の x1, . . . , xnに関する表現関数は fW に
等しい．

2. pが T の n変数述語記号なら，pに対応するW 上の算法はWn
ϵ→Wϕ の元とみなせる．そ

うみなしたものを pW で表す．他方，x1, . . . , xnが相異なる変数なら，Aの式 p(x1, . . . , xn)

が出来て x1, . . . , xnはその自由変数列となる．この式の x1, . . . , xnに関する表現関数は pW

に等しい．

4.5.3 代入合成定理
§ ここでは代入と表現関数の関係を説明する．

定理 4.5.2 (代入合成定理) a, c1, . . . , cm ∈ Aとし，x1, . . . , xm を aの自由変数列とし，ci と xi

は同型である (i = 1, . . . ,m)として

b = a

(
x1, . . . , xm

c1, . . . , cm

)
と定め，y1, . . . , ynを c1, . . . , cmの自由変数列とする．そうすると，y1, . . . , ynはbの自由変数列で
もある．また，aにおいて xiが ciから自由 (i = 1, . . . ,m)なら，bΦ(y1, . . . , yn)はaΦ(x1, . . . , xm)

と c1Φ(y1, . . . , yn), . . . , cmΦ(y1, . . . , yn)の合成関数に等しい．つまり，各 (w1, . . . , wn) ∈Wσy1×
· · · ×Wσyn に対して次の式が成り立つ．

bΦ(w1, . . . , wn) = a
Φ
(
c1
Φ(w1, . . . , wn), . . . , cm

Φ(w1, . . . , wn)
)

証明 Fvarb ⊆ {y1, . . . , yn}なることは定理 3.17.1系から直ちに分かる．aにおいて xi が ci から
自由であるという仮定の下では，定理 4.4.2と問題 4.5.2を使って次のように計算することができ
る．すなわち，任意の v ∈ Valに対して

bΦ(vy1, . . . , vyn) = (Φ∗b)v =

(
Φ∗
(
a

(
x1, . . . , xm

c1, . . . , cm

)))
v
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= (Φ∗a)

((
x1, . . . . . . . . . , xm

(Φ∗c1)v, . . . , (Φ∗cm)v

)
v

)
= aΦ

(
(Φ∗c1)v, . . . , (Φ

∗cm)v
)
= aΦ

(
c1
Φ(vy1, . . . , vyn), . . . , cm

Φ(vy1, . . . , vyn)
)

vがVal全体に亘って動くとき (vy1, . . . , vyn)は問題 4.3.1によりbΦ(y1, . . . , yn)と cΦi (y1, . . . , yn)
の定義域Wσy1 × · · · ×Wσyn の全体に亘って動くから，これで定理は証明された．

系 x1, . . . , xnを a ∈ Aの自由変数列とし，y1, . . . , ynは相異なる変数であって yiは xiと同型で
ある (i = 1, . . . , n)として

b = a

(
x1, . . . , xn

y1, . . . , yn

)
と定める．このとき，y1, . . . , yn は bの自由変数列である．また，aにおいて xi が yi から自由
(i = 1, . . . , n)なら，bΦ(y1, . . . , yn) = aΦ(x1, . . . , xn)が成り立つ．

証明 定理 4.5.2においてm = n, ci = yi (i = 1, . . . , n)として例 4.5.1と合わせれば証明される．

系 2 a ∈ Aが変数 x1, . . . , xn, y1, . . . , yn に関して b ∈ Aと相似であって x1, . . . , xn が aの自由
変数列であれば，y1, . . . , ynは bの自由変数列であって bΦ(y1, . . . , yn) = a

Φ(x1, . . . , xn)が成り
立つ．

証明 「相似」の定義 3.17.2により系の仮定の条件がすべてみたされるからである．

定理 4.5.3 a ∈ Aが変数 x, yに関して b ∈ Aと相似であって，可変子 λ ∈ Γxと µ ∈ ΓyのW で
の意味 λW と µW が等しく（例 4.3.2, 例 4.3.3参照），a ∈ Dom λ, b ∈ Domµであるとする．こ
のときΦ∗(λa) = Φ∗(µb)が成り立つ．また，z1, . . . , zn が λaの自由変数列であれば，z1, . . . , zn
は µbの自由変数列でもあって，表現関数について (λa)Φ(z1, . . . , zn) = (µb)Φ(z1, . . . , zn) が成り
立つ（定理 4.8.11参照）．

証明 「相似」の定義 3.17.2により，x, yは相異なるが型は等しく，b = a(x/y)が成り立ち，yは
aに自由に現れず，aにおいて xは yから自由である．また，任意の v ∈ Valとw ∈Wσx (=Wσy)

をとって v ′ = (y/w)vと定めると，意味写像の条件 (4.3.3)と値換の定義により (Φ∗y)v ′ = wが成
り立ち, (4.4.1)により (x/w)v ′ = (y/w)(x/w)vが成り立つ．これらのことと定理 4.4.2および定理
4.4.1を使って次のように計算することができる．

(Φ∗b)
(
(y/w)v

)
= (Φ∗b)v ′ =

(
Φ∗(a(x/y)))v ′ = (Φ∗a)

(
(x/w)v ′

)
= (Φ∗a)

(
(x/w)v

)
これは，任意の v ∈ Valに対して (Φ∗b)

(
(y/□)v

)
= (Φ∗a)

(
(x/□)v

)の成り立つことを示す．従って(
Φ∗(µb)

)
v =

(
µ(Φ∗b)

)
v = µW

(
(Φ∗b)

(
(y/□)v

))
= λW

(
(Φ∗a)

(
(y/□)v

))
=
(
λ(Φ∗a)

)
v =

(
Φ∗(λa)

)
v

が成り立つ．これでΦ∗(λa) = Φ∗(µb)が示された．自由変数列についての結論は定理 3.17.8系に
より成り立つ．以上二つの結論から表現関数についての結論が導かれる． 終
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4.5.4 閉元の意味 (✓)

§ ここでは閉元の
、
　関
、
　数
、
　的意味について付言する．ただし，この概念の意義は未知である．

第 4.5節で述べた通り，Aの元 aが Fvara = ∅をみたすとき，aは閉元であると言う．問題 4.5.7

によれば，閉元 aの表現関数 aΦ(x1, . . . , xn)は定値関数である．このことは，表現関数が閉元間
の差違をほとんど写し出さないことを示す．これに対して以下に定義する閉元の意味関数は，閉元
間の差違をより忠実に写し出し，この意味関数を経由することにより，閉元間の「意味の異同」を
定義することができる．ただし意味関数を定義するには，各 t ∈ T に対して Vart が可算個の元を
含む（このことをここでは「Aには変数が十分に有る」と表現する）ことが必要である．
閉元 aの意味関数は一意には定まらず，相異なる定数の列 c1, . . . , cn を一つ選ぶごとに，一つ

の意味関数が定まる．そこで，こういう定数列を意味指標と呼ぶ．意味の違いを指し示す標（しる
し）の意味である．
閉元aの意味指標 c1, . . . , cnに関する意味関数を次の様に定める．まず，相異なる変数 x1, . . . , xn

であって次の二条件をみたすものが存在する．

1. xi は ci と同型である (i = 1, . . . , n)．

2. aにおいて任意の s ∈ Prmは xi から自由である (i = 1, . . . , n)．

なぜなら，変数は十分に有ると仮定し定理 3.15.2によりΛaは有限集合であるから，Var−PrmΛ
aの

中の相異なる変数 x1, . . . , xnで条件 1をみたすものがある．定理 3.16.2により Prmxifree∩PrmΛ
a

⊆
{xi} ∩ PrmΛ

a

= ∅ が成り立つから，定理 3.16.7により x1, . . . , xn は条件 2もみたす．
そこで，aにおいて ci に xi を代入して出来た元を bとする．すなわち

b = a

(
c1, . . . , cn

x1, . . . , xn

)
このとき，定理 3.17.1 系と定理 3.16.2 および a が閉元であることにより Fvarb ⊆ {x1, . . . , xn}

が成り立つから，表現関数 bΦ(x1, . . . , xn)が定まる．後で証明するが，この関数は x1, . . . , xn の
選び方に依らずに a,Φ, c1, . . . , cnだけに依って決まる．そこでこの関数を，Φの下での意味指標
c1, . . . , cn に関する aの意味関数と呼び，これを ac1,...,cn,Φ で表す．すなわち，

ac1,...,cn,Φ =

(
a

(
c1, . . . , cn

x1, . . . , xn

))Φ
(x1, . . . , xn)

そして，Aの閉元 a1, a2 の任意の意味指標 c1, . . . , cn に関する意味関数 ac1,...,cn,Φ1 , ac1,...,cn,Φ2

が等しいとき，Φの下で a1, a2 の意味は同じであるとか，a1, a2 は同意であるとか言う．

問題 4.5.10 意味が同じという関係は同値関係である．

「意味が同じ」とは如何なることかをこう定義しても，「意味」とは何かは定義しない．座標系の
「向き」そのものは定義せず，「向きが同じ」とは如何なることかを定義するのと同様である．強い
て「意味」を定義するなら，「同意」という同値関係による同値類それぞれが「意味」である．
関数 bΦ(x1, . . . , xn) が x1, . . . , xn の選び方に依らないことを証明するために，相異なる変数

y1, . . . , yn を，x1, . . . , xn と同様に二条件

1. yi は ci と同型である (i = 1, . . . , n)

2. aにおいて任意の s ∈ Prmは yi から自由である (i = 1, . . . , n)
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をみたすようにとり c = a

(
c1, . . . , cn

y1, . . . , yn

)
と定める．このとき，xi 6� aであって aにおいて ciが

xi から自由であるから，定理 3.17.3により次の式が成り立つ．

b

(
x1, . . . , xn

y1, . . . , yn

)
= a

(
c1, . . . , cn

x1, . . . , xn

)(
x1, . . . , xn

y1, . . . , yn

)
= a

(
c1, . . . , cn

y1, . . . , yn

)
= c

また，i, j = 1, . . . , nに対して aにおいて xi と cj が yi から自由であり，定理 3.16.5により xj に
おいて xi は yi から自由であるから，定理 3.17.2系により，bにおいて xi は yi から自由である
(i = 1, . . . , n)．従って定理 4.5.2系により，cΦ(y1, . . . , yn) = bΦ(x1, . . . , xn)が成り立つ．

問題 4.5.11 Aの閉元 a，意味指標 c1, . . . , cn，および v ∈ Valについて次の式が成り立つ．

(ac1,...,cn,Φ)(Φc1, . . . , Φcn) = (Φ∗a)v

略解 意味関数の定義のときと同じ記号を使えば，定理 3.17.3により b

(
x1, . . . , xn

c1, . . . , cn

)
= aが成り

立ち定理 3.17.2により bにおいて xiが ciから自由であることが分かるので，定理 4.4.2を使って
の次の計算で，上記の式の成り立つことが確かめられる．

(ac1,...,cn,Φ)(Φc1, . . . , Φcn) = (Φ∗b)

((
x1, . . . , xn

Φc1, . . . , Φcn

)
v

)
= (Φ∗b)

((
x1, . . . . . . . . . , xn

(Φ∗c1)v, . . . , (Φ∗cn)v

)
v

)
=

(
Φ∗
(
b

(
x1, . . . , xn

c1, . . . , cn

)))
v = (Φ∗a)v

4.6 表現可能関数
＄前節から引き続いて，(A, T, σ,Prm)を形式言語とし，Wをそれにとっての認識可能世界とし，

ValW をValで表し，T の可変子のWへの意味付け λ 7→ λW によりWValの T 型代数構造が定めて
あるものとし，ΦをAからWへの定付値とする．また，A,Wの代数構造を (αλ)λ∈Λ, (ωλ)λ∈Λ∩Γ

で表す．ただし，λが可変子の場合には，αλ は λで表す．
第 4.5.1項では，Φが Aの各元 aにW上の表現関数 aΦを対応させることを知った．そうする

と当然起きるのは，「W上の関数の中のどれだけがAの元に表現関数として対応付けられるか」と
いう疑問である．この節ではこの疑問に答える．
なおこれには，相異なる「論理系」の比較への応用という狙いもある [5]．つまり，(A ′, T ′, σ ′,Prm ′)

を (A, T, σ,Prm)と異なる形式言語としW ′をA ′にとっての認識可能世界とすれば，AとA ′同士
もW とW ′同士も，同類の代数系とは限らないから準写や擬写によって比較することはできない
（第 3.14節参照）．しかし，AとA ′の元から出来るWとW ′上の表現関数を調べ比較することに
よって間接的に，A,W と A ′,W ′ を比較できる可能性があるのである（第 5.8節参照）．

定義 4.6.1 ある t1, . . . , tn, t ∈ T に対しWの ti部分Wti (i = 1, . . . , n)の直積Wt1 × · · · ×Wtn
上で定義されWの t部分Wtの中に値を持つ関数を，W上の型に適合した関数または型関数と呼
ぶ．ただし，n = 0の場合も含め，0変数の型関数はW の元を意味するものとする．

[5]論理系の概念は第 4.7 節で正式に定義する．
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例 4.6.1 Wt1 × · · · ×Wtn 上で定義され一定値w ∈W をとる関数は型関数である．これを

(t1, . . . , tn)/w

で表す．また，Wt1 × · · · ×Wtn からWti への射影 (w1, . . . , wn) 7→ wiも型関数である．これを

(t1, . . . , tn) ↓ i
で表す (n ≥ 1; i = 1, . . . , n)．
第4.5節によれば，Φの下でa ∈ Aが表現する関数は型関数である．また，Wの算法ωλ (λ ∈ Λ∩Γ)

がWt1×· · ·×Wtn ⊆ Domωλをみたせば，ωλの定義域を制限することによってWt1×· · ·×Wtn
からWλ(t1,...,tn) への型関数が出来る．ただし，λに対応する T の算法を λで表した．
型関数の合成も型関数である．つまり，Hi ∈ Wt1 × · · · ×Wtn→Wui (i = 1, . . . ,m) と G ∈

Wu1 × · · · ×Wum→Wt を型関数とすれば，合成関数
F(w1, . . . , wn) = G

(
H1(w1, . . . , wn), . . . , Hm(w1, . . . , wn)

)
はWt1 × · · · ×Wtn からWt への型関数である．以後，型関数に限らず，上式のような合成 Fは

G ◦ (H1, . . . , Hm)

で表す．ただし，m ≥ 1とする．

定義 4.6.2 型関数 Fに対して Aの元 a と aの自由変数列 x1, . . . , xn で F = aΦ(x1, . . . , xn)なる
ものがあるとき，Φの下で aは Fを表現するとか Fは aによって表現されるとか言う．また，型
関数 FがΦの下でAのある元によって表現されるとき，FはΦの下で表現可能であると言う．誤
解の恐れのない場合には，「Φの下で」は省略する．

例 4.6.2 a ∈ Aの表現関数は aによって表現される．また例 4.5.1により，x1, . . . , xnが
、
　相
、
　異
、
　な
、
　る

変数であるとき，各w ∈ Φ(Con)に対して定値関数 (σx1, . . . , σxn)/wは，w = Φaなる a ∈ Con

によって表現され，射影 (σx1, . . . , σxn) ↓ iは xi によって表現される (i = 1, . . . , n)．また，例
4.6.1 で触れた ωλ (λ ∈ Λ ∩ Γ) の定義域をWt1 × · · · ×Wtn に制限して得られる型関数は，第
4.5.2項の最後に示した通り，相異なる変数 x1, . . . , xn で σxi = ti (i = 1, . . . , n)なるものがあれ
ば αλ(x1, . . . , xn)によって表現される．

問題 4.6.1 型関数 G ∈ Wt1 × · · · ×Wtn→Wt (n ≥ 1)と n次の置換 pに対して，型関数 pG ∈
Wtp1 × · · · ×Wtpn→Wt を次のように定義する（これを Gの pによる置換と呼ぶ）．

(pG)(wp1, . . . , wpn) = G(w1, . . . , wn)

そうすると，G = aΦ(x1, . . . , xn)であれば，pG = aΦ(xp1, . . . , xpn)が成り立つ．

略解 問題 4.5.5 により任意の (w1, . . . , wn) ∈ Wt1 × · · · × Wtn に対して G(w1, . . . , wn) =(
aΦ(xp1, . . . , xpn)

)
(wp1, . . . , wpn)が成り立つからである．

問題 4.6.2 型関数 G ∈ Wt1 × · · · ×Wtm→Wt と t ′1, . . . , t
′
n ∈ T に対して，型関数 F ∈ Wt ′

1
×

· · · ×Wt ′n ×Wt1 × · · · ×Wtm→Wt を次のように定義する（これを Gの誇張と呼ぶ）．

F(w ′
1, . . . , w

′
n, w1, . . . , wm) = G(w1, . . . , wm)

そうすると，相異なる変数 x ′1, . . . , x
′
n, x1, . . . , xm で σx ′j = t

′
j (j = 1, . . . , n), G = aΦ(x1, . . . , xm)

なるものがあれば，F = aΦ(x ′1, . . . , x ′n, x1, . . . , xm)が成り立つ．
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略解 問題 4.5.6により任意の (w ′
1, . . . , w

′
n, w1, . . . , wm) ∈Wt ′

1
× · · · ×Wt ′n ×Wt1 × · · · ×Wtm

に対してG(w1, . . . , wm) =
(
aΦ(x ′1, . . . , x

′
n, x1, . . . , xm)

)
(w ′
1, . . . , w

′
n, w1, . . . , wm) が成り立つか

らである．

定義 4.6.3 この節では，表現可能な型関数を具体的に特定することを目標にする．特定結果を簡
潔に説明するために次のように定める．
(1) 不変子 λ ∈ Λ∩ Γ と型関数Gk ∈Wt1 × · · · ×Wtn→Wuk (k = 1, . . . , j)がWu1 × · · · ×Wuj ⊆

Domωλ をみたすとき，記号 λ(G1, . . . , Gj)は合成関数ωλ ◦ (G1, . . . , Gj)を表す．すなわち(
λ(G1, . . . , Gj)

)
(w1, . . . , wn) = ωλ

(
G1(w1, . . . , wn), . . . , Gj(w1, . . . , wn)

)
これはWt1 × · · · ×Wtn からWλ(u1,...,uj) への型関数である．

(2) 可変子 λ ∈ Λ ∩ Γx (x ∈ Var)と t ∈ Tλ と型関数 G ∈ Wt1 × · · · ×Wtn→Wt (n ≥ 1)に対し
σx = tiなる i ∈ {1, . . . , n}があるとき，記号 ♭λ,iGは，Wt1×· · ·×Wti−1×Wti+1×· · ·×Wtn
からWλt への型関数で

(♭λ,iG)(w1, . . . , wi−1, wi+1, . . . , wn) = λW
(
G(w1, . . . , wi−1,□, wi+1, . . . , wn)

)
なるものを表す．ただし記号 G(w1, . . . , wi−1,□, wi+1, . . . , wn)は，各w ∈Wti (=Wσx)に
G(w1, . . . , wi−1, w,wi+1, . . . , wn) ∈Wt を対応させるWσx→Wt の元を表す．

(3) 可変子 λ ∈ Λ∩ Γx (x ∈ Var)と t = σxと u ∈ λ(Tλ)および型関数G ∈Wt1 × · · · ×Wtn→Wu
と i ∈ {1, . . . , n+ 1}に対して，記号 ♯t,iGは，Wt1 × · · · ×Wti−1 ×Wt ×Wti × · · · ×Wtn か
らWu への型関数で

(♯t,iG)(w1, . . . , wi−1, w,wi, . . . , wn) = G(w1, . . . , wn)

なるものを表す．なお，これは Gの誇張の置換の一つである．

(4) 型関数の全体を「typed function」に因んで TF で表し，Φ の下で表現可能な型関数の全体
を TFΦ で表す．そうすると，型関数の組み G1, . . . , Gj または単独の型関数 G から型関数
λ(G1, . . . , Gj)または ♭λ,iGもしくは ♯t,iG を作る操作と型関数の合成や置換を作る操作は，い
ずれも TF上の算法とみなされる．そこで，TFにこの五種類の算法を与えて代数系とみなす．
つまり TFの代数構造は，合成算法と置換算法と次の三種の算法から成る．

(a) 算法 λ ∈ Λ ∩ Γ (Domωλ 6= ∅)：これは，ωλ の項数を jで表すとき，型関数 Gk ∈Wt1 ×
· · · ×Wtn→Wuk (k = 1, . . . , j) の組みG1, . . . , GjでWu1 × · · · ×Wuj ⊆ Domωλをみた
すものに施され，型関数ωλ ◦ (G1, . . . , Gj) ∈Wt1 × · · · ×Wtn→Wλ(u1,...,uj) を生ずる．

(b) 算法 ♭λ,i (λ ∈ Λ ∩ ΓVar, i = 1, 2, . . .)：これは，λ ∈ Λ ∩ Γx (x ∈ Var)のとき，型関数
G ∈Wt1 × · · · ×Wtn→Wt で t ∈ Tλ と i ≤ nと σx = ti をみたすものに施され，次式を
みたす型関数 ♭λ,iG ∈Wt1 × · · · ×Wti−1 ×Wti+1 × · · · ×Wtn→Wλt を生ずる．

(♭λ,iG)(w1, . . . , wi−1, wi+1, . . . , wn) = λW
(
G(w1, . . . , wi−1,□, wi+1, . . . , wn)

)
(c) 算法 ♯t,i (t ∈ T, Qvart 6= ∅, i = 1, 2, . . .)：これは，型関数G ∈Wt1 × · · · ×Wtn→Wuで

i − 1 ≤ nかつある λ ∈ Λ ∩ Γx (x ∈ Qvart)に対し u ∈ λ(Tλ)をみたすものに施され，次
式をみたす型関数 ♯t,iG ∈Wt1 × · · · ×Wti−1 ×Wt ×Wti × · · · ×Wtn→Wu を生ずる．

(♯t,iG)(w1, . . . , wi−1, w,wi, . . . , wn) = G(w1, . . . , wn)
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(5) 記号 PFΦ で次の二種類の型関数の全体を表す（記号「PF」は「primitive function」に因む）．

(a) 相異なる変数列 x1, . . . , xn (n ≥ 0) とw ∈ Φ(Con)で定まる定値関数 (σx1, . . . , σxn)/w

(b) 相異なる変数列 x1, . . . , xn (n ≥ 1)と i ∈ {1, . . . , n} で定まる射影 (σx1, . . . , σxn) ↓ i
そして，代数系 TFにおける PFΦ の算包を [PFΦ]で表し，また，TF の代数構造から合成算
法と置換算法をすべて除いて出来る算部分系における PFΦ の算包を 〈PFΦ〉で表す．

例 4.6.3 定義 4.6.3の (4)における算法 ♭λ,iは，可変子 λが例 4.3.2の全称子 ∀xまたは存称子 ∃x
の場合には，Tλ = {ϕ}, λϕ = ϕであるので，型関数G ∈Wt1×· · ·×Wtn→Wϕで i ≤ nと σx = ti
をみたすものに施されて型関数 ♭∀x,iG, ♭∃x,iG ∈ Wt1 × · · · ×Wti−1 ×Wti+1 × · · · ×Wtn→Wϕ
を生じ，これらは次式をみたす．

(♭∀x,iG)(w1, . . . , wi−1, wi+1, . . . , wn) = inf {G(w1, . . . , wi−1, w,wi+1, . . . , wn) | w ∈Wσx}

(♭∃x,iG)(w1, . . . , wi−1, wi+1, . . . , wn) = sup {G(w1, . . . , wi−1, w,wi+1, . . . , wn) | w ∈Wσx}

算法 ♭λ,i はまた，λ が例 4.3.3 の抽象子 Ωx の場合には，Tλ = {ϕ}, Wλϕ = Wσx→Wϕ である
ので，型関数 G ∈ Wt1 × · · · ×Wtn→Wϕ で i ≤ nと σx = ti をみたすものに施されて型関数
♭Ωx,iG ∈Wt1×· · ·×Wti−1×Wti+1×· · ·×Wtn→(Wσx→Wϕ)を生じ，次式をみたす (w ∈Wσx)．(

(♭Ωx,iG)(w1, . . . , wi−1, wi+1, . . . , wn)
)
w = G(w1, . . . , wi−1, w,wi+1, . . . , wn)

以下この節では，表現関数の表示における上付のΦは省略する．

補題 4.6.1 λ ∈ Λ ∩ Γ と a1, . . . , aj ∈ Aについての次の二条件は同等である．

1. (a1, . . . , aj) ∈ Domαλ 2. Wσa1 × · · · ×Wσaj ⊆ Domωλ

また，これら同等な条件の下で Domωλ 6= ∅が成り立つ．

証明 λに対応する T の算法を λで表せば，条件 1, 2とも (σa1, . . . , σaj) ∈ Dom λと同等である
（問題 3.4.4参照）．後半は問題 4.3.8による．

定理 4.6.1 TFΦ ⊆ 〈PFΦ〉が成り立つ．

証明 任意の a ∈ Aの表現関数 F = a(x1, . . . , xn) が 〈PFΦ〉に属すことを示せばいいが，これを
aの階数 rについての帰納法で行なう．σxi = ti とする (i = 1, . . . , n)．
(1) r = 0 の場合：a ∈ Prm = Con ∪ Var である．a ∈ Con なら，例 4.5.1 により F =

(t1, . . . , tn)/Φa が成り立つ．a ∈ Var なら，定理 3.16.2 により a ∈ Fvara なので a = xi なる
xiがあって，同じ例によって F = (t1, . . . , tn) ↓ iが成り立つ．いずれにしても F ∈ PFΦ ⊆ 〈PFΦ〉
が成り立つ．
(2) r ≥ 1の場合：定理 4.5.1の結論 1, 2, 3に沿って次のように考えればいい．
(2.1) a = αλ(a1, . . . , aj), λ ∈ Λ∩ Γ の場合：定理 4.5.1の結論 1と補題 4.6.1により，x1, . . . , xn

は ak の自由変数列であり (k = 1, . . . , j)，Gk = ak(x1, . . . , xn)と定めれば，

F = a(x1, . . . , xn) = ωλ ◦
(
a1(x1, . . . , xn), . . . , aj(x1, . . . , xn)

)
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= ωλ ◦ (G1, . . . , Gj) = λ(G1 . . . , Gj)

が成り立つ．帰納法の仮定により Gk ∈ 〈PFΦ〉だから，F ∈ 〈PFΦ〉が成り立つ．
(2.2) a = λb, λ ∈ Λ ∩ Γx, x ∈ Qvar − {x1, . . . , xn} の場合：定理 4.5.1 の結論 2 により，

x, x1, . . . , xn は bの自由変数列であり，t = σb, G = b(x, x1, . . . , xn)と定めれば，t ∈ Tλ, G ∈
Wσx ×Wt1 × · · · ×Wtn→Wt であって，任意の (w1, . . . , wn) ∈Wt1 × · · · ×Wtn に対して

F(w1, . . . , wn) = a(w1, . . . , wn) = λW
(
b(□, w1, . . . , wn)

)
= λW

(
G(□, w1, . . . , wn)

)
= (♭λ,1G)(w1, . . . , wn),

つまり F = ♭λ,1Gが成り立つ．帰納法の仮定により G ∈ 〈PFΦ〉だから，F ∈ 〈PFΦ〉が成り立つ．
(2.3) a = λb, λ ∈ Λ ∩ Γxi の場合 (i ∈ {1, . . . , n})：定理 4.5.1の結論 3により，x1, . . . , xn は b

の自由変数列であり，t = σb, G = b(x1, . . . , xn)と定めれば，t ∈ Tλ, G ∈Wt1 × · · · ×Wtn→Wt
であって，任意の (w1, . . . , wn) ∈Wt1 × · · · ×Wtn に対して

F(w1, . . . , wn) = a(w1, . . . , wn) = λW
(
b(w1, . . . , wi−1,□, wi+1, . . . , wn)

)
= λW

(
G(w1, . . . , wi−1,□, wi+1, . . . , wn)

)
= (♭λ,iG)(w1, . . . , wi−1, wi+1, . . . , wn)

が成り立つが，♭λ,iG ∈Wt1 × · · · ×Wti−1 ×Wti+1 × · · · ×Wtn→Wλt, xi ∈ Qvarti であるから

(♭λ,iG)(w1, . . . , wi−1, wi+1, . . . , wn) =
(
♯ti,i(♭λ,iG)

)
(w1, . . . , wn),

従って F = (♯ti,i(♭λ,iG))が成り立つ．帰納法の仮定によりG ∈ 〈PFΦ〉であるから，F ∈ 〈PFΦ〉が
成り立つ．

補題 4.6.2 型関数Gに対し ♭λ,iG (i > 1)が定義されるとき，巡回置換 p = (i, . . . , 2, 1)に対して，
♭λ,1(pG)も定義されて ♭λ,iG = ♭λ,1(pG)が成り立つ．

証明 G ∈Wt1 × · · · ×Wtn→Wt, t ∈ Tλ, i ≤ nとなっているから
pG ∈Wti ×Wt1 × · · · ×Wti−1 ×Wti+1 × · · · ×Wtn→Wt

であり，さらに λ ∈ Λ∩ Γxなる x ∈ Varがあって σx = tiであるから ♭λ,1(pG)も定義され，♭λ,iG

と ♭λ,1(pG)は共にWt1 × · · ·×Wti−1 ×Wti+1 × · · ·×Wtn→Wλtに属す．任意の (w1, . . . , wn) ∈
Wt1 × · · · ×Wtn に対して

(pG)(wi, w1, . . . , wi−1, wi+1, . . . , wn) = (pG)(wp1, . . . , wpn) = G(w1, . . . , wn),

従って任意の (w1, . . . , wi−1, wi+1, . . . , wn) ∈Wt1 × · · · ×Wti−1 ×Wti+1 × · · · ×Wtn に対して

(pG)(□, w1, . . . , wi−1, wi+1, . . . , wn) = G(w1, . . . , wi−1,□, wi+1, . . . , wn)

が成り立つ．そこで，次のように計算して ♭λ,iG = ♭λ,1(pG)を示すことができる．(
♭λ,1(pG)

)
(w1, . . . , wi−1, wi+1, . . . , wn) = λW

(
(pG)(□, w1, . . . , wi−1, wi+1, . . . , wn)

)
= λW

(
G(w1, . . . , wi−1,□, wi+1, . . . , wn)

)
= (♭λ,iG)(w1, . . . , wi−1, wi+1, . . . , wn)
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補題 4.6.3 型関数 Gに対して ♯t,iG (i > 1)が定義されるとき，♯t,1Gも定義され，巡回置換 pで
♯t,iG = p(♯t,1G)をみたすものがある．

証明 便宜上 t を t0 とも書く．G ∈ Wt1 × · · · × Wtn→Wu, i − 1 ≤ n, λ ∈ Λ ∩ Γx (x ∈
Qvart), u ∈ λ(Tλ)となっていて，♯t,iG ∈ Wt1 × · · · ×Wti−1 ×Wt0 ×Wti × · · · ×Wtn→Wu
が成り立つ．従って ♯t,1Gも定義され，♯t,1G ∈ Wt0 ×Wt1 × · · · ×Wtn→Wu が成り立つ．1 <
i ≤ n + 1 であるから，{0, 1, . . . , n} 上の置換 p を p = (0, 1, . . . , i − 1) と定義できて，任意の
(w1, . . . , wi−1, w0, wi, . . . , wn) ∈Wt1 × · · · ×Wti−1 ×Wt0 ×Wti × · · · ×Wtn に対して

(♯t,iG)(w1, . . . , wi−1, w0, wi, . . . , wn) = G(w1, . . . , wn)

= (♯t,1G)(w0, w1, . . . , wn) =
(
p(♯t,1G)

)
(w1, . . . , wi−1, w0, wi, . . . , wn),

すなわち ♯t,iG = p(♯t,1G)が成り立つ．

定義 4.6.4 以下の命題を成り立たせるための諸条件を次に定義する．

(1) (A, T, σ,Prm)が修飾変数条件をみたすとは，各 t ∈ T に応じて Qvart が空集合であるかまた
は可算個の元を含むことを言う．

(2) (A, T, σ,Prm)が可変子条件をみたすとは，各 t ∈ T に応じて Γ の部分集合 Γt で Λ ∩ ΓVart =
ΓtQvart をみたすものがあることを言う．

(3) 二つの可変子 λと λ ′が同類であるとは，▽ ∈ Γ と x, x ′ ∈ Qvarで λ = ▽x, λ ′ = ▽x ′, σx = σx ′

をみたすものがあることを言う．そして，(A, T, σ,Prm),Wが意味条件をみたすとは，同類の
可変子 λ, λ ′ については Tλ = Tλ ′ であってW での意味 λW , λ

′
W が等しいことを言う．

例 4.6.4 (A, T, σ,Prm)が一階述語言語の場合，Γ ′ = {∀, ∃}と定めれば Λ ∩ ΓVar = Γ ′Varが成り
立つので，可変子条件がみたされる．また，(A, T, σ,Prm)がオメガ言語の場合，Γ ′ = {Ω}と定め
れば Λ ∩ ΓVar = Γ ′Varが成り立つので，可変子条件がみたされる．
(A, T, σ,Prm)が一階述語言語の場合，極量子 λ = ∀x, ∃xのW での意味 λW は，Wσx→Wϕ か

らWϕ への写像であって，例 4.3.2で定めた通り任意の f ∈Wσx→Wϕ に対して
λWf =

inf {fw | w ∈Wσx} · · · λ = ∀xのとき
sup {fw | w ∈Wσx} · · · λ = ∃xのとき

をみたすから意味条件がみたされる．また，(A, T, σ,Prm)がオメガ言語でW が例 4.2.3で作った
認識対象世界の場合，可変子 λ = Ωx (x ∈ Var)のW での意味 λW を例 4.3.3でのように定めれ
ば，意味条件がみたされる．Wが言語世界AΛ∩Γ であって，そこでの可変子の意味を例 4.3.4での
ように定めれば，意味条件は必ずしもみたされない．

補題 4.6.4 a1, . . . , aj ∈ A, B ⊆ Aとし，y1, . . . , ynは各 b ∈ Bの自由変数列であるとする．この
とき，修飾変数条件の下で，相異なる変数 x1, . . . , xn で次の二条件をみたすものが存在する．

1. xi は yi と同型である (i = 1, . . . , n)．

2. ak において任意の s ∈ Prmは b

(
y1, . . . , yn

x1, . . . , xn

)
から自由である (k = 1, . . . , j; b ∈ B)．
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証明 PrmBfree ∩PrmΛ = QvarBfree =
⋃
b∈BQvarbfree ⊆

⋃
b∈B Fvar

b ⊆ {y1, . . . , yn} が成り立つ．ま
た，{y1, . . . , yn}t ∩PrmΛ 6= ∅なる t ∈ T に対しては，Qvart = Prmt ∩PrmΛ 6= ∅，従って修飾変
数条件により，Prmt ∩ PrmΛ が可算個の元を含む．従って定理 3.17.5が適用できる．

系 a1, . . . , aj ∈ Aとし，y1, . . . , ynを相異なる変数とする．このとき，修飾変数条件の下で，相
異なる変数 x1, . . . , xn で次の二条件をみたすものが存在する．

1. xi は yi と同型である (i = 1, . . . , n)．

2. ak において任意の s ∈ Prmは xi から自由である (k = 1, . . . , j; i = 1, . . . , n)．

証明 補題 4.6.4において B = {y1, . . . , yn}とすればいい（定理 3.17.5系参照)．

補題 4.6.5 修飾変数条件・可変子条件・意味条件の下で，TFΦ は TFの台部分系である．

証明 TFΦ が TF の五種類の算法で閉じていることを示せばいい．問題 4.6.1 により無条件に，
TFΦは置換算法で閉じている．これと補題 4.6.2と補題 4.6.3とを合わせれば，次の四つの場合に
F ∈ TFΦ を示せばいいことが分かる．

1. F = λ(G1, . . . , Gj)かつ G1, . . . , Gj ∈ TFΦ

2. F = ♭λ,1Gかつ G ∈ TFΦ

3. F = ♯t,1Gかつ G ∈ TFΦ

4. F = G ◦ (H1, . . . , Hm)かつ G,H1, . . . , Hm ∈ TFΦ

場合 1：λ ∈ Λ∩Γ, Gk ∈Wt1×· · ·×Wtn→Wuk (k = 1, . . . , j), Wu1×· · ·×Wuj ⊆ Domωλ, F =

ωλ ◦ (G1, . . . , Gj)となっている．また，Gk = ak(x
k
1 , . . . , x

k
n)と書けて σak = uk, σx

k
i = ti (i =

1, . . . , n)が成り立つ．補題 4.6.1 により αλ(a1, . . . , aj)が存在するから，この元を aと書く．
補題 4.6.4系により，相異なる変数 x1, . . . , xn であって次の二条件をみたすものが存在する．

� xi の型は ti である (i = 1, . . . , n)．

� ak において xki は xi から自由である (k = 1, . . . , j; i = 1, . . . , n)．

そこで bk = ak

(
xk1 , . . . , x

k
n

x1, . . . , xn

)
と定めれば，定理 4.5.2系 により ak(x

k
1 , . . . , x

k
n) = bk(x1, . . . , xn)

が成り立つ．従って，bkを改めて akと書くことにより，各 kについてGk = ak(x1, . . . , xn)であ
るとしていい．
そうすると，定理 3.16.4により Fvara ⊆ {x1, . . . , xn}であり，定理 4.5.1により a(x1, . . . , xn)は

ωλ と Gk = ak(x1, . . . , xn)の合成すなわち Fに等しい．従って F ∈ TFΦ が成り立つ．
場合 2：λ = ▽x (▽ ∈ Γ, x ∈ Qvar), G ∈Wt ′ ×Wt1 × · · · ×Wtn→Wt, t ∈ Tλ, σx = t ′となっ

ていて，任意の (w1, . . . , wn) ∈Wt1 × · · · ×Wtn に対して次の式が成り立つ．

F(w1, . . . , wn) = λW
(
G(□, w1, . . . , wn)

)
また，G = b(x ′, x1, . . . , xn)と書けて σb = t, σx ′ = t ′, σxi = ti (i = 1, . . . , n)が成り立つ．
修飾変数条件によりQvart ′ は可算個の元を含む．従って，y ∈ Qvart ′ −(PrmΛ

b

∪ {x1, . . . , xn})

なる yが存在する．定理 3.16.2と定理 3.16.7により bにおいて x ′ は yから自由であり，また定
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理 3.16.5により bにおいて xi は xi から自由 (i = 1, . . . , n)であるから，c = b

(
x ′, x1, . . . , xn

y, x1, . . . , xn

)
と定めれば，c ∈ Atであって定理 4.5.2系 により c(y, x1, . . . , xn) = b(x ′, x1, . . . , xn)が成り立つ．
従って，c, yを改めて b, x ′ と書くことにより，x ′ ∈ Qvart ′ であるとしていい．
そうすると，可変子条件により可変子 λ ′ = ▽x ′が存在し，これは λと同類である．σb = t ∈ Tλ

であって意味条件により Tλ = Tλ ′ であるから，a = λ ′bが存在する．さらに，定理 3.16.4により
Fvara ⊆ {x1, . . . , xn}が成り立ち，表現関数 a(x1, . . . , xn)が出来る．意味条件により λW = λ ′

W で
あるから，定理 4.5.1により，任意の (w1, . . . , wn) ∈Wt1 × · · · ×Wtn に対して

a(w1, . . . , wn) = λ
′
W

(
b(□, w1, . . . , wn)

)
= λW

(
G(□, w1, . . . , wn)

)
= F(w1, . . . , wn)

が成り立つ．従って Fは表現可能である．
場合 3：Qvart 6= ∅, G ∈Wt1 × · · ·×Wtn→Wuとなっていて，任意の (w,w1, . . . , wn) ∈Wt×

Wt1×· · ·×Wtnに対してF(w,w1, . . . , wn) = G(w1, . . . , wn)が成り立つ．また，G = b(x1, . . . , xn)

と書ける．さらに，修飾変数条件により y ∈ Qvart − {x1, . . . , xn}なる yが存在する．従って問題
4.6.2により F = b(y, x1, . . . , xn)が成り立ち，Fは表現可能である．
場合 4：G ∈Wu1 × · · · ×Wum→Wt, Hi ∈Wt1 × · · · ×Wtn→Wui (i = 1, . . . ,m)となってい

る．また G = a(x1, . . . , xm)と書けて σxi = ui (i = 1, . . . ,m)が成り立つ．また，場合１におけ
ると同様にして，Hi = bi(z1, . . . , zn) (i = 1, . . . ,m)と書けて σbi = ui, σzj = tj (j = 1, . . . , n)

の成り立つことが分かる．
補題 4.6.4を B = {b1, . . . , bm, z1, . . . , zn}として使えば，相異なる変数 y1, . . . , ynであって次の

二条件をみたすものの存在することが分かる．
� yj と zj は同型である (j = 1, . . . , n)．

� aおよび bi において，任意の s ∈ Prmは ci = bi

(
z1, . . . , zn

y1, . . . , yn

)
および yj から自由である

(i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n)．
定理 4.5.2系により y1, . . . , ynは ciの自由変数列であってHi = ci(y1, . . . , yn)が成り立つ．σci =
σbi = ui = σxi (i = 1, . . . ,m)であるから b = a

(
x1, . . . , xm

c1, . . . , cm

)
が定義され，定理 4.5.2により，

y1, . . . , ynは bの自由変数列であって b(y1, . . . , yn)はG = a(x1, . . . , xm)とHi = ci(y1, . . . , yn)
の合成関数すなわち Fに等しい．従って Fは表現可能である．

定理 4.6.2 修飾変数条件・可変子条件・意味条件の下で，TFΦ = 〈PFΦ〉 = [PFΦ] が成り立つ．

証明 定理 4.6.1により TFΦ ⊆ 〈PFΦ〉 が成り立ち，問題 3.2.4により 〈PFΦ〉 ⊆ [PFΦ] が成り立
つ．例 4.6.2により PFΦ ⊆ TFΦ であるから，補題 4.6.5により [PFΦ] ⊆ TFΦ が成り立つ．これ
で証明された．

例 4.6.5 Aが命題言語でWが認識対象世界の場合の表現可能関数について考える．つまり，Aは
変数系 Varを素元系とし二項算法 ∧,∨,⇒と単項算法 ♢ から成る代数構造を持つ普遍汎代数系で
あり，W は，集合 Tに (4.2.1)をみたす算法 ∧,∨,♢,⇒ から成る代数構造を与えて代数系とした
ものである．そうすると，Tの元の型は ϕしかないから，

TF =
⋃
n≥0

(Tn→T) （ただし T0→T = T）
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が成り立つ．また，Qvar = ∅だから，TF の代数構造は ∧,∨,♢,⇒と合成と置換だけから成る．
また，Con = ∅だから，PFΦ は n項射影 (n ≤ #Var)だけから成る．さらに，Qvar = ∅だから，
修飾変数条件・可変子条件・意味条件がみたされる．従って定理 4.6.2により，TFΦ は n項射影
(n ≤ #Var)に算法∧,∨,♢,⇒と合成と置換を施して得られる関数の全体であり，さらに，これら
の関数は n項射影 (n ≤ #Var)に算法 ∧,∨,♢,⇒を適用するだけでも得られる．
実は，命題言語の特殊性により，もっとはっきりしたことが分かる．すなわち，n項以下の射影

の全体を PRnで表し，PRnの元に算法∧,∨,♢と合成算法を適用して得られる関数の全体を PRn

で表せば，直ぐ後で示す通り，n ≥ 1なら Tn→T ⊆ PRnが成り立つ．他方で，先に示したことに
より 1 ≤ n ≤ #Varなら PRn ⊆ TFΦ が成り立ち，また，Aに閉元が存在しないから TFΦ の元
は Tn→T (1 ≤ n ≤ #Var)のどれかに含まれる．従って結局，次の式が成り立つ．

TFΦ =
⋃

1≤n≤#Var

(Tn→T)

n ≥ 1ならTn→T ⊆ PRnなることは次のように示される．まず，一変数の型関数 F(w)は四個あ
る．その中の恒等写像 idTはPR1に属す．残りの三個はw∧w♢, w∨w♢, w♢に等しく，これらは
idTに算法∧,∨,♢を適用したものだからPR1に属す．そこで，任意のn変数型関数 F(w1, . . . , wn)
が PRn に属すことを，nについての帰納法で証明しよう．n ≥ 2とし，(n− 1)変数関数 Fj を

Fj(w1, . . . , wn−1) = F(w1, . . . , wn−1, j)

と定義する (j = 0, 1)．このとき，次の式が成り立つ．

F(w1, . . . , wn−1, wn) = {F0(w1, . . . , wn−1)∧wn
♢} ∨{F1(w1, . . . , wn−1)∧wn}

従って，射影 ϕn ↓ iを Pni で表せば (i = 1, . . . , n)，次の式が成り立つ．

F = {(F0 ◦ (Pn1 , . . . , Pnn−1))∧Pnn♢} ∨{(F1 ◦ (Pn1 , . . . , Pnn−1))∧Pnn}

帰納法の仮定により Fj ∈ PRn−1 (j = 0, 1)であるから，F ∈ PRn が成り立つ．

問題 4.6.3 F = {(F0 ◦ (Pn1 , . . . , Pnn−1))∨Pnn} ∧{(F1 ◦ (Pn1 , . . . , Pnn−1))∨Pnn♢} が成り立つ．

課題 4.6.1 この節の内容と帰納的関数の理論や計算可能性の理論との関係を探れ．

4.7 文論対
＄ この節と次の節では，形式言語の意味論の第三弾・最終弾として，真偽論に前章の代数学が

どう使われるかを説明すると共に，第 4.9節以降の演繹論への準備を行なう．
この節を通じて，(A, T, σ,Prm)を形式言語とし，これにとっての認識可能世界の範囲を限定し

て認識対象世界の領域Wが定めてあるものとし，T の各可変子 λ ∈ Λ∩ ΓVarの各W ∈ Wでの意
味 λW の族 (λW)λ∈Λ∩ΓVar, W∈W が定めてあるものとする（ただし (λW)λ∈Λ∩ΓVar, W∈W は今後
は (λW)λ,W と略記する）．こういう三つ組み (A, T, σ,Prm),W, (λW)λ,W を論理系と呼ぶ．なお，
代数系 (A, (αλ)λ∈Λ)を Aと略記すると同様，論理系を (A, T, σ,Prm),Wと略記することもある．



第 4章 代数論理学 440

4.7.1 真偽のある論理系の定める文論対
§ 論理系 (A, T, σ,Prm),W, (λW)λ,W において，T のある元 ϕに対して Aϕ 6= ∅であると共に

各W ∈ Wに対してWϕ = T (= {0, 1})が成り立つとき，ϕをこの論理系の真偽と呼び，Aϕ の元
を文と呼び，Wϕ の元 1と 0をW における真と偽と呼ぶ．

例 4.7.1 (A, T, σ,Prm)を例 4.1.1の命題言語とすれば，T = {ϕ}, Aϕ = A 6= ∅であって T に可変
子は無く，例 4.2.1での定義によりWはブール的認識可能世界 Tのみから成る．従ってこれから，
真偽 ϕのある論理系が出来る．これを命題論理系と呼ぶ．
(A, T, σ,Prm) を例 4.1.2 の一階述語言語とすれば，T = {ϵ,ϕ}, Aϕ 6= ∅ であり，可変子は

∀x, ∃x (x ∈ Var)に限る．また例 4.2.2により，Wはブール的認識可能世界Wのみから成なり，そ
れらはWϕ = Tをみたす．また例 4.3.2では，可変子 ∀x, ∃x (x ∈ Var)は各W ∈ Wへ極量子とし
て意味付けた．従ってこれから，真偽 ϕのある論理系が出来る．これを一階述語論理系と呼ぶ．
(A, T, σ,Prm)を第 5章以降で論ずる単相格言語・格言語とすれば，やはり真偽のある論理系が

出来る．これを単相格論理系・格論理系と呼ぶ．
他方，(A, T, σ,Prm)を例 4.1.3のオメガ言語とすれば，Wの元は例 4.2.3によれば必ずしも真・

偽を持たないから，これから出来る論理系には真偽は必ずしも存在しない．
なお以上の論理系の具体例では，可変子の意味の族 (λW)λ,W は形式言語 (A, T, σ,Prm)に応じ

て定まるので，これら論理系は混乱の恐れ無い限り (A, T, σ,Prm),Wと略記する．

注意 4.7.1 (A, T, σ,Prm)が命題言語と一階述語言語の場合，文の全体Aϕは論理式の全体に等し
く，つまり「文」と「論理式」は同義である．これは従来の述語論理学で閉論理式を「文」と呼ん
で重要視・特別視するのとは異なる．本書では，型写像によって真偽ϕに対応付けられる元を，す
なわち下記の写像 a 7→ (Φ∗a)vによって認識対象世界の真 1または偽 0に対応付けられる元を重
要視・特別視して「文」と呼ぶのである（閉論理式に当たるものは後に「閉文」と名付ける）．閉
元を重要視・特別視する理由はそもそも無い．そのことは，命題言語に閉元が存在しないことから
も分かるし，意味論と演繹論を抽象した論対論に閉元に当たる概念が登場しないことからも察せら
れよう． 終

以下，(A, T, σ,Prm),W, (λW)λ,W を真偽 ϕのある論理系とする．そうすると，例 3.26.1に先取
りして記した通り，Aの文の全体Aϕに対して，第 3.30.1項で定義した意味での T値論対 (Aϕ,F)

が次のように作られる．すなわちまずW ∈ Wとすれば，T の各可変子 λのWでの意味 λW から第
4.3.2項でのように，WValW =

⋃
t∈T (ValW→Wt)の T 型代数構造が定まる．次にΦを AからW

への定付値とすれば，第 4.3.3項でのように意味写像Φ∗ ∈ A→WValW が定まり，これが保型準写
であって各 t ∈ T に対してWValW の t部分が ValW→Wtであるから，特にΦ∗Aϕ ⊆ ValW→Wϕ
が成り立つ．従ってさらに v ∈ ValW とすれば，各 a ∈ Aϕに対して (Φ∗a)vがWϕ (= T)に属す
から，Aϕ から Tへの写像 a 7→ (Φ∗a)vが出来る．この写像をΦv で表す．

Φva = (Φ∗a)v (a ∈ Aϕ)

また，Aから共通の認識対象世界への定付値と変付値の組みの全体をVで表す [6]．

V = {(Φ, v) | Φ, vは AからW への定付値と変付値，W ∈ W}

[6]記号「V」は「valulation」に因む．
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そして，(Φ, v)をV全体に亘らせての写像Φv ∈ Aϕ→Tの全体を Fで表す．

F = {Φv | (Φ, v) ∈ V}

そうすると，Aϕ 6= ∅であって FがAϕ→Tの部分集合であるから，組み (Aϕ,F)は T値論対であ
る．これを真偽 ϕのある論理系 (A, T, σ,Prm),W, (λW)λ,W の定める文論対と呼ぶ．
なお，以後文論対 (Aϕ,F)について説明する際には，第 3章でと同様に AZ記法を頻用するが，

これを少し変更しなければならない．すなわち，(Aϕ)
∗ の元は第 3章と同じく α,β, . . .で表すが，

Aϕ の元は x, y, . . .でなく a, b, . . .で表す．これは x, y, . . .は Aの変数用に使いたいからである．
ただし，次の例の x∧y, x∨y, x♢, x⇒yのように算法を表す場合は例外である．
例 4.7.2 (A, T, σ,Prm),W, (λW)λ,W が命題論理系の場合，例 4.1.1により，AϕはAに等しく，変
数系 Varを素元系とし汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yから成る代数構造を持つ普遍汎代数系であ
る．また例 4.2.1により，Wは Tをブール論法 ∧,∨,♢,⇒によって代数系にしたもののみから成
る．従って例 4.3.5により，Fは Aのこれら算法についての T表現の全体に等しい．以上により，
命題論理系から出来る文論対 (Aϕ,F)は，Aを言語とする第 3.30.4項の意味での最大 T表現論対
である．(A, T, σ,Prm),W, (λW)λ,W が一階述語論理系や格論理系の場合の (Aϕ,F)は，最大 T表
現論対ではないが，やはり T表現論対である． 終

さて，文論対 (Aϕ,F)は T値論対の一つであるから，これについて第 3.30節における束値論対
の一般論により，与論・核・恒真元・論理・弱論理・理論や，第一種・第二種・第三種の別や，矛
盾集合・矛盾元・完全集合・実例・補法・否法や，四種の完全性（修飾なしの完全性・弱完全性・強完
全性・超完全性）・健全性・充分性や，偏恒真関係・恒真関係・恒真式・式論対の概念が定まる．
ただし，文論対に即して定義・表現を多少補正しなければならない．たとえば，一般の束値論

対 (A,F)については，各 f ∈ Fに対する f真元（fの下で真である元）とは，fa = 1をみたす元
a ∈ Aのことであった．文論対 (Aϕ,F)でこれに当たるのは各 (Φ, v) ∈ Vに対するΦv 真元（Φv
の下で真である元）で，これは (Φ∗a)v = 1をみたす元 a ∈ Aϕのことであるが，これを (Φ, v)真
元または (Φ, v)の下で真である元と呼び換える [7]．
また，一般の束値論対 (A,F)については，各 f ∈ Fに対する偏 f真関係 ⊨fとは，(3.30.1)によれ

ば A∗, A間の「a1 · · ·an ⊨f b ⇐⇒ inf {fa1, . . . , fan} ≤ fb」と定義される関係であった．文論対
(Aϕ,F)でこれに当たるのは各 (Φ, v) ∈ Vに対する偏 Φv 真関係 ⊨Φv であるが，これを偏 (Φ, v)

真関係と呼び換え，⊨Φ,v と表記換えする．すなわち，各 (Φ, v) ∈ Vに対し，⊨Φ,v は (Aϕ)
∗, Aϕ

間の次のように定義される関係である．

a1 · · ·an ⊨Φ,v b ⇐⇒ inf {Φva1, . . . , Φ
van} ≤ Φvb⇐⇒ inf {(Φ∗a1)v, . . . , (Φ

∗an)v} ≤ (Φ∗b)v

なお (3.30.2)により，文論対 (Aϕ,F)の偏恒真関係 ⊨については次のことが成り立つ．

a1 · · ·an ⊨ b ⇐⇒ 任意の (Φ, v) ∈ Vに対して a1 · · ·an ⊨Φ,v b

同様に，一般の束値論対 (A,F)ついて各 f ∈ Fに対して第 3.30.1項で定義した f真関係≼fに当
たるものは，各 (Φ, v) ∈ Vに対する Φv 真関係 ≼Φv であるが，これを (Φ, v)真関係と呼び換え，

[7]Φ と v の終集合の W に言及して「(W,Φ, v) の下で真である」としないのは，(Φ, v) に言及した時点で既に何らかの
W ∈ W に暗に言及しているからである．以下に定める ⊨Φ,v, ≼Φ,v 等の概念についても同様である．
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≼Φ,v と表記換えする．すなわち，各 (Φ, v) ∈ Vに対し，≼Φ,v は (Aϕ)
∗ 上の

a1 · · ·am ≼Φ,v b1 · · ·bn⇐⇒ inf {Φva1, . . . , Φ
vam} ≤ sup {Φvb1, . . . , Φ

vbn}⇐⇒ inf {(Φ∗a1)v, . . . , (Φ
∗am)v} ≤ sup {(Φ∗b1)v, . . . , (Φ

∗bn)v}

(4.7.1)

と定義される関係である．なお (3.30.5)により，文論対 (Aϕ,F)の恒真関係 ≼については

a1 · · ·am ≼ b1 · · ·bn ⇐⇒ 任意の (Φ, v) ∈ Vに対して a1 · · ·am ≼Φ,v b1 · · ·bn

が成り立つ．また，α ≼ βをみたす式 α → βは第 3.30.1項での通り恒真式と呼ぶが，α ≼Φ,v β
をみたす式 α→ βは，やはり (Φ, v)真式と呼び換える．
同様の事情で，定義 3.30.1で一般の束値論対 (A,F)に対して定義した F 実例に当たるものを，

文論対 (Aϕ,F)に対して次のように定義する．

定義 4.7.1 (Φ, v) ∈ V が X ∈ P(Aϕ) の V 実例であるとは，X ⊆ (Φv)−11 かつ Φv 6= 1 であ
ることを言う．また，(Φ, v) ∈ V が (X, Y) ∈ P(Aϕ) × P(Aϕ) の V 実例であるとは，(X, Y) ⊆(
(Φv)−11, (Φv)−10

)かつΦv 6= 1であることを言う．さらに，上の二つの意味でのV実例 (Φ, v)

がW ∈ Wへの定付値と変付値から成るとき，(Φ, v)をW 上のV実例と呼ぶ．

注意 4.7.2 (Φ, v) ∈ Vが X ∈ P(Aϕ)のV実例であるためには，(X, ∅) ∈ P(Aϕ)×P(Aϕ)のV実
例であることが必要十分である．
注意 3.30.2により，(Φ, v) ∈ Vが X ∈ P(Aϕ)のV実例であるためには，文論対 (Aϕ,F)につい

てΦvが定義 3.30.1の意味で Xの F実例であることが必要十分である．従って，XのV実例の有
無は F実例の有無と同等である．(X, Y) ∈ P(Aϕ)× P(Aϕ)のV実例についても同様である．
上記のことと注意 3.30.12により，X ∈ P(Aϕ)にV実例が存在すれば Xは (Aϕ,F)の無矛盾集

合であるが，この逆は真ではなく，(Aϕ,F)が T表現論対の場合，(Aϕ,F)のどの無矛盾集合にも
V実例が存在するためには，(Aϕ,F)が第二種以下であることが必要十分である．定理 5.7.1によ
れば，(Aϕ,F)が第三種の T表現論対となる場合がある．従って，(Aϕ,F)の無矛盾集合にV実例
が存在するとは限らない．
命題論理系・一階述語論理系・格論理系でのように (Aϕ,F)が T表現論対の場合，問題 3.30.31

により 1 /∈ Fが成り立つから，任意の (Φ, v) ∈ VがV実例のΦv 6= 1という要件をみたす．

例 4.7.3 (A, T, σ,Prm),Wを一階述語論理系とし，これに二変数と一変数の関数記号 ×と −1 お
よび二変数の述語記号=があるものとし，×(t, u)と (−1)tを t ·uと t−1で表し（この記法はWの
元にも適用する），=(a, b)を a = bで表す（この記法はWの元には適用しない）．さらに，x, y, z
を相異なる変数とし，次の三つの論理式からなる集合を Xで表す（例 3.13.1参照）．

∀x ∀y∀z
(
x · (y · z) = (x · y) · z

)
∀x ∀y

(
(x−1 · x) · y = y

)
∀x ∀y (x−1 · x = y−1 · y)

また，W ∈ Wが述語記号 =と任意の t, u ∈Wϵ に対して次のことをみたすと仮定する．(
=(t, u)

)
= 1 ⇐⇒ t = u

このとき，Φと vを AからW への定付値と変付値とすれば，次のことが成り立つ．(
Φ∗(∀x∀y ∀z (x · (y · z) = (x · y) · z

)))
v = 1
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⇐⇒ 任意の s, t, u ∈Wϵ に対して
(
Φ∗(x · (y · z) = (x · y) · z

)) ((z, y, x
u, t, s

)
v
)
= 1

⇐⇒ 任意の s, t, u ∈Wϵ に対して
(
=
(
s · (t · u), (s · t) · u

))
= 1⇐⇒ 任意の s, t, u ∈Wϵ に対して s · (t · u) = (s · t) · u

ここで一番目の ⇐⇒ は問題 4.3.4と (4.4.1)による．二番目の ⇐⇒ は，Φ∗と
(z, y, x
u, t, s

)
vの定め

る射影が算法 =と ×に関して準写であることと (4.3.3)による．同様に次のことが成り立つ．(
Φ∗(∀x ∀y ((x−1 · x) · y = y

)))
v = 1 ⇐⇒ 任意の t, u ∈Wϵ に対して (t−1 · t) · u = u(

Φ∗(∀x ∀y (x−1 · x = y−1 · y)))v = 1 ⇐⇒ 任意の t, u ∈Wϵ に対して t−1 · t = u−1 · u

従って (Φ, v)が XのV実例であるためには，任意の s, t, u ∈Wϵ に対して

s · (t · u) = (s · t) · u (t−1 · t) · u = u t−1 · t = u−1 · u

の成り立つことが必要十分であり，そのためには問題 3.13.3によれば，Wϵ が算法 t · uについて
群となって任意の t ∈Wϵ に対して t−1 が tの逆元であることが必要十分である．
同様に，(Φ, v)が Y = X ∪

{
∀x∀y (x · y = y · x)

} のV実例であるためには，Wϵ が可換群であ
ることが必要十分である．従ってAΦ,v = {a ∈ Aϕ | Φva = 1}と定めるとき，Wϵが非可換群であ
れば X ⊆ AΦ,v と Y ⊈ AΦ,v が成り立ち，Wϵ が可換群であれば X ⊆ Y ⊆ AΦ,v が成り立つ．非可
換群も可換群も存在する．従って，(Aϕ,B)を文論対 (Aϕ,F)の論対化とすれば，XのB実例は二
つ以上存在する．また，定理 3.30.25により (Aϕ,F)には否法が存在する．従って定理 3.27.12に
より，Xは (Aϕ,F)の無矛盾集合ではあるが完全集合ではない．

問題 4.7.1 (✓) 例 4.7.3において Xの B実例は可算個存在する．

略解 例 4.7.3における記号を使えば，各素数 pに応じて Yp = X ∪
{
∀x (xp = x−1 · x)

} と定める
とき，Wϵ が位数 pの巡回群であれば X ⊆ Yp ⊆ AΦ,v が成り立ち，Wϵ が pと異なる素数位数の
巡回群であれば X ⊆ AΦ,v, Yp ⊈ AΦ,vが成り立つ．ただし，xpは xの「p巾」の略記である．終

第 3.30節の一般論に納まらない事柄を次の三問に記す．これらの問を通じて，W ∈ Wとし，Φ
を AからW への定付値とする．また，ϕ型の閉元を閉文と呼ぶ．

問題 4.7.2 (✓) 閉文は，ある v ∈ ValWに対して (Φ, v) ∈ Vの下で真であれば，任意の v ′ ∈ ValW

に対して (Φ, v ′) ∈ Vの下で真である．

略解 aが閉文なら問題 4.5.7により v ∈ ValW によらず (Φ∗a)vが一定だからである．

問題 4.7.3 (✓) 文 a ∈ Aϕ が任意の v ∈ ValW に対して (Φ, v) ∈ Vの下で真であるためには，Φ
の下での aの表現関数が定値 1をとることが必要十分である．

略解 x1, . . . , xnが aの自由変数列なら任意の v ∈ ValW に対して (Φ∗a)v = aΦ(vx1, . . . , vxn) が
成り立つからである．

問題 4.7.4 (✓) 閉文 a, b ∈ Aϕ が Φ の下で同じ意味を持てば，任意の v ∈ ValW に対して，
(Φ, v) ∈ Vの下での a, bの真偽は一致する．
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略解 問題 4.5.11により，任意の v ∈ ValW と意味指標 c1, . . . , cn に対して次の式が成り立つ．

(Φ∗a)v = (ac1,...,cn,Φ)(Φc1, . . . , Φcn) = (bc1,...,cn,Φ)(Φc1, . . . , Φcn) = (Φ∗b)v

従って，aが (Φ, v)の下で真であることと bが (Φ, v)の下で真であることは同等である．

4.7.2 真偽のある論理系と文論対の拡大
§前項から引き続いて，(A, T, σ,Prm),W, (λW)λ,W を真偽 ϕのある論理系とする．また，これ
まで通り，Aの定数系・変数系・算号系・算号基をCon,Var, Λ, Γ で表し，T の算部分系 TΛ∩Γ をU
で表す．また，第 4.7.1項で定めた通り，Aから任意のW ∈ Wへの任意の定付値Φと変付値 vの組
み (Φ, v)の全体をVで表し，(Φ, v) ∈ Vが定めるAϕから Tへの写像 a 7→ (Φ∗a)vをΦvで表し，
(Φ, v)をV全体に亘らせてのΦvの全体をFで表す．従って (Aϕ,F)が (A, T, σ,Prm),W, (λW)λ,W

の定める文論対である．
文論対 (Aϕ,F)について演繹論を行なう際には，変数が十分に有るか否かがしばしば問題とな
る．そこで，論理系 (A, T, σ,Prm),W, (λW)λ,W に変数を付加するなどして

、
　程
、
　よ
、
　く
、
　拡
、
　大したときに

(Aϕ,F)が拡大されることを説明するのがこの項の目的である．
そこで，真偽のある論理系をもう一つとって，それとその各種の助変数を上記の諸記号にプラ
イム (prime)を付けたもので表す．すなわち，(A ′, T ′, σ ′,Prm ′),W ′, (λ ′

W ′)λ ′,W ′ を真偽 ϕ ′ のあ
る論理系とし，A ′の定数系・変数系・算号系・算号基を Con ′,Var ′, Λ ′, Γ ′で表し，T ′の算部分系
T ′
Λ ′∩Γ ′ をU ′で表し，A ′から任意のW ′ ∈ W ′への任意の定付値Φ ′と変付値 v ′の組み (Φ ′, v ′)の
全体を V ′ で表し，(Φ ′, v ′) ∈ V ′ が定める A ′

ϕ ′ から Tへの写像 a ′ 7→ (Φ ′∗a ′)v ′ を Φ ′v ′ で表し，
(Φ ′, v ′)をV ′ 全体に亘らせてのΦ ′v ′ の全体を F ′ で表す．
そうして，まず形式言語 (A, T, σ,Prm)と (A ′, T ′, σ ′,Prm ′)について次の六条件を仮定する．

1. Λ ⊆ Λ ′

2. Aは A ′ の Λ部分系である

3. T は T ′ の算部分系 T ′
Λ に等しい

4. σ = σ ′|A

5. Con ⊆ Con ′, Var ⊆ Var ′

6. Γ ⊆ Γ ′

これら六条件から次の四条件が導かれる．

7. Prm ⊆ Prm ′

8. Λ ∩ Γ ⊆ Λ ′ ∩ Γ ′

9. Λ ∩ ΓVar ⊆ Λ ′ ∩ Γ ′Var ′

10. Uは U ′ の算部分系 U ′
Λ∩Γ に等しい
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ただし条件 9は，条件 6, 7に留意して (Γ q Prm)+を (Γ ′ q Prm ′)+に埋め込んだ上での条件であ
る．条件 10は，条件 3, 8と U,U ′ の定義により次のように確かめられる．

U = TΛ∩Γ = (T ′
Λ)Λ∩Γ = T ′

Λ∩Γ = (T ′
Λ ′∩Γ ′)Λ∩Γ = U ′

Λ∩Γ

なお，条件 3と U,U ′ の定義により，集合としては T, T ′, U,U ′ はすべて等しい．
形式言語 (A, T, σ,Prm)に対して条件 1 – 6をみたす形式言語 (A ′, T ′, σ ′,Prm ′)は，以下の三手
順で作ることができる．

　手順 1. A∩ P = ∅なる集合 Pと写像 ρ ∈ P→T を任意にとり，Prm ′ = Prm∪ Pと定め，さらに
Pを P = Cq V と任意に分割して Con ′ = Con ∪ C, Var ′ = Var ∪ V と定める．

そうすると Prm ′ = Con ′ qVar ′, Var ′ 6= ∅と条件 5, 7がみたされる．

　手順 2. 条件 6をみたす集合 Γ ′を任意にとり，条件 6, 7に留意して (Γ qPrm)+を (Γ ′ qPrm ′)+

に埋め込み，(Γ ′ q Prm ′)+ において，Λ ∩ Γ ⊆M ⊆ Γ ′, Λ ∩ ΓVar ⊆ N ⊆ Γ ′Var ′ なる
集合M,Nを任意にとって，Λ ′ =M ∪Nと定める．

そうすると Λ ′ ⊆ Γ ′ ∪ Γ ′Var ′ と条件 1がみたされる．

　手順 3. Λ ′ −Λの各元に集合 T 上の算法を一つずつ（ただし (Λ ′ ∩ Γ ′Var ′) −Λの元には単項算
法を）あてがい，それら算法を T の Λ代数構造に付け加えて Λ ′ 代数系 T ′ を作る．

そうすると条件 3がみたされ，また，(Λ ′ ∩ Γ ′Var ′)∩Λ = Λ∩ ΓVarが成り立つから，Λ ′ ∩ Γ ′Var ′

の各元に対応する T ′ の算法は単項である．また，A ∩ P = ∅, Prm ′ = Prm ∪ P であった．従っ
て定理 3.12.4により，(A, T, σ,Prm)の T ′, P, ρによる系拡大 (A ′, T ′, σ ′,Prm ′)が存在し，条件 2,

4と σ ′|P = ρがみたされる．以上により，(A ′, T ′, σ ′,Prm ′)は Con ′,Var ′, Λ ′, Γ ′ を定数系・変数
系・算号系・算号基とする形式言語であって条件 1 – 6をみたす．
次に，(A, T, σ,Prm)と (A ′, T ′, σ ′,Prm ′)の認識可能世界を関連付けるために，条件 1 – 6に加

えて次の条件を仮定する．

0. σPrm = σ ′Prm ′, ϕ = ϕ ′

この条件中の式 σPrm = σ ′Prm ′は，Prm ′ = Prm ∪ P, σ ′|A = σ, σ ′|P = ρであったから，手順 1

における ρ ∈ P→T を ρP ⊆ σPrmなるようにとればみたされる．式 ϕ = ϕ ′は，単に記号 ϕ ′を ϕ

と書き換えることによりみたされる．
さて，(A, T, σ,Prm)と (A ′, T ′, σ ′,Prm ′)にとっての認識対象世界の領域WとW ′は，真偽のあ

る認識可能世界の範囲を任意に限定して定めることができる．(A, T, σ,Prm)にとっての真偽のあ
る認識可能世界とは，U型代数系WでWϕ = Tと任意の t ∈ σPrmに対してWt 6= ∅ をみたすも
ののことである．同様に，(A ′, T ′, σ ′,Prm ′)にとっての真偽のある認識可能世界とは，U ′ 型代数
系W ′ でW ′

ϕ ′ = Tと任意の t ∈ σ ′Prm ′ に対してW ′
t 6= ∅ をみたすもののことである．いま，条

件 0を仮定してあり，条件 10がみたされる．従って問題 3.4.6により，(A ′, T ′, σ ′,Prm ′)にとっ
ての真偽のある認識可能世界W ′の算部分系W ′

Λ∩Γ は，(A, T, σ,Prm)にとっての真偽のある認識
可能世界である．つまり，W ′ を正式に型代数系 U ′ と型写像 τ ′ によって (W ′, τ ′, U ′)と表せば，
U = U ′

Λ∩Γ であったから，(W ′
Λ∩Γ , τ

′, U)は (A, T, σ,Prm)にとっての真偽のある認識可能世界で
ある．このことを踏まえてさらに次の二条件を仮定する．

11. W = {W ′
Λ∩Γ |W ′ ∈ W ′}
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12. 各 λ ′ ∈ Λ ′ ∩ Γ ′Var ′の各W ′ ∈ W ′における意味 λ ′
W ′ の族 (λ ′

W ′)λ ′,W ′ は，各 λ ∈ Λ ∩ ΓVar
の各W ∈ Wにおける意味 λW の族 (λW)λ,W の拡張である

論理系 (A, T, σ,Prm),W, (λW)λ,Wに対して，条件 0 – 12をみたす論理系 (A ′, T ′, σ ′,Prm ′),W ′,

(λ ′
W ′)λ ′,W ′ を正則拡大と呼ぶ．正則拡大をとることが「

、
　程
、
　よ
、
　く
、
　拡
、
　大する」とこの項冒頭に述べた

ことの具体的内容である．

例 4.7.4 (A, T, σ,Prm), W, (λW)λ,W が一階述語論理系の場合，その正則拡大 (A ′, T ′, σ ′,Prm ′),

W ′, (λ ′
W ′)λ ′,W ′ をたとえば次のようにして得ることができる．

まず例 4.1.2により，T は二点集合 {ϵ,ϕ}であり，σPrm = {ϵ}が成り立ち，算号系 Λは論理記
号 ∧,∨,♢,⇒, ∀x, ∃x (x ∈ Var)と関数記号・述語記号から成り，算号基 Γ はブール子 ∧,∨,♢,⇒
と関数記号・述語記号と記号 ∀, ∃から成り，従って不変子の全体Λ∩ Γ は∧,∨,♢,⇒と関数記号・
述語記号から成り，可変子の全体 Λ ∩ ΓVarは ∀x, ∃x (x ∈ Var)から成る．
従って，(A, T, σ,Prm)の拡大の手順 1では，条件 0を成り立たせるために，Pと ρを ρP = {ϵ}なる
ようとらなければならない．次に手順 2では，たとえば Γ ′ = Γ, M = Λ∩Γ, N = {∀x, ∃x | x ∈ Var ′}

と定める．そうすると

Λ ′ ∩ Γ ′ = Λ ∩ Γ Λ ′ ∩ Γ ′Var ′ = {∀x, ∃x | x ∈ Var ′}

従って Λ ′ −Λ = (Λ ′ ∩ Γ ′Var ′) −Λ = {∀x, ∃x | x ∈ Var ′ − Var}が成り立つ．そこで最後に手順 3

では，T 上の算法 ∀x, ∃x (x ∈ Var ′ −Var)を，たとえば次のように定める．

Dom∀x = Dom ∃x = {ϕ} ∀xϕ = ∃xϕ = ϕ

こうして得られる形式言語 (A ′, T ′, σ ′,Prm ′)は，やはり一階述語言語であり，(A, T, σ,Prm)と関
数記号・述語記号を共有し，定数系 Con ′ と変数系 Var ′ はそれぞれ Conと Varの恣意の拡大で
ある．
そこで例 4.2.2と例 4.7.1に記した通り，WとW ′はそれぞれ (A, T, σ,Prm)と (A ′, T ′, σ ′,Prm ′)

にとってのブール的な認識可能世界の全体をとる．そうすると，Λ ∩ Γ = Λ ′ ∩ Γ ′ であるから
W = W ′であって，条件 11がみたされる．可変子 ∀x ′, ∃x ′ (x ′ ∈ Var ′)は，例 4.3.2に記した通り，
各W ′ ∈ W ′ へ極量子として意味付ける．そうすると条件 12がみたされる．こうして得られる正
則拡大 (A ′, T ′, σ ′,Prm ′), W ′, (λ ′

W ′)λ ′,W ′ はやはり一階述語論理系である．

定理 4.7.1 真偽のある論理系の正則拡大の定める文論対は，もとの論理系の定める文論対の拡大
である．つまり，これまでに設けた仮定と記号法の下で，文論対 (A ′

ϕ ′ ,F ′)は文論対 (Aϕ,F)の拡
大である．従ってさらに次のことが成り立つ．

1. (Aϕ,F)の恒真関係 ≼は (A ′
ϕ ′ ,F ′)の恒真関係 ≼ ′ の (Aϕ)

∗ × (Aϕ)
∗ への制限に等しい．

2. PAϕ × PAϕの元 (X, Y)が≼によるAϕの切断であるためには，≼ ′によるA ′
ϕ ′ の切断であ

ることが必要十分である．

3. (Aϕ,F)の核は (A ′
ϕ ′ ,F ′)の核と Aϕ の交わりに等しい．

4. (Aϕ,F)の論理の全体は，(A ′
ϕ ′ ,F ′)の論理の (Aϕ)

∗ ×Aϕ への制限の全体に等しい．

5. (Aϕ,F)の理論の全体は，(A ′
ϕ ′ ,F ′)の理論と Aϕ の交わりの全体に等しい．
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6. Aϕ が (A ′
ϕ ′ ,F ′)の矛盾集合であるときには，Aϕ の部分集合 Xと PAϕ × PAϕ の元 (X, Y)

について次のことが成り立つ．

6a. Xが (Aϕ,F)の矛盾集合であるためには，(A ′
ϕ ′ ,F ′)の矛盾集合であることが必要十分で

ある．
6b. Xが (A ′

ϕ ′ ,F ′)の完全集合であれば，(Aϕ,F)の完全集合でもある．
6c. XにV実例があるためには，XにV ′実例のあることが必要十分である．(X, Y)にV実例
があるためには，(X, Y)にV ′実例のあることが必要十分である．より精密には，W ∈ W

とW ′ ∈ W ′ がW = W ′
Λ∩Γ をみたして (Φ, v) ∈ Vと (Φ ′, v ′) ∈ V ′ が Φ = Φ ′|Con と

v = v ′|Var をみたすとき，(Φ, v)が Xの V実例であるためには (Φ ′, v ′)が Xの V ′ 実
例であることが必要十分であり，(Φ, v)が (X, Y)のV実例であるためには，(Φ ′, v ′)が
(X, Y)のV ′ 実例であることが必要十分である．

証明 (A ′
ϕ ′ ,F ′)が (Aϕ,F)の拡大であることを証明するには次の三つのことを示せばいい．

7. Aϕ ⊆ A ′
ϕ ′

8. 各 (Φ, v) ∈ Vに応じて，Φv = Φ ′v ′
|Aϕ なる (Φ ′, v ′) ∈ V ′ が存在する．

9. 各 (Φ ′, v ′) ∈ V ′ に応じて，Φv = Φ ′v ′
|Aϕ なる (Φ, v) ∈ Vが存在する．

まず結論 7は，条件 2, 4, 0により A ⊆ A ′, σ = σ ′|A, ϕ = ϕ ′ であるから成り立つ．次に結論
8, 9については，条件 11により，各W ∈ Wに応じてW =W ′

Λ∩Γ なるW ′ ∈ W ′があり，逆に各
W ′ ∈ W ′ に対してW ′

Λ∩Γ ∈ Wが成り立つ．そこでW ∈ WとW ′ ∈ W ′ でW =W ′
Λ∩Γ なるもの

を任意にとる．そうすると，条件 5, 4により Con ⊆ Con ′, Var ⊆ Var ′, σ = σ ′|Aであるから，Φ
と vが AからWへの定付値と変付値であれば，Φと vは A ′からW ′への定付値と変付値に拡張
され，逆にΦ ′と v ′がA ′からW ′への定付値と変付値であれば，Φ ′|Conと v ′|VarはAからWへ
の定付値と変付値である．従って結論 8, 9を示すには，次のことを示せばいい．

10. W ∈ WとW ′ ∈ W ′ がW = W ′
Λ∩Γ をみたして (Φ, v) ∈ Vと (Φ ′, v ′) ∈ V ′ が Φ = Φ ′|Con

と v = v ′|Var をみたせば，Φv = (Φ ′v ′
)|Aϕ が成り立つ．

これが示されれば，結論 1 – 6は定理 3.30.9と注意 4.7.2から得られる．
そこで以下，W ∈ WとW ′ ∈ W ′ がW = W ′

Λ∩Γ をみたすと仮定する．そうすると変付値につ
いての上記のことにより，A ′からW ′への変付値の全体 Val ′W ′ から AからW への変付値の全体
ValW への全射

v ′ 7→ v ′|Var

が出来る．従ってまた定理 3.10.3により，U型代数系Wの巾代数系WValW から同じくU型代数
系W の巾代数系WVal ′

W ′ への保型準写 ψで各 b ∈WValW と v ′ ∈ Val ′W ′ に対して

(ψb)v ′ = b(v ′|Var)

をみたすものがある（ψはさらに単射であるが，このことは後の議論に関係ない）．U型代数系
WVal ′

W ′ と U ′ 型代数系W ′ の巾代数系W ′Val ′
W ′ について，W =W ′

Λ∩Γ なることと定理 3.10.2に
よりWVal ′

W ′ = (W ′
Λ∩Γ )

Val ′
W ′ = (W ′Val ′

W ′ )Λ∩Γ が成り立つから，ψはすなわちU型代数系WValW

から U ′ 型代数系W ′Val ′
W ′ を U型代数系とみなしたものへの保型準写である．
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さてWValW は，各 λ ∈ Λ∩ ΓVarのWにおける意味 λW によって T 型代数系と成してある．ま
たW ′Val ′

W ′ も，各 λ ′ ∈ Λ ′ ∩ Γ ′Var ′ のW ′ での意味 λ ′
W ′ によって T ′ 型代数系と成してある．た

だし条件 12を仮定しているから，λ = λ ′のときは λW と λ ′
W ′ は等しい．つまり，λ ∈ Λ∩ Γx (x ∈

Var), λ ′ ∈ Λ ′ ∩ Γ ′x ′ (x ′ ∈ Var)のとき，

λW ∈

( ⋃
t∈Tλ

(Wσx→Wt))→W λ ′
W ′ ∈

 ⋃
t ′∈T ′

λ ′

(W ′
σ ′x ′→W ′

t ′)

→W ′

であって各 t ∈ Tλ, t ′ ∈ T ′
λ ′ に対して

λW(Wσx→Wt) ⊆Wλt λ ′
W ′(W ′

σ ′x ′→W ′
t ′) ⊆W ′

λ ′t ′

となっているが，λ = λ ′ であれば，まず x = x ′ であり，次に条件 12により，Tλ = T ′
λ ′ であって

各 t ∈ Tλ に対して λt = λ ′tが成り立つ．また，W = W ′
Λ∩Γ との仮定により，各 t ∈ T に対して

Wt =W
′
tが成り立つ．さらに，条件 4により σ = σ ′|Aであるから，σx = σ ′x ′が成り立つ．従っ

て λW と λ ′
W ′ の始集合と終集合は等しいが，条件 12により，λW と λ ′

W ′ は写像として等しい．
このことにより実は，ψ は Λ 代数系 WValW から Λ ′ 代数系 W ′Val ′

W ′ への Λ 準写となる．つ
まり，λ ∈ Λ ∩ ΓVarと λ ′ ∈ Λ ′ ∩ Γ ′Var ′ が λ = λ ′ をみたすなら，λのWValW における定義域⋃
t∈Tλ(ValW→Wt)の任意の元 b ∈ ValW→Wt (t ∈ Tλ)に対し，ψbは λ ′のW ′Val ′

W ′ における定
義域 ⋃t ′∈T ′

λ ′
(Val ′W ′→W ′

t ′) の部分集合 Val ′W ′→W ′
t に属すが，これらについて ψ(λb) = λ ′(ψb)

が成り立つ．
これを確かめるために，λ ∈ Λ∩ Γx (x ∈ Var)とし，任意の v ′ ∈ Val ′W ′ をとる．そうすると，任

意のw ∈Wσx =W ′
σ ′x に対して，ValW 上の値換 (x/w)と Val ′W ′ 上の値換 (x/w)について

(x/w)(v ′|Var) =
(
(x/w)v ′

)∣∣
Var

が成り立ち，従って ψの定義により

b
(
(x/w)(v ′|Var)

)
= (ψb)

(
(x/w)v ′

)
が成り立つ．これは，Wσx→Wtの元 b

(
(x/□)(v ′|Var)

)がW ′
σ ′x→W ′

tの元 (ψb)
(
(x/□)v ′

)に等し
いことを意味する．このことなどを使って次のように推論することができる．(

ψ(λb)
)
v ′ = (λb)(v ′|Var)

= λW
(
b
(
(x/□)(v ′|Var)

))
= λW

(
(ψb)

(
(x/□)v ′

))
= λ ′

W ′

(
(ψb)

(
(x/□)v ′

))
=
(
λ ′(ψb)

)
v ′

従って ψ(λb) = λ ′(ψb)が確かに成り立つ．
さてそうすると次には，AからW への定付値 Φと A ′ からW ′ への定付値 Φ ′ が Φ = Φ ′|Con

をみたせば，
ψΦ∗ = Φ ′∗|A

が成り立つ（図 4.2参照）．このことを示すには，ψΦ∗ も Φ ′∗|A も AからW ′Val ′
W ′ への Λ準写

であるから，Aの生成系 Prmの任意の元 aに対して ψ(Φ∗a) = Φ ′∗aを示せばよく，そのために
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図 4.2: 論理系の拡大により得られる意味写像の可換図式

A
Φ∗

−−−−→ WValW

idA

y yψ
A ′ −−−−→

Φ ′∗
W ′Val ′

W ′

はまた，任意の v ′ ∈ Val ′W ′ に対して
(
ψ(Φ∗a)

)
v ′ = (Φ ′∗a)v ′を示せばいいが，これは次のように

確かに成り立つ．(
ψ(Φ∗a)

)
v ′ = (Φ∗a)(v ′|Var) = Φa = Φ ′a = (Φ ′∗a)v ′ · · · a ∈ Conのとき(

ψ(Φ∗x)
)
v ′ = (Φ∗x)(v ′|Var) = (v ′|Var)x = v

′x = (Φ ′∗x)v ′ · · · x ∈ Varのとき
さてそうすると最後に，(Φ, v) ∈ Vと (Φ ′, v ′) ∈ V ′ が Φ = Φ ′|Con と v = v ′|Var をみたせば，

Φv = (Φ ′v ′
)|Aϕ が次のように成り立つ．すなわち，任意の a ∈ Aϕ に対して

Φva = (Φ∗a)v = (Φ∗a)(v ′|Var) =
(
ψ(Φ∗a)

)
v ′ = (Φ ′∗a)v ′ = (Φ ′v ′

)a

以上により結論 10が示され，これで定理 4.7.1の証明が完成した．

注意 4.7.3 定理 4.7.1において (A ′, T ′, σ ′,Prm ′), W ′, (λ ′
W ′)λ ′,W ′ が正則拡大の条件 5より強い

Con ⊆ Con ′, Var = Var ′ なる条件をみたすとき（こういう拡大を正則定数拡大と呼ぶ），定理
4.7.1の証明において，ValW = Val ′W ′ であってVal ′W ′ からValW への写像 v ′ 7→ v ′|Varが恒等写像
であるから，写像 ψも恒等写像であり（定理 3.10.3参照），従って意味写像についてΦ∗ = Φ ′∗|A

が成り立つ．

定理 4.7.2 (✓) これまでに設けた仮定と記号法の下で，(A ′, T ′, σ ′,Prm ′), W ′, (λ ′
W ′)λ ′,W ′ を

(A, T, σ,Prm),W, (λW)λ,Wの正則定数拡大とし，x1, . . . , xnをAの相異なる変数とし，c1, . . . , cn ∈
Con ′ − Conとし，xi と ci は同型であるとする (i = 1, . . . , n)．このとき，a ∈ Aϕ が (Aϕ,F)の
恒真元であるためには a

(
x1, . . . , xn

c1, . . . , cn

)
が (Aϕ ′ ,F ′)の恒真元であることが必要十分である．

証明 ci が A ′ の定数であるから，定理 3.16.7により，aにおいて xi は ci から自由である (i =

1, . . . , n)．b = a

(
x1, . . . , xn

c1, . . . , cn

)
と定める．そしてまず aが恒真と仮定する．そうすると，A ′から

任意のW ∈ Wへの任意の定付値Φ ′ と変付値 vに対し，定理 4.4.2により

(Φ ′∗b)v = (Φ ′∗a)

((
x1, . . . . . . . . . , xn

(Φ ′∗c1)v, . . . , (Φ ′∗cn)v

)
v

)
が成り立つ．Φ = Φ ′|Conと定めれば，前述の通りΦはAからWへの定付値であってΦ ′∗a = Φ∗a

をみたす．従って，aが恒真との仮定により (Φ ′∗b)v = 1が成り立つ．これで bが恒真であるこ
とが示せた．次に逆に bが恒真と仮定する．そして Aから任意のW ∈ Wへの任意の定付値 Φ

と変付値 vをとる．そうすると，各 i ∈ {1, . . . , n}に対して ci と vxi は同型であるから，Φを A ′

からW への定付値Φ ′ でΦ ′ci = vxi (i = 1, . . . , n)なるものへと拡張することができる．さっき
と同様 Φ∗a = Φ ′∗aであり，また v =

(
x1, . . . , xn

vx1, . . . , vx1

)
v であって vxi = (Φ ′∗ci)v (i = 1, . . . , n)

であるから，定理 4.4.2により (Φ∗a)v = (Φ ′∗b)vが成り立つ．従って，bが恒真との仮定により
(Φ∗a)v = 1が成り立つ．これで aが恒真であることが示せた．
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4.8 恒真関係
＄この節を通じて，(A, T, σ,Prm),W, (λW)λ,Wを真偽ϕのある論理系とする．また，前節までに設
けた定義や規約は継承する．特に，第 4.7.1項で定めた通り，Aから共通の認識対象世界への定付値と
変付値の組みの全体をVで表し，(Φ, v) ∈ Vが定めるAϕからTへの写像a 7→ (Φ∗a)vをΦvで表し，
(Φ, v)をV全体に亘らせてのΦvの全体をFで表す．従って (Aϕ,F)が (A, T, σ,Prm),W, (λW)λ,W

の定める文論対である．また，Aϕ の元を a, b, . . .で表し，(Aϕ)
∗ の元を α,β, . . .で表す．

次節以降では形式言語上の演繹論に転じ，文論対 (Aϕ,F)に関して完全な論拠を見つけること
や (Aϕ,F)の無矛盾集合にV実例が存在することを示すのに前章の代数学が使われる様子を説明
する．完全な論拠を見つけるためには注意 3.30.6の二手順を踏むことが実際上必要十分であるが，
それら手順を第 4.9節で一階述語論理系について実行するための準備として，この節で (Aϕ,F)の
恒真関係 ≼について少々一般的に調べる．

4.8.1 恒真関係の基本法則
§ 第 4.7.1項に記した通り，各 (Φ, v) ∈ Vに対する (Φ, v)真関係 ≼Φ,v については

a1 · · ·am ≼Φ,v b1 · · ·bn ⇐⇒ inf {(Φ∗a1)v, . . . , (Φ
∗am)v} ≤ sup {(Φ∗b1)v, . . . , (Φ

∗bn)v}

が成り立ち，従って (3.30.5)により，(Aϕ,F)の恒真関係 ≼については次ことが成り立つ．

α ≼ β ⇐⇒ 任意の (Φ, v) ∈ Vに対して α ≼Φ,v β

そこで，≼について調べるための補助概念として，Aから任意のW ∈ Wへの任意の定付値Φに
対し，(Aϕ)

∗ 上の関係 ≼Φ を

α ≼Φ β ⇐⇒ 任意の v ∈ ValW に対して α ≼Φ,v β

と定義してΦ真関係と呼ぶ（これは第 3.30節の一般論には無い概念である）．そうすると

α ≼ β ⇐⇒ Aから任意のW ∈ Wへの任意の定付値Φに対して α ≼Φ β

が成り立つ．

定理 4.8.1 (Φ, v)真関係 ≼Φ,v とΦ真関係 ≼Φ と恒真関係 ≼ はどれも強束律に従う．

証明 定理 3.19.1と定理 3.19.2により，各 (Φ, v) ∈ Vに対し≼Φ,vは強束律に従う．従って≼Φ,v
の交わりである ≼Φ と ≼も，定理 3.29.4と定理 3.29.2により強束律に従う（定理 3.30.7参照）．

定理 4.8.2 T の不変子 ∧,∨,♢,⇒が (4.1.3)をみたすと仮定する．すなわち

Dom∧ = Dom∨ = Dom⇒ = {ϕ}2 Dom♢ = {ϕ}

ϕ∧ϕ = ϕ∨ϕ = ϕ⇒ϕ = ϕ ϕ♢ = ϕ

そうすると A上の算法としての ∧,∨,♢,⇒が
Dom∧ = Dom∨ = Dom⇒ = (Aϕ)

2 Dom♢ = Aϕ
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Im∧, Im∨, Im⇒, Im♢ ⊆ Aϕ

をみたし，任意のW ∈ Wに対してW 上の算法としての ∧,∨,♢,⇒が
Dom∧ = Dom∨ = Dom⇒ = (Wϕ)

2 Dom♢ =Wϕ

Im∧, Im∨, Im⇒, Im♢ ⊆Wϕ

をみたしてWϕ = Tであることに留意して，さらにWϕ上の汎算法とみなした∧,∨,♢,⇒がブー
ル論法であると仮定する（例 4.2.1参照）．このとき，Aϕ上の汎算法とみなした∧,∨,♢,⇒につ
いて，文論対 (Aϕ,F)は T表現論対であり，(Φ, v)真関係 ≼Φ,vとΦ真関係 ≼Φと恒真関係 ≼は
どれもブール律に従う．

証明 (Φ, v) ∈ Vのとき，各 a ∈ Aに (Φ∗a)v ∈Wを対応させる写像はU型代数系としての保型
準写であるから，それの Aϕへの制限であるΦvは，Aϕから Tへの {∧,∨,♢,⇒}準写である．つ
まり (Aϕ,F)は T表現論対であり，従って定理 3.30.17系により，≼Φ,vはブール関係である．従っ
て ≼Φ,v の交わりである ≼Φ と ≼も，定理 3.29.4と定理 3.29.2によりブール関係である．

問題 4.8.1 定理 4.8.2の仮定の下で，Φを AからW ∈ Wへの定付値とする．このとき，任意の
閉元 a ∈ Aϕ に対して，ε ≼Φ aと ε ≼Φ a♢ の一方のみが成り立つ．

略解 問題 4.5.7により，v ∈ Valによらず (Φ∗a)vは一定である．また，(Φ∗(a♢)
)
v =

(
(Φ∗a)v

)♢ =

1− (Φ∗a)v が成り立つ．従って，任意の v ∈ Valに対して (Φ∗a)v = 1であるか，任意の v ∈ Val

に対して (Φ∗(a♢)
)
v = 1であるかのどちらかである．

以下この項では，可変子 ∀x, ∃x (x ∈ Qvar)が各W ∈ Wへ例 4.3.2のように極量子として，つ
まり全称子・存称子として意味付けてあるものとする．従って A上の算法としての ∀xと ∃xは，
Aϕ を定義域とし Aϕ の中に値のある単項算法である．

定理 4.8.3 a, bを Aϕ の元とし，x ∈ Qvarは aに自由に現れないとすれば，Aの全称子 ∀xにつ
いて次のことが成り立つ．ただし �は，≼の Aϕ ×Aϕ への制限の対称核を表す．

∀x(a⇒b) � a⇒∀xb

証明 Aから任意のW ∈ Wへの任意の定付値Φと変付値 vをとっての次の計算で証明される．た
だし，四つ目の等式は定理 4.4.1により成り立つ．(

Φ∗(∀x(a⇒b)))v = (∀x(Φ∗(a⇒b)))v
= inf

{(
Φ∗(a⇒b))((x/w)v) ∣∣ w ∈Wσx

}
= inf

{
(Φ∗a)

(
(x/w)v

)⇒(Φ∗b)
(
(x/w)v

) ∣∣ w ∈Wσx
}

= inf
{
(Φ∗a)v⇒(Φ∗b)

(
(x/w)v

) ∣∣ w ∈Wσx
}

= (Φ∗a)v⇒ inf
{
(Φ∗b)

(
(x/w)v

) ∣∣ w ∈Wσx
}

= (Φ∗a)v⇒(∀x(Φ∗b)
)
v

= (Φ∗a)v⇒(Φ∗(∀xb)
)
v

=
(
Φ∗(a⇒∀xb)

)
v
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定理 4.8.4 Φを AからW ∈ Wへの定付値とし，a1, . . . , am, b1, . . . , bn, cを Aϕの元とし，x ∈
Qvarは a1, . . . , am, b1, . . . , bn に自由に現れないとする．このとき，Aの極量子 ∀xと ∃xについ
て次のことが成り立つ．

1. a1 · · ·am ≼Φ cb1 · · ·bn =⇒ a1 · · ·an ≼Φ ∀xc, b1 · · ·bn

2. a1 · · ·am ≽Φ cb1 · · ·bn =⇒ a1 · · ·an ≽Φ ∃xc, b1 · · ·bn

証明 代表的に結論 1を示す. a1 · · ·am ≼Φ cb1 · · ·bn なることは，任意の v ∈ ValW に対して

inf {(Φ∗a1)v, . . . , (Φ
∗am)v} ≤ sup {(Φ∗c)v, (Φ∗b1)v, . . . , (Φ

∗bn)v}

が成り立つことを，すなわち，inf {(Φ∗a1)v, . . . , (Φ
∗am)v} = 1, sup {(Φ∗b1)v, . . . , (Φ

∗bn)v} = 0

なら (Φ∗c)v = 1であることを意味する．この仮定の下で任意の v ∈ ValW に対して

inf {(Φ∗a1)v, . . . , (Φ
∗am)v} ≤ sup {

(
Φ∗(∀xc)

)
v, (Φ∗b1)v, . . . , (Φ

∗bn)v}

を示せばいいが，そのためには，inf {(Φ∗a1)v, . . . , (Φ
∗am)v} = 1, sup {(Φ∗b1)v, . . . , (Φ

∗bn)v} = 0

と仮定して (Φ∗(∀xc)
)
v = 1を示せばいい．そう仮定すると，xが a1, . . . , am, b1, . . . , bn に自由

に現れないから，定理 4.4.1により，任意のw ∈Wσx と i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , nに対して

(Φ∗ai)
(
(x/w)v

)
= (Φ∗ai)v = 1 (Φ∗bj)

(
(x/w)v

)
= (Φ∗bj)v = 0

が成り立ち，従って (Φ∗c)
(
(x/w)v

)
= 1が成り立つ．wが任意だから，結局

inf {(Φ∗c)
(
(x/w)v

)
| w ∈Wσx} = 1

が成り立つ．左辺は (∀x(Φ∗c)
)
v すなわち (Φ∗(∀xc)

)
vに等しいから，これで結論 1は証明された．

定理 4.8.5 a ∈ Aϕ において x ∈ Qvarが b ∈ Aσx から自由であれば，Aの極量子 ∀xと ∃xおよ
び代入 (x/b)について次のことが成り立つ．

1. ∀xa ≼ a(x/b) 2. ∃xa ≽ a(x/b)

証明 Aから任意のW ∈ Wへの任意の定付値Φと任意の v ∈ ValW をとる．そうすると(
Φ∗(∀xa)

)
v =

(
∀x(Φ∗a)

)
v = inf {(Φ∗a)

(
(x/w)v

)
| w ∈Wσx} ≤ (Φ∗a)

((
x/(Φ∗b)v

)
v
)

が成り立つ．定理 4.4.2により (Φ∗a)
((
x/(Φ∗b)v

)
v
)
=
(
Φ∗a(x/b)

)
vだから，∀xa ≼Φ,v a(x/b)

が成り立つ．Φ, vが任意だから，これで結論 1が証明された．結論 2も同様に証明される．

定理 4.8.6 Φを AからW ∈ Wへの定付値とする．また，a1, . . . , am, b1, . . . , bn を Aϕ の元と
し，x1, . . . , xl を Aの相異なる変数とし，ck を Aσxk の元とし (k = 1, . . . , l)，ai と bj において
xkは ckから自由であるとする (i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n; k = 1, . . . , l)．この条件の下でΦ真関
係 ≼Φ は次の法則に従う．ただし，記号 (xk/ck)は代入

(
x1, . . . , xl

c1, . . . , cl

)
を表す．

a1 · · ·am ≼Φ b1 · · ·bn
=⇒ a1(xk/ck) · · ·am(xk/ck) ≼Φ b1(xk/ck) · · ·bn(xk/ck)

(代入律)



第 4章 代数論理学 453

証明 a1 · · ·am ≼Φ b1 · · ·bn と仮定し，i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, k = 1, . . . , lに対して a ′
i =

ai(xk/ck), b
′
j = bj(xk/ck)と定め，任意の v ∈ ValW をとる．そうすると，変付値

v ′ =

(
x1, . . . . . . , xl

(Φ∗c1)v, . . . , (Φ∗cl)v

)
v

に対して inf {(Φ∗a1)v
′, . . . , (Φ∗am)v ′} ≤ sup {(Φ∗b1)v

′, . . . , (Φ∗bn)v
′}が成り立つ．定理 4.4.2に

より (Φ∗ai)v
′ = (Φ∗a ′

i)v, (Φ
∗bj)v

′ = (Φ∗b ′
j)vであるから，これで証明された．

系 ΦをAからW ∈ Wへの定付値とし，a1, . . . , am, b1, . . . , bn ∈ Aϕとし，x1, . . . , xl, y1, . . . , yl
を Aの相異なる変数とし，これらに関して ai は a ′

i と相似であって bj は b ′
j と相似であるとする

(i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n)．この条件の下でΦ真関係 ≼Φ は次の法則に従う．

a1 · · ·am ≼Φ b1 · · ·bn =⇒ a ′
1 · · ·a ′

m ≼Φ b ′
1 · · ·b ′

n (相似代入律)

問題 4.8.2 x1, . . . , xkがAϕの元a1, . . . , am, b1, . . . , bnの自由変数列であってΦがAからW ∈ W

への定付値であるとき，次の二条件は同等である．

1. a1 · · ·am ≼Φ b1 · · ·bn

2. 任意の (w1, . . . , wk) ∈Wσx1 × · · · ×Wσxk に対して次の不等式が成り立つ．

inf {aΦ1 (w1, . . . , wk), . . . , a
Φ
m(w1, . . . , wk)} ≤ sup {bΦ1 (w1, . . . , wk), . . . , b

Φ
n (w1, . . . , wk)}

ただしここでの inf と supと ≤は，Wϕ (= T)における通常の下限と上限と順序を表す．

4.8.2 フレーゲ関係
§ ここでは，文論対 (Aϕ,F)の恒真関係 ≼と Φ真関係 ≼Φ について，≼と ≼Φ の定義を介す

ることなくさらに調べを進める．そのために次の仮定と定義を設ける．
∀と ∃を算号基 Γ の元とし，Aの可変子 ∀x, ∃x (x ∈ Qvar)が

Dom∀x = Dom∃x = Aϕ Im ∀x, Im ∃x ⊆ Aϕ

をみたすと仮定する．そして，(Aϕ)
∗ 上の束関係 ⋞でこれら可変子のすべてについて次の四法則

に従うものを，これら可変子についての (Aϕ)
∗上のフレーゲ関係と呼び（記号⋞と≼の違いに注

意），束律とこれら四法則を合わせた法則をフレーゲ律と呼ぶ [8]．

α ⋞ aβ =⇒ α ⋞ ∀xa, β (全称律)

α ⋟ aβ =⇒ α ⋟ ∃xa, β (存称律)

ただしこれら二律において，a ∈ Aϕ は任意であるが，x ∈ Qvarは α,β ∈ (Aϕ)
∗ に現れる Aϕ の

各元に自由に現れない（このことを「xは α,βに自由に現れない」とも言う）との制限を設ける．
また次の二律においては，x ∈ Qvarは a ∈ Aϕ において b ∈ Aσx から自由との制限を設ける．

∀xa ⋞ a(x/b) (全称代入律)

∃xa ⋟ a(x/b) (存称代入律)

[8]「フレーゲ」は，極量子を使う論理学の開祖フレーゲ (Gottlob Frege) に因む．第 1.2.4 項参照．



第 4章 代数論理学 454

例 4.8.1 定理 4.8.1と定理 4.8.4と定理 4.8.5により，文論対 (Aϕ,F)の恒真関係 ≼も，Aから任
意のW ∈ Wへの任意の定付値 Φにより定まる Φ真関係 ≼Φ も，極量子 ∀x, ∃x (x ∈ Qvar)につ
いての (Aϕ)

∗ 上のフレーゲ関係である．

定理 4.8.7 (Aϕ)
∗ 上の束関係 ⋞が可変子 ∀x, ∃x (x ∈ Qvar)についての全称代入律と存称代入律

に従うためには，これら可変子についての次の法則に従うことが必要十分である．ただしこれら二
律において，x ∈ Qvarは a ∈ Aϕ において b ∈ Aσx から自由であるとの制限を設ける．

a(x/b), α ⋞ β =⇒ ∀xa, α ⋞ β (代入全称律)

a(x/b), α ⋟ β =⇒ ∃xa, α ⋟ β (代入存称律)

証明 束関係 ⋞は消去律に従うから，代入全称律の前提の a(x/b), α ⋞ βと全称代入律により成
り立つ ∀xa ⋞ a(x/b) から代入全称律の結論の ∀xa, α ⋞ βが得られる．逆に代入全称律において
α = ε, β = a(x/b)とすれば，前提がみたされるから，その結論として全称代入律 ∀xa ⋞ a(x/b)
が得られる．存称代入律と代入存称律についても同様である．

問題 4.8.3 (Aϕ)
∗ 上の関係についてのフレーゲ律は生成的法則である．

以下この項では，⋞は可変子 ∀x, ∃x (x ∈ Qvar)についての (Aϕ)
∗ 上のフレーゲ関係であると

し，⋞の Aϕ ×Aϕ への制限の対称核を �で表す（注意 3.21.1参照）．

定理 4.8.8 任意の a ∈ Aϕ と可変子 ∀x,∃x (x ∈ Qvar)について次のことが成り立つ．

1. ∀xa ⋞ a 2. ∃xa ⋟ a

証明 a(x/x) = aであって定理 3.16.5により aにおいて xが xから自由であるから，全称代入律
により ∀xa ⋞ aが成り立ち，存称代入律により ∃xa ⋟ aが成り立つ．

定理 4.8.9 �と⋞を制限して出来るAϕ上の関係は，Aϕ上の算法とみなした ∀x, ∃x (x ∈ Qvar)

と両立する．

証明 代表的に ∀xについて考え，a, b ∈ Aϕ が a ⋞ bをみたすとする．このとき，a ⋞ bと定理
4.8.8により成り立つ ∀xa ⋞ a に消去律を使って ∀xa ⋞ bを得る．定理 3.16.4により xは ∀xaに
自由に現れないから，全称律によって ∀xa ⋞ ∀xbが成り立つ．従って，a � bなら ∀xa � ∀xbが
成り立つ．

定理 4.8.10 任意の a ∈ Aϕ と可変子 ∀x, ∃x (x ∈ Qvar)に対して次のことが成り立つ．

1. ε ⋞ a ⇐⇒ ε ⋞ ∀xa 2. ε ⋟ a ⇐⇒ ε ⋟ ∃xa

証明 代表的に，結論 1について考える．ε ⋞ aであれば，全称律により ε ⋞ ∀xaが成り立つ．逆
に ε ⋞ ∀xaであれば，これと定理 4.8.8により成り立つ ∀xa ⋞ aに消去律を使って ε ⋞ aを得る．

以下この項では，(A, T, σ,Prm)と任意のW ∈ Wが定義 4.6.4の可変子条件と意味条件をみた
すと仮定する．従って，ある変数 xに対して可変子 ∀x, ∃xが存在すれば，任意の y ∈ Qvarσxに対
して ∀y, ∃yが存在して Dom ∀y = Dom∃y = Aϕ と Im ∀y, Im ∃y ⊆ Aϕ をみたす．
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定理 4.8.11 a ∈ Aϕ が x, y ∈ Qvarに関して b ∈ Aϕ に相似であって可変子 ∀xと ∃xが存在すれ
ば，可変子 ∀yと ∃yも存在して ∀xa � ∀ybと ∃xa � ∃yb が成り立つ（定理 4.5.3参照）．

証明 相似の定義 3.17.2により，x, yは相異なる同型の元であって次の三条件が成り立つ．

1. b = a(x/y) 2. yは aに自由に現れない． 3. aにおいて xは yから自由である．

x, yが同型であるから，仮定により∀yと∃yも存在してDom ∀y = Dom∃y = Aϕと Im ∀y, Im ∃y ⊆
Aϕ をみたす．条件 1, 3と全称代入律により ∀xa ⋞ bが成り立つ．条件 2と定理 3.16.4により y

が ∀xaに自由に現れないから，さらに全称律により ∀xa ⋞ ∀ybが成り立つ．定理 3.17.6により b

が y, xに関して aに相似であるから逆に ∀xa ⋟ ∀ybも成り立ち，従って ∀xa � ∀ybが成り立つ．
可変子 ∃x, ∃yについても同様である．

定理 4.8.12 a ∈ Aϕが x, y ∈ Qvarに関して b ∈ Aϕに相似であって yが α,β ∈ (Aϕ)
∗に自由に

現れなければ，可変子 ∀xと ∃xについて次の二つのことが成り立つ．

α ⋞ bβ =⇒ α ⋞ ∀xa, β (相似全称律)

α ⋟ bβ =⇒ α ⋟ ∃xa, β (相似存称律)

証明 定理 4.8.11により，可変子 ∀yも存在して ∀yb ⋞ ∀xaが成り立つ．従って α ⋞ bβが成り
立てば，全称律により α ⋞ ∀yb, βが成り立ち，消去律により α ⋞ ∀xa, βを得る．相似存称律に
ついても同様である．

問題 4.8.4 a ∈ Aϕが x, y ∈ Qvarに関して b ∈ Aϕに相似であれば，可変子 ∀xと ∃xについて次
のことが成り立つ．

1. ∀xa ⋞ b

2. bα ⋞ β =⇒ ∀xa, α ⋞ β

3. b ⋞ ∃xa

4. α ⋞ bβ =⇒ α ⋞ ∃xa, β

略解 結論 1が成り立つのは，∀xa ⋞ a(x/y)であって a(x/y) = bであるからである．あるいは，
∀xa � ∀ybであって ∀yb ⋞ bであるからである．結論 1と消去律により結論 2が成り立つ．

問題 4.8.5 (✓) a ∈ Aϕ, x ∈ Qvarであって Qvarσx に可算個の元があると仮定する．このとき，
ε ⋞ ∀xaなることは，次の二つのことのいずれとも同等である．

1. aにおいて xを束縛しない任意の b ∈ Aσx に対して ε ⋞ a(x/b)が成り立つ．

2. aにおいて xを束縛しない任意の y ∈ Qvarσx に対して ε ⋞ a(x/y)が成り立つ．

また，ε ⋟ ∃xaなることは，次の二つのことのいずれとも同等である．

3. aにおいて xを束縛しない任意の b ∈ Aσx に対して ε ⋟ a(x/b)が成り立つ．

4. aにおいて xを束縛しない任意の y ∈ Qvarσx に対して ε ⋟ a(x/y)が成り立つ．

略解 「ε ⋞ ∀xa」なる命題の番号を 0とする．
(0 =⇒ 1) b ∈ Aσxが aにおいて xを束縛しないと仮定する．このとき，ε ⋞ ∀xaと全称代入律

により成り立つ ∀xa ⋞ a(x/b)に消去律を使って ε ⋞ a(x/b)を得る．
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(2 =⇒ 0) Qvarσx に可算個の元があるから，問題 3.17.1により，b ∈ Aϕ と y ∈ Qvarσx とで，
aが x, yに関して bに相似のものが存在する．aにおいて yは xを束縛せず b = a(x/y)であるか
ら，条件 2により ε ⋞ b，従って全称律により ε ⋞ ∀ybが成り立つ．定理 4.8.11により ∀yb ⋞ ∀xa
が成り立つから，消去律により ε ⋞ ∀xaを得る．

4.9 一階述語論理系における完全性定理と実例存在定理
＄引き続いて，(A, T, σ,Prm),W, (λW)λ,Wを真偽ϕのある論理系とする．また，前節までに設け
た定義や規約は継承する．特に，第 4.7.1項で定めた通り，Aから共通の認識対象世界への定付値と変
付値の組みの全体をVで表し，(Φ, v) ∈ Vが定めるAϕからTへの写像a 7→ (Φ∗a)vをΦvで表し，
(Φ, v)をV全体に亘らせてのΦvの全体をFで表す．従って (Aϕ,F)が (A, T, σ,Prm),W, (λW)λ,W

の定める文論対である．また，Aϕ の元を a, b, . . .で表し，(Aϕ)
∗ の元を α,β, . . .で表す．

この節では，形式言語上の演繹論の中心である F完全性の問題やそれと関連したV実例の存在
問題に前章の代数学がどう使われるかを説明する．ただしそのためには，これまでの節では一般
的・抽象的の論理系について説明してきたのとは違って，論理系を特殊化・具体化しなければなら
ない．それは，F完全性の問題への意義ある答というのは具体的な F完全な論拠を提示することだ
からであり，また，V実例の有無も論理系の特殊性によるからである（注意 3.27.4・注意 3.30.12・
注意 4.7.2・注意 5.7.1参照）．ただし特殊化・具体化する前に，第 3.30.1項に沿って束値論対につ
いての定義と規約を再現する．まず，

A⃗ = (Aϕ)
∗ × (Aϕ)

∗

と定める．そうすると第 3.9節における「関係」の定義により，各 (Φ, v) ∈ Vに対する (Φ, v)真
関係 ≼Φ,vと恒真関係 ≼は A⃗の部分集合であるが，記号 ≼Φ,vと ≼が集合を表すのにそぐわない
ので，≼Φ,v と ≼を記号 A⃗Φ,v と C⃗でも表すことにする．

A⃗Φ,v = {α→ β ∈ A⃗ | α ≼Φ,v β} C⃗ = {α→ β ∈ A⃗ | α ≼ β}

すなわち，A⃗Φ,vと C⃗とは，文論対 (Aϕ,F)の (Φ, v)真式の全体と恒真式の全体とである．さらに，
(Φ, v)をV全体に亘らせての A⃗Φ,v の全体を F⃗で表す．

F⃗ = {A⃗Φ,v | (Φ, v) ∈ V}

そうすると，(A⃗, F⃗)が (Aϕ,F)に随伴する式論対であり，C⃗がその核である．
以上の定義と規約の下で注意 3.30.6によれば，(Aϕ,F)に関して完全な論拠を提示するためには，

次の手順 1, 2を踏むことが必要かつ十分である．

　手順 1. (Aϕ,F)の特性法則 (R⃗, D⃗)を見つける．これはすなわち，A⃗上の F⃗弱完全な論拠であり，
(Aϕ,F)の恒真関係 ≼を (Aϕ)

∗ 上の最小 (R⃗, D⃗)関係と成す生成的法則である．

　手順 2. Aϕ 上の F健全な論拠 (R,D)で生成関係 ≼R,D が法則 (R⃗, D⃗)に従うものを見つける．

また注意 4.7.2によれば，Aϕ の部分集合のV実例の有無は F実例の有無と同等である．
命題論理系での F 完全性の問題と V実例の存在問題は第 3章で既に片付いている．なぜなら

(A, T, σ,Prm),W, (λW)λ,W が命題論理系である場合，例 4.1.1により，Aϕ は Aに等しく変数系
Varを素元系とし汎算法 x∧y, x∨y, x♢, x⇒yから成る代数構造を持つ普遍汎代数系である．そ
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してこの論理系から出来る文論対 (A,F)は，例 4.7.2に記したように算法 ∧,∨,♢,⇒に関する最
大 T表現論対である．従って，(A,F)についての手順 1, 2に当たることはすでに実行してある．
つまりまず手順 1については，定理 3.30.33と定理 3.30.32により，ブール律と弱ブール律が共に
(A,F)の特性法則である．次に手順 2については，定理 3.31.1系 2と例 3.30.1と問題 3.31.1によ
り，または定理 3.31.3と例 3.30.1と問題 3.31.4により，A上の F 健全な論拠 (R,D)で生成関係
≼R,D がブール関係であるものを見つけてある．また定理 3.30.32により，(A,F)の任意の無矛盾
集合に F実例が存在することを示してある．
(A, T, σ,Prm),W, (λW)λ,W が本書の主題を成す格論理系である場合の F完全性の問題とV実例

の存在問題は第 5章以降で論ずる．
そこで以下この節を通じて，(A, T, σ,Prm),W, (λW)λ,W は一階述語論理系であると仮定する．そ

うするとまず例 4.1.2により，Tは二点集合 {ϵ,ϕ}である．そしてAの ϵ部分Aϵは，項の全体であっ
て，素項の全体Prmを素元系とし関数記号の全体を算号系とする普遍汎代数系である．またAの文
の全体Aϕは，論理式の全体に等しく，素論理式の全体を素元系とし {∧,∨,♢,⇒, ∀x, ∃x | x ∈ Var}

を算号系とする普遍汎代数系である．次に，例 4.2.2と例 4.7.1に記した通り，Wはブール的な認識
可能世界，すなわちWϕ = Tであって算法 ∧,∨,♢,⇒が (4.2.2)と (4.2.1)をみたす認識可能世界
Wから成る．また，可変子 ∀x, ∃x (x ∈ Var)は各W ∈ Wへ例 4.3.2のように極量子として，つま
り全称子・存称子として意味付けてある．そうすると定理 4.8.2と例 4.8.1により，文論対 (Aϕ,F)

は Aϕ 上の算法とみなした ∧,∨,♢,⇒についての T表現論対であり，(Aϕ,F)の恒真関係 ≼は，
これら算法についてブール関係であると共に，極量子 ∀x, ∃x (x ∈ Var)についてフレーゲ関係であ
る．従ってさらに問題 3.30.31と定理 3.30.17により，1 /∈ Fであって ≼は (Aϕ,F)の偏恒真関係
⊨の最大束拡張である．こういう (Aϕ,F)に関して完全な論拠を提示するのがこの節の第一目標で
ある．(Aϕ,F)の無矛盾集合にV実例が存在することを示すのがこの節の第二目標である．

4.9.1 式についての弱完全性定理
§ ここでは，一階述語論理系 (A, T, σ,Prm),Wの定める文論対 (Aϕ,F) に対しての上記手順 1

として，(Aϕ,F)の特性法則すなわち A⃗上の F⃗弱完全な論拠を (R⃗1, D⃗)と (R⃗2, D⃗)の二通り提示す
る．それら論拠 (R⃗i, D⃗) (i = 1, 2)が F⃗弱完全であるためには，(Aϕ,F)の恒真関係 ≼が生成的法
則 (R⃗i, D⃗)に従うことが，つまり C⃗が R⃗i で閉じていて D⃗を含むことが必要である．C⃗が R⃗i で閉
じていることは，R⃗iが式論対 (A⃗, F⃗)の弱論理であることに，つまり，R⃗iの下記分数式表示におけ
る分子に現れる式がすべて (Aϕ,F)の恒真式であれば分母も (Aϕ,F)の恒真式であることに他なら
ない．また，C⃗が D⃗を含むことは，D⃗の各元が (Aϕ,F)の恒真式であることに他ならない．そこ
で (R⃗i, D⃗)を定めるに当たっては，≼が生成的法則 (R⃗i, D⃗)に従う理由として，R⃗iが式論対 (A⃗, F⃗)

の弱論理であって D⃗の各元が文論対 (Aϕ,F)の恒真式である理由を添え示す．
なお，≼Φ,v と ≼を記号 A⃗Φ,v と C⃗でも表したと同様に，AからW ∈ Wへの各定付値Φに対

してΦ真関係 ≼Φを記号 A⃗Φでも表し，W とΦを任意に動かして出来る A⃗Φの全体を B⃗で表せ
ば，論対 (A⃗, B⃗)が出来てその核は C⃗に等しい．つまり，(A⃗, B⃗)は (A⃗, F⃗)と弱同値である．従って
手順 1は，B⃗弱完全な論拠 (R⃗, D⃗)を提示することでもある．

4.9.1.1 論拠・生成的法則としての (R⃗i, D⃗) (i = 1, 2)

‡ ここでは (R⃗i, D⃗) (i = 1, 2)を定義する．まず D⃗としては，定理 3.29.4の証明の意味での反復
式 a→ aすべてから成る集合をとる．≼が反復律 a ≼ aに従うから，反復式は確かに (Aϕ,F)の
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恒真式である．次に R⃗1としては，定理 3.29.4の証明に記した強消去関係以外の八種十六個の関係
に定理 4.8.4と定理 4.8.7が示唆する二種四個の限量関係（全称関係と存称関係）を合わせたもの
をとる．すなわち，R⃗1 は次の十種二十個の A⃗∗, A⃗間の関係の和である（式の向きに注意）．

α→ β

aα→ β

α← β

aα← β
(付加関係)

aaα→ β

aα→ β

aaα← β

aα← β
(巾等関係)

αabβ→ γ

αbaβ→ γ

αabβ← γ

αbaβ← γ
(置換関係)

α→ a aβ→ δ

αβ→ δ

α← a aβ← δ

αβ← δ
(消去関係)

abα→ β

a∧b, α→ β

α→ aβ α→ bβ

α→ a∧b, β
(下限関係)

aα→ β bα→ β

a∨b, α→ β

α→ abβ

α→ a∨b, β
(上限関係)

α→ aβ

a♢α→ β

aα→ β

α→ a♢β
(両補関係)

α→ aβ bα→ β

a⇒b, α→ β

aα→ bβ

α→ a⇒b, β (三導関係)

a(x/t), α→ β

∀xa, α→ β

α→ aβ

α→ ∀xa, β
(全称関係)

aα→ β

∃xa, α→ β

α→ a(x/t), β

α→ ∃xa, β
(存称関係)

ただし，限量関係においては x ∈ Varであり，全称関係の左側と存称関係の右側においてはaにおい
て xは t ∈ Aϵから自由であり，全称関係の右側と存称関係の左側においては，α = a1 · · ·am, β =

b1 · · ·bnとするとき，xは a1, . . . , am, b1, . . . , bnに自由に現れない（このことを「xは α,βに自
由に現れない」とも言う）とする．
次に R⃗2 としては，R⃗1 から消去関係と全称関係の右側と存称関係の左側を取り除いて定理 4.8.6

系と定理 4.8.12が示唆する次の三個の関係を加えたものをとる．
a1 · · ·am → b1 · · ·bn
a ′
1 · · ·a ′

m → b ′
1 · · ·b ′

n

(相似代入関係)

ただし相異なる変数 x1, . . . , xl, y1, . . . , ylに関して，aiは a ′
iと相似であって bjは b ′

j と相似であ
るとする (i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n)．

α→ bβ

α→ ∀xa, β
(相似全称関係)
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bα→ β

∃xa, α→ β
(相似存称関係)

ただし相似全称関係と相似存称関係においては，aは相異なる変数 x, yに関して bと相似であって
yは α,βに自由に現れないとする．
以上，(R⃗i, D⃗) (i = 1, 2)を A⃗上の論拠として定義したが，(R⃗i, D⃗)は (Aϕ)

∗上の関係についての
生成的法則とみなされ，[D⃗]

R⃗i
は最小 (R⃗i, D⃗)関係とみなされ，論拠 (R⃗i, D⃗)の F⃗弱完全性の証明の

暁には，生成的法則 (R⃗i, D⃗)が (Aϕ,F)の特性法則であることが分かる．そこで，最小 (R⃗i, D⃗)関
係とみなした [D⃗]

R⃗i
を ≼i で表す．

(R⃗1, D⃗)関係は，反復律・付加律・巾等律・置換律・消去律とブール子 ∧,∨,♢,⇒に関する強両
限律・強両補律・強三導律と極量子 ∀x, ∃x (x ∈ Var)に関する全称律・存称律・代入全称律・代入
存称律に従う関係に他ならず，従って定理 4.8.7により弱ブール律・消去律・フレーゲ律に従う関
係にも他ならず，さらに定理 3.21.10によれば，ブール律とフレーゲ律に従う関係にも他ならない．
また (R⃗2, D⃗)関係は，弱ブール律・代入全称律・代入存称律・相似代入律・相似全称律・相似存称
律に従う関係に他ならない．つまり，生成的法則 (R⃗1, D⃗)は弱ブール律・消去律・フレーゲ律を合
わせた法則ともブール律とフレーゲ律を合わせた法則とも同等であり，生成的法則 (R⃗2, D⃗)は，弱
ブール律・代入全称律・代入存称律・相似代入律・相似全称律・相似存称律を合わせた法則である．
文論対 (Aϕ,F)の恒真関係 ≼は，定理 4.8.2と例 4.8.1によりブール関係かつフレーゲ関係であ

り，定理 4.8.6系により相似代入律に従い，定理 4.8.12により相似全称律と相似存称律に従う．従っ
て，≼は (R⃗i, D⃗)関係である (i = 1, 2)．言い換えれば，R⃗i (i = 1, 2)は式論対 (A⃗, F⃗)の弱論理であ
り，D⃗の各元は文論対 (Aϕ,F)の恒真式である．
なお，R⃗2 には消去関係と強消去関係（合わせて仮に「カット」と呼ぶ）が明示的には含まれて
いない．相似代入関係は「変数取り換え」の一種であり，また，定理 4.8.12の証明が示す通り，R⃗2
の中の相似全称関係・相似存称関係は全称関係・存称関係と「変数取り換え」の組み合わせである．
従って，R⃗1に「変数取り換え」を入れる代わりにカットを除去して出来たのが R⃗2であり，これが
いわゆる「カット除去」の隠された実態である．
手順 1を完結させるために，以下 A⃗上の論拠 (R⃗i, D⃗) (i = 1, 2)の F⃗弱完全性を証明するが，そ
れを二通りの方法で行なう．一つは定理 3.23.1の証明に使った展開列法であり，もう一つは定理
3.22.12の証明に使った切断法である．
これらには一長一短がある．展開列法は，(R⃗1, D⃗)と (R⃗2, D⃗)の両方に適用できるが，「有限的」
な証明法であるため，「Aの変数系 Varが可算集合で定数系 Conと関数記号の全体は高々可算の集
合である」という仮定が省けないように思われる．他方で切断法は，(R⃗2, D⃗)にはまだ適用できて
いないが，(R⃗1, D⃗)に適用する場合，Varなどの濃度についてのある種の仮定はやはり設けるもの
の，「超限的」な証明法であるので超限濃度も扱うことができ，変数の現れの自由・束縛の扱いが
比較的に煩わしくなく，第 3.30.4項で説明した命題論理学の場合と同様，文論対 (Aϕ,F)の各無
矛盾集合にV実例があることもついでに証明され，しかもその証明では濃度についての仮定が何
も要らない．
どちらの方法にも必要な補題を一つここに記しておく．Aϕ は素論理式の全体を素元系とし

{∧,∨,♢,⇒, ∀x, ∃x | x ∈ Var} を算号系とする普遍汎代数系であるが，この普遍汎代数系におけ
る階数について次のことが成り立つ．

補題 4.9.1 a ∈ Aϕ, x ∈ Var, t ∈ Aϵ なら，aと a(x/t)の Aϕ における階数は等しい．

証明 素論理式の全体を Sで表し {∧,∨,♢,⇒,∀x, ∃x | x ∈ Var}をMで表せば，問題 3.8.9によ
り (AM, TM, σ, S ∪Aϵ)は普遍型付M代数系である．そして，自然数 nについての帰納法により，
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S ∪Aϵの AMにおける n圏が Sの Aϕにおける n圏に等しいことが示される（S ∪Aϵの AMに
おける 0圏 S ∪ Aϵ は Sの Aϕ における 0圏 Sと異なる）．よって，a ∈ Aϕ の Aϕ における階数
は (AM, TM, σ, S ∪Aϵ)における階数に等しい．従って定理 3.17.10によりこの補題が成り立つ．

4.9.1.2 論拠 (R⃗i, D⃗) (i = 1, 2)の F⃗弱完全性の展開列法による証明

‡ ここでは，Aの変数系Varが可算集合で定数系 Conと関数記号の全体は高々可算の集合であ
ると仮定する．その上で展開列法によって論拠 (R⃗i, D⃗) (i = 1, 2)の F⃗弱完全性を証明する．R⃗iが式
論対 (A⃗, F⃗)の弱論理で D⃗が C⃗に含まれるから，[D⃗]

R⃗i
⊆ C⃗は成り立つ．そこでこの逆の C⃗ ⊆ [D⃗]

R⃗i

を以下で証明する．関係を使って表現すれば，すなわち「α ≼ β =⇒ α ≼i β」を証明する．それ
に背理法を使うために，α ≼ βと α 6≼i βをみたす式 α → βがあると仮定する．こういう式を反
例式と呼ぶ．また，α 6≼i βをみたす式 α→ βを特異式と呼ぶ．従って，反例式は特異式である．

補題 4.9.2 次の条件Gをみたす反例式 α0 → β0 が存在する．

(G) ある x ∈ Varに対して ∀xまたは ∃xが α0 ∪β0に属す論理式に現れれば，その xは α0, β0に
自由に現れない．

証明 任意の式 α→ βをとって α = a1 · · ·am, β = b1 · · ·bn とする．
i = 1の場合：恒真関係 ≼がブール関係なので，c = (a1∧ . . .∧am)♢ ∨b1∨ . . .∨bn と定め
れば，定理 3.21.2と定理 3.21.3により，α ≼ βなることは ε ≼ cなることと同等である．また，
x1, . . . , xkを cの自由変数列とすれば，≼がフレーゲ関係なので定理 4.8.10により，ε ≼ cなるこ
とは ε ≼ ∀x1 . . . ∀xkcなることと同等である．≼1もブール関係かつフレーゲ関係なので，以上のこ
とは≼を≼1に替えても成り立つ．また，定理 3.16.4により ∀x1 . . . ∀xkcは閉論理式である．従っ
て，ある閉論理式 dに対して ε → dが反例式となる．これを α0 → β0 とすれば，これが条件 G

を自明にみたす．
i = 2の場合：問題 4.5.1により a1, . . . , am, b1, . . . , bnに共通の自由変数列 x1, . . . , xlがある．ま

た，Varが可算集合と仮定しているから，定理 3.15.1と定理 3.15.2により，x1, . . . , xlと異なる相
異なる変数 y1, . . . , ylで ∀ykも ∃ykも ai, bjに現れない (i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n; k = 1, . . . , l)

ものが存在する．yk は当然に ai, bj に自由に現れない．そこで

a ′
i = ai

(
x1, . . . , xl

y1, . . . , yl

)
b ′
j = bj

(
x1, . . . , xl

y1, . . . , yl

)
と定めれば，定理 3.16.7により ai(xk)(yk)a

′
i，つまり ai は x1, . . . , xl, y1, . . . , yl に関して a ′

i と
相似であり，同様に bj(xk)(yk)b

′
j が成り立つ．従って定理 3.17.6により，逆に a ′

i(yk)(xk)ai と
b ′
j(yk)(xk)bj も成り立つ．従って α ′ = a ′

1 · · ·a ′
m, β

′ = b ′
1 · · ·b ′

n と定めれば，C⃗と [D⃗]
R⃗2
が相似

代入関係で閉じているから，α→ βが反例式であることは α ′ → β ′が反例式であることと同等で
ある．さらに，定理 3.17.1系により y1, . . . , ylは a ′

i, b
′
jの共通の自由変数列であり，定理 3.17.9に

より，∀ykも ∃ykも a ′
i, b

′
jに現れない．以上により，条件Gをみたす反例式 α0 → β0が存在する．

注意 4.9.1 目標の「α ≼ β =⇒ α ≼i β」を証明するには，「α ≼ β, α 6≼i β =⇒ 矛盾」という
背理法を使う代わりに，「α 6≼i β =⇒ α 6≼ β」という対偶を証明してもいい．しかし，以下の論
法で示し得るのは，「α 6≼i βをみたし条件Gをみたす式 α→ βについては α 6≼ βが成り立つ」こ
とである．それ故に，対偶法ではなく背理法を使い反例式の概念を必要とするのである． 終
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以下で，補題 4.9.2で存在の保証された条件Gをみたす反例式 α0 → β0に対し，α0 6≼Φ,v β0な
る (Φ, v) ∈ Vがあることを示す．これが α0 ≼ β0と矛盾するから，それで C⃗ ⊆ [D⃗]

R⃗i
の背理法に

よる証明が完成する．
Var の元 y であって ∀y も ∃y も α0 ∪ β0 に属す論理式に現れないものの全体を Var ′ で表し，

Var ′′ = Var−Var ′と定める．また，Prm ′ = Con ∪Var ′と定め，関数記号の全体を算号系とする
代数系としてのAϵにおける Prm ′の算包 [Prm ′]Aϵ をA ′

ϵで表す．そうすると，Varが可算集合と
仮定していて定理 3.15.2によりVar ′′が有限集合であるから，Var ′も可算集合である．また，Con

が高々可算の集合とも仮定しているから Prm ′も可算集合である．また，関数記号の全体が高々可
算の集合であるとも仮定しているから，定理 3.2.1により A ′

ϵ も可算集合である．
次の二条件をみたす a ∈ Aを良元と呼ぶ．

1. y ∈ Var ′ なら，∀yも ∃yも aに現れない．

2. Var ′′ の元は aに自由に現れない．

また，良文の全体を A ′
ϕで表し，α ∪ β ⊆ A ′

ϕなる式 α→ βを良式と呼ぶ．従って α0 → β0は良
反例式・良特異式である．

補題 4.9.3 Aの良元について次のことが成り立つ．

1. t ∈ Aϵ が良項であるためには，Var ′′ の元が tに自由に現れないことも t ∈ A ′
ϵ なることも，

共に必要十分である．

2. n変数述語記号pと t1, . . . , tn ∈ Aϵに対しp(t1, . . . , tn) ∈ A ′
ϕなるためには，t1, . . . , tn ∈ A ′

ϵ

なることが必要十分である．

3. a∧b ∈ A ′
ϕ なら a, b ∈ A ′

ϕ であり，他のブール子 ∨,♢,⇒についても同様である．つまり，
A ′
ϕはブール子∧,∨,♢,⇒で外に閉じている（内にも閉じているが，そのことは必要ない）．

4. ∀xa ∈ A ′
ϕとする．このとき任意の t ∈ A ′

ϵに対して，a(x/t) ∈ A ′
ϕであって aにおいて xは

tから自由である．また，Var ′の元 yが aに自由に現れなければ，aは x, yに関して a(x/y)
と相似である．存称子 ∃xについても同様のことが成り立つ．

証明 1.問題 3.15.5により，tに現れる算号は関数記号に限る．従って tが良項であるためには，
Var ′′ の元が tに自由に現れないことが必要十分である．また，tが良項であれば定理 3.16.1系に
より t ∈ A ′

ϵ が成り立ち，逆に t ∈ A ′
ϵ であれば，問題 3.16.3により tは良項である．

2. 問題 3.15.5により，p(t1, . . . , tn)に現れる算号は pと関数記号に限る．従って p(t1, . . . , tn) ∈
A ′
ϕ なるためには，Var ′′ の元が p(t1, . . . , tn)に自由に現れないことが必要十分であり，そのため
には定理 3.16.4によれば，Var ′′ の元が t1, . . . , tn に自由に現れないことが必要十分であり，その
ためには結論 1によれば，t1, . . . , tn ∈ A ′

ϵ なることが必要十分である．
3. y ∈ Var ′ なら ∀yと ∃yは，a∧bに現れないから，定理 3.15.2により a, bにも現れない．

Var ′′の元は，a∧bに自由に現れないから，定理 3.16.4により a, bにも自由に現れない．従って
a, b ∈ A ′

ϕ である．
4. y ∈ Var ′なら ∀yと ∃yは，∀xaに現れず，従って定理 3.15.2により aにも現れず，従って定

理 3.17.9と結論 1により a(x/t)にも現れない．結論 1により Var ′′ の元は tに自由に現れず，定
理 3.16.4により x以外の Var ′′の元は aに自由に現れない．従って定理 3.17.1系により，Var ′′の
元は a(x/t)に自由に現れない．以上により a(x/t) ∈ A ′

ϕ である．
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y ∈ Varが tに自由に現れれば，結論 1により y ∈ Var ′であり，従って上記の通り，∀yも ∃yも
aに現れない．従って定理 3.16.7により，aにおいて xは tから自由である．
x ∈ Var ′′が成り立つ．従って y ∈ Var ′なら，x, yは異なる ϵ型の元であり，また，今示した通り

aにおいて xは yから自由であるから，yが aに自由に現れなければ，aは x, yに関して a(x/y)

と相似である．

補題 4.9.4 α→ βが良特異式であれば，次のことが成り立つ．

1. a∧b ∈ αなら，abα→ βも良特異式である．

2. a∧b ∈ βなら，α→ aβまたは α→ bβが良特異式である．

3. a∨b ∈ αなら，aα→ βまたは bα→ βが良特異式である．

4. a∨b ∈ βなら，α→ abβも良特異式である．

5. a♢ ∈ αなら，α→ aβも良特異式である．

6. a♢ ∈ βなら，aα→ βも良特異式である．

7. a⇒b ∈ αなら，α→ aβまたは bα→ βが良特異式である．

8. a⇒b ∈ βなら，aα→ bβも良特異式である．

9. ∀xa ∈ αなら，任意の t ∈ A ′
ϵ に対して a(x/t), α→ βも良特異式である．

10. ∀xa ∈ βなら，ある y ∈ Var ′ に対して α→ a(x/y), βも良特異式である．

11. ∃xa ∈ αなら，ある y ∈ Var ′ に対して a(x/y), α→ βも良特異式である．

12. ∃xa ∈ βなら，任意の t ∈ A ′
ϵ に対して α→ a(x/t), βも良特異式である．

証明 補題 4.9.3により，各結論の問題の式は良式である．結論 1 – 8の問題の式が特異であるこ
とは補題 3.23.4による．そこで以下，結論 9 – 12の問題の式が特異であることを示す．
9. 補題 4.9.3により aにおいて xは tから自由である．従って a(x/t), α ≼i βとすれば，代入

全称律により ∀xa, α ≼i βとなり，∀xa ∈ αであるから巾等律と置換律により α ≼i βとなって，
α→ βが特異であることに反する．従って a(x/t), α→ βは特異である．
10. Var ′が可算集合なので，定理 3.15.1により α,β, aに自由に現れない y ∈ Var ′が存在し，補

題 4.9.3により aは x, yに関して a(x/y)と相似であり，≼1はフレーゲ関係なので，定理 4.8.11に
より ∀ya(x/y) ≼1 ∀xaが成り立つ．α ≼i a(x/y), βとすれば，i = 1のときには，yが α,βに自
由に現れないから全称律により α ≼1 ∀ya(x/y), β，従って ≼1 の消去律により α ≼1 ∀xa, βとな
り，i = 2のときには，α ≼2 a(x/y), βから相似全称律により直ちにやはり α ≼2 ∀xa, βとなる．
しかし，∀xa ∈ βであるから置換律と巾等律により α ≼i βとなり，α→ βが特異であることに反
する．従って α→ a(x/y), βは特異である．
11. Var ′が可算集合なので，定理 3.15.1により α,β, aに自由に現れない y ∈ Var ′が存在し，補

題 4.9.3により aは x, yに関して a(x/y)と相似であり，≼1はフレーゲ関係なので，定理 4.8.11に
より ∃xa ≼1 ∃ya(x/y)が成り立つ．a(x/y), α ≼i βとすれば，i = 1のときには，yが α,βに自
由に現れないから存称律により ∃ya(x/y), α ≼1 β，従って ≼1 の消去律により ∃xa, α ≼1 βとな
り，i = 2のときには，a(x/y), α ≼2 βから相似存称律により直ちにやはり ∃xa, α ≼2 βとなる．
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しかし，∃xa ∈ αであるから置換律と巾等律により α ≼i βとなり，α→ βが特異であることに反
する．従って a(x/y), α→ βは特異である．
12. 補題 4.9.3により aにおいて xは tから自由である．従って α ≼i a(x/t), βであれば，代入
存称律により α ≼i ∃xa, βとなり，∃xa ∈ βであるから巾等律と置換律により α ≼i βとなって，
α→ βが特異であることに反する．従って α→ a(x/t), βは特異である．

補題 4.9.5 A ′
ϵが可算集合であることに留意してA ′

ϵ = {t1, t2, . . .}と書けば，良特異式の列 (αn →
βn)n=0,1,... で次の十三条件をみたすものがある（これを α0 → β0 の展開列と呼ぶ）．

0. αn−1 ⊆ αn, βn−1 ⊆ βn (n = 1, 2, . . .)

1. n ≡ 1 mod 12, a∧b ∈ αn−1 なら a, b ∈ αn

2. n ≡ 2 mod 12, a∧b ∈ βn−1 なら a ∈ βn または b ∈ βn

3. n ≡ 3 mod 12, a∨b ∈ αn−1 なら a ∈ αn または b ∈ αn

4. n ≡ 4 mod 12, a∨b ∈ βn−1 なら a, b ∈ βn

5. n ≡ 5 mod 12, a♢ ∈ αn−1 なら a ∈ βn

6. n ≡ 6 mod 12, a♢ ∈ βn−1 なら a ∈ αn

7. n ≡ 7 mod 12, a⇒b ∈ αn−1 なら a ∈ βn または b ∈ αn

8. n ≡ 8 mod 12, a⇒b ∈ βn−1 なら a ∈ αn かつ b ∈ βn

9. n ≡ 9 mod 12, ∀xa ∈ αn−1 なら a(x/t1), . . . , a(x/tn) ∈ αn

10. n ≡ 10 mod 12, ∀xa ∈ βn−1 ならある y ∈ Var ′ に対して a(x/y) ∈ βn

11. n ≡ 11 mod 12, ∃xa ∈ αn−1 ならある y ∈ Var ′ に対して a(x/y) ∈ αn

12. n ≡ 12 mod 12, ∃xa ∈ βn−1 なら a(x/t1), . . . , a(x/tn) ∈ βn

証明 α0 → β0 は良特異式である．これをもとに αn → βn (n = 1, 2, . . .)を次のように帰納的に
作ればいい．すなわち，ある自然数 nに対して良特異式 αn−1 → βn−1 が作れたとき，. . .

n ≡ 1 mod 12のときは，a∧b ∈ αn−1 なる a∧b の全体を ai∧bi (i = 1, . . . , k)とすれば，
補題 4.9.4により a1b1 · · ·akbkαn−1 → βn−1 が良特異式であるから，これを αn → βn とする．
n ≡ 2 mod 12のときは，a∧b ∈ βn−1なる a∧bの全体を ai∧bi (i = 1, . . . , k)とすれば，補
題 4.9.4により，良特異式 αn,i → βn,i (i = 0, . . . , k)で αn,i−1 ⊆ αn,i, βn,i−1 ⊆ βn,i なるもの
を次のように帰納的に作ることができる．すなわち，αn,0 → βn,0 = αn−1 → βn−1 とし，i ≥ 1

で αn,i−1 → βn,i−1 まで作れたとき，αn,i−1 → aiβn,i−1 または αn,i−1 → biβn,i−1 が良特異式
であるから，そうである方を αn,i → βn,i とする．そして αn,k → βn,k を αn → βn とする．
n ≡ 3 mod 12のときは，a∨b ∈ αn−1なる a∨bの全体を ai∨bi (i = 1, . . . , k)とすれば，補
題 4.9.4により，良特異式 αn,i → βn,i (i = 0, . . . , k)で αn,i−1 ⊆ αn,i, βn,i−1 ⊆ βn,i なるもの
を次のように帰納的に作ることができる．すなわち，αn,0 → βn,0 = αn−1 → βn−1 とし，i ≥ 1

で αn,i−1 → βn,i−1 まで作れたとき，aiαn,i−1 → βn,i−1 または biαn,i−1 → βn,i−1 が良特異式
であるから，そうである方を αn,i → βn,i とする．そして αn,k → βn,k を αn → βn とする．
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n ≡ 4 mod 12のときは，a∨b ∈ βn−1 なる a∨bの全体を ai∨bi (i = 1, . . . , k)とすれば，
補題 4.9.4により αn−1 → a1b1 · · ·akbkβn−1 が良特異式であるから，これを αn → βn とする．
n ≡ 5 mod 12のときは，a♢ ∈ αn−1なる a♢の全体を ai

♢ (i = 1, . . . , k)とすれば，補題 4.9.4

により αn−1 → a1 · · ·akβn−1 が良特異式であるから，これを αn → βn とする．
n ≡ 6 mod 12のときは，a♢ ∈ βn−1なる a♢の全体を ai

♢ (i = 1, . . . , k)とすれば，補題 4.9.4

により a1 · · ·akαn−1 → βn−1 が良特異式であるから，これを αn → βn とする．
n ≡ 7 mod 12のときは，a⇒b ∈ αn−1 なる a⇒bの全体を ai⇒bi (i = 1, . . . , k)とすれば，

補題 4.9.4により，良特異式 αn,i → βn,i (i = 0, . . . , k)で αn,i−1 ⊆ αn,i, βn,i−1 ⊆ βn,iなるもの
を次のように帰納的に作ることができる．すなわち，αn,0 → βn,0 = αn−1 → βn−1 とし，i ≥ 1

で αn,i−1 → βn,i−1 まで作れたとき，αn,i−1 → aiβn,i−1 または biαn,i−1 → βn,i−1 が良特異式
であるから，そうである方を αn,i → βn,i とする．そして αn,k → βn,k を αn → βn とする．
n ≡ 8 mod 12のときは，a⇒b ∈ βn−1 なる a⇒bの全体を ai⇒bi (i = 1, . . . , k)とすれば，

補題 4.9.4により a1 · · ·akαn−1 → b1 · · ·bkβn−1が良特異式であるから，これをαn → βnとする．
n ≡ 9 mod 12 のときは，∀xa ∈ αn−1 なる ∀xa の全体を ∀xiai (i = 1, . . . , k) とし，γi =

ai(xi/t1) · · ·ai(xi/tn)とすれば，補題 4.9.4により γ1 · · ·γkαn−1 → βn−1 が良特異式であるか
ら，これを αn → βn とする．
n ≡ 10 mod 12のときは，∀xa ∈ βn−1なる ∀xaの全体を ∀xiai (i = 1, . . . , k)とすれば，補題

4.9.4により Var ′ の元 y1, . . . , yk であって αn−1 → a1(x1/y1) · · ·ak(xk/yk), βn−1 が良特異式と
なるものがあるから，これを αn → βn とする．
n ≡ 11 mod 12のときは，∃xa ∈ αn−1なる ∃xaの全体を ∃xiai (i = 1, . . . , k)とすれば，補題

4.9.4により Var ′ の元 y1, . . . , yk であって a1(x1/y1) · · ·ak(xk/yk), αn−1 → βn−1 が良特異式と
なるものがあるから，これを αn → βn とする．
n ≡ 12 mod 12 のときは，∃xa ∈ βn−1 なる ∃xa の全体を ∃xiai (i = 1, . . . , k) とし，γi =

ai(xi/t1) · · ·ai(xi/tn)とすれば，補題 4.9.4により αn−1 → γ1 · · ·γkβn−1 が良特異式であるか
ら，これを αn → βn とする．

補題 4.9.6 算法∧,∨,♢,⇒に関するAϕ上のブール乖対 (P,Q)で (α0, β0) ⊆ (P,Q)と P∪Q ⊆ A ′
ϕ

をみたして極量子についての次の四法則に従うものが存在する．

9. ∀xa ∈ P =⇒ 任意の t ∈ A ′
ϵ に対して a(x/t) ∈ P

10. ∀xa ∈ Q =⇒ ある y ∈ Var ′ に対して a(x/y) ∈ Q

11. ∃xa ∈ P =⇒ ある y ∈ Var ′ に対して a(x/y) ∈ P

12. ∃xa ∈ Q =⇒ 任意の t ∈ A ′
ϵ に対して a(x/t) ∈ Q

証明 補題 4.9.5により α0 → β0 の展開列 (αn → βn)n=0,1,... が存在する．P =
⋃
n≥0 αn, Q =⋃

n≥0 βnと定める．そうすると，展開列の条件により (α0, β0) ⊆ (P,Q)と P∪Q ⊆ A ′
ϕが成り立つ．

展開列の条件によりまた，任意の nに対して αn → βnが特異式であって αn−1 ⊆ αn, βn−1 ⊆ βn
が成り立つから，補題 3.23.1により任意のm,nに対して αm ∩βn = ∅，つまり P ∩Q = ∅が成り
立つ．以下，展開列の残りの条件によって (P,Q)がブール対律を成す八法則（それらに番号 1 – 8

を付すものとする）と上記四法則 9 – 12に従うことを確かめる．
1. a∧b ∈ Pなら，n ≡ 1 mod 12, a∧b ∈ αn−1なる nがあって，a, b ∈ αn，従って a, b ∈ P
が成り立つ．
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2. a∧b ∈ Qなら，n ≡ 2 mod 12, a∧b ∈ βn−1 なる nがあって，a ∈ βn または b ∈ βn，
従って a ∈ Qまたは b ∈ Qが成り立つ．
3. a∨b ∈ P なら，n ≡ 3 mod 12, a∨b ∈ αn−1 なる nがあって，a ∈ αn または b ∈ αn，
従って a ∈ Pまたは b ∈ Pが成り立つ．
4. a∨b ∈ Qなら，n ≡ 4 mod 12, a∨b ∈ βn−1なるnがあって，a, b ∈ βn，従って a, b ∈ Q
が成り立つ．
5. a♢ ∈ Pなら，n ≡ 5 mod 12, a♢ ∈ αn−1 なる nがあって，a ∈ βn，従って a ∈ Qが成り

立つ．
6. a♢ ∈ Qなら，n ≡ 6 mod 12, a♢ ∈ βn−1 なる nがあって，a ∈ αn，従って a ∈ Pが成り

立つ．
7. a⇒b ∈ Pなら，n ≡ 7 mod 12, a⇒b ∈ αn−1 なる nがあって，a ∈ βn または b ∈ αn，

従って a ∈ Qまたは b ∈ Pが成り立つ．
8. a⇒b ∈ Qなら，n ≡ 8 mod 12, a⇒b ∈ βn−1 なる nがあって，a ∈ αn かつ b ∈ βn，

従って a ∈ Pかつ b ∈ Qが成り立つ．
9. ∀xa ∈ Pなら，n ≡ 9 mod 12, ∀xa ∈ αn−1 なる nが無限個あって，そういう nに対して

a(x/t1), . . . , a(x/tn) ∈ αn，従って a(x/t1), . . . , a(x/tn) ∈ Pが成り立つ．従って，任意の t ∈ A ′
ϵ

に対して a(x/t) ∈ Pが成り立つ．
10. ∀xa ∈ Qなら，n ≡ 10 mod 12, ∀xa ∈ βn−1 なる nがあって，ある y ∈ Var ′ に対して

a(x/y) ∈ βn，従って a(x/y) ∈ Qが成り立つ．
11. ∃xa ∈ P なら，n ≡ 11 mod 12, ∃xa ∈ αn−1 なる nがあって，ある y ∈ Var ′ に対して

a(x/y) ∈ αn，従って a(x/y) ∈ Pが成り立つ．
12. ∃xa ∈ Qなら，n ≡ 12 mod 12, ∃xa ∈ βn−1 なる nが無限個あって，そういう nに対

して a(x/t1), . . . , a(x/tn) ∈ βn，従って a(x/t1), . . . , a(x/tn) ∈ Qが成り立つ．従って，任意の
t ∈ A ′

ϵ に対して a(x/t) ∈ Qが成り立つ． 終

補題 4.9.6のブール乖対 (P,Q)を使ってWの元Wを作る．まずWの台集合としては，A ′
ϵと T

の直和A ′
ϵqTをとる．次に，WをU型代数系とする．そのためにまず，Wの ϵ部分WϵとしてA ′

ϵ

をとり，ϕ部分Wϕとして Tをとる．次に，各 n変数関数記号 fに対して，W上の算法 fを定め
る (n = 1, 2, . . .)．まずDom f = (Wϵ)

nとする．(t1, . . . , tn) ∈ (Wϵ)
nなら，(t1, . . . , tn) ∈ (A ′

ϵ)
n

であって，A ′
ϵは関数記号の全体を算号系とする代数系Aϵの台部分系であるから，f(t1, . . . , tn)は

A ′
ϵすなわちWϵに属す．そこで，f(t1, . . . , tn) = f(t1, . . . , tn)と定める．これはつまり，A ′

ϵを関
数記号の全体を算号系とする代数系とみなした後，問題 3.3.11のようにA ′

ϵからWϵへの恒等写像
によって，WϵをA ′

ϵの複製代数系と成したのである（例 4.2.2参照）．次に，各n変述語記号 pに対
して，W上の算法 pを定める (n = 1, 2, . . .)．まずDomp = (Wϵ)

nとする．(t1, . . . , tn) ∈ (Wϵ)
n

なら，(t1, . . . , tn) ∈ (A ′
ϵ)
nであるから，補題 4.9.3により素論理式 p(t1, . . . , tn)がA ′

ϕに属す．こ
れと補題 4.9.6により P ⊆ A ′

ϕ であることに留意して

p(t1, . . . , tn) =

1 · · · p(t1, . . . , tn) ∈ Pのとき
0 · · · p(t1, . . . , tn) /∈ Pのとき

と定める．最後にW上の算法∧,∨,♢,⇒は，(4.2.2)と (4.2.1)をみたすように定める．これでW

はWの元となった．
そこで次に，Prm ′ = Con ∪Var ′が A ′

ϵすなわちWϵに含まれることに留意して，AからW へ
の定付値Φを ConからWϵへの埋め込み写像と定め，AからWへの変付値 vを，v|Var ′ = idVar ′
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なる条件をみたす任意の写像 v ∈ Var → Wϵ と定める．そうすると，(Φ, v) ∈ Vであって意味写
像Φ∗ ∈ A→WValW が定まり，任意の t ∈ Prm ′ に対して (Φ∗t)v = tが成り立つ．

補題 4.9.7 任意の t ∈ A ′
ϵ に対して (Φ∗t)v = tが成り立つ．

証明 各 t ∈ A ′
ϵに (Φ∗t)v ∈Wϵを対応させる写像と A ′

ϵ (=Wϵ)の恒等変換が，関数記号を算号
とする代数系としての準写であって，A ′

ϵ の生成系 Prm ′ 上では一致するからである． 終

最後に，補題 4.9.6により P ∪Q ⊆ A ′
ϕであることに留意して，任意の c ∈ P ∪Qに対して次の

二つのことを示そう．

c ∈ P =⇒ (Φ∗c)v = 1 c ∈ Q =⇒ (Φ∗c)v = 0

そうすれば，(α0, β0) ⊆ (P,Q)なることにより α0 6≼Φ,v β0 なる矛盾が得られるから，C⃗ ⊆ [D⃗]
R⃗i

なることの背理法による証明が完成する．
Aϕ が素論理式の全体を素元系とし {∧,∨,♢,⇒, ∀x, ∃x | x ∈ Var}を算号系とする普遍汎代数系
であることを想起して，この普遍汎代数系における cの階数についての帰納法を使う．
まず cの階数が 0，すなわち cが素論理式の場合を考える．そうすると，述語記号pと t1, . . . , tn ∈

Aϵにより c = p(t1, . . . , tn)と表される．この場合，c ∈ A ′
ϕであるから，補題 4.9.3により ti ∈ A ′

ϵ，
従って補題 4.9.7により (Φ∗ti)v = ti，従って

(Φ∗c)v =
(
Φ∗(p(t1, . . . , tn)))v = p((Φ∗t1)v, . . . , (Φ

∗tn)v
)
= p(t1, . . . , tn)

が成り立つ．従って cすなわち p(t1, . . . , tn)が Pに属せば，p(t1, . . . , tn) = 1すなわち (Φ∗c)v = 1

が確かに成り立つ．c ∈ Qなら，補題 4.9.6により p(t1, . . . , tn) /∈ Pであるから，p(t1, . . . , tn) = 0
すなわち (Φ∗c)v = 0が確かに成り立つ．
そこで，cが素論理式でないと仮定する．そうすると定理 3.8.2により，cは a∧b, a∨b, a♢,

a⇒b, ∀xa, ∃xa の何れかの語形をしており，aと bの階数は cの階数より小さい．
1. c = a∧b ∈ P の場合：補題 4.9.6 により a, b ∈ P が成り立つから，帰納法の仮定により

(Φ∗a)v = (Φ∗b)v = 1，従って (Φ∗c)v = (Φ∗a)v∧(Φ∗b)v = 1が成り立つ．
2. c = a∧b ∈ Qの場合：補題 4.9.6により a ∈ Qまたは b ∈ Qが成り立つから，帰納法の仮
定により (Φ∗a)v = 0または (Φ∗b)v = 0，従って (Φ∗c)v = (Φ∗a)v∧(Φ∗b)v = 0が成り立つ．
3. c = a∨b ∈ Pの場合：補題 4.9.6により a ∈ Pまたは b ∈ Pが成り立つから，帰納法の仮定
により (Φ∗a)v = 1または (Φ∗b)v = 1，従って (Φ∗c)v = (Φ∗a)v∨(Φ∗b)v = 1が成り立つ．
4. c = a∨b ∈ Qの場合：補題 4.9.6により a, b ∈ Qが成り立つから，帰納法の仮定により

(Φ∗a)v = (Φ∗b)v = 0，従って (Φ∗c)v = (Φ∗a)v∨(Φ∗b)v = 0が成り立つ．
5. c = a♢ ∈ Pの場合：補題 4.9.6によりa ∈ Qが成り立つから，帰納法の仮定により (Φ∗a)v = 0，
従って (Φ∗c)v = ((Φ∗a)v)♢ = 1が成り立つ．
6. c = a♢ ∈ Qの場合：補題 4.9.6によりa ∈ Pが成り立つから，帰納法の仮定により (Φ∗a)v = 1，

従って (Φ∗c)v = ((Φ∗a)v)♢ = 0が成り立つ．
7. c = a⇒b ∈ Pの場合：補題 4.9.6により a ∈ Qまたは b ∈ Pが成り立つから，帰納法の仮

定により (Φ∗a)v = 0または (Φ∗b)v = 1，従って (Φ∗c)v = (Φ∗a)v⇒(Φ∗b)v = 1が成り立つ．
8. c = a⇒b ∈ Qの場合：補題 4.9.6により a ∈ P, b ∈ Qが成り立つから，帰納法の仮定によ
り (Φ∗a)v = 1, (Φ∗b)v = 0，従って (Φ∗c)v = (Φ∗a)v⇒(Φ∗b)v = 0が成り立つ．
9. c = ∀xa ∈ Pの場合：Wϵ = A ′

ϵ であるから，(Φ∗c)v =
(
∀x(Φ∗a)

)
v = inf {(Φ∗a)

(
(x/t)v

)
|

t ∈ A ′
ϵ} が成り立つ．従って，任意の t ∈ A ′

ϵ に対して (Φ∗a)
(
(x/t)v

)
= 1を示せばいい．補題
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4.9.6により a(x/t) ∈ Pであって補題 4.9.1により aと a(x/t)の階数が等しいから，帰納法の仮定
により (Φ∗a(x/t)

)
v = 1は成り立つ．また，∀xa ∈ A ′

ϕであるから，補題 4.9.3により aにおいて x
が tから自由であり，従って定理 4.4.2と補題 4.9.7により (Φ∗a(x/t)

)
v = (Φ∗a)

((
x/(Φ∗t)v

)
v
)
=

(Φ∗a)
(
(x/t)v

)が成り立つ．従って (Φ∗a)
(
(x/t)v

)
= 1が確かに成り立つ．

10. c = ∀xa ∈ Qの場合：ある y ∈ Var ′ に対して，補題 4.9.6により a(x/y) ∈ Qであって補
題 4.9.1により aと a(x/y)の階数が等しいから，帰納法の仮定により (

Φ∗a(x/y)
)
v = 0が成り

立つ．また，∀xa ∈ A ′
ϕ であるから，補題 4.9.3により aにおいて xが yから自由であり，従っ

て定理 4.4.2 により (
Φ∗a(x/y)

)
v = (Φ∗a)

((
x/(Φ∗y)v

)
v
) が成り立つ．(Φ∗y)v ∈ Wϵ であって

(Φ∗c)v =
(
∀x(Φ∗a)

)
v = inf {(Φ∗a)

(
(x/w)v

)
| w ∈Wϵ}であるから，(Φ∗c)v = 0が成り立つ．

11. c = ∃xa ∈ P の場合：ある y ∈ Var ′ に対して，補題 4.9.6により a(x/y) ∈ P であって補
題 4.9.1により aと a(x/y)の階数が等しいから，帰納法の仮定により (

Φ∗a(x/y)
)
v = 1が成り

立つ．また，∃xa ∈ A ′
ϕ であるから，補題 4.9.3により aにおいて xが yから自由であり，従っ

て定理 4.4.2 により (
Φ∗a(x/y)

)
v = (Φ∗a)

((
x/(Φ∗y)v

)
v
) が成り立つ．(Φ∗y)v ∈ Wϵ であって

(Φ∗c)v =
(
∃x(Φ∗a)

)
v = sup {(Φ∗a)

(
(x/w)v

)
| w ∈Wϵ}であるから，(Φ∗c)v = 1が成り立つ．

12. c = ∃xa ∈ Qの場合：Wϵ = A ′
ϵであるから，(Φ∗c)v =

(
∃x(Φ∗a)

)
v = sup {(Φ∗a)

(
(x/t)v

)
|

t ∈ A ′
ϵ}が成り立つ．従って，任意の t ∈ A ′

ϵに対して (Φ∗a)
(
(x/t)v

)
= 0を示せばいい．補題 4.9.6

により a(x/t) ∈ Qであって補題 4.9.1により aと a(x/t)の階数が等しいから，帰納法の仮定に
より (Φ∗a(x/t)

)
v = 0は成り立つ．また，∃xa ∈ A ′

ϕ であるから，補題 4.9.3により aにおいて x

が tから自由であり，従って定理 4.4.2と補題 4.9.7により (Φ∗a(x/t)
)
v = (Φ∗a)

((
x/(Φ∗t)v

)
v
)
=

(Φ∗a)
(
(x/t)v

)が成り立つ．従って (Φ∗a)
(
(x/t)v

)
= 0が確かに成り立つ．

これで C⃗ = [D⃗]
R⃗i

(i = 1, 2)の展開列法による証明は完成した．

4.9.1.3 論拠 (R⃗1, D⃗)の F⃗弱完全性の切断法による証明

‡ ここでは，Aの変数系 Varが無限集合であって，その濃度が定数系 Conの濃度と関数記号の
全体の濃度と述語記号の全体の濃度のいずれをも下回らないと仮定する．その上で切断法によって
論拠 (R⃗1, D⃗)の F⃗弱完全性を，すなわち生成的法則 (R⃗1, D⃗)が (Aϕ,F)の特性法則であることを証
明する．法則 (R⃗1, D⃗)はブール律とフレーゲ律を合わせた法則と同等であり，(Aϕ,F)の恒真関係
≼は (R⃗1, D⃗)関係であった．また，問題 3.30.31により 1 /∈ Fが成り立つ．従って定理 3.30.15に
よれば，次の定理を証明すれば十分である．

定理 4.9.1 (Aϕ)
∗上の≼に含まれる任意の (R⃗1, D⃗)関係によるAϕの任意の

、
　有
、
　限
、
　な切断にV実例

が存在する．

この定理を定理 4.9.5の証明に使うために次のように拡張する．

定理 4.9.2 ≼∗ を (Aϕ)
∗ 上の ≼に含まれる (R⃗1, D⃗)関係とし，(X, Y)を Aϕ の ≼∗ による切断と

し，X∪ Yの元に自由に現れないVarの元の全体をVar(X,Y)で表し，#Var(X,Y) = #Varと仮定す
る．このとき (X, Y)に V実例が存在する．より精密には，W ∈ Wを適当にとると，関数記号の
全体を算号系とする代数系としてWϵ = Aϵ であり，Φと vを Conと VarのWϵ への埋め込み写
像とすれば，(Φ, v)が (X, Y)のV実例となる．
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定理 4.9.2は確かに定理 4.9.1の拡張である．なぜなら，(X, Y)がAϕの≼∗による
、
　有
、
　限
、
　な切断で

あれば，定理 3.15.1により Var − Var(X,Y) が有限集合であるから，Varが無限集合であるとの仮
定により#Var(X,Y) = #Varが成り立つからである．そこで以下，定理 4.9.2を証明する [9]．

補題 4.9.8 集合⋃x∈Var(Im ∀x ∪ Im ∃x) の濃度は Varの濃度に等しい．

証明 #Var ≤ #
(⋃

x∈Var(Im ∀x ∪ Im ∃x)
)
≤ #Aϕ が成り立つから #Aϕ ≤ #Var を示せばい

い．Aϵ は関数記号の全体を算号系とする代数系として素項の全体 Prmで生成される．#Varが
超限基数で #Conを下回らないから #Prm = #Varが成り立つ．#Varは関数記号全体の濃度を
下回らない．従って定理 3.2.1により #Aϵ ≤ #Varが成り立つ．このことと #Varが述語記号全
体の濃度を下回らないことにより同様に，#Var は素論理式の全体の濃度を下回らない．Aϕ は
{∧,∨,♢,⇒, ∀x, ∃x | x ∈ Var}を算号系とする代数系として素論理式の全体で生成される．#Varが
超限基数であるから#{∧,∨,♢,⇒, ∀x, ∃x | x ∈ Var} = #Varが成り立つ．従ってまた定理 3.2.1に
より#Aϕ ≤ #Varが確かに成り立つ． 終

Varの位数を mで表す．そうすると補題 4.9.8により，集合⋃x∈Var(Im ∀x ∪ Im ∃x)の位数も m

に等しい．従って定理 3.33.6と注意 3.33.3により，この集合を n < mなる順序数 nの全体 Omと
一対一に対応させて ⋃

x∈Var(Im ∀x ∪ Im ∃x) = {an | n ∈ Om}

と表すことができて，しかも任意の n ∈ Omに対して#n < #mが成り立つ．そこで定理 3.33.9を
使って族 (an)n∈Om と (X, Y)とから，同じく Om によって添数付けられた Aϕ の元の族 (bn)n∈Om

を作る．そのためには F ∈
(⋃

n∈Om(On→Aϕ))→Aϕ を定めなければならない．そこで n ∈ Omと
g ∈ On→Aϕ の組み n, gを任意にとり，Fgを定めるために，まず

Varn = {x ∈ Var | x, ∀x, ∃xのどれかは an に現れる }

と定め，次に On の各元 iに応じて次のよう定める．

Vargi = {x ∈ Var | x,∀x, ∃xのどれかは giに現れる }

そうすると定理 3.15.1と定理 3.15.2により，VarnとVargi (i ∈ On)は有限集合である．従って nが
有限順序数の場合，Varn ∪

⋃
i∈On Var

g
i も有限集合であり，従ってその濃度は#Varすなわち#m

より小さい．他方 nが超限順序数の場合，定理 3.33.5系により#nが超限基数であるから

#
(
Varn ∪

⋃
i∈On Var

g
i

)
≤ #n + (#n) · (#n) = #n

となり，#n < #mであったから，やはり#
(
Varn ∪

⋃
i∈On Var

g
i

)
< #m が成り立つ．仮定により

#Var(X,Y) = #mであるから，結局 Var(X,Y) −
(
Varn ∪

⋃
i∈On Var

g
i

)
は空集合ではない．そこで

この集合の元 yn を任意に一つとる．すなわち，yn は次の二条件をみたす変数である．

　 n-1. yn は X ∪ Y の元に自由に現れない．

　 n-2. yn,∀yn,∃yn は an と gi (i ∈ On)に現れない．

[9]この証明法は高岡洋介氏の着想と高橋和大氏の 2008年度東京大学修士論文「一階述語論理における切断のモデルの存
在定理とその応用」に基づく．
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他方，an = ∀xna ′
n なる xn ∈ Varと a ′

n ∈ Aϕ が唯一組みあるか，an = ∃xna ′
n なる xn ∈ Varと

a ′
n ∈ Aϕ が唯一組みあるかの，どちらか一方のみが成り立つ．そこで Fgを次のように定める．

Fg =

a ′
n(xn/yn)⇒∀xna ′

n · · · an = ∀xna ′
n のとき

∃xna ′
n⇒a ′

n(xn/yn) · · · an = ∃xna ′
n のとき

ただし n = 0の場合には On = ∅であるから，空集合律により g = ∅であり，Var(X,Y) − Var0 の
元 y0 を任意に一つとって

F∅ =

a ′
0(x0/y0)⇒∀x0a ′

0 · · · a0 = ∀x0a ′
0 のとき

∃x0a ′
0⇒a ′

0(x0/y0) · · · a0 = ∃x0a ′
0 のとき

と定めたことになる．
こう定めた F ∈

(⋃
n∈Om(On→Aϕ))→Aϕ に対し定理 3.33.9により，Om→Aϕ の元 fで

fn = F(f|On) (n ∈ Om)

をみたすものが唯一つ存在する．そこで

bn = fn (n ∈ Om)

と定める．そうすると，各 n ∈ Om に対して bn = F(f|On)であって，さらに各 i ∈ On に対して
(f|On)i = bi となるから，Aϕ の元の族 (bn)n∈Om が

　 I. yn は X ∪ Y の元に自由に現れない (n ∈ Om)．

　 II. yn,∀yn,∃yn は an と bi (i ∈ On)に現れない (n ∈ Om)．

なる二条件をみたす変数の族 (yn)n∈Om によって次のように定められたことになる．

bn =

a ′
n(xn/yn)⇒∀xna ′

n · · · an = ∀xna ′
n のとき

∃xna ′
n⇒a ′

n(xn/yn) · · · an = ∃xna ′
n のとき

(n ∈ Om)

いずれにしても bn = cn⇒dn と書けて，dn = an または cn = an が成り立つ．
ynのみたす上記条件 IIと定理 3.15.1と定理 3.15.2により，xn 6= ynであって yn,∀yn,∃ynは a ′

n

にも現れない．従って yn は a ′
n に自由にも現れず，定理 3.16.7により a ′

n において xn は yn から
自由である．よって a ′

n は xn, yn に関して a ′
n(xn/yn)と相似である．≼∗ がフレーゲ関係であるか

ら，定理 4.8.11により結局次のことが成り立つ．

∀yna ′
n(xn/yn) ≼∗ ∀xna ′

n ∃xna ′
n ≼∗ ∃yna ′

n(xn/yn)

補題 4.9.9 ({bn | n ∈ Om} ∪ X, Y)も Aϕ の ≼∗ による切断である．

証明 背理法を使うために，この補題を否定する．そうすると ≼∗ の巾等律と置換律により，α ⊆
X, β ⊆ Y なる (Aϕ)

∗ の二元 α,βと Om の有限個の元 n1, . . . , nk で

bn1 · · ·bnkα ≼∗ β n1 > · · · > nk

なるものがある．そういう組み α,β, n1, . . . , nkの中で kが最小のものをとる．そうすると，(X, Y)

がAϕの≼∗による切断であることにより k ≥ 1である．そこで n = n1, α
′ = bn2 · · ·bnkαと定め
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る．そうすると，k ≥ 2のときは kの最小性により α ′ 6≼∗ βが成り立ち，k = 1のときは (X, Y)が
Aϕの ≼∗による切断であることによりやはり α ′ 6≼∗ βが成り立つ．また，bnα ′ ≼∗ βが成り立っ
て bn = cn⇒dn と書けるから，定理 3.21.4により α ′ ≼∗ cnβと dnα

′ ≼∗ βが成り立つ．
(1) an = ∀xna ′

n の場合：cn = a ′
n(xn/yn), dn = ∀xna ′

n である．従って

∀xna ′
n, α

′ ≼∗ β

と α ′ ≼∗ a
′
n(xn/yn), βが成り立つ．後者の式からはさらに，yn のみたす上記条件 I, IIにより yn

が α ′, βに自由に現れないから，全称律により

α ′ ≼∗ ∀yna ′
n(xn/yn), β

を得る．これら二展示式と先の ∀yna ′
n(xn/yn) ≼∗ ∀xna ′

nなる式に強消去律・巾等律・置換律を使っ
て α ′ ≼∗ βを得るが，これは矛盾である．
(2) an = ∃xna ′

n の場合：cn = ∃xna ′
n, dn = a ′

n(xn/yn)である．従って

α ′ ≼∗ ∃xna ′
n, β

と a ′
n(xn/yn), α

′ ≼∗ βが成り立つ．後者の式からはさらに，yn のみたす上記条件 I, IIにより yn

が α ′, βに自由に現れないから，存称律により

∃yna ′
n(xn/yn), α

′ ≼∗ β

を得る．これら二展示式と先の ∃xna ′
n ≼∗ ∃yna ′

n(xn/yn)なる式に強消去律・巾等律・置換律を使っ
て α ′ ≼∗ βを得るが，これは矛盾である． 終

次の補題のために，Aϕ が素論理式の全体を素元系とし {∧,∨,♢,⇒, ∀x, ∃x | x ∈ Var}を算号系
とする普遍汎代数系であることを想起しよう．なおこの補題は，Varが無限集合であれば成り立つ．

補題 4.9.10 a ∈ Aϕ, x ∈ Var, t ∈ Aϵ とすれば，Aϕ の元 a ′ で次の三条件をみたすものが存在
する（こういう a ′ を aの (x, t)代替と呼ぶ）．

1. ≼∗ の A×Aへの制限の対称核 �∗ について a �∗ a
′ が成り立つ．

2. a ′ において xは tから自由．

3. 上記のような普遍汎代数系 Aϕ における aと a ′ の階数は等しい．

証明 Aϕ における aの階数についての帰納法を使う．
まず aの階数が 0，すなわち aが素論理式の場合，問題 3.15.5により aに現れる算号は述語記
号と関数記号だけであり，従って定理 3.16.7により aにおいて xは tから自由であり，また補題
3.21.1により �∗ が同値関係であるから，a自身が aの (x, t)代替である．
そこで a が素論理式でないと仮定する．そうすると定理 3.8.2 により，a は b∧ c, b∨ c, b♢,

b⇒ c, ∀xb, ∃xb の何れかの語形をしており，bと cの階数は aの階数より小さい．
まず a = b ∗ c, ∗ ∈ {∧,∨,⇒} の場合，帰納法の仮定により b, c の (x, t) 代替 b ′, c ′ があり，

a ′ = b ′ ∗ c ′ と定めれば，a ′ は定理 3.21.7により条件 1をみたし，定理 3.16.6により条件 2をみ
たし，定理 3.8.2により条件 3をみたす．
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次に a = b♢ の場合，帰納法の仮定により bの (x, t)代替 b ′ があり，a ′ = b ′♢ と定めれば，a ′

は定理 3.21.7により条件 1をみたし，定理 3.16.6により条件 2をみたし，定理 3.8.2により条件 3

をみたす．
最後に，a = ∀yb なる y ∈ Var と b ∈ Aϕ がある場合を考える（a = ∃yb なる y ∈ Var と

b ∈ Aϕ がある場合も同様である）．帰納法の仮定により bの (x, t)代替 b ′ があり，定理 4.8.9に
より a �∗ ∀yb ′が成り立ち，定理 3.8.2により aと ∀yb ′の階数は等しい．従って ∀yb ′の (x, t)代
替があることを示せばいい．
仮定により Varが無限集合であるから，定理 3.15.1と定理 3.15.2により，x, yと異なるある変

数 zについて，z,∀z,∃zは tと b ′に現れない．この zは b ′に自由にも現れず，定理 3.16.7により
b ′において yは zから自由である．従って b ′は y, zに関して b ′(y/z)と相似であり，定理 4.8.11

により ∀yb ′ �∗ ∀z b ′(y/z)が成り立つ．また，補題 4.9.1と定理 3.8.2により，∀yb ′と ∀z b ′(y/z)

の階数は等しい．また，zが tに現れず定理 3.17.2により b ′(y/z)において xが tから自由であ
るから，定理 3.16.6により ∀z b ′(y/z)において xは tから自由である．以上により ∀z b ′(y/z)は
∀yb ′ の (x, t)代替である．

補題 4.9.11 (P,Q)が Aϕ の ≼∗ による極大の切断で {bn | n ∈ Om} ⊆ Pをみたせば，(P,Q)は算
法 ∧,∨,♢,⇒に関して Aϕ 上のブール充乖対であって，極量子について次の四法則に従う．

1. ∀xa ∈ P =⇒ 任意の t ∈ Aϵ と aの任意の (x, t)代替 a ′ に対して a ′(x/t) ∈ P

2. ∀xa ∈ Q =⇒ ある y ∈ Varに対して aにおいて xは yから自由で a(x/y) ∈ Q

3. ∃xa ∈ P =⇒ ある y ∈ Varに対して aにおいて xは yから自由で a(x/y) ∈ P

4. ∃xa ∈ Q =⇒ 任意の t ∈ Aϵ と aの任意の (x, t)代替 a ′ に対して a ′(x/t) ∈ Q

証明 (P,Q)がブール充乖対であることは定理 3.22.14による．
1. ∀xa ∈ Pと仮定し，背理法を使うために，ある t ∈ Aϵと aのある (x, t)代替 a ′が a ′(x/t) /∈ P

をみたすと仮定する．そうすると，a �∗ a
′ であるから定理 4.8.9により

∀xa ≼∗ ∀xa ′

が成り立ち，a ′ において xが tから自由であるから全称代入律により

∀xa ′ ≼∗ a
′(x/t)

が成り立ち，({a ′(x/t)}∪ P,Q)がAϕの≼∗による切断でなくて≼∗が巾等律と置換律に従うから，
α ⊆ P, β ⊆ Qなる (Aϕ)

∗ の二元 α,βで

a ′(x/t), α ≼∗ β

をみたすものがある．これら三展示式に消去律を使って ∀xa, α ≼∗ βを得るが，∀xa ∈ Pであるか
ら，これは (P,Q)が Aϕ の ≼∗ による切断であることに反する．
2. ∀xa ∈ Qと仮定する．∀xa = an = ∀xna ′

nなる n ∈ Omがあり，x = xnと a = a ′
nが成り立つ．

また，ynのみたす前記条件 IIによりa ′
nにおいて xnはynから自由であった．従ってa ′

n(xn/yn) ∈ Q
を示せばいい．背理法を使うために a ′

n(xn/yn) /∈ Qと仮定する．そうすると，(P, {a ′
n(xn/yn)}∪Q)
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が Aϕ の ≼∗ による切断でなくて ≼∗ が巾等律と置換律に従うから，α ⊆ P, β ⊆ Qなる (Aϕ)
∗ の

二元 α,βで
α ≼∗ a

′
n(xn/yn), β

をみたすものがある．また，定理 3.21.4により

a ′
n(xn/yn), a

′
n(xn/yn)⇒∀xna ′

n ≼∗ ∀xna ′
n

が成り立つ．これら二展示式に強消去律を使って α, a ′
n(xn/yn)⇒∀xna ′

n ≼∗ ∀xna ′
n, βを得る．し

かしこれは，a ′
n(xn/yn)⇒∀xna ′

n = bn ∈ Pかつ ∀xna ′
n = ∀xa ∈ Qであるから，(P,Q)が Aϕ の

≼∗ による切断であることに反する．
3. ∃xa ∈ Pと仮定する．∃xa = an = ∃xna ′

nなる n ∈ Omがあり，x = xnと a = a ′
nが成り立つ．

また，ynのみたす前記条件 IIによりa ′
nにおいて xnは ynから自由であった．従ってa ′

n(xn/yn) ∈ P
を示せばいい．背理法を使うために a ′

n(xn/yn) /∈ Pと仮定する．そうすると，({a ′
n(xn/yn)}∪P,Q)

が Aϕ の ≼∗ による切断でなくて ≼∗ が巾等律と置換律に従うから，α ⊆ P, β ⊆ Qなる (Aϕ)
∗ の

二元 α,βで
a ′
n(xn/yn), α ≼∗ β

をみたすものがある．また，定理 3.21.4により

∃xna ′
n, ∃xna ′

n⇒a ′
n(xn/yn) ≼∗ a

′
n(xn/yn)

が成り立つ．これら二展示式に消去律を使って ∃xna ′
n, ∃xna ′

n⇒a ′
n(xn/yn), α ≼∗ βを得る．しか

しこれは，∃xna ′
n = ∃xa ∈ Pかつ ∃xna ′

n⇒a ′
n(xn/yn) = bn ∈ Pであるから，(P,Q)が Aϕ の ≼∗

による切断であることに反する．
4. ∃xa ∈ Qと仮定し，背理法を使うために，ある t ∈ Aϵとaのある (x, t)代替a ′がa ′(x/t) /∈ Q

をみたすと仮定する．そうすると，a �∗ a
′ であるから定理 4.8.9により

∃xa ′ ≼∗ ∃xa

が成り立ち，a ′ において xが tから自由であるから存称代入律により

a ′(x/t) ≼∗ ∃xa ′

が成り立ち，(P, {a ′(x/t)}∪Q)がAϕの≼∗による切断でなくて≼∗が巾等律と置換律に従うから，
α ⊆ P, β ⊆ Qなる (Aϕ)

∗ の二元 α,βで

α ≼∗ a
′(x/t), β

をみたすものがある．これら三展示式に消去律を使って α ≼∗ ∃xa, βを得るが，∃xa ∈ Qである
から，これは (P,Q)が Aϕ の ≼∗ による切断であることに反する． 終

以上の準備を使って以下定理 4.9.2を証明する．まず補題 4.9.9により，({bn | n ∈ Om} ∪ X, Y)
も Aϕの ≼∗による切断である．従って定理 3.22.7により，Aϕの ≼∗による極大の切断 (P,Q)で
({bn | n ∈ Om} ∪ X, Y)を含むものがある．次に補題 4.9.11により，(P,Q)は算法 ∧,∨,♢,⇒に関
して Aϕ 上のブール充乖対であって，補題 4.9.11の極量子についての四法則に従う．
次に，(P,Q)を使ってWの元Wを作る．まずWの台集合としては，AϵとTの直和AϵqTをと

る．次に，WをU型代数系とする．そのためにまず，Wの ϵ部分WϵとしてAϵをとり，ϕ部分Wϕ
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として Tをとる．次に，各 n変数関数記号 fに対してW上の算法 fを定める (n = 1, 2, . . .)．まず
Dom f = (Wϵ)

nとする．(t1, . . . , tn) ∈ (Wϵ)
nなら，(t1, . . . , tn) ∈ (Aϵ)

nであって，f(t1, . . . , tn)
はAϵすなわちWϵに属す．そこで，f(t1, . . . , tn) = f(t1, . . . , tn)と定める．次に，各n変述語記号p
に対してW上の算法pを定める (n = 1, 2, . . .)．まずDomp = (Wϵ)

nとする．(t1, . . . , tn) ∈ (Wϵ)
n

なら，(t1, . . . , tn) ∈ (Aϵ)
nであるから，素論理式 p(t1, . . . , tn)が Aϕに属す．そこで補題 4.9.11

により Aϕ = P qQなることに留意して

p(t1, . . . , tn) =

1 · · · p(t1, . . . , tn) ∈ Pのとき
0 · · · p(t1, . . . , tn) ∈ Qのとき

と定める．最後にW上の算法∧,∨,♢,⇒は，(4.2.2)と (4.2.1)をみたすように定める．これでW

はWの元となった．W はすなわち例 4.2.2の記号世界の一つであり，特にWϵは，関数記号の全
体を算号系とする代数系として，問題 3.3.11の意味での Aϵ の複製である．
そこで次に，Prm = Con∪VarがAϵすなわちWϵに含まれることに留意して，AからWへの

定付値Φと変付値 vを，それぞれ Conと VarからWϵ への埋め込み写像と定める．そうすると，
(Φ, v) ∈ Vであって意味写像Φ∗ ∈ A→WValW が定まり，任意の t ∈ Prmに対して (Φ∗t)v = tが
成り立つ．

補題 4.9.12 任意の t ∈ Aϵ に対して (Φ∗t)v = tが成り立つ．

証明 各 t ∈ Aϵに (Φ∗t)v ∈Wϵを対応させる写像と Aϵ (=Wϵ)の恒等変換が，関数記号を算号
とする代数系としての準写であって，Aϵ の生成系 Prm上では一致するからである． 終

最後に，任意の c ∈ P ∪Qに対して次の二つのことを示そう．

c ∈ P =⇒ (Φ∗c)v = 1 c ∈ Q =⇒ (Φ∗c)v = 0

そうすれば，(X, Y) ⊆ (P,Q)なることにより (Φ, v)が (X, Y)の V実例となるから，定理 4.9.2の
証明が完成する．
Aϕ が素論理式の全体を素元系とし {∧,∨,♢,⇒, ∀x, ∃x | x ∈ Var}を算号系とする普遍汎代数系

であることに留意して，この普遍汎代数系における cの階数についての帰納法を使う．
まず cの階数が 0，すなわち cが素論理式の場合を考える．そうすると，述語記号pと t1, . . . , tn ∈

Aϵにより c = p(t1, . . . , tn)と表される．この場合，補題 4.9.12により (Φ∗ti)v = ti (i = 1, . . . , n)，
従って

(Φ∗c)v =
(
Φ∗(p(t1, . . . , tn)))v = p((Φ∗t1)v, . . . , (Φ

∗tn)v
)
= p(t1, . . . , tn)

=

1 · · · c ∈ Pのとき
0 · · · c ∈ Qのとき

が確かに成り立つ．
そこで，cが素論理式でないと仮定する．そうすると定理 3.8.2により，cは a∧b, a∨b, a♢,

a⇒b, ∀xa, ∃xa の何れかの語形をしており，a, bの階数は cの階数より小さい．
1. c = a∧b ∈ P の場合：補題 4.9.11により a, b ∈ P が成り立つから，帰納法の仮定により

(Φ∗a)v = (Φ∗b)v = 1，従って (Φ∗c)v = (Φ∗a)v∧(Φ∗b)v = 1が成り立つ．
2. c = a∧b ∈ Qの場合：補題 4.9.11により a ∈ Qまたは b ∈ Qが成り立つから，帰納法の仮
定により (Φ∗a)v = 0または (Φ∗b)v = 0，従って (Φ∗c)v = (Φ∗a)v∧(Φ∗b)v = 0が成り立つ．
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3. c = a∨b ∈ Pの場合：補題 4.9.11により a ∈ Pまたは b ∈ Pが成り立つから，帰納法の仮
定により (Φ∗a)v = 1または (Φ∗b)v = 1，従って (Φ∗c)v = (Φ∗a)v∨(Φ∗b)v = 1が成り立つ．
4. c = a∨b ∈ Qの場合：補題 4.9.11により a, b ∈ Qが成り立つから，帰納法の仮定により

(Φ∗a)v = (Φ∗b)v = 0，従って (Φ∗c)v = (Φ∗a)v∨(Φ∗b)v = 0が成り立つ．
5. c = a♢ ∈ P の場合：補題 4.9.11 により a ∈ Q が成り立つから，帰納法の仮定により

(Φ∗a)v = 0，従って (Φ∗c)v = ((Φ∗a)v)♢ = 1が成り立つ．
6. c = a♢ ∈ Q の場合：補題 4.9.11 により a ∈ P が成り立つから，帰納法の仮定により

(Φ∗a)v = 1，従って (Φ∗c)v = ((Φ∗a)v)♢ = 0が成り立つ．
7. c = a⇒b ∈ Pの場合：補題 4.9.11により a ∈ Qまたは b ∈ Pが成り立つから，帰納法の仮
定により (Φ∗a)v = 0または (Φ∗b)v = 1，従って (Φ∗c)v = (Φ∗a)v⇒(Φ∗b)v = 1が成り立つ．
8. c = a⇒b ∈ Qの場合：補題 4.9.11により a ∈ P, b ∈ Qが成り立つから，帰納法の仮定に
より (Φ∗a)v = 1, (Φ∗b)v = 0，従って (Φ∗c)v = (Φ∗a)v⇒(Φ∗b)v = 0が成り立つ．
9. c = ∀xa ∈ Pの場合：Wϵ = Aϵ であるから，(Φ∗c)v =

(
∀x(Φ∗a)

)
v = inf {(Φ∗a)

(
(x/t)v

)
|

t ∈ Aϵ}が成り立つ．従って，任意の t ∈ Aϵ に対して (Φ∗a)
(
(x/t)v

)
= 1を示せばいい．補題

4.9.10 により a の (x, t) 代替 a ′ が存在し，補題 4.9.11 により a ′(x/t) ∈ P が成り立つ．さらに
aと a ′ の階数が等しく，補題 4.9.1により a ′ と a ′(x/t)の階数が等しい．従って帰納法の仮定に
より (

Φ∗a ′(x/t)
)
v = 1 は成り立つ．また，a ′ において x が t から自由であるから，定理 4.4.2

と補題 4.9.12により (Φ∗a ′(x/t)
)
v = (Φ∗a ′)

((
x/(Φ∗t)v

)
v
)
= (Φ∗a ′)

(
(x/t)v

)が成り立つ．また，
a �∗ a

′ であって ≼∗ が ≼に含まれるから (Φ∗a ′)
(
(x/t)v

)
= (Φ∗a)

(
(x/t)v

)が成り立つ．以上に
より (Φ∗a)

(
(x/t)v

)
= 1が確かに成り立つ．

10. c = ∀xa ∈ Qの場合：補題 4.9.11により，ある y ∈ Varに対して aにおいて xが yから自由
で a(x/y) ∈ Qが成り立つ．補題 4.9.1により aと a(x/y)の階数は等しい．従って定理 4.4.2と帰
納法の仮定により，(Φ∗a)

((
x/(Φ∗y)v

)
v
)
=
(
Φ∗a(x/y)

)
v = 0が成り立つ．(Φ∗y)v ∈ Wϵ であっ

て (Φ∗c)v =
(
∀x(Φ∗a)

)
v = inf {(Φ∗a)

(
(x/w)v

)
| w ∈Wϵ}であるから，(Φ∗c)v = 0が成り立つ．

11. c = ∃xa ∈ Pの場合：補題 4.9.11により，ある y ∈ Varに対して aにおいて xが yから自由
で a(x/y) ∈ Pが成り立つ．補題 4.9.1により aと a(x/y)の階数は等しい．従って定理 4.4.2と帰
納法の仮定により，(Φ∗a)

((
x/(Φ∗y)v

)
v
)
=
(
Φ∗a(x/y)

)
v = 1が成り立つ．(Φ∗y)v ∈ Wϵ であっ

て (Φ∗c)v =
(
∃x(Φ∗a)

)
v = sup {(Φ∗a)

(
(x/w)v

)
| w ∈Wϵ}であるから，(Φ∗c)v = 1が成り立つ．

12. c = ∃xa ∈ Qの場合：Wϵ = Aϵであるから，(Φ∗c)v =
(
∃x(Φ∗a)

)
v = sup {(Φ∗a)

(
(x/t)v

)
|

t ∈ Aϵ}が成り立つ．従って，任意の t ∈ Aϵ に対して (Φ∗a)
(
(x/t)v

)
= 0を示せばいい．補題

4.9.10により aの (x, t)代替 a ′ が存在し，補題 4.9.11により a ′(x/t) ∈ Qが成り立つ．さらに
aと a ′ の階数が等しく，補題 4.9.1により a ′ と a ′(x/t)の階数が等しい．従って帰納法の仮定に
より (

Φ∗a ′(x/t)
)
v = 0 は成り立つ．また，a ′ において x が t から自由であるから，定理 4.4.2

と補題 4.9.12により (Φ∗a ′(x/t)
)
v = (Φ∗a ′)

((
x/(Φ∗t)v

)
v
)
= (Φ∗a ′)

(
(x/t)v

)が成り立つ．また，
a �∗ a

′ であって ≼∗ が ≼に含まれるから (Φ∗a ′)
(
(x/t)v

)
= (Φ∗a)

(
(x/t)v

)が成り立つ．以上に
より (Φ∗a)

(
(x/t)v

)
= 0が確かに成り立つ．

これで定理 4.9.2の証明は完成した．

4.9.2 文についての完全性定理
§ ここでは，一階述語論理系 (A, T, σ,Prm),Wの定める文論対 (Aϕ,F)に対して前記の手順 2

を行なう．それに先立つ手順 1は第 4.9.1.2条と第 4.9.1.3条で行なった．そこでの結果から次の定
理が直ちに得られる．
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定理 4.9.3 第 4.9.1.2条冒頭または第 4.9.1.3条冒頭の仮定の下で，Aϕ上の F健全な論拠 (R,D)

に関する生成関係 ≼R,D がブール子 ∧,∨,♢,⇒に関するブール律と極量子 ∀x, ∃x (x ∈ Var)に関
するフレーゲ律に従えば，(R,D)は F完全である．

注意 4.9.2 定理 3.25.2により≼R,Dは束律に従うから，定理 3.21.10により，≼R,Dがブール律に
従うことと弱ブール律に従うことは同等である．

証明 第 4.9.1.2条と第 4.9.1.3条により (R⃗1, D⃗)は (Aϕ,F)の特性法則である．(R⃗1, D⃗)はブール
律とフレーゲ律を合わせた法則と同等である．従って定理 3.30.13によりこの定理が成り立つ．

問題 4.9.1 第 4.9.1.2条冒頭の仮定の下で，Aϕ上の F健全な論拠 (R,D)に関する生成関係≼R,D
がブール子 ∧,∨,♢,⇒に関する弱ブール律と相似代入律と極量子 ∀x, ∃x (x ∈ Var)に関する代入
全称律・代入存称律・相似全称律・相似存称律に従えば，(R,D)は F完全である． 終

さて定理 4.9.3によるなら，文論対 (Aϕ,F)に対して手順 2を行なうことは，Aϕ上の F健全な
論拠 (R,D)で ≼R,D がブール子 ∧,∨,♢,⇒に関するブール律と極量子 ∀x, ∃x (x ∈ Var)に関する
フレーゲ律に従うものを見つけることに他ならない．以下，そういう論拠 (R,D)を一組み提示し，
それにより実は，Rをmodus ponensに取り換えて得られる論拠が F完全であることを示す．
まず，(Aϕ)

∗, Aϕ 間の三つの関係 ℘,&, ∀を次のように定める．℘がmodus ponensである．

℘ =
a a⇒b

b
& =

a b

a∧b
∀ =

a

∀xa

そして，℘と &の和を Rと定める．
R = ℘ ∪ &

また，定理 3.31.1系 2においてブール子 ∧,∨,♢,⇒についてのブール元と名付け提示した元と次
表に示す形の元（これらを極量子 ∀x, ∃x (x ∈ Var)に関するフレーゲ元と呼ぶ）の全体を Eで表す．

∀x(a⇒b)⇒(a⇒ ∀xb) (xは aに自由に現れない)

∀x(a♢)⇒(∃xa)♢

∀xa⇒a(x/t) (xは aにおいて t ∈ Aϵ から自由)

a(x/t)⇒∃xa (xは aにおいて t ∈ Aϵ から自由)

そして，界 (Aϕ, ℘ ∪ & ∪ ∀)における Eの界包を Dで表す．従って定理 3.24.7により，Dはこの
界における Eの n圏 En (n = 0, 1, . . .)の直和であって，Enは次のように帰納的に記述される．す
なわちまず E0 = Eである．そして n ≥ 1のときは，En は次のような元の全体である．

b (a ∈ En1 , a⇒b ∈ En2 , n1 + n2 = n− 1)

a∧b (a ∈ En1 , b ∈ En2 , n1 + n2 = n− 1)

∀xa (a ∈ En−1, x ∈ Var)

以上のように定めると次の定理が成り立つ．

定理 4.9.4 第 4.9.1.2条冒頭または第 4.9.1.3条冒頭の仮定の下で，Aϕ 上の論拠 (℘,D)は F完
全であり，Dは文論対 (Aϕ,F)の核に等しい．
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証明 ℘と &は例 3.30.1により (Aϕ,F)の論理であり，従って定理 3.26.4により Rもそうである．
また，∀は定理 4.8.10により (Aϕ,F)の弱論理である．ブール元は問題 3.31.1と問題 3.30.38によ
り (Aϕ,F)の恒真元である．フレーゲ元は定理 4.8.3と問題 4.3.5と定理 4.8.5により (Aϕ,F)の恒
真元である．従って Eは (Aϕ,F)の核 Cに含まれ，従ってさらにD ⊆ Cが成り立つ．
しばらくは≼R,Dを≼∗と略記する．そうすると，Dがブール元を全て含むから，定理 3.31.2系

2により ≼∗ はブール関係であり，これに第 3.21節の諸定理を適用することができる．
そこで，≼∗ が全称律に従うことを示すために，a1 · · ·am ≼∗ bc1 · · · cn であって x ∈ Var が

a1, . . . , am, c1, . . . , cnに自由に現れないと仮定する．そしてa = (c1∨ · · ·∨ cn)♢ ∧(a1∧ · · ·∧am)

と定める．そうすると，定理 3.21.2・定理 3.21.3・定理 3.21.4により ε ≼∗ a⇒b，すなわち [D]R 3
a⇒bが成り立ち，Dの定義により [D]R = Dであって Dが ∀で閉じているから，さらに D 3
∀x(a⇒b)が成り立つ．他方，定理 3.16.4により xが aに自由に現れないから，Dの定義により
D 3 ∀x(a⇒b)⇒(a⇒ ∀xb)が成り立つ．Dが ℘で閉じているから，結局 D 3 a⇒∀xb，従って
ε ≼∗ a⇒∀xbが成り立つ．従って，再び第 3.21節の上記諸定理により a1 · · ·am ≼∗ ∀xb, c1 · · · cn
が成り立つ．これで ≼∗ が全称律に従うことが示された．
次に，≼∗ が存称律に従うことを示すために，ba1 · · ·am ≼∗ c1 · · · cn であって x ∈ Var が

a1, . . . , am, c1, . . . , cnに自由に現れないと仮定する．そうすると，定理 3.21.3により a1 · · ·am ≼∗

b♢c1 · · · cnが成り立つから，全称律により a1 · · ·am ≼∗ ∀x(b♢)c1 · · · cnが得られる．他方でDの
定義によりD 3 ∀x(b♢)⇒(∃xb)♢，従って ε ≼∗ ∀x(b♢)⇒(∃xb)♢であるから，∀x(b♢) ≼∗ (∃xb)♢

が成り立つ．従って消去律により a1 · · ·am ≼∗ (∃xb)♢c1 · · · cnが得られ，これから再び定理 3.21.3

により ∃xba1 · · ·am ≼∗ c1 · · · cn が得られる．これで ≼∗ が存称律に従うことが示された．
x ∈ Varが aにおいて t ∈ Aϵ から自由であれば，Dの定義により ∀xa⇒a(x/t) ∈ D，従って

ε ≼∗ ∀xa⇒a(x/t)，従って定理 3.21.4により ∀xa ≼∗ a(x/t)が成り立つ．つまり ≼∗ は全称代入
律に従う．同様にして，≼∗ が存称代入律に従うことが分かる．
これで≼R,Dがブール関係かつフレーゲ関係であることが示されたから，定理 4.9.3により (R,D)

は F完全である．従って定理 3.28.2により (R,D)は F弱完全，すなわち C = [D]Rが成り立つが，
Dの定義により [D]R = Dであるから C = Dとなる．従ってさらに定理 3.30.22系により，論拠
(℘,D)が F完全である．

問題 4.9.2 定理 4.9.4において，Eを Aϕ のルカシェヴィチ元とフレーゲ元の全体として Dを界
(Aϕ, ℘ ∪ ∀)における Eの界包としても，同じ結論が成り立つ．

略解 定理 3.31.2系 2の代わりに定理 3.31.3を使って同様にすればいい．

4.9.3 第二種定理と実例存在定理
§ここでは，一階述語論理系 (A, T, σ,Prm),Wの定める文論対 (Aϕ,F) について，定理 4.9.2か
ら下記の定理 4.9.5を導く．

補題 4.9.13 aを Aの素論理式とすれば，Φva = 1をみたす (Φ, v) ∈ Vも Φva = 0をみたす
(Φ, v) ∈ Vも存在する．従って#F > 1が成り立つ．

証明 aはある述語記号 pと t1, . . . , tn ∈ Aϵによって p(t1, . . . , tn)と表される．W を例 4.2.2の
記号世界の任意の一つとし，pに対応するW上の算法を pで表す．また，Con∪Var ⊆ Aϵ =Wϵ
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に留意して，Φ = idCon, v = idVarと定める．そうすると，Φと vはAからWへの定付値と変付
値であって，補題 4.9.12と同様に，任意の t ∈ Aϵ に対して (Φ∗t)v = tをみたす．従って

Φva = (Φ∗a)v =
(
Φ∗(p(t1, . . . , tn)))v = p((Φ∗t1)v, . . . , (Φ

∗tn)v
)
= p(t1, . . . , tn)

が成り立つ．例 4.2.2に注記したように p(t1, . . . , tn) = 1なる記号世界も p(t1, . . . , tn) = 0なる記
号世界も存在するから，これでこの補題は証明された．

定理 4.9.5 (Aϕ,F)は第二種であり，(Aϕ,F)の任意の無矛盾集合 XにV実例が有る．より精密
には，W ∈ Wを適当にとれば，関数記号の全体を算号系とする代数系として AϵはWϵの台部分
系であり，Φと vを Conと Varの Aϵ への埋め込み写像とすれば，(Φ, v)が XのV実例となる．

証明 定理 4.8.2により (Aϕ,F)が T表現論対であるから，注意 3.30.12と補題 4.9.13によれば，
V実例についてのことだけ示せばいい．また，定理 3.30.26により (X, ∅)は (Aϕ,F)の恒真関係≼
による Aϕ の切断であり，注意 4.7.2により (X, ∅)のV実例は XのV実例である．そこでより一
般に，≼による Aϕ の任意の切断 (X, Y)に上記精密な意味でのV実例が有ることを示そう．
第 4.7.2項の記号法の下で例 4.7.4により，(A, T, σ,Prm),Wの正則拡大 (A ′, T ′, σ ′,Prm ′),W ′で

次の三条件をみたすものが有る．

1. (A ′, T ′, σ ′,Prm ′),W ′ も一階述語論理系である．

2. A ′ は Aと関数記号・述語記号を共有する．

3. Var ′ − Varは無限集合であり，その濃度は，#Varと#Con ′ と Aの関数記号の全体の濃度
と Aの述語記号の全体の濃度のいずれをも下回らない．

これら条件により，Var ′は無限集合であり，その濃度は#(Var ′ −Var)に等しく，これは#Con ′

とA ′の関数記号の全体の濃度とA ′の述語記号の全体の濃度のいずれをも下回らない．つまりA ′

は第 4.9.1.3条冒頭の仮定をみたす．
定理 4.8.2と例 4.8.1により，(A ′, T ′, σ ′,Prm ′),W ′ の定める文論対 (A ′

ϕ,F
′)の恒真関係 ≼ ′ は

(R⃗1, D⃗)関係（つまりブール関係かつフレーゲ関係）である．また定理 4.7.1により，(X, Y)は ≼ ′

による A ′
ϕ の切断である．また，X ∪ Y ⊆ A = [Prm]Λ かつ Prm ∩ Var ′ = Varであるから問題

3.15.4により，X ∪ Y の元に自由に現れない Var ′ の元の全体 Var ′(X,Y) は Var ′ − Var ⊆ Var ′(X,Y)

をみたし，従って #Var ′(X,Y) = #Var ′ が成り立つ．従って定理 4.9.2により，W ∈ W ′ を適当に
とれば，関数記号の全体を算号系とする代数系としてWϵ = A ′

ϵであり，Φ ′と v ′を Con ′と Var ′

のWϵ への埋め込み写像とすれば，(Φ ′, v ′)は (X, Y)のV ′ 実例である．例 4.7.4によりW = W ′

であるからW ∈ Wであり，正則拡大の条件により，関数記号の全体を算号系とする代数系とし
てAϵはWϵの台部分系である．そこで，Φと vを Conと VarのAϵへの埋め込み写像とすれば，
(Φ, v) ∈ Vであり，さらに Con ⊆ Con ′かつVar ⊆ Var ′であるから，Φ = Φ ′|Conと v = v ′|Varが
成り立つ．また，定理 3.30.26により，Aϕ は (A ′

ϕ,F
′)の矛盾集合である．従って定理 4.7.1によ

り，(Φ, v)が (X, Y)のV実例となる．

4.10 一般不完全性定理
＄引き続いて，(A, T, σ,Prm),W, (λW)λ,Wを真偽ϕのある論理系とする．また，前節までに設け
た定義や規約は継承する．特に，第 4.7.1項で定めた通り，Aから共通の認識対象世界への定付値と変
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付値の組みの全体をVで表し，(Φ, v) ∈ Vが定めるAϕからTへの写像a 7→ (Φ∗a)vをΦvで表し，
(Φ, v)をV全体に亘らせてのΦvの全体をFで表す．従って (Aϕ,F)が (A, T, σ,Prm),W, (λW)λ,W

の定める文論対である．
ここではゲーデルの不完全性定理を一般化する．そのためにまず (A, T, σ,Prm),W, (λW)λ,W に

ついてさらに次の三条件 a – cを仮定する．

　 a. Aの代数構造に属すある単項算法 ♢に対して，♢は Aϕ を定義域に含むと共に Aϕ を閉ざ
し，各 (Φ, v) ∈ Vに対するΦvは，1でなければ，Aϕ上の汎算法とみなした ♢と T上の補
法に関する準写である（定理 4.8.2と第 5.4節参照）．

　 b. T − {ϕ}のある元 ϵに対して，Varϵ 6= ∅であり，Aϕ の部分集合

A ′
ϕ = {a ∈ Aϕ | Fvara ⊆ Varϵ, #Fvara ≤ 1}

の各元 aに Aϵ の閉元 aを一対一に対応させる写像 a 7→ aがある（これを A ′
ϕ の符号化と

呼び aを aの符号と呼ぶ）．

　 c. 不変子の集合 Λ ′で Aϵ = [Prmϵ]Λ ′ と任意のW ∈ Wに対してWϵ = [Wϵ]Λ ′ をみたすもの
がある（例 4.1.2・例 4.2.2と定理 5.1.2参照）．

次に，記号を定めると共に注意を幾つか述べる．まず，条件 aと定理 3.30.6と定理 3.27.5によ
り，Aϕ上の汎算法とみなした ♢は文論対 (Aϕ,F)の補法である．そこで，各 a ∈ Aϕに算法 ♢を
施して得られるAϕの元を a♢で表す．次に条件 bに留意して，各 a ∈ A ′

ϕに応じて Fvara ⊆ {xa}

なる xa ∈ Varϵを一つずつとる．また，各 c ∈ Aϵに対し，aに代入 (xa/c)を施して得られるAϕ

の元 a(xa/c)を a(c)と略記する．そうすると
(
a(a)

)♢は，定理 3.17.1系と定理 3.16.4により閉文
であり，従ってA ′

ϕに属す．また，条件 cにより，Aϵと任意のW ∈ Wに対するWϵは共にΛ ′代
数系とみなせる．最後に，(Aϕ,F)の論対化を (Aϕ,B)で表し，(Aϕ,B)の最大論理をQで表す．

定理 4.10.1 (一般不完全性定理) Aϕ の部分集合 Xが次の二条件をみたすと仮定する．

1. あるW ∈ Wに対して，Λ ′代数系としてAϵはWϵの台部分系であり，XのW上のV実例
(Φ, v)でΦ|Conϵ = idConϵ と v|Varϵ = idVarϵ をみたすものが存在する（定理 4.9.5参照）．

2. 条件 1のW ∈ W上の型関数O ∈Wϵ→Wϕ を各 c ∈Wϵ に対して

Oc = 1 ⇐⇒ A ′
ϕ の元 aで c = aかつ (a(a))♢ ∈ [X]Q をみたすものがある

と定義すれば，A ′
ϕ のある元 oに対して，Φの下での xo に関する oの表現関数 oΦ(xo)が，

任意の a ∈ A ′
ϕ に対してOa = oΦaをみたす．

こう仮定すると，Xは文論対 (Aϕ,F)の不完全集合である．

注意 4.10.1 条件 2のように型関数O ∈Wϵ→Wϕが定義できるのはWϕ = Tであることによる．
条件 2は，たとえばOがΦの下で表現可能ならみたされる．

証明 以下の 3 – 5の三段階に分けて証明する．
3. 任意の a ∈ A ′

ϕ に対して

Oa = 1 ⇐⇒ (
a(a)

)♢ ∈ [X]Q
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が成り立つ．
なぜなら，まず (a(a))♢ ∈ [X]Qであれば，Oの定義から直ちにOa = 1が得られる．逆にOa = 1

であれば，Oの定義によりA ′
ϕの元 bで a = bかつ (b(b))♢ ∈ [X]Qをみたすものがあり，符号化

が単射であるから a = b，従って (a(a))♢ ∈ [X]Q が成り立つ．
4. 任意の c ∈ Aϵ に対して (Φ∗c)v = cが成り立つ．
条件 cと条件 1による．つまり Λ ′ 代数系として，Aϵ がWϵ の台部分系であり，各 c ∈ Aϵ に

(Φ∗c)v ∈Wϵを対応させる写像とAϵのWϵへの埋め込み写像が共に準写であって，Aϵの生成系
Prmϵ 上では一致するからである（補題 4.9.12参照）．
5. Xは (Aϕ,F)の不完全集合である．
これを背理法で示すために，Xが (Aϕ,F)の完全集合であると仮定する．そうすると，Xは (Aϕ,B)

の完全集合であるから，定理 3.27.10により，XのB実例は [X]Qに限る．他方，条件 1により (Φ, v)

が XのV実例であるから，注意 4.7.2や定義 3.30.1や注意 3.30.2により，{a ∈ Aϕ | (Φ∗a)v = 1}

は Xの B実例である．従って

[X]Q = {a ∈ Aϕ | (Φ∗a)v = 1}

が成り立ち，特に任意の a ∈ A ′
ϕ に対して次のことが成り立つ．

o(a) ∈ [X]Q ⇐⇒ (
Φ∗(o(a)))v = 1

定義により o(a) = o(xo/a)である．また，aが閉元であるから，定理 3.16.7により oにおいて xo
は aから自由である．また，4により (Φ∗a)v = aが成り立ち，条件 2により oΦa = Oaが成り
立つ．これらのことと定理 4.4.2により次のように計算することができる．
(
Φ∗(o(a)))v = (Φ∗

(
o
(xo
a

)))
v = (Φ∗o)

((
xo

(Φ∗a)v

)
v

)
= (Φ∗o)

((xo
a

)
v
)
= oΦa = Oa

以上のことと 3により次のことが成り立つ．

o(a) ∈ [X]Q ⇐⇒ (
a(a)

)♢ ∈ [X]Q

また，♢が (Aϕ,F)の補法であるから，定理 3.27.11により，任意の b ∈ Aϕ に対して

b♢ ∈ [X]Q ⇐⇒ b /∈ [X]Q

が成り立つ．従って結局，o ∈ A ′
ϕ が任意の a ∈ A ′

ϕ に対して次の条件をみたす．

o(a) ∈ [X]Q ⇐⇒ a(a) /∈ [X]Q

しかしそうすると，特に a = oとすれば，b = o(o)についての

b ∈ [X]Q ⇐⇒ b /∈ [X]Q

という矛盾に逢着する（注意 3.33.1参照）．これでこの定理は証明された．

問題 4.10.1 定理 4.10.1においてさらに，W 上の型関数 P ∈Wϵ→Wϕ を各 c ∈Wϵ に対して

Pc = 1 ⇐⇒ A ′
ϕ の元 aで c = aかつ a ∈ [X]Q をみたすものがある
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と定義し，W 上の型関数N ∈Wϵ→Wϵ を各 c ∈Wϵ に対して

Nc =


(
a(a)

)♢ · · · A ′
ϕ の元 aで c = aなるものがあるとき

c · · · A ′
ϕ の元 aで c = aなるものがないとき

と定義する（こうNを定義できるのは，各 c ∈ Aϵに応じ c = aなる a ∈ A ′
ϕが高々一つ存在する

ことと，a ∈ A ′
ϕ なら

(
a(a)

)♢ ∈ A ′
ϕ であることによる）．このとき，任意の a ∈ A ′

ϕ に対して

Pa = 1 ⇐⇒ a ∈ [X]Q

が成り立ち，Oは PとNの合成 P ◦Nに等しい．

略解 N,O, Pの関係については，まず Oc = 1のとき，A ′
ϕ の元 aで c = aかつ (a(a))♢ ∈ [X]Q

をみたすものがあるから，Nc = (a(a))♢ かつ P
(
a(a)

)♢ = 1，従って P(Nc) = 1が成り立つ．
逆に P(Nc) = 1 のとき，A ′

ϕ の元 b で Nc = b かつ b ∈ [X]Q をみたすものがあり，従って
A ′
ϕ の元 a で c = a なるものがあって Nc =

(
a(a)

)♢ が成り立ち，符号化が単射であるから(
a(a)

)♢ = b ∈ [X]Q，従ってOc = 1が成り立つ．

注意 4.10.2 (不完全性定理の意味するもの) すでに示唆した通り，(A, T, σ,Prm),W, (λW)λ,W が
一階述語論理系や格論理系で Xが文論対 (Aϕ,F)の無矛盾集合であれば，定理 4.10.1の前提とな
る条件 a – cと定理 4.10.1中の条件 1は，成り立つか，成り立つと仮定して差し支えないか，あ
るいは成り立つと期待できるものである．また，定理 4.10.1の条件 2は，たとえば型関数OがΦ

の下で表現可能であればみたされる．従って定理 4.10.1は実質的には，Φの下でOが表現可能で
あれば，Xが文論対 (Aϕ,F)の不完全集合であることを示す．そして，不完全集合の意味は定理
3.27.11や定理 3.27.12から分かる．たとえば定理 3.27.11によれば，a /∈ [X]Q かつ a♢ /∈ [X]Q な
る a ∈ Aϕ が存在する．
一階述語論理系や単相格論理系については，(Aϕ,F)に関して完全な論拠 (R,D)が見つかってお

り，それは [X]Q = [X∪D]Rをみたし，そのことの意味は第 3.30.5項で説明してある．そこでと同
様に数学的理論にたとえるなら，[X]Qは Xを公理系とする数学的理論に相当する．(R,D)はその
数学的理論を研究する時に使う正しい推論規則と論理的真理の総体に相当する．[X]Q = [X ∪D]R

であることは，理論 [X]Qに属す任意の命題を X∪Dに属す命題から推論規則系 Rによって導き出
す証明が存在し，また逆に，X∪Dに属す命題から推論規則系 Rによって導き出される命題は理論
[X]Q に属すことを意味する．また，a♢ は命題 aの否定命題に当たる．そうすると，a /∈ [X]Q か
つ a♢ /∈ [X]Qであることは，命題 aに対してもその否定命題 a♢に対しても，X∪Dに属す命題か
ら推論規則系 Rによって導き出す証明が存在しないことを意味する．そして a♢を証明することは
aを反証することに相当たる．
以上により定理 4.10.1は，形式言語 (A, T, σ,Prm)にW上のある種の型関数を表現する能力が十
分にあれば，証明も反証もできない命題があることを示す．数理心理学の観点からは，(A, T, σ,Prm)

は人脳中にあるはずの外界世界を認識・記銘するための装置の数理模型であり，(R,D)は人脳中に
あるはずの推論装置の数理模型である．従って定理 4.10.1は，外界のある種の事象を認識・記銘す
る能力が十分にあれば，推論によっては証明も反証もできない事柄があることを示す．なお，定理
4.10.1の条件 2の前提である符号化 a 7→ aは，数理心理学の観点からは「出力の再帰的入力」と
いう意味での自己意識に当たり（第 1.1.3項参照），符号化が単射であることは，自己意識が明瞭
であることに当たる．従って定理 4.10.1は，明瞭な自己意識があることは，証明も反証もできない
事柄があることの一因であることを示す．
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以上は定理 4.10.1の意味の解釈の一つである．定理 3.27.11の代わりに定理 3.27.12を使うなら
また違う解釈ができ，それは数学の基礎付け（数学基礎論）の観点からは重要であろう．
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第5章 単相格論理学

¢ 前章では，「形式言語」を程よく一般的な普遍型付代数系と定義し，その上の論理学について
一般的に論じた．その目的は，第 3章の代数学が論理学にどう使われるかを説明することであっ
た．それを踏まえてこの章では，いよいよ第 1章・第 2章で説明した数理心理学の問題意識と構想
の下で，単相格言語という名の特殊な形式言語上の論理学すなわち単相格論理学について論ずる．
第 1章で数理心理学の基本的な考え方を説明した中で，数理心理学の

、
　当
、
　面
、
　の課題は心言語という

形式言語上の論理学を研究することであると述べた．特に第 1.4.1項において，心言語の代数構造
は如何なるものかという基本問題 1を掲げ，これに関し，心言語は普遍型付代数系であるという仮
説 1を提示した．と同時に，「普遍型付代数系」は非常に広い範囲の代数系の総称であって，基本
問題 1はこの普遍型付代数系の構造を助変数を込めて特定するよう求めているのだとも述べた．次
章で定義する格言語という名の形式言語がこの問への妥当な答と期待されるものであるが，その上
の論理学へ一挙に進むのは難しいので，まずこの章で，格言語の一極端である単相格言語を取り上
げ，その上の論理学に習熟することを目標にする．

5.1 単相格言語
＄ 第 1.4.1項で触れたように論理学の三本柱は形式言語の文法論・意味論・演繹論であるが，こ
の節では単相格言語の文法論を行なう．
格言語は格集合という助変数を持つ形式言語である．格集合を成す格は，心言語としての格言語

においては思考機械・人間の関心の在りかを示すものであるが（第 2.1.3項参照），仮説 2に従っ
て自然言語として表出するときには格助詞となる．つまり，格言語は自然言語の数理模型ではなく
心言語の数理模型であって，格集合も関心を表す心理学的助変数であるが，自然言語においては格
として観測される．そういう観測面を捉えて「格言語」「格集合」と名付ける．
格言語の特徴は格集合という助変数があることだけではない．格言語は，限量を表すのに変数 x

を添数とする限量子 ∀xや ∃xを使わないという点でも，従来の形式言語と根本的に異なり，むしろ
そのことの方が格言語の顕著な特徴である．第 2.3節で説明した通り，自然言語にある「すべて」
「ある」「かなり」「ちょっと」のような数量の範囲を限る働きを持つ語を限量語と呼び，これら限
量語に対応する形式言語の元を限量子と呼ぶが，格言語においては，限量子は変数を添数としない
単独の記号 λであり，しかも常に格 kを伴って λkという形を成している．限量子 λは自然言語の
多様な限量語に対応して多様に存在し，∀や ∃はそれらの一つに過ぎない．
「単相格言語」の「相」は「もの事と限量の種々相」に因む．つまりまずもの事には，空間に関
することや，時間に関することや，者や物の他の者や物への作用や関わりに関することなどの種々
相がある．そして格助詞には，そういう種々相を切り分ける働きがある．たとえば，格助詞の「に」
には実に様々な働きがあって，動詞が表す動作・作用・関わりの向かう対象を示したり，動作・作
用の行なわれる場所を示したり，動作・作用の行なわれる時を示したり，動作・作用・関わりの様
態・程度を示したりする．次に限量については，たとえば「かなり」という一つの限量語であって
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も，限量の対象が者や物であるか時間であるか空間であるかの違いによって，限られる数量の性格
が違う [1]．ただし，一つの格助詞や限量語が対象の相に応じて性格を変えるというのは，言語学
者的の考え方である．数理心理学者はそう考えるのではなく，心言語には種々相に応じて「に」に
対応する実体が複数あるが，それらが言葉として表出するときには，人間の発声能力の限界などの
ために唯一つの「に」となると考える．その他の格助詞や限量語についても同様である．そうする
と，格言語は自然言語の数理模型ではなく心言語の数理模型なので，格言語の格や限量子は複数の
相に分かれていなければならない．しかし前記の通り，そういう複数の相のある格言語上の論理学
へ一挙に進むのは難しいので，相が一つしかない格言語すなわち単相格言語をまずこの章で取り上
げ，相の数が任意の格言語は次章で取り上げる．従って相という概念は，この章では登場せず次章
で始めて登場する．
以上は単相格言語の文法論の特徴の概観であるが，研究の進展につれて意味論・演繹論の特徴が

浮上してきている．第 4.7節以降で説明したように論理学一般の意味論・演繹論は論対論・論拠論
として抽象されるが，論対には定義 3.26.1の三つの種別がある．この種別は，定理 3.28.6や定理
3.30.30が示すように，完全性や実例存在の問題と直接に関わり，これらを介して間接的に不完全
性の問題と関わる（定理 4.10.1と注意 4.10.2参照）．定理 3.30.32と定理 4.9.5によれば，命題論
理学と一階述語論理学に現れる論対は第二種である．しかし高岡洋介氏の定理 5.7.1によれば，単
相格論理学に現れる論対は無理の無い条件の下で第三種になることがある．

5.1.1 普遍型付代数系としての構成
§ 以下のように構成される普遍型付代数系 Aを単相格言語と呼ぶ．
定理 3.5.1により，Aの普遍型付代数系としての構成法を述べるには，Aの素元系（これを前章

同様 Prmで表す）と型代数系 T および型分割写像 τ ∈ Prm→T がどういうものかを述べればいい．
そこでまず Prmとしては，空集合でない集合を任意にとって，これを二つの部分集合 Conと

Var (6= ∅)によって直和分割しておくものとする．

Prm = ConqVar Var 6= ∅

Conと Varそれぞれの元を定数・変数と呼ぶ．
単相格言語 Aの型代数系 T の台は，空でない集合 Kを一つ指定することにより定まる．この集

合 Kを格集合と呼び，Kの元を格と呼ぶ．格集合 Kには主格という名の特別な元 πをあらかじめ
定めておくものとする．これは T の代数構造の定義において重要な役割を演ずる．
型代数系 T の台は，Kの巾集合 PKに相異なる特別な二元 δ, εを合わせたものである．

T = {δ, ε}q PK δ 6= ε

そうすると，T には PKの元としての空集合 ∅が属す．これも T の代数構造の定義において重要な
役割を演ずる．なお，第 4章までは記号 εで以て色々な集合 X上の普遍単位半群 X∗の単位元すな
わち空列を表してきたが，この記号を T の特別な元を表すのに使ったので，以後の章では空列を空
白で表すことにする．
素元系 Prmの T 分割写像 τは，変数系 Varの ε部分

Varε = Var ∩ τ−1ε

[1]この違いは数学的には，対象物を計量するための量系の違いと捉えられる．第 3.32.1 項参照．
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が空集合でないように任意に定める．
型代数系 T の代数構造は，次に示す九種類の算法から成るものとする．
うち第二種の算法は，第 3.32.1項で論じた意味での量系 Pで #P > 1なるものを一つ指定する

ことにより定まる．この Pを Aの限量系と呼ぶ．
限量系により「限量子」が定まる．すなわち，Pを問題 3.9.26の意味での Pの区間包または偏

区間包とし，
¬P = {¬p | p ∈ P}

をPの複製で ¬P ∩P = ∅なるものとし [2]，

Q = ¬P ∪P

と定め，Qの元を限量子と呼ぶ．また，Pの元と¬Pの元を正の限量子・負の限量子と呼び分ける．
なお，第一種の算法を識別表示する便宜のために，ŏを限量子とは異なる記号とする．また，第

八種の算法の全体を Fで表す．ただし F = ∅でもいい．

算法 ŏk (k ∈ K)： これらは二項算法であって，k ∈ P ∈ PKなる (ε, P)に施されてこれを PKの
元 P − {k}に変える．

Dom ŏk = {ε}× {P ∈ PK | k ∈ P} ε ŏk P = P − {k}

このように，算号 ŏkは真ん中に書く [3]．

算法 λk
(
(λ, k) ∈ Q× K

)： これらは二項算法であって，k ∈ P ∈ PKなる (δ, P)と (ε, P)に施さ
れてこれらを PKの元 P − {k}に変える．

Dom λk = {δ, ε}× {P ∈ PK | k ∈ P} δ λkP = ε λk P = P − {k}

このように，算号 λkも真ん中に書く．

算法∧,∨,⇒： これら三つの算法は二項算法であって，任意の (P,Q) ∈ (PK)2に施されてこれを
PKの元 P ∪Qに変える．

Dom∧ = Dom∨ = Dom⇒ = (PK)2 P∧Q = P∨Q = P⇒Q = P ∪Q

このように，算号 ∧,∨,⇒も真ん中に書く．
算法 ♢： これは単項算法であって，任意の P ∈ PKに施されてこれを変えない．

Dom♢ = PK P♢ = P

このように，算号 ♢は右肩に付ける．

算法4： これは単項算法であって，δ, εに施されてこれを PKの元 {π}に変える．

Dom4 = {δ, ε} δ4 = ε4 = {π}

このように，算号4は右側に付ける．
[2]折り目正しく説明し直せば，P の複製 P ′ で P ′ ∩P = ∅ なるもをとると，P から P ′ への複写すなわち全単射があ
るから，それを記号 ¬ で表したのである．また，¬ の逆写像も ¬ で表すというのが後出の (5.2.1) の意味である．

[3]算法と算号を同一視している．以下でも同様である．
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算法 u,t： これらは二項算法であって，任意の (ξ, η) ∈ {δ, ε}2 に施されてこれを δに変える．

Domu = Domt = {δ, ε}2 ξ u η = ξ t η = δ

このように，算号 u,tは真ん中に書く．

算法 2： これは単項算法であって，δ, εに施されてこれを δに変える．

Dom2 = {δ, ε} δ2 = ε2 = δ

このように，算号 2は右肩に付ける．

算法 f ∈ F： これらの算法 fの項数はそれぞれ任意であって，それを nとすれば，fは εの n個
組み (ε, . . . , ε)に施されてこれを εに変える（例 4.1.2参照）．

Dom f = {ε}n f(ε, . . . , ε) = ε

算号 fとそれの表す算法とを関号と呼ぶ [4]．

算法Ωx (x ∈ Varε)： これらは単項算法であって，∅ ∈ PKに施されてこれを δに変える．

DomΩx = {∅} ∅Ωx = δ

このように，算号Ωxは右側に書く．算号Ωxとそれの表す算法とを抽象子と呼ぶ．

型代数系 T の代数構造の定義は以上の通りである．これで集合 Prm と代数系 T および写像
τ ∈ Prm→T を定めたから，定理 3.5.1により，普遍型付代数系 (A, T, σ,Prm)で σ|Prm = τなるも
のが一意に定まる．こういう普遍型付代数系を単相格言語と呼ぶ．
単相格言語Aは以下に示すように，定義 4.1.1の意味での形式言語とみなされる．まず，素元系

Prmが二つの部分集合 Conと Var ( 6= ∅)によって直和分割されている．次に，型代数系 T の算号
系を Λで表せば，

Λ = {λk,∧,∨,⇒,♢,4,u,t,2, f,Ωx | λ ∈ {ŏ} ∪Q, k ∈ K, f ∈ F, x ∈ Varε}

であるから，集合 Γ を

Γ = {λk,∧,∨,⇒,♢,4,u,t,2, f,Ω | λ ∈ {ŏ} ∪Q, k ∈ K, f ∈ F}

と定めれば，Γ と Prmの直和 Γ q Prm上の普遍半群 (Γ q Prm)+ において

Λ ⊆ Γ ∪ ΓVar Λ ∩ ΓVar = {Ωx | x ∈ Varε}

が成り立ってΩxが単項算号であるから，Γ が算号基の要件をみたす．以上により，単相格言語は
Prm, T, τ,Con,Var, Γ を文法とする形式言語であって，その可変子は抽象子Ωx (x ∈ Varε)であり，
不変子の全体 Λ ∩ Γ と修飾変数の全体 Qvarについては

Λ ∩ Γ = {λk,∧,∨,⇒,♢,4,u,t,2, f | λ ∈ {ŏ} ∪Q, k ∈ K, f ∈ F}

Qvar = Varε

[4]「関号」は「関数記号」の短縮形であり，一階述語論理における関数記号に因む．
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が成り立つ．そこで定義 4.1.1の後の約束に従って，T の算部分系 TΛ∩Γ を Uで表す．また，後に
PK (⊆ T)の元 ∅を真偽とする論理系を作るので，先回りをして Aの ∅型の元を文と呼ぶ．
以後，単相格言語 (A, T, σ,Prm)に言及するときは，これを定めるのに上で使った諸々の記号は，

そうでない旨断らない限り，上と同じ意味で使う．

注意 5.1.1 単相格言語の算法族 λk
(
(λ, k) ∈ Q × K

) の添数集合に現れる Qは量系 Pで決まり，
量系には R0のような連続の濃度を持つものもある．この例のように，単相格言語には連続の濃度
の添数や助変数（合わせて助変数等と呼ぶ）が現れる．これはたとえば述語言語などとは著しく異
なる点であり，それに違和感を覚える読者もいるであろう．しかしその違和感は，「言語」とか「記
号」とかの言葉や従来の論理学に囚われて「形式言語は自然言語表現の数理模型である」の類の先
入観を持っているために生ずるのではないか．
格言語は自然言語の数理模型ではない（第 1章参照）．それは，人間の脳にあるはずの，外界の

もの事を記銘するための生理的仕組み，すなわち心言語の数理模型なのである．そういう仕組みが
連続の濃度の助変数等を持つとしても，何の不思議もない．他方で自然言語は，人間の発声能力の
限界などのために連続の濃度の助変数等を持ち得ない．ただし，「連続の濃度の助変数等を持ち得
ない」というのは，言葉という記号列を指して言ったのであり，人間の言語行動のすべてが連続の
濃度の助変数等を持たないのではない．たとえば，音声の大小や高低は連続の濃度の助変数等を持
ち得る．また，自然言語だけが心言語の表出なのではない．情動も心言語の表出であり，それらも
連続の濃度の助変数等を持ち得る．

注意 5.1.2 型代数系 T の代数構造の定義において算号を真ん中に書くとか右肩につけるとかと規
定したが，これは第 7章で格言語を日本語に関連付ける都合上のことである．この章や第 6章で説
明する数学的内容に関する限り，算号の位置をどう規定する必要も無い．また，格言語を日本語以
外の自然言語に関連付けるには，これら算号の位置の規定を変えなければならない．

5.1.2 型分割と諸元の命名
§ 単相格言語 Aは T を型代数系とする型付代数系であるから，台集合が t部分 At (t ∈ T)に

よって分割される．そして T は，相異なる二元 δ, εと格集合 Kによって T = {δ, ε}q PKと定義さ
れている．従って，Aは次のように分割される．

A = A{δ,ε} ∪APK = Aδ ∪Aε ∪
⋃
P∈PK

AP

A{δ,ε} = Aδ ∪Aε と APK =
⋃
P∈PKAP それぞれの元を体元・用元と呼び，Aδ と Aε それぞれの

元を複体元・単体元と呼ぶ．これに準じて，「単体定数」「用定数」などの意味を表 5.1のように定
める．
また，体元の全体を Gで表し，用元の全体を Hで表す．

G = A{δ,ε} = Aδ ∪Aε H = APK =
⋃
P∈PK

AP

また，各用元 fの型すなわち f ∈ AP なる P ∈ PKを，fの格域とも呼び，時に Kfで表す．空集合
を格域とする用元すなわち A∅ の元は，文に他ならない．
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表 5.1: 単相格言語の型分割と命名

Aδ ∪Aε : 体元 Aδ : 複体元 Aε : 単体元 APK : 用元
Prmδ ∪ Prmε : 体素元 Prmδ : 複体素元 Prmε : 単体素元 PrmPK : 用素元
Conδ ∪ Conε : 体定数 Conδ : 複体定数 Conε : 単体定数 ConPK : 用定数
Varδ ∪Varε : 体変数 Varδ : 複体変数 Varε : 単体変数 VarPK : 用変数

注意．定義により Prmx = Conx ⨿Varx (x = δ, ε,PK)が成り立つ．

注意 5.1.3 「体元」「用元」という名は国文法における「体言」「用言」に因む．ただし言語学的
の用語を使っても，この節冒頭や注意 5.1.1に記した通り，単相格言語は自然言語そのものの数理
模型ではない．また，国文法では「体言」が単独の名詞を指し「用言」が単独の動詞・形容詞・形
容動詞を指すのに対し，体元は名詞節に相当し用元は用言節

、
　に
、
　相
、
　当
、
　す
、
　る．ただしまた，「に相当す

る」というのは，正確には「として表出する」という意味である（第 1章と第 7章参照）．なお，
藤堂明保編「学研漢和大辞典」によれば，本質を「体」と言うのに対して，働きを「用」と言う．
また，「体用」は「もの事の本体とその作用」を意味する．「体言」「用言」の語源はこれであろう．

5.1.3 算法の定義域と値域
§ ここでは，今までに定義した記号や用語を使って，単相格言語 Aの算法の定義域と値域につ
いて説明する．

算法 λk (λ ∈ {ŏ} ∪Q, k ∈ K)： これについては命題の形で述べよう．

補題 5.1.1 a, f ∈ Aと k ∈ Kに対して a ŏk fが定義されるためには，aが単体元であり，かつ fが
用元であって kが fの格域 Pに属すことが必要十分であり，これらの条件の下で，a ŏk fは P− {k}

を格域とする用元である．
a, f ∈ Aと (λ, k) ∈ Q× Kに対して aλk fが定義されるためには，aが体元であり，かつ fが用
元であって kが fの格域 Pに属すことが必要十分であり，これらの条件の下で，aλk fは P − {k}

を格域とする用元である．

証明 σは準写であるから，a ŏk fが定義されるためには，(σa) ŏk (σf)の定義されることが必要
十分である．そのためにはまた，σa = εである上に，P = σfと定めたときに k ∈ P ∈ PKなるこ
とが必要十分である．そして，この条件の下で σ(a ŏk f) = (σa) ŏk (σf) = P− {k} が成り立つ．こ
れで前半が証明された．後半の証明も同様である．

定理 5.1.1 a1, . . . , an, f ∈ Aと (λ1, k1), . . . , (λn, kn) ∈ ({ŏ} ∪Q)× Kに対して

g = a1 λ1k1 (a2 λ2k2 (· · · (an λnkn f) · · · ))

が定義されるためには，λi = ŏであるか λi ∈ Qであるかに応じて ai が単体元であるか体元であ
り (i = 1, . . . , n)，かつ fが用元であって k1, . . . , kn が fの格域 Pの相異なる元であることが必要
十分である．また，これらの条件の下で，gは P − {k1, . . . , kn}を格域とする用元である．
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証明 n = 1のときには，補題により定理は確かに成り立つ．そこで，nに関する帰納法を使う．
gが定義されるためには，h = a2 λ2k2 (· · · (an λnkn f) · · · )と a1 λ1k1 hが定義されることが必要
十分である．帰納法の仮定により，hが定義されるためには，λi = ŏであるか λi ∈ Qであるかに
応じて aiが単体元であるか体元であり (i = 2, . . . , n)，かつ fが用元であって k2, . . . , knが Pの相
異なる元であることが必要十分であり，これらの条件の下で h ∈ AP−{k2,...,kn} が成り立つ．また
補題により，a1 λ1k1 hが定義されるためには，λ1 = ŏであるか λ1 ∈ Qであるかに応じて a1 が
単体元または体元であって k1 ∈ P− {k2, . . . , kn}であることが必要十分であり，これらの条件のも
とで a1 λ1k1 h ∈ AP−{k1,...,kn} が成り立つ．以上のことから，定理の結論が任意の nについて成
り立つことが分かる． 終

λk以外の算法の定義域と値域は，同様にして簡単に分かるので，証明抜きで示す．

算法∧,∨,⇒： f, g ∈ Aと µ ∈ {∧,∨,⇒} に対して f µ gが定義されるためには f, gが用元である
ことが必要十分であり，この条件の下で f µ gも用元となり，その格域は f, gの格域の和に等しい．

算法 ♢： f ∈ Aに対して f♢ が定義されるためには fが用元であることが必要十分であり，この
条件の下で f♢ は fと同じ格域を持つ用元となる．

算法4： a ∈ Aに対して a4が定義されるためには aが体元であることが必要十分であり，こ
の条件の下で a4は {π}を格域とする用元となる．

算法 u,t： a, b ∈ Aと µ ∈ {u,t}に対して aµbが定義されるためには a, bが体元であること
が必要十分であり，この条件の下で aµbは複体元となる．

算法 2： a ∈ Aに対して a2が定義されるためには aが体元であることが必要十分であり，この
条件の下で a2 は複体元となる．

算法 f ∈ F： (a1, . . . , an) ∈ Anに対して f(a1, . . . , an)が定義されるためには a1, . . . , anが単体
元で nが fの T の算法としての項数に等しいことが必要十分であり，この条件の下で f(a1, . . . , an)

は単体元となる．

算法Ωx (x ∈ Varε)： f ∈ Aに対して fΩxが定義されるためには fが文であることが必要十分
であり，この条件の下で fΩxは複体元となる．

問題 5.1.1 Hと AP (P ∈ PK)は Aの {∧,∨,♢,⇒}部分系であり，しかも全域的である．

問題 5.1.2 Gと Aδ は Aの {u,t,2}部分系であり，しかも全域的である．

定理 5.1.2 Aε は Aの F部分系であり，しかも Prmε を素元系とする普遍汎 F代数系であり，特
に Aε = [Prmε]F をみたす．

証明 Aの算法の定義域と値域について上で調べたことによる．まず，Aε が任意の関号で閉じて
いるから，[Prmε]F ⊆ Aε が成り立つ．次に，Aの算法 αが α−1Aε 6= ∅をみたすのは αが関号
のときに限り，fが n項の関号なら f−1Aε = Anε = Dom fが成り立つ．従って問題 3.2.14により
Aε = [Prmε]F が成り立つ．従って問題 3.8.11により，(Aε, {ε}, σ|Aε ,Prmε)は普遍型付 F代数系
であり，従って問題 3.5.3により，Aε は Prmε を素元系とする普遍汎 F代数系である．
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問題 5.1.3 Aδ − Prmδ は空集合ではなく，その元は b u c, b t c, b2, fΩx のいずれかの語形を
している．

略解 Prmの型分割写像 τは Varε 6= ∅をみたす．x ∈ Varε なら x2 は複体元である．

問題 5.1.4 APK −PrmPKは空集合ではなく，その元は aλk f, f∧g, f∨g, f⇒g, f♢, a4 のい
ずれかの語形をしている．

略解 x ∈ Varε なら x4 ∈ APK − PrmPK である．

5.2 単相格世界
＄ 前節では単相格言語の文法論を行なった．この節以降第 5.4節までは，単相格言語の意味論

を行なう．第 1.4.2項で触れた通り，意味論は世界論・対応論・真偽論から成る．そこでまず世界
論をここで行なう．
この節を通じ，(A, T, σ,Prm)を単相格言語とし，K,P,Q,Fをその格集合・限量系・限量子系・

関号系とし，その他の U, δ, ε等の記号の意味もこれまで通りとする．そして以下，Aにとっての
認識可能世界である単相格世界なるものを定義し，その構造を調べる．Aは定義 4.1.1の通りの形
式言語の一種であるから，Aにとっての認識可能世界とは，定義 4.2.1で定めた通り，U型代数系
Wであって任意の t ∈ σPrmに対してWt 6= ∅をみたすもののことを言う．A

、
　に
、
　と
、
　っ
、
　て
、
　認
、
　識
、
　可
、
　能
、
　な

単相格世界は，そういう認識可能世界の一種である．ただし「Aにとって認識可能な」は，「Aの
格集合・限量系・限量子系・関号系の四つ組み K,P,Q,Fから構成された」と同義で重要な語句で
あるものの，常に付けるのは煩わしいので，誤解の恐れの無い場合には省略する．
第 1.4.2項で述べた通り如何なる論理学においても，

、
　問
、
　題
、
　意
、
　識
、
　に
、
　応
、
　じ
、
　て認識可能世界の範囲を適

当に限定したものを，認識対象世界の範囲としなければならない．そこで単相格論理学において
は，認識可能世界の中の単相格世界だけを認識対象世界と考える．それは，ひとえに

、
　心
、
　理
、
　学
、
　的
、
　問
、
　題、

　意
、
　識
、
　に
、
　よ
、
　る．第 1.4.1項で述べた通り，心言語の代数構造が如何なるものかという基本問題 1は，

単独で答えられるものではなく，人間にとっての認識の対象世界が如何なるものかという基本問題
4に答えなければ答えられない問である．そして，心言語は単相格言語であるとの仮説に先立って
人間の認識の対象世界と仮設されたのが単相格世界である（これら仮説・仮設は次章で修正する）．
単相格世界の定義より先に単相格言語の定義を記したのは，記述上の便宜からに過ぎない．

5.2.1 台と型写像
§ 単相格言語 Aにとって認識可能な単相格世界W の台は，空でない集合 Sを任意にとり，こ
れと Aの格集合 Kによって

W = (S→T) ∪ S ∪
⋃
P∈PK

(
(P→S)→T

)
と定める．集合 SをW の基底と呼ぶ．また Kは，Aの格集合であったが，W の格集合とも呼ぶ．
なお，W の台の上記定義において空集合 ∅ ∈ PKについては，端書きに記した空集合律により

∅→S = {∅}
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従って (∅→S)→T = {∅}→Tである．そこで，同じく端書きに記した一乗便法により

(∅→S)→T = T

と約定する．つまり，写像 f ∈ (P→S)→Tを θ ∈ P→Sに施して得られる Tの元は当然 fθと書く
が，P = ∅の場合には f ∈ T, θ = ∅, f∅ = fである．こういう約定を空集合規約と呼ぶ．
W の型写像を定めるには，型分割W =

⋃
t∈T Wtを，Wt 6= ∅ (t ∈ σPrm)かつW∅ = T なるよ

う定めなければならない．W∅ = Tとするのは，前述の通り後に ∅を真偽とする論理系を作るため
である．そこで，T = {δ, ε}q PKと δ 6= εに留意して

Wδ = S→T Wε = S WP = (P→S)→T

と定める (P ∈ PK)．そうすると，σPrmの如何に関わらず

Wt 6= ∅ (t ∈ T) W∅ = T

が成り立ち，W = (S→T) ∪ S ∪
⋃
P∈PK

(
(P→S)→T

)であったから，W は次のように分割される．
W =Wδ ∪Wε ∪

⋃
P∈PK

WP

記述の便のために

E =Wδ ∪Wε F =
⋃
P∈PK

WP

と定める．そうすると次の式が成り立つ．

W = E ∪ F

Eと Fそれぞれの元を実在・事態と呼び [5]，WδとWεそれぞれの元を複実在・単実在と呼ぶ．ま
た，事態 fの型すなわち f ∈WP なる P ∈ PKを，fの枠または枠組みとも呼び，時に Kf で表す．

注意 5.2.1 単相格世界W は完備ブール束を沢山含んでいる．すなわちまず問題 3.13.16により，
T (=W∅)は通常の順序関係 ≤について完備ブール束であり，そのブール論法は

a∧b = inf {a, b} a∨b = sup {a, b} a♢ = 1− a a⇒b = sup {1− a, b}

をみたす．従って問題 3.13.17または問題 3.13.18により，WP = (P→S)→TとWδ = S→Tも T
の巾ブール束として完備ブール束である．そこで以降，WP の順序関係を，いずれの Pに対しても
≤で表し，Wδ の順序関係を ⊏で表す [6]．また，WP とWδ のいずれについても，最小元と最大
元を 0と 1で表す．W∅ の 1と 0はW における真と偽に他ならない．
問題 3.13.9によれば，WP の順序関係 ≤については

f ≤ g ⇐⇒ 任意の θ ∈ P→Sに対して fθ ≤ gθ

が成り立ち，Wδ の順序関係 ⊏については

a ⊏ b ⇐⇒ 任意の s ∈ Sに対して as ≤ bs

が成り立つ．また問題 3.9.12または問題 3.13.8によれば，WPの 0と 1はそれぞれ，任意のθ ∈ P→S
に対して 0θ = 0と 1θ = 1をみたすことで特徴付けられ，Wδ の 0と 1はそれぞれ，任意の s ∈ S
に対して 0s = 0と 1s = 1をみたすことで特徴付けられる．

[5]記号「E」は「entity(実在)」の頭文字であり，「F」は「affairs(こと，出来事)」の「f」に因む．
[6]ここでは，第 3.9.3 項で定めた「順序関係は ≤,⊑ のように下線の付いた記号で表す」という原則から外れる．
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注意 5.2.2 (数学的な見方との違い) P ∈ PK, #P = nとする．そうすると，P→Sは直積 Snと同
一視され，従って (P→S)→Tは Sn→Tと同一視され，これは Sで定義され値 0, 1をとるn変数関数
の全体である．数学では，こういう同一視を前提として，様々な P ∈ PKに対する (P→S)→Tでは
なく，Sn→T (n = 0, 1, . . .)を考察するのが普通である．しかしこういう同一視をすれば，Q ∈ PK

が#Q = nをみたせば，P 6= Qであっても，(Q→S)→Tはやはり Sn→Tと同一視され，本来異な
る (P→S)→Tと (Q→S)→Tとが弁別されない．それは数理心理学の観点からは妥当でないので，
Sn→T (n = 0, 1, . . .)ではなく，様々な P ∈ PKに対する (P→S)→Tを考察するのである．

5.2.2 代数構造
§単相格言語Aにとって認識可能な単相格世界WのU型代数構造を決める助変数が二つある．
一つ目は基底 S上の

、
　反
、
　射
、
　的関係 ∃であり，これを S上の基本関係またはW の基本関係と呼ぶ．

助変数の二つ目は基底 S上の P測度であり，これをWの測度とも呼ぶ．S上の P測度とは，第
3.32.2項で説明した通り，PSから Pへの写像 X 7→ |X|で零値律・正値律・増加律・劣加法律の四
法則に従うものであり，値 |X|は Xの P測値と呼ばれる．ただし，「P測度」からも「P測値」から
も Pを省略することがある．#P > 1であるから，問題 3.32.30により S上の P測度は存在する．
なお Pは，Aの限量系であったが，W の限量系とも呼ぶ．
単相格世界WのU型代数構造を定めるための準備が三つある．その一つ目として，S上の基本

関係 ∃を (S→T) ∪ S, S間の関係にまで次のように拡張する．すなわち，a ∈ S→T, b ∈ Sの場合
には，a ∃ bなることを

a ∃ b ⇐⇒ ab = 1

と定義する．ただし abは，写像 a ∈ S→Tを b ∈ Sに施して得られる Tの元を表す．こう拡張さ
れた関係 ∃をW の拡張関係と呼ぶ．
準備の二つ目として，s ∈ S, k ∈ P ∈ PKのとき，各 θ ∈ (P − {k})→Sに対して，P→Sの元

(k/s)θを次のように定義する．

(
(k/s)θ

)
x =

s · · · x = kのとき
θx · · · x ∈ P − {k}のとき

P = {k}の場合には，P − {k} = ∅，従って空集合律により θ = ∅となるが，この場合は (k/s)θを
(k/s)で表すことと約定する．すなわち，(k/s)は (k/s)k = sなる {k}→Sの元である．こういう約
定も，(∅→S)→T = Tとした先の約定と同様に空集合規約と呼ぶ．
準備の三つ目として，各 p ∈ Pに対して

¬(¬p) = p (5.2.1)

と定める．従って，λ ∈ Pなら ¬λ ∈ ¬Pであり，λ ∈ ¬Pなら ¬λ ∈ Pである．
以上の準備の下で，WのU型代数構造を以下のように定める．その算法は，単相格言語Aの九

種の算法から抽象子を除いた八種に対応する．ただし第一種と第二種の算法は，算号が似ているの
で，まとめて一種と扱うこともある．

算法 ŏk (k ∈ K)： これらは二項算法であって，k ∈ Pなる任意の P ∈ PKに対して，任意の

(s, f) ∈ S×
(
(P→S)→T

)
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に施されて ((P − {k})→S)→Tの元 s ŏk fを生ずる．その定義は次の通りである．

(s ŏk f)θ = f
(
(k/s)θ

) (
θ ∈ (P − {k})→S)

なお二つの空集合規約によれば，P = {k}の場合のこの式は，Tの元 s ŏk fを s ŏk f = f(k/s)と定
義していることになる．

算法 λk
(
(λ, k) ∈ Q×K

)： これらは二項算法であって，k ∈ Pなる任意の P ∈ PKに対して，任
意の

(a, f) ∈
(
(S→T) ∪ S

)
×
(
(P→S)→T

)
に施されて ((P− {k})→S)→Tの元 aλk fを生ずる．その定義は次の通りである．すなわち，任意
の θ ∈ (P − {k})→Sに対して

(aλk f)θ = 1 ⇐⇒

∣∣{s ∈ S | a ∃ s, f

(
(k/s)θ

)
= 0
}∣∣ ∈ ¬λ · · · λ ∈ ¬Pのとき∣∣{s ∈ S | a ∃ s, f

(
(k/s)θ

)
= 1
}∣∣ ∈ λ · · · λ ∈ Pのとき

(5.2.2)

S 上の基本関係 ∃ が (S→T) ∪ S, S 間にまで拡張してあるから，この定義は可能である．なお，
f
(
(k/s)θ

)は (s ŏk f)θに等しい．

算法 ∧,∨,⇒： これらは二項算法であって，任意の P,Q ∈ PKに対して，任意の

(f, g) ∈
(
(P→S)→T

)
×
(
(Q→S)→T

)
に施されて ((P ∪Q)→S)→Tの元 f∧g, f∨g, f⇒gを生ずる．その定義は次の通りである．

(f∧g)θ = f(θ|P)∧g(θ|Q)

(f∨g)θ = f(θ|P)∨g(θ|Q)

(f⇒g)θ = f(θ|P)⇒g(θ|Q)
(
θ ∈ (P ∪Q)→S)

空集合律と空集合規約により，上の定義式で P = ∅の場合には f(θ|P) = fであり，Q = ∅の場合の
θ|Qと P ∪Q = ∅の場合の θについても同様である．従って，これらの式は f, g ∈ (∅→S)→T = T
に対しては f∧g = inf {f, g}, f∨g = sup {f, g}, f⇒g = sup {1− f, g}と定義していることになり，
これはブール束 Tの交法・結法・導法の三算法の定義と一致する．

算法 ♢： これは単項算法であって，任意の P ∈ PKに対して，任意の

f ∈ (P→S)→T

に施されて (P→S)→Tの元 f♢ を生ずる．その定義は次の通りである．

(f♢)θ = (fθ)♢ (θ ∈ P→S)
ただし空集合律と空集合規約によれば，この式は f ∈ (∅→S)→T = Tに対しては f♢ = 1 − fと定
義していることになり，これはブール束 Tの補法 ♢の定義と一致する．
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算法4： これは単項算法であって，任意の

a ∈ (S→T) ∪ S

に施されて ({π}→S)→Tの元a4を生ずる．その定義は次の通りである．すなわち，任意のθ ∈ {π}→S
に対して

(a4)θ = 1 ⇐⇒ a ∃ θπ

S上の基本関係 ∃が (S→T) ∪ S, S間にまで拡張してあるから，この定義は可能である．

算法 u,t： これらは二項算法であって，任意の

(a, b) ∈
(
(S→T) ∪ S

)2
に施されて S→Tの元 a u b, a t bを生ずる．その定義は次の通りである．

a u b ∃ s ⇐⇒ a ∃ sかつ b ∃ s

a t b ∃ s ⇐⇒ a ∃ sまたは b ∃ s
(s ∈ S)

これで a u b, a t bが定まるのは，S上の基本関係 ∃が (S→T) ∪ S, S間にまで拡張してあって
c ∈ S→T, s ∈ Sに対しては「cs = 1 ⇐⇒ c ∃ s」が成り立つからである．

算法 2： これは単項算法であって，任意の

a ∈ (S→T) ∪ S

に施されて S→Tの元 a2 を生ずる．その定義は次の通りである．

a2 ∃ s ⇐⇒ a ∄ s (s ∈ S)

これで a2 が定まるのは，a u b, a t bが定まるのと同じ理由からである．

算法 f ∈ F： これらはそれぞれ，T の算法としての項数と同じ項数を持ち，それが nなら，任意の

(s1, . . . , sn) ∈ Sn

に施されて Sの元 f(s1, . . . , sn)を生ずる．その定義は任意とする（例 4.2.2参照）．

W の U型代数構造は以上の通りである．これら算法の定義域と値域について第 5.1.3項と同じ
形式でまとめれば以下のようになる．

算法 ŏk (k ∈ K)： s, f ∈ W と k ∈ Kに対して s ŏk fが定義されるためには，sが単実在であり，
かつ fが事態であって kが fの枠 Pに属すことが必要十分であり，これらの条件の下で，s ŏk fは
P − {k}を枠とする事態である．

算法 λk
(
(λ, k) ∈ Q× K)

)： a, f ∈W と (λ, k) ∈ Q× Kに対して aλk fが定義されるためには，
aが実在であり，かつ fが事態であって kが fの枠 Pに属すことが必要十分であり，これらの条件
の下で，aλk fは P − {k}を枠とする事態である．
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算法 ∧,∨,⇒： f, g ∈ W と µ ∈ {∧,∨,⇒} に対して f µ gが定義されるためには f, gが事態であ
ることが必要十分であり，この条件の下で f µ gも事態となり，その枠は f, gの枠の和に等しい．

算法 ♢： f ∈W に対して f♢ が定義されるためには fが事態であることが必要十分であり，この
条件の下で f♢ は fと同じ枠を持つ事態となる．

算法4： a ∈W に対して a4が定義されるためには aが実在であることが必要十分であり，こ
の条件の下で a4は {π}を枠とする事態となる．

算法 u,t： a, b ∈W と µ ∈ {u,t}に対して aµbが定義されるためには a, bが実在であること
が必要十分であり，この条件の下で aµbは複実在となる．

算法 2： a ∈ W に対して a2 が定義されるためには aが実在であることが必要十分であり，こ
の条件の下で a2 は複実在となる．

算法 f ∈ F： (s1, . . . , sn) ∈Wnに対して f(s1, . . . , sn)が定義されるためには s1, . . . , snが単実在
で nが fの項数であることが必要十分であり，この条件の下で f(s1, . . . , sn)は単実在となる．

以上のまとめは，Wが実際にU型代数系となったことを示している．そしてWt 6= ∅ (t ∈ T)で
あったから，W は単相格言語 Aにとっての認識可能世界となる．こうして出来る認識可能世界を
Aにとって認識可能な単相格世界と呼び，それらだけを Aにとっての認識対象世界と考える．

注意 5.2.3 以上の説明によれば，Aにとって認識可能な単相格世界Wを作るには，次の三手順を
踏むことが必要かつ十分である．

　手順 1. T の算部分系 TF と同類の汎代数系 S (6= ∅)をとる．

　手順 2. S上の反射的な関係 ∃を定める．

　手順 3. S上の P測度 |X|を定める．

この順番通りでなくてもいいがこれだけの手順を踏めば，Sを基底とし ∃を基本関係とし |X|を測
度として Aにとって認識可能な単相格世界W が出来る．第 5.1.3項により Aε が F代数系として
TFと同類の汎代数系であるから，手順 1において Sとして，たとえばAεの台部分系や問題 3.12.4

の意味での台拡大をとることができる．

以降この節の終わりまで，いま構成した単相格世界WのU型代数構造について敷衍する．その
際，記号 S,∃等をこれまで通りの意味で使う．

問題 5.2.1 a1, . . . , an, f ∈W と (λ1, k1), . . . , (λn, kn) ∈ ({ŏ} ∪Q)× Kに対して

g = a1 λ1k1 (a2 λ2k2 (· · · (an λnkn f) · · · ))

が定義されるためには，λi = ŏであるか λi ∈ Qであるかに応じて ai が単実在または実在であり
(i = 1, . . . , n)，かつ fが事態であって k1, . . . , kn が fの枠 Pの相異なる元であることが必要十分
である．また，これらの条件の下で，gは P − {k1, . . . , kn}を枠とする事態である

略解 補題 5.1.1の代わりに算法 λkの定義を使う以外は，定理 5.1.1の証明と同様にする．
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問題 5.2.2 FとWP (P ∈ PK)は，Wの {∧,∨,♢,⇒}部分系であって {∧,∨,♢,⇒}代数系として全
域的である．

問題 5.2.3 任意の f, g ∈ Fについて f⇒g = f♢ ∨gが成り立つ．また，W上の算法∧,∨,♢,⇒を
WP (P ∈ PK)に制限したものは，巾ブール束 (P→S)→TとしてのWP のブール論法に等しい．ま
た，各 θ ∈ P→Sの定める射影 prθ ∈WP→Tは，{∧,∨,♢,⇒}準写である．

問題 5.2.4 EとWδ は，W の {u,t,2}部分系であって {u,t,2}代数系として全域的である．

問題 5.2.5 W 上の算法 u,t,2をWδ に制限したものは，巾ブール束 S→TとしてのWδ のブー
ル算法に他ならない．

略解 任意の a, b ∈Wδと s ∈ Sについて (aub)s = as∧bsであることは，次の推論で示される．

(a u b)s = 1 ⇐⇒ a u b ∃ s ⇐⇒ a ∃ sかつ b ∃ s⇐⇒ as = 1かつ bs = 1 ⇐⇒ as∧bs = 1

注意 5.2.4 基底 S上の基本関係 ∃は反射的であるとしたが，この条件を取り除いても，この章は
ほとんど影響を受けない．また，この条件無しの理論にも価値があると思われる．そこで以後，反
射律をなるべく使わないよう心掛けると共に，反射律を使う場所（それは「反射」を画面検索す
れば分かる）では，その旨を明示する．基底 Sは世界を構成する最も基本的な物の全体に当たり，
Sの元 a, bについて a ∃ bが成り立つことは，それら基本物についての，自然言語でなら「bは a

だ」と表される事態が実際に成り立つことに当たる．従って，基本関係 ∃が反射律 a ∃ aに従うと
仮定することは，世界において「aは aだ」という事態が必ず成り立つと考えることに当たる．他
方で公理的集合論においては，Zermelo-Fraenkelの公理系から，どの集合 aも a 3 aをみたさな
いことが導かれる．つまり集合については，「aは aに属す」という事態は成り立たない．従って，
基本関係 ∃が反射律 a ∃ aに従うと仮定することは，物についての「bは aだ」という事態が集合
についての「bは aに属す」という事態と異なると考えることを意味する（第 2.5.1項参照）．

5.2.3 実在列間の擬ブール関係
§ 単相格世界W の実在の集合 E =Wδ ∪Wε =Wδ ∪ Sの構造を調べる．
まず問題 5.2.4により EとWδは汎 {u,t,2}代数系とみなせて，問題 5.2.5によりWδ (= S→T)

は，u,t,2をブール算法とするブール束である．次に，E上の関係 a v bを

a v b ⇐⇒ 任意の s ∈ Sに対して「a ∃ s =⇒ b ∃ s」 (5.2.3)

と定義する．そうすると問題 3.9.54により，vは擬順序関係になる．従って，E上の関係 ≡を

a ≡ b ⇐⇒ a v bかつ a w b⇐⇒ 任意の s ∈ Sに対して「a ∃ s ⇐⇒ b ∃ s」

と定義すれば（wは vの双対関係を表す），問題 3.9.55により ≡は同値関係になる．
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問題 5.2.6 E上の関係 vをWδ に制限したものは，巾ブール束 S→TとしてのWδ 上の順序関係
⊏と一致する．従って，E上の関係≡をWδに制限したものは，Wδの相等関係=と一致する．関
係≡はまた，W上の算法 u,t,2を Eに制限したものと両立する．また, Wδの最小元 0と最大元
1とは，任意の a ∈ Eに対して 0 v aと a v 1とをみたす．

略解 任意の a, b ∈Wδ に対し次のように推論することができる．

a v b ⇐⇒ as = 1なる任意の s ∈ Sに対して bs = 1⇐⇒ 任意の s ∈ Sに対して as ≤ bs⇐⇒ a ⊏ b (注意 5.2.1による)

また，a, a ′, b, b ′ ∈ Eが a ≡ a ′, b ≡ b ′ をみたせば，任意の s ∈ Sに対して

a u b ∃ s ⇐⇒ a ∃ sかつ b ∃ s⇐⇒ a ′ ∃ sかつ b ′ ∃ s ⇐⇒ a ′ u b ′ ∃ s

が成り立つから，a u b ≡ a ′ u b ′ が成り立つ．注意 5.2.1により任意の s ∈ Sに対して 0s = 0と
1s = 1，すなわち 0 ∄ sと 1 ∃ sが成り立つ．これから最後の結論が得られる． 終

各 a ∈ Eに対して，a♮ ∈Wδ を次のように定めることができる．

a♮ ∃ s ⇐⇒ a ∃ s (s ∈ S)

この a♮ を aの複実在化または複化と呼ぶ．各 a ∈ Eに a♮ ∈Wδ を対応させる写像を ♮で表す．

問題 5.2.7 写像 ♮は，a♮ ≡ aと「a v b ⇐⇒ a♮ ⊏ b♮」をみたし，{u,t,2}代数系としての準写
かつ全射であり，a ∈Wδ については a♮ = aをみたす．

略解 関係 ≡と写像 ♮の定義により a♮ ≡ aが成り立つ．特に a ∈ Wδ なら，問題 5.2.6により
a♮ = aが成り立つ．従って写像 ♮は全射である．また，a v bなら a♮ v a v b v b♮より a♮ ⊏ b♮

となり，a♮ ⊏ b♮なら a v a♮ v b♮ v bより a v bとなる．また，問題 5.2.6により≡が算法uと両
立するから (aub)♮ ≡ aub ≡ a♮ub♮となり，(aub)♮, a♮ub♮ ∈Wδであるから (aub)♮ = a♮ub♮

が成り立つ

注意 5.2.5 実は (a u b)♮ = a u b = a♮ u b♮, (a t b)♮ = a t b = a♮ t b♮, (a2)♮ = a2 = (a♮)2 が
成り立つが，問題 5.2.17参照．

問題 5.2.8 a ∈ E, λ ∈ Q, k ∈ P ∈ PK, f ∈WP のとき，aλk f = a♮ λk fが成り立つ．

略解 {s ∈ S | a ∃ s} = {s ∈ S | a♮ ∃ s} が成り立つからである． 終

Wδは束であるから，Wδの任意の有限部分集合にWδ上の順序関係⊏に関する下限と上限があ
る．そこで，Eの元の列 a1 · · ·am と b1 · · ·bn が

infWδ {a1
♮, . . . , am

♮} ⊏ supWδ {b1
♮, . . . , bn

♮} (5.2.4)

をみたすことを次のように表す．
a1 · · ·am v b1 · · ·bn (5.2.5)
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そうするとこの vは，普遍単位半群 E∗ =
⋃
n≥0 E

n 上の関係とみなせる．なお (5.2.4)において，
m = 0の場合の左辺と n = 0の場合の右辺は，第 3.9.3項の下限・上限の定義により，それぞれ
Wδの最大元と最小元に等しい．またこれらの場合，(5.2.5)の左辺または右辺は空列であるが，空
列は第 5.1.1項で述べた通り空白で表す．
三つ組み (E,Wδ, ♮)は束写系であり，E∗上の関係vは ♮真関係に等しい．しかも，Wδは u,t,2
をブール算法とするブール束であり，問題 5.2.7により ♮は {u,t,2}準写（すなわち擬ブール表現）
かつ全射である．従って，第 3.19節と第 3.21節の定理等を E,Wδ, ♮に適用して，E∗ 上の関係 v
と E上での算法 u,t,2について色々なことを知ることができる．特に次のことが分かる．

定理 5.2.1 E∗ 上の関係 vは，W 上の算法 u,t,2を Eに制限したものについて擬ブール関係で
あり，E上の擬順序関係 vの最大束拡張である．

証明 前半は定理 3.19.6による．問題 5.2.7により E上の擬順序関係 vはWδ 上の順序関係 ⊏の
♮による引き戻しなので，定理 3.19.8系により後半が成り立つ．

注意 5.2.6 Wの事態間に f⇒g (= f♢ ∨g)なる算法を定義したと同様にWの実在間にもa⇒b (=

a2tb)なる算法を定義してあれば，E∗上の関係vは擬ブール関係であるだけでなく，算法u,t,2,⇒
についてブール関係となる（定理 5.2.2参照）．しかし，Wの実在間には a⇒bなる算法を定義せ
ず，それに呼応して単相格言語についても，体元間には a⇒bなる算法を定義しなかった．それは
ひとえに心理学的問題意識による．事態と違って実在については，人間は a⇒bなるものを取り
立てて言語的認識の対象としていないと考えられるからである．

問題 5.2.9 W 上の算法 u,t,2は次の法則に従う．ただし，結合律の等式の左辺と可換律の等式
の両辺で算法 u,tを適用する順番（括弧の付け方）は任意であり，可換律における ρは n次の任
意の置換である（重補律だけ等式ではなく ≡式であることに注意）．

a1 u · · · u an = (· · · (a1 u a2) u · · · ) u an
a1 t · · · t an = (· · · (a1 t a2) t · · · ) t an

}
(結合律)

aρ1 u · · · u aρn = a1 u · · · u an
aρ1 t · · · t aρn = a1 t · · · t an

}
(可換律)

(a u b)2 = a2 t b2

(a t b)2 = a2 u b2

}
(双対律)

(a2)2 ≡ a (重補律)

略解 定理 3.21.2，問題 3.21.4，定理 3.21.3，問題 5.2.6による．

問題 5.2.10 a ∈ Eとし 0, 1をWδ の最小元と最大元とする．このとき，E∗ 上の関係 vについて
a v なるためには a = 0なることが必要十分であり，a w なるためには a ≡ 1なることが必要十
分である．特に a ∈Wδ の場合には，a w なるためには a = 1なることが必要十分である．

略解 定理 5.2.1と最大束拡張の定義により，a v なるためには，任意の b ∈ Eに対して a v bな
ることが必要十分であり，特に a v 0なることが必要である．問題 5.2.6により任意の b ∈ Eに対
して 0 v bが成り立つから，a v 0であれば a ≡ 0が成り立ち，さらに S上の基本関係 ∃が反射
的であるから a ∈Wδ，従って a = 0が成り立つ．
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問題 5.2.11 任意の a, b ∈ Eについて次のことが成り立つ．

(a u b)4 = a4∧b4 a v b ⇐⇒ a4 ≤ b4

(a t b)4 = a4∨b4 a ≡ b ⇐⇒ a4 = b4

(a2)4 = (a4)♢

Wδ の各元 aに a4 ∈W{π} を対応させる写像はブール束としての同写であり，特にWδ の最小元
0と最大元 1に対し，04と 14はそれぞれ，W{π} の最小元 0と最大元 1に等しい．

略解 (a u b)4 = a4∧b4であることは，任意の θ ∈ {π}→Sをとっての次の推論で示される．
(
(a u b)4

)
θ = 1 ⇐⇒ a u b ∃ θπ ⇐⇒ a ∃ θπかつ b ∃ θπ⇐⇒ (a4)θ = 1かつ (b4)θ = 1 ⇐⇒ (a4)θ∧(b4)θ = 1 ⇐⇒ (a4∧b4)θ = 1

問題 5.2.12 Eの元の列 a1, . . . , amと b1, . . . , bnが (5.2.5)をみたすためには，ブール束W{π}に
おいて inf {a14, . . . , am4} ≤ sup {b14, . . . , bn4} をみたすことも必要十分である．

略解 E上の擬順序関係 vは，Wδ 上の順序関係 ⊏の写像 ♮による引き戻しであると共に，問題
5.2.11 により，W{π} 上の順序関係 ≤ の写像 a 7→ a4 による引き戻しにも等しい．そこで問題
3.19.19を使う．

問題 5.2.13 E の元の列 a1, . . . , am と b1, . . . , bn が (5.2.5) をみたすためには，a1♮ · · ·am♮ v
b1

♮ · · ·bn♮ をみたすことが必要十分である．

5.2.4 事態列間のブール関係
§前項では単相格世界Wの実在の集合 Eに対し E∗上に出来る擬ブール関係について説明した．
それと同様のものがW の事態の集合 F =

⋃
P∈PKWP に対しても出来ることをここで説明しよう．

まず問題 5.2.2により FとWP は汎 {∧,∨,♢,⇒}代数系とみなせて，問題 5.2.3によりWP
(
=

(P→S)→T
)は，∧,∨,♢,⇒をブール論法とするブール束である (P ∈ PK)．次に，F上の関係 f⋖g

を次のように定義する．すなわち，f ∈WP, g ∈WQ のとき，

f⋖ g ⇐⇒ 任意の θ ∈ (P ∪Q)→Sに対して f(θ|P) ≤ g(θ|Q) (5.2.6)

ただし，右辺の ≤は T上の通常の順序関係を表す．また，P = ∅あるいはQ = ∅の場合には，空
集合規約により θ|P あるいは θ|Q は無いものとみなしていい．

問題 5.2.14 f ∈WP, g ∈WQが f⋖gをみたすためには，次の三条件のいずれも必要十分である．

1. P ∪Q ⊆ R ∈ PKなる
、
　任
、
　意
、
　の Rと任意の θ ∈ R→Sに対して f(θ|P) ≤ g(θ|Q)が成り立つ．

2. P ∪Q ⊆ R ∈ PKなる
、
　あ
、
　る Rと任意の θ ∈ R→Sに対して f(θ|P) ≤ g(θ|Q)が成り立つ．

3. f(θ|P) = 1なる任意の θ ∈ K→Sに対して g(θ|Q) = 1が成り立つ．
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略解 f⋖ gなる条件の番号を 0とする．
(0 =⇒ 1) θ ′ = θ|P∪Q と定めれば，θ ′ ∈ (P ∪Q)→Sかつ θ|P = θ ′|P, θ|Q = θ ′|Q だからである．
(2 =⇒ 0) 任意の θ ′ ∈ (P ∪Q)→Sが θ ∈ R→Sに拡張されて θ|P = θ ′|P, θ|Q = θ ′|Qが成り立つ

からである．
(1 =⇒ 3 =⇒ 2) 条件 3が「任意の θ ∈ K→Sに対して f(θ|P) ≤ g(θ|Q)が成り立つ」という条件

と同等だからである． 終

f ∈ Fと θ ∈ K→Sが fの枠 Pに対して f(θ|P) = 1をみたすことを f ∃K θで表せば，∃Kは F, K→S
間の関係であって，問題 5.2.14により任意の f, g ∈ Fについて

f⋖ g ⇐⇒ f ∃K θなる任意の θ ∈ K→Sに対して g ∃K θ

が成り立つから，問題 3.9.54により ⋖は擬順序関係である．従って，F上の関係 f
.
= gを

f
.
= g ⇐⇒ f⋖ gかつ f⋗ g⇐⇒ 任意の θ ∈ K→Sに対して「f ∃K θ ⇐⇒ g ∃K θ」⇐⇒ 任意の θ ∈ K→Sに対して f(θ|Kf) = g(θ|Kg)

(5.2.7)

と定義すれば（⋗は ⋖の双対関係を表す），問題 3.9.55により .
=は同値関係になる．

問題 5.2.15 f, g ∈ Fと θ ∈ K→Sに対して次のことが成り立つ．
(f∧g) ∃K θ ⇐⇒ f ∃K θかつ g ∃K θ

(f∨g) ∃K θ ⇐⇒ f ∃K θまたは g ∃K θ

(f⇒g) ∃K θ ⇐⇒ f ∄K θまたは g ∃K θ

(f♢) ∃K θ ⇐⇒ f ∄K θ

略解 f, gの枠を P,Qとすれば (f∨g)(θ|P∪Q) = f(θ|P)∨g(θ|Q)であるから，二番目のことが成り
立つ．三番目のことは，二番目・四番目のことと問題 5.2.3の f⇒g = f♢ ∨gなることからわかる．

問題 5.2.16 F上の関係 ⋖をWP に制限したものは，巾ブール束 (P→S)→TとしてのWP 上の順
序関係 ≤と一致する．従って，F上の関係 .

=をWP に制限したものは，WP の相等関係 =と一致
する．関係 .

=はまた，W上の算法∧,∨,♢,⇒を Fに制限したものと両立する．また，WP の最小
元 0と最大元 1とは，任意の f ∈ Fに対して 0⋖ fと f⋖ 1とをみたす．

略解 ⋖のWP への制限がWP の順序関係≤に等しいことは， (5.2.6)と注意 5.2.1による．また，
f, f ′, g, g ′ ∈ Fが f

.
= f ′, g

.
= g ′ をみたせば，問題 5.2.15により任意の θ ∈ K→Sに対して

(f∧g) ∃K θ ⇐⇒ f ∃K θかつ g ∃K θ⇐⇒ f ′ ∃K θかつ g ′ ∃K θ ⇐⇒ (f ′ ∧g ′) ∃K θ

が成り立つから，f∧g .= f ′ ∧g ′ が成り立つ．また，注意 5.2.1により任意の θ ∈ K→Sに対して
0 ∄K θと 1 ∃K θが成り立つ．これから最後の結論が得られる． 終

各 f ∈ Fに対して，fの枠組み Pによって f♯ ∈WK を次のように定める．

f♯θ = f(θ|P) (θ ∈ K→S) (5.2.8)

この f♯ を fの誇張と呼ぶ．各 f ∈ Fに f♯ ∈WK を対応させる写像を ♯で表す．
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問題 5.2.17 写像 ♯は，f♯ .= fと「f ⋖ g ⇐⇒ f♯ ≤ g♯」をみたし，{∧,∨,♢,⇒}代数系としての
準写かつ全射であり，f ∈WK については f♯ = fをみたす．

WK は束であるから，WK の任意の有限部分集合にWK 上の順序関係 ≤に関する下限と上限が
ある．そこで，Fの元の列 f1 · · · fm と g1 · · ·gn が

infWK {f1
♯, . . . , fm

♯} ≤ supWK {g1
♯, . . . , gn

♯} (5.2.9)

をみたすことを次のように表す．
f1 · · · fm ⋖ g1 · · ·gn (5.2.10)

そうするとこの ⋖は，普遍単位半群 F∗ =
⋃
n≥0 F

n 上の関係とみなせる．なお (5.2.9)において，
m = 0の場合の左辺と n = 0の場合の右辺は，第 3.9.3項の下限・上限の定義により，それぞれ
WK の最大元と最小元に等しい．またこれらの場合，(5.2.10)の左辺または右辺は空列であるが，
空列は第 5.1.1項で述べた通り空白で表す．
三つ組み (F,WK, ♯)は束写系であり，F∗上の関係⋖は ♯真関係に等しい．しかも，WKは∧,∨,♢,⇒

をブール論法とするブール束であり，問題 5.2.17により ♯は {∧,∨,♢,⇒}準写（すなわちブール表
現）かつ全射である．従って，第 3.19節と第 3.21節の定理等を F,WK, ♯に適用して，F∗上の関係
⋖と F上での算法 ∧,∨,♢,⇒について色々なことを知ることができる．特に次のことが分かる．
定理 5.2.2 F∗上の関係 ⋖は，W 上の算法 ∧,∨,♢,⇒を Fに制限したものについてブール関係で
あり，F上の擬順序関係 ⋖の最大束拡張である．

証明 前半は定理 3.19.6による．問題 5.2.17により F上の擬順序関係⋖はWK上の順序関係≤の
♯による引き戻しなので，定理 3.19.8系により後半が成り立つ．

問題 5.2.18 W上の算法∧,∨,♢は次の法則に従う．ただし，結合律の等式の左辺と可換律の等式
の両辺で算法∧,∨を適用する順番（括弧の付け方）は任意であり，可換律における ρは n次の任
意の置換である．

f1∧ · · ·∧ fn = (· · · (f1∧ f2)∧ · · · )∧ fn)
f1∨ · · ·∨ fn = (· · · (f1∨ f2)∨ · · · )∨ fn)

}
(結合律)

fρ1∧ · · ·∧ fρn = f1∧ · · ·∧ fn
fρ1∨ · · ·∨ fρn = f1∨ · · ·∨ fn

}
(可換律)

(f∧g)♢ = f♢ ∨g♢

(f∨g)♢ = f♢ ∧g♢

}
(双対律)

(f♢)♢ = f (重補律)

略解 定理 3.21.2，問題 3.21.4，定理 3.21.3，問題 5.2.16による．

補題 5.2.1 f ∈ Fとし 0, 1をWP の最小元と最大元とする．このとき，F上の関係⋖について f⋖
なるためには f

.
= 0なることが必要十分であり，f⋗ なるためには f

.
= 1なることが必要十分であ

る．特に f ∈WP の場合には，f⋖ なるためには f = 0なることが必要十分であり，f⋗ なるため
には f = 1なることが必要十分である．
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証明 定理 5.2.2と最大束拡張の定義により，f ⋖ なるためには任意の g ∈ Fに対して f ⋖ gなる
ことが必要十分であり，特に f⋖ 0なることが必要である．問題 5.2.16により任意の g ∈ Fに対し
て 0⋖ gが成り立つから，f⋖ 0であれば f

.
= 0が成り立つ．逆に f

.
= 0であれば，任意の g ∈ Fに

対して f⋖ 0⋖ g，従って f⋖ gが成り立つ．f⋗ なる条件についても双対的に同様である．後半の
f ∈WP の場合についてのことは，前半と問題 5.2.16から分かる． 終

事態の全体 Fについての以上のことは，実在の全体 Eについて前項で示したことの類似である
が，Fについてはさらに以下のことが有用である．

定理 5.2.3 fi ∈WPi (i = 1, . . . ,m), gj ∈WQj (j = 1, . . . , n),
(⋃m

i=1 Pi
)
∪
(⋃n

j=1Qj) ⊆ R ∈ PK

とするとき，Fの元の列 f1 · · · fmと g1 · · ·gnが (5.2.10)をみたすためには，任意の θ ∈ R→Sに対
して次の不等式をみたすことが必要十分である．

infT{f1(θ|P1), . . . , fm(θ|Pm)} ≤ supT{g1(θ|Q1), . . . , gn(θ|Qn)}

証明 問題 3.13.9と問題 3.9.12により，f1 · · · fmと g1 · · ·gnが (5.2.10)をみたすためには，任意
の θ ′ ∈ K→Sに対して次の不等式をみたすことが必要十分である．

infT{f1(θ
′|P1), . . . , fm(θ ′|Pm)} ≤ supT{g1(θ

′|Q1), . . . , gn(θ
′|Qn)}

θ ′ ∈ K→Sに対して θ = θ ′|Rと定めれば，θ ∈ R→Sであって θ ′|Pi = θ|Pi , θ
′|Qj = θ|Qj が成り立

つ．また，R→Sの任意の元 θは K→Sの元 θ ′ に拡張されて θ ′|Pi = θ|Pi , θ
′|Qj = θ|Qj が成り立

つ．従ってこの定理が成り立つ．
別証 定理 5.2.2と定理 3.21.2により，f1 · · · fm と g1 · · ·gn が (5.2.10)をみたすためには

f1∧ · · ·∧ fm ⋖ g1∨ · · ·∨gn

をみたすことが必要十分であり，そのためには問題 5.2.14により，任意の θ ∈ R→Sに対して
f1(θ|P1)∧ · · ·∧ fm(θ|Pm) ≤ g1(θ|Q1)∨ · · ·∨gn(θ|Qn)

をみたすことが，すなわち定理の不等式をみたすことが必要十分である．

補題 5.2.2 Fの任意の部分集合 Xに対して次のことが成り立つ．

1. Fにおける ⋖に関する Xの擬下限の全体 qinfF Xは空集合ではない．

2. g ∈ Fが qinfF Xに属すためには，g♯ = infWK X
♯ なることが必要十分である．

3. X ⊆WP の場合には，infWP Xは qinfF Xに属す．

擬上限についても同様のことが成り立つ．

証明 問題 5.2.17により写像 ♯ ∈ F→WK が全射であって ⋖はWK 上の順序関係 ≤の ♯による引
き戻しなので，結論 1, 2は問題 3.9.57から得られる．X ⊆ WP の場合，g = infWP Xと定め，任
意の θ ∈ K→Sをとると，問題 3.13.9と問題 3.9.12によって次のように計算することができる．

g♯θ = g(θ|P) = infT{f(θ|P) | f ∈ X} = infT{f
♯θ | f ∈ X} =

(
infWK X

♯
)
θ

つまり g♯ = infWK X
♯ であるから，結論 2から結論 3が得られる．
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問題 5.2.19 XがWP の部分集合で g ∈WQ であれば，次の二式が成り立つ．

(infWP X)∨g = infWP∪Q {f∨g | f ∈ X}

(supWP X)∧g = supWP∪Q
{f∧g | f ∈ X}

略解 任意の θ ∈ (P ∪Q)→Sをとっての次の計算で第一式を証明することができる．(
(infWP X)∨g

)
θ = (infWP X)(θ|P)∨g(θ|Q)

= infT{f(θ|P) | f ∈ X} ∨g(θ|Q)

= infT{f(θ|P)∨g(θ|Q) | f ∈ X}

= infT{(f∨g)θ | f ∈ X}

=
(
infWP∪Q {f∨g | f ∈ X}

)
θ

二番目と五番目の等式が成り立つのは問題 3.13.9と問題 3.9.12による．三番目の等式が成り立つ
のは，完備ブール束 Tにおける一般分配律による．

5.2.5 算法 ŏkの繰り返しの意味と性質
§ 問題 5.2.1により，k1, . . . , kn を P ∈ PKの相異なる元とし si ∈ S (i = 1, . . . , n), f ∈WP と

すれば，s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn f) · · · ))が定義されてWP−{k1,...,kn}に属す．こうして出来る元
の意味と性質をここで説明する．なお，この元を時に (si ŏki)i=1,...,nfや (si ŏki)ifで表す．

(si ŏki)i=1,...,nf = (si ŏki)if = s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn f) · · · ))

定義 5.2.1 k1, . . . , kn を P ∈ PK の相異なる元とし，θ ∈ (P − {k1, . . . , kn})→S，si ∈ S (i =

1, . . . , n)とする．このとき，P→Sの元 (k1, . . . , kn
s1, . . . , sn

)
θを次のように定義する．

((
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
θ

)
k =

si · · · k = ki のとき (i = 1, . . . , n)

θk · · · k ∈ P − {k1, . . . , kn}のとき

P = {k1, . . . , kn}の場合には，P − {k1, . . . , kn} = ∅，従って空集合律により θ = ∅となるが，こ
の場合は

(
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
θを

(
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
で表すことと約定する．すなわち，

(
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
は(

k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
ki = si なる {k1, . . . , kn}→Sの元である．こういう約定も空集合規約と呼ぶ．なお，

記号
(
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
を時に (ki/si)i=1,...,n や (ki/si)i で表す．

(ki/si)i=1,...,n = (ki/si)i =

(
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
次の問題に記す事実は今後，断り無く使うことがある．

問題 5.2.20 k1, . . . , knを P ∈ PKの相異なる元とし，P ⊆ Q ∈ PKとし，kn+1, . . . , kmをQ− P

の相異なる元とし，θ ∈ (Q − {k1, . . . , km})→S，si ∈ S (i = 1, . . . ,m)とする．このとき，P −

{k1, . . . , kn} ⊆ Q− {k1, . . . , km}であって次の式が成り立つ．((
k1, . . . , km

s1, . . . , sm

)
θ

)∣∣∣∣
P

=

(
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
θ|P−{k1,...,kn}
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定理 5.2.4 k1, . . . , knを P ∈ PKの相異なる元とし，si ∈ S (i = 1, . . . , n), f ∈WP とする．この
とき，任意の θ ∈ (P − {k1, . . . , kn})→Sに対して次の式が成り立つ．

(s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn f) · · · )))θ = f

((
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
θ

)
証明 問題 5.2.1 により，この式の両辺とも定義される．また，Q = P − {kn} と定めれば，θ ∈

(Q− {k1, . . . , kn−1})→Sであるから θ ′ =

(
k1, . . . , kn−1

s1, . . . , sn−1

)
θはQ→Sに属す．算法 ŏkn の定義に

より，n > 1としてよく，g = sn ŏkn fと定めれば，g ∈ WQ, gθ ′ = f
(
(kn/sn)θ

′)が成り立つ．
自明に (kn/sn)θ

′ =

(
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
θが成り立つ．以上のことと nについての帰納法を使っての次

の計算で（帰納法を使うところで改行してある）証明を完成することができる．

(s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn f) · · · )))θ = (s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn−1 ŏkn−1 g) · · · )))θ

= g

((
k1, . . . , kn−1

s1, . . . , sn−1

)
θ

)
= gθ ′ = f

(
(kn/sn)θ

′) = f((k1, . . . , kn
s1, . . . , sn

)
θ

)
系 k1, . . . , kn を Kの相異なる元とし，si ∈ S (i = 1, . . . , n), f ∈W{k1,...,kn} とすれば

s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn f) · · · )) = f
(
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
(5.2.11)

が成り立つ．

証明 定理 5.2.4を P = {k1, . . . , kn}として使ってから二種類の空集合規約に従ったものである．

注意 5.2.7 (第 2.7.2項参照) (5.2.11)の意味は次のように考えれば分かりやすい．まず，Kとして自
然数の全体Nをとって ki = i (i = 1, . . . , n)とする．次に，注意 5.2.2でのように {k1, . . . , kn}→Sを
Snと同一視して，fをSで定義されて値 0, 1をとるn変数関数とみなす．そうすると，

(
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
は (s1, . . . , sn)と書けて，f

(
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
は f(s1, . . . , sn)と書ける．これを，仮に fを右端に置い

て，(s1, . . . , sn)fと書き直す．次に，snと fから，各 (x1, . . . , xn−1) ∈ Sn−1に (x1, . . . , xn−1, sn)f

を対応させる n− 1変数関数を作る．これはつまり，fの n番目の変数を snに固定して得られる関
数である．これを snknfで表す．従って (s1, . . . , sn−1)(snknf) = (s1, . . . , sn)fが成り立つ．snと
fの間に kn (= n)を置いたのは，n番目の変数を snに固定したことを明示するためである．さらに
sn−1と snknfから，各 (x1, . . . , xn−2) ∈ Sn−2に (x1, . . . , xn−2, sn−1)(snknf)を対応させる n−2
変数関数を作り，これを sn−1kn−1(snknf)で表す．従って (s1, . . . , sn−2)

(
sn−1kn−1(snknf)

)
=

(s1, . . . , sn−1)(snknf) が成り立つ．sn−1 と (snknf)の間に kn−1 (= n − 1)を置いたのは，さっ
きと同様の理由である．同様に続けると，i変数関数

si+1ki+1(si+2ki+2(. . . (snknf) . . . )) (i = 0, 1, . . . , n− 1)

が出来て（0変数関数とは定値のことをいう），次の式が成り立つ．

(s1, . . . , si)
(
si+1ki+1(si+2ki+2(. . . (snknf) . . . ))

)
= (s1, . . . , si, si+1)

(
si+2ki+2(. . . (snknf) . . . )

)
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これらから s1k1(s2k2(. . . (snknf) . . . )) = (s1, . . . , sn)fを得る．これは，同一視や仮の記法を元に
戻せば，記号 ŏが無い以外は (5.2.11)と同じ形の式

s1k1(s2k2(. . . (snknf) . . . )) = f

(
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
となる．こういうことを踏まえて算法 ŏk等の概念を定義したのである．

系 2 k1, . . . , kn を P ∈ PKの相異なる元とし，si ∈ S (i = 1, . . . , n), f ∈ WP とする．このとき，
n次の任意の置換 ρに対して次の式が成り立つ．

s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn f) · · · )) = sρ1 ŏkρ1 (sρ2 ŏkρ2 (· · · (sρn ŏkρn f) · · · ))

証明 各 θ ∈ (P−{k1, . . . , kn})→Sに対し定理 5.2.4により (s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn f) · · · )))θ =

f

((
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
θ

)
= f

((
kρ1, . . . , kρn

sρ1, . . . , sρn

)
θ

)
= (sρ1 ŏkρ1 (sρ2 ŏkρ2 (· · · (sρn ŏkρn f) · · · )))θ が

成り立つからである．

系 3 k1, . . . , kn を P ∈ PKの相異なる元とし f ∈WP とすれば，任意の θ ∈ P→Sに対して
fθ =

(
(θk1) ŏk1

(
(θk2) ŏk2

(
· · ·
(
(θkn) ŏkn f

)
· · ·
)))
θ|P−{k1,...,kn}

が成り立つ．

証明 θ =

(
k1, . . . , kn

θk1, . . . , θkn

)
θ|P−{k1,...,kn} と θki ∈ S (i = 1, . . . , n)が成り立つから，定理 5.2.4

によりこの系が成り立つ．

系 4 k1, . . . , kn を P ∈ PKの相異なる元とし，si ∈ S (i = 1, . . . , n), f ∈WP とする．このとき

(si ŏki)i(f
♢) =

(
(si ŏki)if

)♢
が成り立つ．

証明 任意の θ ∈ (P − {k1, . . . , kn})→Sをとると，定理 5.2.4と算法 ♢の定義により(
(si ŏki)i(f

♢)
)
θ = f♢

(
(ki/si)iθ

)
=
(
f
(
(ki/si)iθ

))♢ =
((

(si ŏki)if
)
θ
)
♢ =

(
(si ŏki)if

)♢θ
と計算することができ，これでこの系が証明された．

系 5 k1, . . . , kn を P ∈ PKの相異なる元とすれば，任意の si ∈ S (i = 1, . . . , n)に対して

s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn 1) · · · )) = 1 s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn 0) · · · )) = 0

が成り立つ．ただし，左辺の 1と 0はWPの最大元と最小元であり，右辺の 1と 0はWP−{k1,...,kn}

の最大元と最小元である．

証明 定理 5.2.4により任意の θ ∈ (P − {k1, . . . , kn})→Sに対して
(s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn 1) · · · )))θ = 1

((
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
θ

)
= 1

であるから，注意 5.2.1により第一式が成り立つ．第二式についても同様である．なお，注意 5.2.1

と系 4と後出の補題 5.2.4によりWP からWP−{k1,...,kn} への写像 f 7→ (si ŏki)ifがブール束の準
写であるから，問題 3.13.6によってもこの系が成り立つ．
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補題 5.2.3 k1, . . . , kn を P ∈ PKの相異なる元とし，kn+1, . . . , km を K − P の相異なる元とし，
si ∈ S (i = 1, . . . ,m), f ∈WP とする．このとき，fの誇張 f♯ ∈WK について次の式が成り立つ．

s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sm ŏkm f♯) · · · ))
.
= s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn f) · · · ))

証明 任意の θ ∈ (K− {k1, . . . , km})→Sをとる．そうすると，定理 5.2.4と誇張の定義 (5.2.8)と問
題 5.2.20を使って次のように計算することができる．

(s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sm ŏkm f♯) · · · )))θ = f♯
((

k1, . . . , km

s1, . . . , sm

)
θ

)
= f

(((
k1, . . . , km

s1, . . . , sm

)
θ

)∣∣∣∣
P

)
= f

((
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
θ|P−{k1,...,kn}

)
= (s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn f) · · · )))θ|P−{k1,...,kn}

関係 .
=の定義 (5.2.7)により，これでこの補題が証明された．

注意 5.2.8 問題 5.2.17により任意の f ∈ Fに対して f♯ .= fが成り立つから，補題 5.2.3は後出の定
理 5.2.6からも導かれる．しかし，定理 5.2.6の証明に補題 5.2.3を使う．

補題 5.2.4 k1, . . . , knを P ∈ PKの相異なる元とし，si ∈ S (i = 1, . . . , n), f, g ∈WP とする．こ
のとき次の三式が成り立つ．

(si ŏki)i(f∧g) = (si ŏki)if∧(si ŏki)ig

(si ŏki)i(f∨g) = (si ŏki)if∨(si ŏki)ig

(si ŏki)i(f⇒g) = (si ŏki)if⇒(si ŏki)ig

証明 三つの算法∧,∨,⇒の任意の一つを ∗で表し，任意の θ ∈ (P− {k1, . . . , kn})→Sをとる．そ
うすると，定理 5.2.4と算法 ∗の定義により，次のように計算することができる．

(
(si ŏki)i(f ∗ g)

)
θ = (f ∗ g)

(
(ki/si)iθ

)
= f
(
(ki/si)iθ

)
∗ g
(
(ki/si)iθ

)
=
(
(si ŏki)if

)
θ ∗
(
(si ŏki)ig

)
θ =

(
(si ŏki)if ∗ (si ŏki)ig

)
θ

これでこの補題が証明された．

注意 5.2.9 補題 5.2.4は，これを使って次に証明する定理 5.2.5に含まれる．

定理 5.2.5 P,Q ∈ PKとし，k1, . . . , knを P −Qの相異なる元とし，kn+1, . . . , kmを P ∩Qの相
異なる元とし，km+1, . . . , klをQ− Pの相異なる元とし，si ∈ S (i = 1, . . . , l), f ∈WP, g ∈WQ
とする (0 ≤ n ≤ m ≤ l)．このとき次の三式が成り立つ．

(si ŏki)i=1,...,l(f∧g) = (si ŏki)i=1,...,mf∧(si ŏki)i=n+1,...,lg

(si ŏki)i=1,...,l(f∨g) = (si ŏki)i=1,...,mf∨(si ŏki)i=n+1,...,lg

(si ŏki)i=1,...,l(f⇒g) = (si ŏki)i=1,...,mf⇒(si ŏki)i=n+1,...,lg



第 5章 単相格論理学 506

証明 三つの算法∧,∨,⇒の任意の一つを記号 ∗で表す．そうすると，補題 5.2.3と問題 5.2.17と補
題 5.2.4と問題 5.2.16を使って次のように計算することができる．

(si ŏki)i=1,...,l(f ∗ g)
.
= (si ŏki)i=1,...,l(f ∗ g)♯ = (si ŏki)i=1,...,l(f

♯ ∗ g♯)

= (si ŏki)i=1,...,lf
♯ ∗ (si ŏki)i=1,...,lg♯

.
= (si ŏki)i=1,...,mf ∗ (si ŏki)i=n+1,...,lg

従って (si ŏki)i=1,...,l(f∗g)
.
= (si ŏki)i=1,...,mf∗(si ŏki)i=n+1,...,lgであるが，両辺とも (P∪Q)−

{k1, . . . , kl}を枠とする事態であるから，問題 5.2.16により，この式は .
=を=に替えても成り立つ．

例 5.2.1 第 7 章での用のために，定理 5.2.5 の特別な場合について言及しておこう．まず，s ∈
S, P,Q ∈ PK, k ∈ P ∩Q, f ∈WP, g ∈WQ のとき次の二式が成り立つ．

s ŏk (f∧g) = s ŏk f∧ s ŏk g s ŏk (f∨g) = s ŏk f∨ s ŏk g

次に，s ∈ S, P,Q ∈ PK, k ∈ P −Q, f ∈WP, g ∈WQ のとき次の二式が成り立つ．

s ŏk (f∧g) = s ŏk f∧g s ŏk (f∨g) = s ŏk f∨g

さらに t ∈ S, l ∈ Q− Pなら，次の二式が成り立つ．

s ŏk
(
t ŏl (f∧g)

)
= s ŏk f∧ t ŏl g s ŏk

(
t ŏl (f∨g)

)
= s ŏk f∨ t ŏl g

これらの式は次のように一般化される．すなわち，i = 1, . . . , n について Pi ∈ PK, ki ∈ Pi −⋃
j̸=i Pj, si ∈ S, fi ∈WPi とすれば，次の式が成り立つ．

s1 ŏk1 (· · · (sn ŏkn (f1∧ · · ·∧ fn)) · · · ) = s1 ŏk1 f1∧ · · ·∧ sn ŏkn fn
s1 ŏk1 (· · · (sn ŏkn (f1∨ · · ·∨ fn)) · · · ) = s1 ŏk1 f1∨ · · ·∨ sn ŏkn fn

ただし，これらの式において算法 ∧,∨を適用する順番（括弧の付け方）は任意である．∧につい
ての式を証明するには，nについての帰納法で次のようすればいい．まず，

sn ŏkn (f1∧ · · ·∧ fn−1∧ fn) = f1∧ · · ·∧ fn−1∧ sn ŏkn fn

が成り立つことは分かっている．これと帰納法の仮定により

s1 ŏk1 (· · · (sn ŏkn (f1∧ · · ·∧ fn)) · · · )

= s1 ŏk1 (· · · (sn−1 ŏkn−1 (f1∧ · · ·∧ fn−1∧ sn ŏkn fn)) · · · )

= s1 ŏk1 f1∧ · · ·∧ sn−2 ŏkn−2 fn−2∧ sn−1 ŏkn−1 (fn−1∧ sn ŏkn fn)

が得られる．これにやはり成り立つことの分かっている次の式を代入すればいい．

sn−1 ŏkn−1 (fn−1∧ sn ŏkn fn) = sn−1 ŏkn−1 fn−1∧ sn ŏkn fn

補題 5.2.5 k1, . . . , knを P ∈ PKの相異なる元とし f, g ∈WP とする．このとき，f ≤ gであるた
めには，任意の si ∈ S (i = 1, . . . , n)に対して

s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn f) · · · )) ≤ s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn g) · · · ))

の成り立つことが必要十分である．従って f = gであるためには，任意の si ∈ S (i = 1, . . . , n)に
対して次の式の成り立つことが必要十分である．

s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn f) · · · )) = s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn g) · · · ))
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証明 f ≤ gとすれば，任意の θ ∈ (P − {k1, . . . , kn})→Sに対して定理 5.2.4と注意 5.2.1により

(s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn f) · · · )))θ = f

((
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
θ

)
≤ g

((
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
θ

)
= (s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn g) · · · )))θ

が成り立つから，注意 5.2.1により問題の不等式が成り立つ．逆に，この不等式が任意の si ∈ S (i =

1, . . . , n)に対して成り立てば，任意の θ ∈ P→Sに対して定理 5.2.4系 3と注意 5.2.1により

fθ =
(
(θk1) ŏk1

(
(θk2) ŏk2

(
· · ·
(
(θkn) ŏkn f

)
· · ·
)))
θ|P−{k1,...,kn}

≤
(
(θk1) ŏk1

(
(θk2) ŏk2

(
· · ·
(
(θkn) ŏkn g

)
· · ·
)))
θ|P−{k1,...,kn} = gθ

が成り立つから，注意 5.2.1により f ≤ g成り立つ．なお，後半を「逆に」以降の論法で証明して
それと補題 5.2.4から前半を導くこともできる．

注意 5.2.10 問題 5.2.16によりこの補題 5.2.5は，これを使って次に証明する定理 5.2.6に含まれる．

定理 5.2.6 P,Q ∈ PKとし，k1, . . . , knを P−Qの相異なる元とし，kn+1, . . . , kmを P∩Qの相異
なる元とし，km+1, . . . , klをQ−Pの相異なる元とし，f ∈WP, g ∈WQとする (0 ≤ n ≤ m ≤ l)．
このとき f⋖ gであるためには，任意の si ∈ S (i = 1, . . . , l)に対して

s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sm ŏkm f) · · · ))⋖ sn+1 ŏkn+1 (sn+2 ŏkn+2 (· · · (sl ŏkl g) · · · ))

の成り立つことが必要十分である．従って f
.
= gであるためには，任意の si ∈ S (i = 1, . . . , l)に

対して次の式の成り立つことが必要十分である．

s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sm ŏkm f) · · · ))
.
= sn+1 ŏkn+1 (sn+2 ŏkn+2 (· · · (sl ŏkl g) · · · ))

証明 問題 5.2.17 により，f ⋖ g なることは f♯ ≤ g♯ なることと同等である．補題 5.2.5 により，
f♯ ≤ g♯なることは，任意の si ∈ S (i = 1, . . . , l)に対して (si ŏki)if

♯ ≤ (si ŏki)ig
♯ なることと同等

である．問題 5.2.16により，(si ŏki)if♯ ≤ (si ŏki)ig
♯ なることは (si ŏki)if

♯⋖(si ŏki)ig
♯ なること

と同等である．補題 5.2.3により (si ŏki)if
♯ .= (si ŏki)i=1,...,mfと (si ŏki)ig

♯ .= (si ŏki)i=n+1,...,lg

が成り立つ．以上のことからこの定理が成り立つ．

系 k1, . . . , knを P ∈ PKの相異なる元とし f ∈WP とする．このとき，f = 1であるためには，任
意の si ∈ S (i = 1, . . . , n)に対して s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn f) · · · )) = 1 の成り立つことが必要
十分である．ただし二か所の 1は，それぞれWP とWP−{k1,...,kn}の最大元である．これら 1を最
少元 0に替えても同様に成り立つ．

証明 定理 5.2.6または補題 5.2.5と定理 5.2.4系 5 による．

定理 5.2.7 f1, . . . , fm, g1, . . . , gn ∈ F, α, β ∈ F∗ とし，k ∈ Kが f1, . . . , fm, g1, . . . , gn の枠に属
すが α,βに現れる事態の枠には属さないものとする．このとき，

f1 · · · fmα⋖ g1 · · ·gnβ

が成り立つためには，任意の s ∈ Sに対して次の式の成り立つことが必要十分である．

s ŏk f1, · · · , s ŏk fm, α⋖ s ŏk g1, · · · , s ŏk gn, β
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証明 α = f ′1 · · · f ′m ′ , β = g ′
1 · · ·g ′

n ′ なる事態 f ′1, . . . , f
′
m ′ , g ′

1, . . . , g
′
n ′ をとる．s ∈ S に対して

h = s ŏπ s4と定めれば kは h∧h
♢ と h∧h

♢ の枠に属さないから，定理 5.2.2と問題 3.21.5によ
りm ′ 6= 0 6= n ′ と仮定していい．

f = (f1∧ · · ·∧ fm)∧(f ′1∧ · · ·∧ f ′m ′) g = (g1∨ · · ·∨gn)∨(g ′
1∨ · · ·∨g ′

n ′)

と定める．ただし，括弧内で算法 ∧,∨を適用する順番（括弧の付け方）は任意とする．そうする
と，m 6= 0 6= nの場合は次のように推論することができる．

f1 · · · fmα⋖ g1 · · ·gnβ ⇐⇒ f⋖ g⇐⇒ 任意の s ∈ Sに対して s ŏk f⋖ s ŏk g

ただし，一番目の ⇐⇒ は定理 5.2.2と定理 3.21.2により，二番目の ⇐⇒ は定理 5.2.6による．
さらに，定理 5.2.5と定理 3.21.2により，次のように推論することができる．

s ŏk f⋖ s ŏk g⇐⇒ (s ŏk f1∧ · · ·∧ s ŏk fm)∧(f ′1∧ · · ·∧ f ′m ′)⋖ (s ŏk g1∨ · · ·∨ s ŏk gn)∨(g ′
1∨ · · ·∨g ′

n ′)⇐⇒ s ŏk f1, · · · , s ŏk fm, α⋖ s ŏk g1, · · · , s ŏk gn, β

これでm 6= 0 6= nの場合は証明された．m = 0 6= nの場合は s ŏk fを fに変え，m 6= 0 = nの場
合は s ŏk gを gに変え，m = n = 0の場合は s ŏk fと s ŏk gを fと gに変えれば，同様に証明さ
れる．

5.2.6 算法 λkと4の意味
§ ここでは，単相格世界Wの算法 λk (λ ∈ {ŏ} ∪Q, k ∈ K) と4を関連させながらその意味を
説明する．

定義 5.2.2 Pの三種の区間 (←p], (p→), [pp] ∈ Pの定める三種の限量子¬(←p], (p→), [pp] ∈ Q

を，それぞれ p, p, pと略記する (p ∈ P)．

p = ¬(←p] p = (p→) p = [pp]

さらに，Pの単位元かつ最小元を 0で表し，限量子 0と 0をそれぞれ ∀と ∃とも書く．

∀ = 0 = ¬(←0] ∃ = 0 = (0→)

これらをそれぞれ全称子・存称子と呼んで極量子と総称する（その理由は補題 5.2.7の証明を見れ
ば分かるであろう）．

補題 5.2.6 a ∈ E, p ∈ P, k ∈ P ∈ PK, f ∈WP のとき，任意の θ ∈ (P − {k})→Sに対して次のこ
とが成り立つ．

(apk f)θ = 1 ⇐⇒ ∣∣{s ∈ S | a ∃ s, f
(
(k/s)θ

)
= 1
}∣∣ = p

(apk f)θ = 1 ⇐⇒ ∣∣{s ∈ S | a ∃ s, f
(
(k/s)θ

)
= 0
}∣∣ ≤ p

(apk f)θ = 0 ⇐⇒ ∣∣{s ∈ S | a ∃ s, f
(
(k/s)θ

)
= 1
}∣∣ ≤ p
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証明 一番目のことは p = {p}なることと算法 λkの定義 (5.2.2)から直ちに得られる．二番目のこ
とも p = ¬(←p]なることと (5.2.2)から直ちに得られる．p = (p→)であるから，(5.2.2)により

(apk f)θ = 1 ⇐⇒ ∣∣{s ∈ S | a ∃ s, f
(
(k/s)θ

)
= 1
}∣∣ > p

が成り立つ．これから三番目のことが得られる．

次の補題の証明は，限量子 0, 0をそれぞれ ∀,∃とも書いて極量子と総称する理由を説明する．

補題 5.2.7 a ∈ E, k ∈ P ∈ PK, f ∈WP のとき，任意の θ ∈ (P − {k})→Sに対して次の二式が成
り立つ．

1. (a0k f)θ = infT
{
f
(
(k/s)θ

)
| a ∃ s ∈ S

}
2. (a 0k f)θ = supT

{
f
(
(k/s)θ

)
| a ∃ s ∈ S

}
証明 補題 5.2.6と測度 | · |の零値律と正値律により，(a0k f)θ = 1なることは，a ∃ s ∈ Sなる

、
　任、

　意
、
　の sに対して f

(
(k/s)θ

)
= 1 なることと同等である．従って第一の式が成り立つ．

同様に，(a 0k f)θ = 1なることは，a ∃ s ∈ S, f
(
(k/s)θ

)
= 1なる sが

、
　存
、
　在
、
　す
、
　ることと同等であ

る．従って第二の式が成り立つ．

問題 5.2.21 a ∈ E, k ∈ P ∈ PK, f ∈WP のとき次の二式が成り立つ．ただし inf と supとは，完
備ブール束WP−{k} における下限と上限とを表す（注意 5.2.1と補題 5.2.2参照）．

a ∀k f = inf {b ŏk f | a ∃ b ∈Wε} a ∃k f = sup {b ŏk f | a ∃ b ∈Wε}

問題 5.2.22 a ∈ E, k ∈ P ∈ PK, f ∈ WP とする．このとき，a ∃ b なる b ∈ Wε があれば
a ∀k f ≤ b ŏk f ≤ a ∃k fが成り立つ．従って，a 6v 0なら a ∀k f ≤ a ∃k fが成り立ち，a ∈Wε な
ら a ∀k f ≤ a ŏk f ≤ a ∃k fが成り立つ．

略解 最後のことはW の基本関係 ∃が反射的だから成り立つ．

問題 5.2.23 a ∈Wεが「a ∃ b ∈Wε ⇐⇒ a = b」なる条件をみたすとする（こういう aを個実
在と呼ぶ）．このとき，k ∈ P ∈ PK, f ∈WP に対して a ∀k f = a ŏk f = a ∃k fが成り立つ．

補題 5.2.8 各 a ∈ Eと各 f ∈W{k} に対して，それぞれ次のように定める (k ∈ K)．

Sa = {s ∈ S | a ∃ s} Sf = {s ∈ S | f(k/s) = 1}

このとき，a, b ∈ Eと f, g ∈W{k} について次の各式が成り立つ．

Sa⊓b = Sa ∩ Sb Sa⊔b = Sa ∪ Sb Sa
2

= S− Sa

Sa△ = Sa

Sf∧g = Sf ∩ Sg Sf∨g = Sf ∪ Sg Sf
♢
= S− Sf

証明 s ∈ Sが Sa△ に属すためには (a4)(π/s) = 1なることが必要十分であり，そのためにはま
た (π/s)π ∈ S, a ∃ (π/s)πなることが必要十分である．(π/s)π = s ∈ Sであるから Sa△ = Sa が
成り立つ．他の式の証明は読者に任せる．
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補題 5.2.9 a ∈ E, k ∈ K, p ∈ P, f ∈ W{k} のとき，補題 5.2.8の記号法の下で次のことが成り
立つ．ただし，結論 1においては a ∈Wε とする．

1. a ŏk f = 1 ⇐⇒ a ∈ Sf

2. a¬pk f = 1 ⇐⇒ |Sa − Sf| ∈ p

3. a pk f = 1 ⇐⇒ |Sa ∩ Sf| ∈ p

4. a ∀k f = 1 ⇐⇒ Sa ⊆ Sf

5. a ∃k f = 1 ⇐⇒ Sa ∩ Sf 6= ∅

証明 結論 1は a ŏk f = f(k/a)なることから，他は算法 λkの定義 (5.2.2) から直ちに得られる．

補題 5.2.10 a, b ∈ E, p ∈ Pのとき，補題 5.2.8の記号法の下で次のことが成り立つ．ただし，
結論 1においては a ∈Wε とする．

1. a ŏπ (b4) = 1 ⇐⇒ a ∈ Sb

2. a¬pπ (b4) = 1 ⇐⇒ |Sa − Sb| ∈ p

3. a pπ (b4) = 1 ⇐⇒ |Sa ∩ Sb| ∈ p

4. a ∈ Wε, b ∈ Wδ なら a ŏπb4 = baが成り立つ．ただし右辺は，b ∈ Wδ (= Wε→T)を
a ∈Wε に施して出来る Tの元である．

5. a ∈Wε なら a ŏπ (a4) = 1が成り立つ．

証明 補題 5.2.9と補題 5.2.8から結論 1, 2, 3が得られ，結論 1とW の拡張関係 ∃の定義から結
論 4が得られ，結論 1と基本関係 ∃が反射的であることから結論 5が得られる．

問題 5.2.24 a, b ∈ E, p ∈ Pのとき，補題 5.2.8の記号法の下で次のことが成り立つ．

1. apπ (b4) = 1 ⇐⇒ |Sa − Sb| ≤ p

2. apπ (b4) = 1 ⇐⇒ |Sa ∩ Sb| = p

3. apπ (b4) = 1 ⇐⇒ |Sa ∩ Sb| > p

問題 5.2.25 a, b ∈ Eのとき次のことが成り立つ（問題 5.2.22参照）．

1. a ∀π (b4) = 1 ⇐⇒ a v b

2. a ∃π (b4) = 1 ⇐⇒ a u b 6= 0

3. a ∀π (a4) = 1

4. a 6v 0なら a ∃π (a4) = 1

補題 5.2.11 a ∈ E, k ∈ P ∈ PK, f ∈WP のとき次の式が成り立つ．ただし inf と supとは，完備
ブール束WP−{k} における下限と上限とを表す（注意 5.2.1と補題 5.2.2参照）．

a ∀k f = inf {(b ŏπa4)⇒(b ŏk f) | b ∈Wε} = inf {(b ∀πa4)⇒(b∀k f) | b ∈ E}

= inf {(b ∃πa4)⇒(b∃k f) | b ∈ E}

a ∃k f = sup {(b ŏπa4)∧(b ŏk f) | b ∈Wε} = sup {(b∀πa4)∧(b∃k f) | b ∈ E}

= sup {(b∃πa4)∧(b∀k f) | b ∈ E}

上の各式は「b ∈ E」を「b ∈Wδ」に書き換えても成り立つ．
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証明 「b ∈ E」を「b ∈Wδ」に書き換えてもいいことは問題 5.2.8による．
任意の θ ∈ (P− {k})→Sをとる．そうすると補題 5.2.7により，(a ∀k f)θ = 1なることは，a ∃ b

なる任意の b ∈ Wε に対して f
(
(k/b)θ

)
= 1 なることと同等であり，それは，任意の b ∈ Wε に

対して a ∄ bまたは f
(
(k/b)θ

)
= 1 の成り立つことと同等である．補題 5.2.10により，a ∄ bな

ることは b ŏπa4 = 0なることと同等である．また，f((k/b)θ) = (b ŏk f)θが成り立つ．従って
(a ∀k f)θ = 1 なることは，任意の b ∈ Wε に対して b ŏπa4 = 0 または (b ŏk f)θ = 1 なるこ
とと，すなわち (b ŏπa4)⇒((b ŏk f)θ) = 1 なることと同等である．(b ŏπa4)⇒((b ŏk f)θ) =(
(b ŏπa4)⇒(b ŏk f)

)
θであるから，結局

(a ∀k f)θ = inf
{(

(b ŏπa4)⇒(b ŏk f)
)
θ
∣∣ b ∈Wε

}
が成り立つ．右辺が問題 3.9.38により (inf {(b ŏπa4)⇒(b ŏk f) | b ∈Wε}

)
θ に等しいから，これ

で a ∀k fについての最初の等式が証明された．
(a ∀k f)θ = 1なることはまた，a w bなる任意の b ∈ Eと b ∃ cなる任意の c ∈ Wε に対して

f
(
(k/c)θ

)
= 1なることと同等であり，それは，a w bなる任意の b ∈ Eに対して (b∀k f)θ = 1 な

ることと同等である．また，問題 5.2.25により，a 6w bなることは b ∀πa4 = 0なることと同等
である．従ってさっきのようにして，a ∀k fについての二番目の等式が証明される．
(a ∀k f)θ = 1なることはまた，a u b 6= 0なる任意の b ∈ Eに対して (b∃k f)θ = 1 なることと

同等である．
実際，(a ∀k f)θ = 1と仮定して b ∈ E, a u b 6= 0とすれば，a u b ∃ cなる c ∈Wε があってそ
れが b ∃ cと f

(
(k/c)θ

)
= 1をみたすから，(b ∃k f)θ = 1が成り立つ．逆に a u b 6= 0なる任意の

b ∈ Eに対して (b∃k f)θ = 1 と仮定して c ∈Wε, a ∃ cとすれば，{c}の定義関数 bが b ∈Wδと
a u b ∃ cをみたし，b ∃ dなる d ∈Wε は cに限るから，f((k/c)θ) = 1が成り立つ．
問題 5.2.25により a u b 6= 0なることは b∃πa4 = 1なることと同等であるから，さっきのよ

うにして，a ∀k fについての三番目の等式が証明される．
a ∃k fについての三式は，a ∀k fについての三式と同様にしても証明できるし，a ∀k fについて
の三式から第 5.2.7項で説明する双対性を使って導くこともできる（注意 5.2.13参照）．

問題 5.2.26 a, b ∈ E, p ∈ Pのとき次の式が成り立つ．ただし，結論 1においては a ∈Wε とす
る（定理 5.2.8とその注意参照）．

1. a ŏπ (b24) = a ŏπ (b4)♢ =
(
a ŏπ (b4)

)♢
2. a¬pπ (b4) = a pπ (b24) = a pπ (b4)♢ = (a u b2) pπ (14) = b2 ¬pπ (a24)

3. a pπ (b4) = a¬pπ (b24) = a¬pπ (b4)♢ = (a u b) pπ (14) = b pπ (a4)

また，a, b ∈ E, λ ∈ {ŏ} ∪Qなら aλπ (b4) = aλπ
(
(a u b)4

)が成り立つ．ただし，λ = ŏのと
きは a ∈Wε とする．

略解 λ = ŏの場合は，W の基本関係 ∃が反射的であることによる．

問題 5.2.27 a ∈ E, p ∈ Pのとき，a pπ (14) = a¬pπ (04) =
(
a¬p◦π (04)

)♢ が成り立ち（定
理 5.2.8参照），この値が 1であるためには，補題 5.2.8の記号法の下で |Sa| ∈ pの成り立つことが
必要十分である．従って，p ∈ Pのとき次のことが成り立つ．

1. apπ (14) = 1 ⇐⇒ apπ (04) = 0 ⇐⇒ |Sa| > p
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2. apπ (14) = 1 ⇐⇒ |Sa| = p

問題 5.2.28 a, b ∈ Eのとき a ∀πb4, a4⋖ b4が成り立つ．

略解 定理 5.2.3により，任意の θ ∈ {π}→Sに対して「inf {a ∀πb4, (a4)θ} ≤ (b4)θ」が成り立
つことを示せばいい．それにはまた，「a ∀πb4 = 1 =⇒ a4 ≤ b4」が成り立つことを示せばい
い．問題 5.2.25により，矢印の左側は a v bと同等である．そこで問題 5.2.11を使う．

5.2.7 算法 λkと関係⋖

§ここでは，算法 λk (λ ∈ {ŏ}∪Q)と F∗上の関係⋖や F上の関係 .
=のみたす式について調べる．

定義により Aの限量子系 Qは正負の限量子系 Pと ¬Pの直和である．そして例 3.13.7と問題
3.9.26と問題 3.13.12により，Pは集合算法 ∩,∪, ◦をブール算法とするブール束である．従って問
題 3.3.11と定理 3.13.2により，¬Pも次の算法 ∩,∪, ◦をブール算法とするブール束となる．

(¬p) ∩ (¬q) = ¬(p ∩ q) (¬p) ∪ (¬q) = ¬(p ∪ q) (¬p)◦ = ¬(p◦) (5.2.12)

この束における順序関係も ⊆で表す．すなわち（問題 3.9.16参照），

¬p ⊆ ¬q ⇐⇒ p ⊆ q

¬p ∈ ¬Pであれば，pは順序集合 Pの部分集合である．そこで，pが第 3.9.3項で定義した意味で
Pのそれぞれ下方区間・上方区間・真正区間であるとき，¬pは下方区間・上方区間・真正区間で
あると言う．

定理 5.2.8 s ∈ S, k ∈ P ∈ PK, f ∈WP のとき次の式が成り立つ．

(s ŏk f)♢ = s ŏk f♢

また，a ∈ E, p ∈ P, k ∈ P ∈ PK, f ∈WP のとき次の式が成り立つ．

(a pk f)♢ = a p◦k f (a¬pk f)♢ = a¬p◦k f (5.2.13)

a pk f = a¬pk f♢ a¬pk f = a pk f♢ (5.2.14)

注意 5.2.11 (5.2.1)と (5.2.12)のように定めたことにより，(5.2.13)と (5.2.14)はそれぞれ次のよ
うにまとめて書くことができる．すなわち，a ∈ E, λ ∈ Q, k ∈ P ∈ PK, f ∈WP のとき

(aλk f)♢ = aλ◦k f a λk f = a¬λk f♢

この二式を問題 5.2.18の重補律を使って変形したり組み合わせたりすれば，次の四式も得られる．

(aλ◦k f)♢ = aλk f, a¬λk f = aλk f♢, (aλk f)♢ = a¬λ◦k f♢, (aλk f♢)♢ = a¬λ◦k f

証明 第一式は，定理 5.2.4 系 4 の特別な場合である．(5.2.13) と (5.2.14) の第一式は，任意の
θ ∈ (P − {k})→Sをとっての次の推論で証明される．

(a pk f)♢θ = 1 ⇐⇒ (a pk f)θ = 0⇐⇒ ∣∣{s ∈ S | a ∃ s, f
(
(k/s)θ

)
= 1
}∣∣ ∈ p◦ ⇐⇒ (a p◦k f)θ = 1
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(a pk f)θ = 1 ⇐⇒ ∣∣{s ∈ S | a ∃ s, f
(
(k/s)θ

)
= 1
}∣∣ ∈ p⇐⇒ ∣∣{s ∈ S | a ∃ s, f♢

(
(k/s)θ

)
= 0
}∣∣ ∈ p ⇐⇒ (a¬pk f♢)θ = 1

残りの式も同様に証明できるが，証明済みの式から導くこともできる．すなわち，(5.2.14)の第一
式において fを f♢ で置き換えれば，問題 5.2.18により (f♢)♢ = fが成り立つので，(5.2.14)の第
二式が得られる．また，(5.2.13)の第一式において fを f♢ で置き換えてから (5.2.14)の第二式を
使えば，(5.2.13)の第二式が得られる．

注意 5.2.12 定理 5.2.2により F∗ 上の関係 ⋖は特に算法 ∧,∨,♢について擬ブール関係であるか
ら，これらの算法と関係 ⋖と .

= およびそのWP (P ∈ PK)への制限である ≤と =について，定
義 3.21.3の意味での双対性を使うことができる．ただし，この双対性を以下で使うときには，定理
5.2.8の諸式（これらも双対性の一種とみなせる）を併用するので，記号 ∧,∨,⋖,≤を ∨,∧,⋗,≥
に機械的に置き換えるのでなく，定理 3.21.3の背理律・道理律・対偶律や問題 5.2.18の双対律・重
補律を使っての計算の形をとることにする．

系 a ∈ E, f ∈ F, p ∈ P, k ∈ Kf のとき次の二式が成り立つ．

(apk f)♢ = apk f♢ (apk f)♢ = apk f♢

特に，a ∈ E, f ∈ F, k ∈ Kf のとき次の二式が成り立つ．

(a ∀k f)♢ = a ∃k f♢ (a ∃k f)♢ = a ∀k f♢

証明 後半は，前半と ∀ = 0, ∃ = 0なる定義による．前半の第一式は次の計算で証明される．

(apk f)♢ = (a¬(←p]k f)♢ = a (←p]◦k f♢ = a (p→)k f♢ = apk f♢

第二式も同様に示せるが，第一式から双対性によって導くこともできる．すなわち，

(apk f)♢ = (apk f♢♢)♢ = (apk f♢)♢♢ = apk f♢

注意 5.2.13 定理 5.2.8と系を使って，補題 5.2.11の a ∀k fについての式から a ∃k fについての式
を，次のように双対性によって導くことができる．たとえば最初の等式については

a ∃k f = a ∃k f♢♢ = (a ∀k f♢)♢ =
(
inf {(b ŏπa4)⇒(b ŏk f♢) | b ∈Wε}

)♢
= sup

{(
(b ŏπa4)⇒(b ŏk f♢)

)♢ | b ∈Wε
}

= sup
{
(b ŏπa4)∧(b ŏk f♢)♢ | b ∈Wε

}
= sup {(b ŏπa4)∧(b ŏk f) | b ∈Wε}

二行目の等式が成り立つのは，完備ブール束WP−{k}からWP−{k}への写像 f 7→ f♢が対偶律により
逆順写であることと問題 3.9.10と問題 3.9.18による．三行目の等式が成り立つのは問題 5.2.3と問
題 5.2.18による．

定理 5.2.9 a ∈ E, k ∈ P ∈ PK, f ∈WP とし，λ, µ ∈ ¬Pまたは λ, µ ∈ Pとすれば，

aλk f∧aµk f = a (λ ∩ µ)k f a λk f∨aµk f = a (λ ∪ µ)k f

が成り立つ．
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注意 5.2.14 この定理と定理 5.2.8を合わせれば，a ∈ E, k ∈ P ∈ PK, f ∈ WP のとき，Pから
WP−{k}への写像 λ 7→ aλk fがブール束としての準写であることが分かる．従って問題 3.13.14と問
題 3.13.6により，この写像は増写であり，Pの最小元 ∅と最大元 PをそれぞれWP−{k} の最小元
0と最大元 1にうつす．¬PからWP−{k} への写像 λ 7→ aλk fについても同様である．

証明 第一式を証明するには，任意の θ ∈ (P − {k})→Sに対して
(aλk f)θ = (aµk f)θ = 1 ⇐⇒ (

a (λ ∩ µ)k f
)
θ = 1

の成り立つことを示せばいい．λ = p, µ = q (p, q ∈ P)の場合には，(aλk f)θ = (aµk f)θ = 1と
なる条件は∣∣{s ∈ S | a ∃ s, f

(
(k/s)θ

)
= 1
}∣∣ ∈ p かつ

∣∣{s ∈ S | a ∃ s, f
(
(k/s)θ

)
= 1
}∣∣ ∈ q

であり，(a (λ ∩ µ)k f)θ = 1となる条件は∣∣{s ∈ S | a ∃ s, f
(
(k/s)θ

)
= 1
}∣∣ ∈ p ∩ q

であり，この二条件は確かに同等である．第一式の λ, µ ∈ ¬Pの場合も第二式も同様に示せるが，
λ, µ ∈ Pの場合の第一式から双対性によって導くこともできる．すなわちまず λ, µ ∈ ¬Pの場合
の第一式については，¬λ,¬µ ∈ Pであるから

aλk f∧aµk f = a¬λk f♢ ∧a¬µk f♢ = a (¬λ ∩ ¬µ)k f♢ = a¬(λ ∩ µ)k f♢ = a (λ ∩ µ)k f

次に第二式については，

aλk f∨aµk f = (aλk f∨aµk f)♢♢ =
(
(aλk f)♢ ∧(aµk f)♢

)♢
= (a¬λ◦k f♢ ∧a¬µ◦k f♢)♢ =

(
a (¬λ◦ ∩ ¬µ◦)k f♢

)♢
=
(
a¬(λ ∪ µ)◦k f♢

)♢ = (a (λ ∪ µ)k f)♢♢ = a (λ ∪ µ)k f

系 a ∈ E, k ∈ P ∈ PK, f ∈ WP とし，λ, µ ∈ ¬Pまたは λ, µ ∈ Pとし，λ ⊆ µと仮定すれば，
aλk f ≤ aµk fが成り立つ．

証明 λ ⊆ µより λ ∩ µ = λであるから，定理 5.2.9により aλk f = aλk f∧aµk fが成り立ち，
従って問題 5.2.3により aλk f ≤ aµk fが成り立つ（注意 5.2.14参照）．

系 2 a ∈ E, p, q ∈ P, k ∈ P ∈ PK, f ∈ WP とし，p ≤ q と仮定すれば，apk f ≤ aqk f と
apk f ≥ aqk fとが成り立つ．

証明 p ≤ qなら ¬(←p] ⊆ ¬(←q]と (p→) ⊇ (q→) とが成り立つからである．

系 3 a ∈ E, p, q ∈ P, k ∈ P ∈ PK, f ∈WP のとき次の四式が成り立つ．

a (pq]k f = apk f∧(aqk f)♢ a (pq)k f = a (pq]k f∧(aqk f)♢

a [pq]k f = apk f∨a (pq]k f a [pq)k f = apk f∨a (pq)k f
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証明 一行目第一式は定理 5.2.9と定理 5.2.8とを使った次の計算で証明される．

a (pq]k f = a
(
(p→) ∩ (q→)◦

)
k f = a (p→)k f∧a (q→)◦k f

= a (p→)k f∧
(
a (q→)k f

)♢ = apk f∧(aqk f)♢

一行目第二式は，(pq) = (pq] ∩ {q}◦ を使って同様に証明される．二行目第一式は，定理 5.2.9

により a [pq]k f = a
(
{p} ∪ (pq]

)
k f = apk f∨a (pq]k f として証明される．二行目第二式は，

[pq) = {p} ∪ (pq)を使って同様に証明される．

系 4 a ∈ E, k ∈ P ∈ PK, f ∈WPとし，λ, µ ∈ ¬Pまたはλ, µ ∈ Pとする．このとき，λ∩µ = ¬∅, ∅
なら aλk f, aµk f⋖ が成り立ち，λ ∪ µ = ¬P, Pなら ⋖ aλk f, aµk fが成り立つ．

証明 λ ∩ µ = ¬∅, ∅と仮定する．そうすると，算法の定義 (5.2.2)により a (λ ∩ µ)k f = 0である
から（注意 5.2.14参照），定理 5.2.9と補題 5.2.1により aλk f∧aµk f⋖ が成り立つ．定理 5.2.2

により⋖はブール関係であるから，定理 3.21.2により aλk f, aµk f⋖ が成り立つ．他の結論につ
いても同様である．

問題 5.2.29 a ∈ E, p ∈ P, k ∈ P ∈ PK, f ∈ WP のとき，p ≤ q なる任意の q ∈ P に対し
apk f, a qk f⋖ が成り立ち，p > qなる任意の q ∈ Pに対し apk f⋖ aqk fが成り立つ．

問題 5.2.30 a ∈ E, p ∈ P, k ∈ P ∈ PK, f ∈WP かつ ⋖ apk fのとき，p ≤ qなる任意の q ∈ P
に対し aqk f⋖ が成り立ち，p > qなる任意の q ∈ Pに対し ⋖ aqk f が成り立つ．

定理 5.2.10 a, b ∈ E, λ ∈ Q, k ∈ P ∈ PK, f ∈WP とし，a w bと仮定する．このとき，λが下
方区間なら aλk f ≤ bλk fが成り立ち，λが上方区間なら aλk f ≥ bλk fが成り立つ．
特に，a, b ∈ E, p ∈ P, k ∈ P ∈ PK, f ∈ WP とし，a w bと仮定すれば，apk f ≤ bpk fと

apk f ≥ bpk fが成り立つ．

証明 関係 wの定義と測度 | · |の増調性により，任意の θ ∈ (P − {k})→Sと v = 0, 1に対して∣∣{s ∈ S | a ∃ s, f
(
(k/s)θ

)
= v
}∣∣ ≥ ∣∣{s ∈ S | b ∃ s, f

(
(k/s)θ

)
= v
}∣∣

が成り立つ．従って λが下方区間なら，任意の θ ∈ (P − {k})→Sに対して
(aλk f)θ = 1 =⇒ (bλk f)θ = 1

が成り立ち，従って aλk f ≤ bλk fが成り立つ．λが上方区間の場合にも同様に示せるが，以上に
示したことから双対性によって導くこともできる．すなわち，λ◦ が下方区間であるから，

aλk f = (aλ◦k f)♢ ≥ (bλ◦k f)♢ = bλk f

後半が成り立つのは，¬(←p]が下方区間で (p→)が上方区間だからである．

系 a, b ∈ E, λ ∈ Q, k ∈ P ∈ PK, f ∈WPとするとき，λが下方区間なら b ∀πa4, a λk f⋖bλk f
が成り立ち，λが上方区間なら b∀πa4, b λk f⋖ aλk fが成り立つ．
特に，a, b ∈ E, p ∈ P, k ∈ P ∈ PK, f ∈WPなら，b∀πa4, a pk f⋖bpk f とb∀πa4, b pk f⋖

apk fが成り立つ．
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証明 b ∀πa4, a λk f⋖ bλk fなることは，b∀πa4 = 1なら aλk f ≤ bλk fなることと同等であ
る．また問題 5.2.25により，b ∀πa4 = 1なることは b v aなることと同等である．このことと
定理 5.2.10により一番目の結論が得られる．その他のことについても同様である．

系 2 a, b ∈ E, p ∈ P, k ∈ P ∈ PK, f ∈WP のとき次の四不等式が成り立つ．

(a u b)pk f ≥ apk f∨bpk f (a t b)pk f ≤ apk f∧bpk f

(a u b)pk f ≤ apk f∧bpk f (a t b)pk f ≥ apk f∨bpk f

注意 5.2.15 p = 0の場合には右側の二式が等式になることを定理 5.2.13系 2で示す．

証明 aub v aかつaub v bであるから，定理 5.2.10により (aub)pk f ≥ apk fと (aub)pk f ≥
bpk f が成り立ち，従って定理 3.21.2と問題 5.2.16により，左上の式が成り立つ．他の式も同様
である．

補題 5.2.12 a ∈ E, k ∈ P ∈ PK, l ∈ Q ∈ PK, f ∈ WP, g ∈ WQ, f1, . . . , fm, g1, . . . , gn ∈ Fと
し (m,n ≥ 0)，a ∃ sなる任意の s ∈ Sについて

s ŏk f, f1, . . . , fm ⋖ s ŏl g, g1, . . . , gn

であると仮定する．このとき，λが ¬Pの下方区間かPの上方区間であれば

aλk f, f1, . . . , fm ⋖ aλl g, g1, . . . , gn

が成り立ち，λが ¬Pの上方区間かPの下方区間であれば

aλl g, f1, . . . , fm ⋖ aλk f, g1, . . . , gn

が成り立つ（f, gの位置に注意）．

証明 定理 5.2.2 と問題 3.21.5 により，m ≥ 1 または n ≥ 1 と仮定していい．そう仮定して
h = (f1∧ · · ·∧ fm)∧(g1∨ · · ·∨gn)♢ と定めれば，定理 3.21.2と定理 3.21.3により，仮定の式は
s ŏk f, h⋖ s ŏl gと同等であり，結論の式についても同様である．従ってm = 1, n = 0と仮定して
いい．そう仮定して記号を h = f1と改め，h ∈WRとし，まず λが ¬Pの下方区間かPの上方区
間であるときに aλk f, h⋖ aλl gの成り立つことを示す．そのためには，定理 5.2.3によれば，任
意の θ ∈

(
(P − {k}) ∪ (Q− {l}) ∪ R

)→Sをとり，h(θ|R) = 1と仮定して
(aλk f)θ|P−{k} ≤ (aλl g)θ|Q−{l}

を示せばいい．そこで a ∃ sなる任意の s ∈ Sをとると，s ŏk f, h⋖ s ŏl gとの仮定により

f
(
(k/s)θ|P−{k}

)
= (s ŏk f)θ|P−{k} ≤ (s ŏl g)θ|Q−{l} = g

(
(l/s)θ|Q−{l}

)
,

従って測度 | · |の増調性により，∣∣{s ∈ S | a ∃ s, f
(
(k/s)θ|P−{k}

)
= 0
}∣∣ ≥ ∣∣{s ∈ S | a ∃ s, g

(
(l/s)θ|Q−{l}

)
= 0
}∣∣∣∣{s ∈ S | a ∃ s, f

(
(k/s)θ|P−{k}

)
= 1
}∣∣ ≤ ∣∣{s ∈ S | a ∃ s, g

(
(l/s)θ|Q−{l}

)
= 1
}∣∣
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が成り立つ．従って λが ¬Pの下方区間かPの上方区間であれば，算法 λkと λlの定義 (5.2.2)に
より (aλk f)θ|P−{k} ≤ (aλl g)θ|Q−{l} が確かに成り立つ．
λが ¬Pの上方区間か Pの下方区間の場合についてのことは，上と同様にも示せるが，以上に
示したことから双対性によって導くこともできる．すなわち，a ∃ sなる任意の s ∈ Sに対して，
s ŏk f, h⋖ s ŏl gとの仮定により s ŏl g♢, h⋖ s ŏk f♢ が成り立ち，¬λが ¬Pの下方区間か Pの上
方区間であるから a¬λl g♢, h⋖ a¬λk f♢，従って aλl g, h⋖ aλk fが成り立つ．

定理 5.2.11 a ∈ E, P,Q ∈ PK, k ∈ P ∩Q, f ∈WP, g ∈WQ, α, β ∈ F∗ とし，kは α,βに現れ
る事態の枠には含まれないとし，

fα⋖ gβ

と仮定する．このとき，λが ¬Pの下方区間かPの上方区間であれば

aλk f, α⋖ aλkg, β

が成り立ち，λが ¬Pの上方区間かPの下方区間であれば

aλkg, α⋖ aλk f, β

が成り立つ（f, gの位置に注意）．

証明 この定理の仮定の下では，定理 5.2.7により任意の s ∈ Sに対して s ŏk f, α⋖ s ŏk g, βが成
り立つから，補題 5.2.12によりこの定理の結論が成り立つ．

系 a ∈ E, P,Q ∈ PK, k ∈ P ∩Q, f ∈ WP, g ∈ WQ とする．このとき，λが ¬Pの下方区間か
Pの上方区間であれば

aλk (f∧g) ≤ aλk f∧aλkg aλk (f∨g) ≥ aλk f∨aλkg

が成り立ち，λが ¬Pの上方区間かPの下方区間であれば次の二式が成り立つ．

aλk (f∧g) ≥ aλk f∨aλkg aλk (f∨g) ≤ aλk f∧aλkg

注意 5.2.16 λ = ∀なら第一式が等式になり，λ = ∃なら第二式が等式になることを定理 5.2.14

系で示す．

証明 定理 5.2.2により f∧g⋖ fと f∧g⋖ gが成り立つから，λが ¬Pの下方区間かPの上方区
間であれば，定理 5.2.11により aλk (f∧g) ⋖ aλk fと aλk (f∧g) ⋖ aλkgが成り立ち，従って
定理 3.21.2と問題 5.2.16により第一式が成り立つ．残りの式も同様である．

補題 5.2.13 a ∈ E, λ ∈ Q, k ∈ P ∈ PK, l ∈ Q ∈ PK, f ∈WP, g ∈WQとし，a ∃ sなる任意の
s ∈ Sについて s ŏk f

.
= s ŏl gであると仮定する．このとき aλk f

.
= aλl gが成り立つ．

証明 任意の θ ∈
(
(P− {k})∪ (Q− {l})

)→Sをとる．そうすると a ∃ sなる任意の s ∈ Sに対して，
s ŏk f

.
= s ŏl gとの仮定により

f
(
(k/s)θ|P−{k}

)
= (s ŏk f)θ|P−{k} = (s ŏl g)θ|Q−{l} = g

(
(l/s)θ|Q−{l}

)
,
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が成り立つ．従って v = 0, 1に対して{
s ∈ S | a ∃ s, f

(
(k/s)θ|P−{k}

)
= v
}
=
{
s ∈ S | a ∃ s, g

(
(l/s)θ|Q−{l}

)
= v
}

が成り立つ．従って，算法 λkと λlの定義 (5.2.2)により (aλk f)θ|P−{k} = (aλl g)θ|Q−{l} が成り
立つ．これで aλk f

.
= aλl gが示された．

問題 5.2.31 補題 5.2.12から補題 5.2.13を導け．

略解 Pの元は Pの区間の有限和であるから，定理 5.2.9と定理 3.21.7により，λが上方区間また
は下方区間の場合に帰着される．そこで補題 5.2.12を使う．

定理 5.2.12 a, b ∈ E, λ ∈ Q, P,Q ∈ PK, k ∈ P ∩Q, f ∈ WP, g ∈ WQ とし，a ≡ b, f
.
= gと

仮定すれば，aλk f .= bλkgが成り立つ．

証明 a ≡ bとの仮定より任意の s ∈ Sに対し「a ∃ s ⇐⇒ b ∃ s」が成り立つので，算法 λk

の定義 (5.2.2)により aλk f = bλk fが成り立つ．また，定理 5.2.6により任意の s ∈ Sについて
s ŏk f

.
= s ŏk gが成り立つので，補題 5.2.13により bλk f .= bλkgが成り立つ． .=が同値関係であ

るから，これで aλk f
.
= bλkgが示された．

問題 5.2.32 定理 5.2.10と定理 5.2.11から定理 5.2.12を導け．

略解 定理 5.2.9と定理 3.21.7により，λが上方区間または下方区間の場合に帰着される．その場
合，定理 5.2.10により aλk f = bλk fが成り立ち，定理 5.2.11により bλk f

.
= bλkgが成り立つ．

定理 5.2.13 a, b ∈ E, p, q ∈ P, k ∈ P ∈ PK, f ∈WP のとき次の二式が成り立つ．

(a t b)p+ qk f⋗ apk f, b qk f (a t b)p+ qk f⋖ apk f, b qk f

証明 定理 5.2.3により，第一式を証明するには，任意の θ ∈ (P − {k})→Sに対して
(apk f)θ = (bqk f)θ = 1 =⇒ (

(a t b)p+ qk f
)
θ = 1

が成り立つことを示せばいい．そこで，(apk f)θ = (bqk f)θ = 1と仮定する．そうすると，補題
5.2.6により∣∣{s ∈ S | a ∃ s, f

(
(k/s)θ

)
= 0
}∣∣ ≤ p ∣∣{s ∈ S | b ∃ s, f

(
(k/s)θ

)
= 0
}∣∣ ≤ q

なる二式が成り立つ．a t bの定義により
{
s ∈ S | a t b ∃ s, f

(
(k/s)θ

)
= 0
}

=
{
s ∈ S | a ∃ s, f

(
(k/s)θ

)
= 0
}
∪
{
s ∈ S | b ∃ s, f

(
(k/s)θ

)
= 0
}

が成り立つから，測度 | · |の劣加法性と問題 3.32.1により∣∣{s ∈ S | a t b ∃ s, f
(
(k/s)θ

)
= 0
}∣∣ ≤ p+ q
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が成り立つ．従って，再び補題 5.2.6により (
(at b)p+ qk f

)
θ = 1 が成り立つ．これで第一式が

証明された．第二式も同様に示せるが，第一式から双対性によって導くこともできる．すなわち，
第一式は (a t b)p+ qk f ≥ apk f∧bqk fと書き換えられるから，

(a t b)p+ qk f =
(
(a t b)p+ qk f

)♢♢ =
(
(a t b)p+ qk f♢

)♢
≤ (apk f♢ ∧bqk f♢)♢ =

(
(apk f)♢ ∧(bqk f)♢

)♢
= (apk f∨bqk f)♢♢ = apk f∨bqk f

これから第二式 (a t b)p+ qk f⋖ apk f, b qk fが得られる．

系 a1, . . . , an ∈ E, p1, . . . , pn ∈ P, f ∈ F, k ∈ Kf のとき次の二式が成り立つ．ただし，左辺に
おいて算法 tを適用する順番（括弧の付け方）は任意とする．

(a1 t · · · t an)p1 + · · ·+ pnk f⋗ a1 p1k f, · · · , an pnk f

(a1 t · · · t an)p1 + · · ·+ pnk f⋖ a1 p1k f, · · · , an pnk f

証明 代表的に第二式を証明する．n = 1ならこの式は自明にみたされる．そこで n > 1と仮定し
て nについての帰納法を使う．括弧の付け方が a1 t · · · t an = (a1 t · · · t ai)t (ai+1 t · · · t an)
であれば，定理 5.2.13により

(a1 t · · · t an)p1 + · · ·+ pnk f

⋖ (a1 t · · · t ai)p1 + · · ·+ pik f, (ai+1 t · · · t an)pi+1 + · · ·+ pnk f

が成り立ち，帰納法の仮定により

(a1 t · · · t ai)p1 + · · ·+ pik f⋖ a1 p1k f, · · · , ai pik f

(ai+1 t · · · t an)pi+1 + · · ·+ pnk f⋖ ai+1 pi+1k f, · · · , an pnk f

が成り立つ．これら三式に消去律を使えば第二式が得られる．

系 2 a, b ∈ E, k ∈ P ∈ PK, f ∈WP のとき次の二式が成り立つ．

(a t b)∀k f = a ∀k f∧b ∀k f (a t b)∃k f = a ∃k f∨b ∃k f

証明 定理 5.2.10系 2 により不等式 (a t b) 0k f ≤ a0k f∧b 0k fが成り立ち，定理 5.2.13におい
て p = q = 0 とすればこれと逆向きの不等式が得られるから，第一式が成り立つ．第二式は，同
様にしても双対性を使っても証明できる．

定理 5.2.14 a ∈ E, p, q ∈ P, P,Q ∈ PK, k ∈ P ∩Q, f ∈ WP, g ∈ WQ のとき次の二式が成り
立つ．

ap+ qk (f∧g)⋗ apk f, a qkg ap+ qk (f∨g)⋖ apk f, a qkg

証明 定理 5.2.13の証明と同様であるから要点のみを述べる．第一式を証明するためには，任意
の θ ∈

(
(P − {k}) ∪ (Q− {k})

)→Sに対して
(apk f)θ|P−{k} = (aqkg)θ|Q−{k} = 1 =⇒ (

ap+ qk (f∧g)
)
θ = 1
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の成り立つことを示せばいいが，
{
s ∈ S | a ∃ s, (f∧g)

(
(k/s)θ

)
= 0
}

⊆
{
s ∈ S | a ∃ s, f

(
(k/s)θ|P−{k}

)
= 0
}
∪
{
s ∈ S | a ∃ s, g

(
(k/s)θ|Q−{k}

)
= 0
}

が成り立つので，(apk f)θ|P−{k} = (aqkg)θ|Q−{k} = 1なら，確かに (ap+ qk (f∧g))θ = 1が
成り立つ．第二式も同様に示せるが，第一式から双対性によって導くこともできる．すなわち，

ap+ qk (f∨g) =
(
ap+ qk (f∨g)

)♢♢ =
(
ap+ qk (f∨g)♢

)♢ =
(
ap+ qk (f♢ ∧g♢)

)♢
≤ (apk f♢ ∧aqkg♢)♢ =

(
(apk f)♢ ∧(aqkg)♢

)♢ = (apk f∨aqkg)♢♢ = apk f∨aqkg

系 a ∈ E, P,Q ∈ PK, k ∈ P ∩Q, f ∈WP, g ∈WQ のとき次の二式が成り立つ．

a ∀k (f∧g) = a∀k f∧a ∀kg a ∃k (f∨g) = a ∃k f∨a ∃kg

証明 定理 5.2.11系により不等式 a ∀k (f∧g) ≤ a ∀k f∧a ∀kg が成り立ち，定理 5.2.14において
p = q = 0とすればこれと逆向きの不等式が得られるから，第一式が成り立つ．第二式は，同様に
も証明できるし，第一式から双対性によって導くこともできる．

例 5.2.2 定理 5.2.10 – 定理 5.2.14を使って a, a ′, b, b ′ ∈ Eについて次の二式を証明しよう．

a ∀πa ′4, b ∀πb ′4⋖ (a u b)∀π (a ′ u b ′)4

a ∀πa ′4, b ∀πb ′4⋖ (a t b)∀π (a ′ t b ′)4

定理 5.2.10により a ∀πa ′4 ≤ (a u b) ∀πa ′4が成り立ち，定理 5.2.2に注意しつつこれに付
加律と置換律を使えば，a ∀πa ′4, b ∀πb ′4 ⋖ (a u b)∀πa ′4なることが分かる．同様にして，
a∀πa ′4, b ∀πb ′4 ⋖ (a u b)∀πb ′4なることも分かる．そこで次にように推論すれば，第一式
が証明される．

a ∀πa ′4, b ∀πb ′4⋖
(
(a u b)∀πa ′4

)
∧
(
(a u b)∀πb ′4

)
(定理 3.21.1による)

= (a u b)∀π (a ′4∧b ′4) (定理 5.2.14系による)

= (a u b)∀π (a ′ u b ′)4 (問題 5.2.11による)

問題 5.2.11によりa ′4 ≤ (a ′tb ′)4が成り立ち，これと定理 5.2.11によりa ∀πa ′4 ≤ a ∀π (a ′t
b ′)4 が成り立ち，これに付加律と置換律を使えば，a ∀πa ′4, b ∀πb ′4⋖ a ∀π (a ′ t b ′)4なる
ことが分かる．同様にして，a ∀πa ′4, b ∀πb ′4⋖ b∀π (a ′ t b ′)4なることも分かる．そこで次
のように推論すれば，第二式が証明される．

a ∀πa ′4, b ∀πb ′4⋖
(
a ∀π (a ′ t b ′)4

)
∧
(
b∀π (a ′ t b ′)4

)
(定理 3.21.1による)

= (a t b)∀π (a ′ t b ′)4 (定理 5.2.13系 2による)

定理 5.2.15 a, b ∈ E, k ∈ P ∈ PK, f ∈ WP のとき次の三式が成り立つ．ただし，第一式におい
ては a ∈Wε とし，第二式と第三式においては p, q ∈ Pとする．

a ŏπb4, a ŏk f⋖ b ∃k f

apπb4, a p+ qk f⋖ bqk f ap+ qπb4, a pk f⋖ bqk f



第 5章 単相格論理学 521

証明 証明すべき三式はいずれも，ある λ, µ, ν ∈ {ŏ} ∪Qに対して

aλπb4, a µk f⋖ bνk f

なる形をしている．定理 5.2.3により，これを証明するには，任意の θ ∈ (P − {k})→Sに対して
aλπb4 = 1, (bνk f)θ = 0 =⇒ (aµk f)θ = 0

が成り立つことを示すか，任意の θ ∈ (P − {k})→Sに対して
(aµk f)θ = 1, (bνk f)θ = 0 =⇒ aλπb4 = 0

が成り立つことを示せばいい．これを三式について順番に行なう．
1. a ŏπb4 = 1, (b∃k f)θ = 0と仮定する．そうすると，補題 5.2.10により b ∃ a，従って問題

5.2.21により (b∃k f)θ ≥ (a ŏk f)θが成り立つから，(a ŏk f)θ = 0となる．なお，補題 5.2.11を
使っても直ちに証明される．
2. apπb4 = 1, (bqk f)θ = 0と仮定する．そうすると，問題 5.2.24と補題 5.2.6により∣∣{s ∈ S | a ∃ s, b ∄ s}

∣∣ ≤ p ∣∣{s ∈ S | b ∃ s, f
(
(k/s)θ

)
= 1
}∣∣ ≤ q

なる二式が成り立つ．また，{
s ∈ S | a ∃ s, f

(
(k/s)θ

)
= 1
}
⊆ {s ∈ S | a ∃ s, b ∄ s} ∪

{
s ∈ S | b ∃ s, f

(
(k/s)θ

)
= 1
}

が成り立つ．従って，測度 | · |が増加律と劣加法律に従うことと問題 3.32.1により，∣∣{s ∈ S | a ∃ s, f
(
(k/s)θ

)
= 1
}∣∣

≤
∣∣{s ∈ S | a ∃ s, b ∄ s}

∣∣+ ∣∣{s ∈ S | b ∃ s, f
(
(k/s)θ

)
= 1
}∣∣ ≤ p+ q

が成り立つ．補題 5.2.6により，これは (ap+ qk f)θ = 0なることを示す．
3. (apk f)θ = 1, (bqk f)θ = 0と仮定する．そうすると，補題 5.2.6により∣∣{s ∈ S | a ∃ s, f

(
(k/s)θ

)
= 0
}∣∣ ≤ p ∣∣{s ∈ S | b ∃ s, f

(
(k/s)θ

)
= 1
}∣∣ ≤ q

なる二式が成り立つ．また，

{s ∈ S | a ∃ s, b ∃ s} ⊆
{
s ∈ S | a ∃ s, f

(
(k/s)θ

)
= 0
}
∪
{
s ∈ S | b ∃ s, f

(
(k/s)θ

)
= 1
}

が成り立つ．従って，測度 | · |が増加律と劣加法律に従うことと問題 3.32.1により，∣∣{s ∈ S | a ∃ s, b ∃ s}
∣∣

≤
∣∣{s ∈ S | a ∃ s, f

(
(k/s)θ

)
= 0
}∣∣+ ∣∣{s ∈ S | b ∃ s, f

(
(k/s)θ

)
= 1
}∣∣ ≤ p+ q

が成り立つ．問題 5.2.24により，これは ap+ qπb4 = 0なることを示す．

系 a, b ∈ E, k ∈ P ∈ PK, f ∈ WP のとき次の三式が成り立つ．ただし，第一式においては
a ∈Wε とし，第二式と第三式においては p, q ∈ Pとする．

a ŏπb4, b ∀k f⋖ a ŏk f

apπb4, b qk f⋖ ap+ qk f ap+ qπb4, b qk f⋖ apk f
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証明 定理 5.2.15の方法で証明できるが，定理 5.2.15から以下のように双対性を利用して導くこ
とができる．定理 5.2.15の結論の三式は，いずれも，ある λ, µ, ν ∈ {ŏ} ∪Qに対して

aλπb4, a µk f⋖ bνk f

なる形をしていた．この式において fを f♢ で置き換えれば

aλπb4, a µk f♢ ⋖ bνk f♢

なる式が得られる．定理 5.2.2に留意してこれに定理 3.21.3などを使えば

aλπb4, (bνk f♢)♢ ⋖ (aµk f♢)♢

なる式が得られる．これに定理 5.2.8を使えば系の三式が得られる．

問題 5.2.33 a ∈ E, p, q ∈ P, k ∈ P ∈ PK, f ∈ WP のとき ap+ qπ14, a pk f ⋖ aqk fが成り
立つ．

略解 次の式を利用して定理 5.2.15の方法で証明することができる．

{s ∈ S | a ∃ s} =
{
s ∈ S | a ∃ s, f

(
(k/s)θ

)
= 0
}
∪
{
s ∈ S | a ∃ s, f

(
(k/s)θ

)
= 1
}

あるいは，定理 5.2.15の三番目の式

ap+ qπb4, a pk f⋖ bqk f

から次のようにして導くこともできる．すなわちまず，問題 5.2.7により a ≡ a♮ ∈ Wδ であるか
ら，定理 5.2.12により a ∈ Wδ としていい．そこで，上の式の a, b ∈ Eを a ∈ Wδ で置き換え
て ap+ qπa4, a pk f ⋖ aqk fを得る．問題 5.2.26により ap+ qπa4 = (a u a)p+ qπ14 =

ap+ qπ14なので，これで証明された．

注意 5.2.17 定理 5.2.15の三番目の式を問題 5.2.33から導くこともできる．すなわち，問題 5.2.33

と問題 5.2.26と定理 5.2.10から得られる次の四式に，定理 5.2.2によって消去律を使えばいい．

(a u b)p+ qπ14, (a u b)pk f⋖ (a u b)qk f

ap+ qπb4 = (a u b)p+ qπ14

apk f⋖ (a u b)pk f

(a u b)qk f⋖ bqk f

定理 5.2.16 a, b1, . . . , bn ∈ E (n ≥ 1), f ∈ F, k ∈ Kf, p, q, q1, . . . , qn ∈ Pとし p ≥
∑n
i=1 qiと

仮定すれば，次の式が成り立つ．ただし，左辺において算法 tを適用する順番（括弧の付け方）は
任意である．

aqπ (b1 t · · · t bn)4, a q+ pk f⋖ b1 q1k f, · · · , bn qnk f

証明 b = b1 t · · · t bn と定める．そうすると，定理 5.2.15の第二式により

aqπb4, a q+ pk f⋖ bpk f
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が成り立ち，定理 5.2.9系 2により

bpk f⋖ bq1 + · · ·+ qnk f

が成り立ち，定理 5.2.13系により

bq1 + · · ·+ qnk f⋖ b1 q1k f, · · · , bn qnk f

が成り立つ．これら三式に消去律を使えばこの定理の式が得られる．

注意 5.2.18 定理 5.2.16の証明に使った三つのことはいずれも，逆に定理 5.2.16から導かれる．す
なわちまず，定理 5.2.16において n = 1, p = q1としてから pと qを入れ替えれば定理 5.2.15の
第二式となる．また，n = 1, a = b1, q = 0としてから，問題 5.2.25により成り立つ ⋖ a ∀πa4
とに消去律を使い，さらに q1を改めて qと書けば，「p ≥ q =⇒ apk f⋖ aqk f」が得られる．こ
れが定理 5.2.9系 2から引用したことである．また，a = b1 t · · · t bn, q = 0, p =

∑n
i=1 qiとし

てから ⋖ a ∀πa4とに消去律を使えば bq1 + · · ·+ qnk f⋖ b1 q1k f, · · · , bn qnk fが導かれる．

問題 5.2.34 a, b1, . . . , bn ∈ E (n ≥ 1), f ∈ F, k ∈ Kf, p, q1, . . . , qn ∈ Pとし p >
∑n
i=1 qi と仮

定すれば，次の式が成り立つ．ただし，左辺において算法 tを適用する順番は任意である．

a ∀π (b1 t · · · t bn)4, a [p→)k f⋖ b1 q1k f, · · · , bn qnk f

略解 定理 5.2.16 の証明の最初の二式を，定理 5.2.10 系により成り立つ a ∀πb4, a [p→)k f ⋖
b [p→)k fと定理 5.2.9系により成り立つ b [p→)k f⋖ bq1 + · · ·+ qnk fに変えて同様にする．

補題 5.2.14 a ∈ E, k ∈ P ∈ PK, f ∈WP, g1, . . . , gm, h1, . . . , hn ∈ Fのとき，次の四条件は同等
である（定理 5.5.14参照）．

1. g1, . . . , gm ⋖ a ∀k f, h1, . . . , hn が成り立つ．

2. 任意の b ∈Wε に対して b ŏπa4, g1, . . . , gm ⋖ b ŏk f, h1, . . . , hn が成り立つ．

3. 任意の b ∈ Eに対して b∀πa4, g1, . . . , gm ⋖ b ∀k f, h1, . . . , hn が成り立つ．

4. 任意の b ∈ Eに対して b∃πa4, g1, . . . , gm ⋖ b ∃k f, h1, . . . , hn が成り立つ．

また，条件 3, 4における「b ∈ E」を「b ∈Wδ」に書き換えた二条件も上の四条件と同等である．

証明 定理 5.2.2により ⋖がブール関係であるから，問題 3.21.5によりm ≥ 1または n ≥ 1と仮
定してよく，h = (g1∧ · · ·∧gm)♢ ∨h1∨ · · ·∨hn と定めれば，定理 3.21.2と定理 3.21.3により

g1, . . . , gm ⋖ a ∀k f, h1, . . . , hn ⇐⇒ ⋖ a ∀k f, h

b λπa4, g1, . . . , gm ⋖ bλk f, h1, . . . , hn ⇐⇒ bλπa4⋖ bλk f, h

が成り立つ (λ = ŏ,∀, ∃)．従ってm = 0, n = 1と仮定していい．そう仮定して記号を h = h1 と
改め，h ∈WQ とする．そうするとさらに定理 3.21.2と定理 3.21.4により

⋖ a ∀k f, h ⇐⇒ ⋖ a∀k f∨h

bλπa4⋖ bλk f, h ⇐⇒ ⋖
(
(bλπa4)⇒(bλk f)

)
∨h
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が成り立つ．また，補題 5.2.11と問題 5.2.19により

a ∀k f∨h = infWP−{k}
{(b ŏπa4)⇒(b ŏk f) | b ∈Wε} ∨h

= infW(P−{k})∪Q

{(
(b ŏπa4)⇒(b ŏk f)

)
∨h | b ∈Wε

}
さらに補題 5.2.1により，W(P−{k})∪Qの元 gと最大元 1について「⋖ g ⇐⇒ g = 1」が成り立つ．
以上のことから条件 1, 2が同等であることが分かる．条件 1が条件 3, 4およびそこの「b ∈ E」を
「b ∈Wδ」に書き換えた条件とも同等であることも，同様に証明される．なお，条件 2から条件 3,

4が導かれることは補題 5.2.12からも分かる．

問題 5.2.35 a ∈ E, k ∈ P ∈ PK, f ∈WP, g1, . . . , gm, h1, . . . , hn ∈ Fのとき，次の四条件は同等
である．

1. a ∃k f, g1, . . . , gm ⋖ h1, . . . , hn が成り立つ．

2. 任意の b ∈Wε に対して b ŏπa4, b ŏk f, g1, . . . , gm ⋖ h1, . . . , hn が成り立つ．

3. 任意の b ∈ Eに対して b∀πa4, b ∃k f, g1, . . . , gm ⋖ h1, . . . , hn が成り立つ．

4. 任意の b ∈ Eに対して b∃πa4, b ∀k f, g1, . . . , gm ⋖ h1, . . . , hn が成り立つ．

略解 補題 5.2.14と同様にしても示せるし，補題 5.2.14から双対性によって導くこともできる．

定理 5.2.17 a, b1, . . . , bn ∈ E, α, β ∈ F∗ とし，任意の s ∈ Sに対して

s ŏπ a4, α⋖ s ŏπ b14, · · · , s ŏπ bn4, β

が成り立つと仮定する．さらに，f ∈ F, k ∈ Kf, p, q1, . . . , qn ∈ Pとし，p ≥
∑n
i=1 qi と仮定す

る（ただし n = 0の場合は∑n
i=1 qi = 0とみなす）．そうすると次の式が成り立つ．

apk f, α⋖ b1 q1k f, · · · , bn qnk f, β

証明 まず n = 0の場合を考え，bをWδ の最小元 0と定め qを Pの最小元 0と定める．そうす
ると任意の s ∈ Sに対して，s ŏπ a4, α⋖βとの仮定と付加律により s ŏπ a4, α⋖ s ŏπ b4, βが成
り立つ．また，p ≥ qが成り立ち，算法 qkの定義とW の測度の零値律により bqk f⋖ が成り立
つ．従って apk f, α⋖ bqk f, βを示せば，消去律により apk f, α⋖ βが得られる．
以上により，n ≥ 1と仮定していい．そう仮定して b = b1 t · · · t bnと定める．ただし，算法 t
は左側から順に適用するものとする．そうすると任意の s ∈ Sに対して，定理 5.2.5と問題 5.2.11

により次の式が成り立つ．ただし，算法 ∨は左側から順に適用するものとする．

s ŏπ b14∨ · · ·∨ s ŏπ bn4 = s ŏπ b4

従って，任意の s ∈ Sに対して s ŏπ a4, α ⋖ s ŏπ b14, · · · , s ŏπ bn4, βとの仮定は，定理 5.2.2

と定理 3.21.2により，任意の s ∈ Sに対して

s ŏπ a4, α⋖ s ŏπ b4, β

との条件に書き換えられ，これはさらに補題 5.2.14により

α⋖ a ∀πb4, β
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と書き換えられる．他方，定理 5.2.16により

a ∀πb4, a pk f⋖ b1 q1k f, · · · , bn qnk f

が成り立つ．これら二式に消去律を使えば，この系の結論の式が得られる．

問題 5.2.36 a, b1, . . . , bn ∈ E, α, β ∈ F∗ とし，任意の s ∈ Sに対して

s ŏπ a4, α⋖ s ŏπ b14, · · · , s ŏπ bn4, β

が成り立つと仮定する．さらに，f ∈ F, k ∈ Kf, p, q1, . . . , qn ∈ Pとし，p > ∑n
i=1 qi と仮定す

る．そうすると次の式が成り立つ．

a [p→)k f, α⋖ b1 q1k f, · · · , bn qnk f, β

定理 5.2.18 a ∈ E, b ∈Wε, λ ∈ {ŏ} ∪Q, k, l ∈ P ∈ PK, k 6= l, f ∈WP のとき次の式が成り立
つ．ただし，λ = ŏの場合は a ∈Wε とする．

aλk (b ŏl f) = b ŏl (aλk f)

証明 任意の θ ∈ (P − {k, l})→Sに対して次の式の成り立つことを示せばいい．(
aλk (b ŏl f)

)
θ =

(
b ŏl (aλk f)

)
θ

この式は λ = ŏの場合には，定理 5.2.4系 2により成り立つ．
λ = ¬p ∈ ¬Pの場合には，上の式の左辺が 1になる条件は(

a¬pk (b ŏl f)
)
θ = 1 ⇐⇒ ∣∣{s ∈ S | a ∃ s, (b ŏl f)

(
(k/s)θ

)
= 0
}∣∣ ∈ p⇐⇒ ∣∣{s ∈ S | a ∃ s, f

(
(l/b)(k/s)θ

)
= 0
}∣∣ ∈ p

と書けて，右辺が 1になる条件は(
b ŏl (a¬pk f)

)
θ = 1 ⇐⇒ (a¬pk f)

(
(l/b)θ

)
= 1⇐⇒ ∣∣{s ∈ S | a ∃ s, f
(
(k/s)(l/b)θ

)
= 0
}∣∣ ∈ p

と書ける．この二つの条件は，(l/b)(k/s)θ = (k/s)(l/b)θであるから確かに一致する．
λ ∈ Pの場合も同様に示せるが，以上に示したことから双対性によって導くこともできる．すな

わち，¬λ◦ ∈ ¬Pであるから

aλk (b ŏl f) =
(
aλk (b ŏl f)

)♢♢ =
(
a¬λ◦k (b ŏl f)♢

)♢ =
(
a¬λ◦k (b ŏl f♢)

)♢
=
(
b ŏl (a¬λ◦k f♢)

)♢ =
(
b ŏl (aλk f)♢

)♢ =
(
b ŏl (aλk f)

)♢♢ = b ŏl (aλk f)

系 a, b ∈ E, k, l ∈ P ∈ PK, k 6= l, f ∈WP とし，λは ¬Pの下方区間かPの上方区間であると
する．このとき次の二式が成り立つ．

aλk (b ∀l f) ≤ b∀l (aλk f) aλk (b ∃l f) ≥ b∃l (aλk f)
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証明 第一式を証明するために，b ∃ s ∈ Sなる任意の sをとる．そうすると，問題 5.2.21により
b ∀l f ≤ s ŏl fが成り立つから，定理 5.2.11と定理 5.2.18により

aλk (b ∀l f) ≤ aλk (s ŏl f) = s ŏl (aλk f)

が成り立つ．従って
aλk (b∀l f) ≤ inf {s ŏl (aλk f) | b ∃ s ∈ S}

が成り立つが，問題 5.2.21により右辺は b∀l (aλk f)に等しい．これで第一式が証明された．第二
式も同様に示せるが，¬λ◦ も ¬Pの下方区間かPの上方区間であることに留意して，第一式から
双対性によって導くこともできる．すなわち，

aλk (b ∃l f) =
(
aλk (b∃l f)

)♢♢ =
(
a¬λ◦k (b ∃l f)♢

)♢ =
(
a¬λ◦k (b ∀l f♢)

)♢
≥
(
b ∀l (a¬λ◦k f♢)

)♢ =
(
b ∀l (aλk f)♢

)♢ =
(
b∃l (aλk f)

)♢♢ = b∃l (aλk f)

問題 5.2.37 a, b ∈ E, k, l ∈ P ∈ PK, k 6= l, f ∈WP のとき次の二式が成り立つ．

a ∀k (b∀l f) = b∀l (a ∀k f) a ∃k (b∃l f) = b ∃l (a ∃k f)

問題 5.2.38 a ∈ E, k ∈ P ∈ PK, f ∈WP のとき次のことが成り立つ．

1. ⋖ apk fなる p ∈ Pは高々一つしか存在しない．

2. P = {k}なら，⋖ apk fなる p ∈ Pが存在する．

略解 補題 5.2.1と補題 5.2.6により，p ∈ Pが ⋖ apk fをみたすためには，

p =
∣∣{s ∈ S | a ∃ s, f

(
(k/s)θ

)
= 1
}∣∣ (

θ ∈ (P − {k})→S)
なることが必要十分であり，こういう pは高々一つしか存在しない．P = {k}なら，(P− {k})→S =

∅→S = {∅}であるから，こういう pが確かに存在する．

5.3 付値と意味写像
＄ 前節では，単相格言語の意味論の第一弾として世界論を行ない，単相格言語にとって認識可

能な単相格世界を定義してその構造を調べた．ここでは単相格言語の意味論の第二弾として対応論
を行なう．つまり，単相格言語がそれにとって認識可能な単相格世界に対応付けられる仕組みを説
明する．ただし，単相格言語とそれにとって認識可能な単相格世界は定義 4.1.1と定義 4.2.1の意
味の形式言語とそれにとっての認識可能世界の特殊例であるから，以下の対応論では，第 4.3節 –

第 4.6節の一般論の簡略な復習に若干の特殊論を加えるに過ぎない．
この節を通じて，(A, T, σ,Prm)を単相格言語とし，その他の記号の意味もこれまで通りとする．
また，W を Aにとって認識可能な単相格世界とする．
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5.3.1 定付値と変付値
§ 第 4.3.1項での定義通りに，Aの定数系 ConからW への保型写像 Φを AからW への定付
値と呼び，Aの変数系VarからWへの保型写像 vをAからWへの変付値と呼び，AからWへの
変付値の全体を ValW で表す [7]．ただし誤解の恐れのない場合には，添え字のW を省略して Val

で表す．この節の主目標は AからWVal への意味写像を定義することである．

5.3.2 単相格世界のVal乗の T 型代数構造
§ 第 4.3.2項での定義に従って，単相格世界W の Val乗WVal =

⋃
t∈T (Val→Wt)に T 型代数

構造を定める．つまり，抽象子Ωx (x ∈ Varε)をWVal上の単項算法として然るべく定義し，それ
をW の巾代数系としてのWVal の U型代数構造に付け加える．そのためにはΩxのW での意味
(Ωx)W を然るべく定めればいいが，Ωxの T での定義域 TΩx が {∅}に等しく ∅Ωx = δ，従って

W∅Ωx =Wδ =Wε→W∅ =Wσx→W∅

であることに留意して，例 4.3.3の通りに，各 f ∈Wσx→W∅ に対して (Ωx)Wf = fと定める．そ
うするとWVal上の算法Ωxが，例 4.3.3の通りに次のように定まる（ただし，算号Ωxは Aでと
同様に右側に書く）．すなわち，定義域と値域については

DomΩx = Val→W∅ ImΩx ⊆ Val→(Wσx→W∅) = Val→(Wε→W∅)

であって，各 φ ∈ Val→W∅ と v ∈ Valに対して

(φΩx)v = φ
(
(x/□)v

)
ただし，φ((x/□)v)は各w ∈Wεにφ

(
(x/w)v

)
∈W∅を対応させるWε→W∅の元であり，(x/w)v

は次のように定義される Valの元である．

(
(x/w)v

)
y =

w · · · y = xのとき
vy · · · Var 3 y 6= xのとき

従って，任意のw ∈Wε に対して (
(φΩx)v

)
w = φ

(
(x/w)v

)
(5.3.1)

が成り立つ．Wδ ∪Wε,Wε 間の拡張関係 ∃の定義によれば，(5.3.1)は

(φΩx)v ∃ w ⇐⇒ φ
(
(x/w)v

)
= 1 (5.3.2)

と書くこともできる．
W の Val乗WVal は，こう定めた算法Ωx (x ∈ Varε)とW の巾代数系としての U型代数構造

とにより T 型代数系になり，各 v ∈ Valの定める射影 prv ∈WVal→Wは，U型代数系としての保
型準写である．

[7]これらの概念の数理心理学における意義については第 1.4.2 項参照．
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注意 5.3.1 T 型代数系となったWVal の部分系の中にブール束が沢山ある．すなわち

WVal = (Val→Wδ) ∪ (Val→Wε) ∪ ⋃
P∈PK

(Val→WP)
であるが，注意 5.2.1や問題 5.2.3や問題 5.2.5により，WP とWδ は，W の部分系としてブール
束であった．従ってこれらの巾代数系として Val→WP と Val→Wδ は，定理 3.10.2と問題 3.13.8

によりWValの部分系であってブール束である．これらブール束における順序関係・最小元・最大
元を表す記号は，もとのブール束WP とWδ におけるものを，すなわち ≤, 0, 1と ⊏, 0, 1をその
まま使う．これらについて注意 5.2.1でと同様に以下のことが分かる．まず問題 3.13.9によれば，
Val→WP の順序関係 ≤については

φ ≤ ψ ⇐⇒ 任意の v ∈ Valに対して φv ≤ ψv

が成り立ち，Val→Wδ の順序関係 ⊏については同様に次のことが成り立つ．
α ⊏ β ⇐⇒ 任意の v ∈ Valに対して αv ⊏ βv

⇐⇒ の右側の φv ≤ ψvと αv ⊏ βvの意味はいずれも，注意 5.2.1に記した通りである．また問
題 3.9.12または問題 3.13.8によれば，Val→WP と Val→Wδ の 0と 1はそれぞれ，任意 v ∈ Val

に対して 0v = 0と 1v = 1をみたすことで特徴付けられる．ただし，等号の右側すなわちWP と
Wδ の 0と 1の意味も注意 5.2.1に記した通りである．

問題 5.3.1 φ,ψ ∈ Val→W∅, x ∈ Varε のとき，次のことが成り立つ．

(φ∧ψ)Ωx = (φΩx) u (ψΩx) φ ≤ ψ ⇐⇒ φΩx ⊏ ψΩx
(φ∨ψ)Ωx = (φΩx) t (ψΩx) φΩx = 0 ⇐⇒ φ = 0

(φ♢)Ωx = (φΩx)2 φΩx = 1 ⇐⇒ φ = 1

略解 注意 5.3.1と問題 4.3.7による．

5.3.3 定付値が定める意味写像
§前項のように単相格世界Wの Val乗WValの T 型代数構造を定めた結果，ΦがAからWへ
の定付値であれば，第 4.3.3項で示したことにより，保型準写

Φ∗ ∈ A→WVal

であって任意の a ∈ Prm (= ConqVar)と v ∈ Valに対して

(Φ∗a)v =

Φa · · · a ∈ Conのとき
va · · · a ∈ Varのとき

をみたすものが一意に存在し，特に保型写像であることにより，Φ∗ は

Φ∗(At) ⊆ Val→Wt (t ∈ T)

をみたす．こういう保型準写Φ∗ を定付値Φが定める意味写像と呼ぶ．
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定理 5.3.1 a ∈ Aεなら，AからWへの任意の定付値Φに対して，Φ∗((a ŏπa4)Ωx
)はVal→Wδ

の最大元 1に等しい．a ∈ Gのときの (a ∀πa4)Ωxについても同様である．

証明 (a ∀πa4)Ωxについてのことは，注意 5.3.1によれば，v ∈ Valとw ∈Wεを任意にとって
の次の計算で証明される．((

Φ∗((a ∀πa4)Ωx
))
v
)
w

=
(((

(Φ∗a) ∀π (Φ∗a)4
)
Ωx
)
v
)
w

=
(
(Φ∗a)∀π (Φ∗a)4

)(
(x/w)v

)
((5.3.1)による)

= (Φ∗a)
(
(x/w)v

)
∀π
(
(Φ∗a)

(
(x/w)v

))
4

= 1 (問題 5.2.25による)

一番目の等式が成り立つのはΦ∗が保型準写だからであり，三番目の等式が成り立つのは，(x/w)v

の定める射影がU型代数系としての保型準写だからである．(a ŏπa4)Ωxについてのことは，問
題 5.2.25の代わりに補題 5.2.10を使って同様に証明される．

問題 5.3.2 a ∈ Aεなら，AからW への任意の定付値Φに対して，Φ∗(a ŏπa4)は Val→W∅の
最大元 1に等しい．a ∈ Gのときの a ∀πa4についても同様である．

5.3.4 表現関数
§ この項を通じて，Φを単相格言語 Aからそれにとって認識可能な単相格世界W への定付値

とする．そうすると第 4.5節の前提がみたされるから，その節の一般論がここでもそっくりそのま
ま，あるいは特殊化されて成り立つ．
つまりまず，各 a ∈ Aとその自由変数列 x1, . . . , xn に対して，Φの下での x1, . . . , xn に関する

aの表現関数
aΦ(x1, . . . , xn) ∈Wσx1 × · · · ×Wσxn→Wσa

が定義され，aΦ(x1, . . . , xn)の (w1, . . . , wn) ∈Wσx1 × · · · ×Wσxn における値 aΦ(w1, . . . , wn)

は，Φの定める意味写像Φ∗ ∈ A→WVal と vxi = wi (i = 1, . . . , n)なる v ∈ Valによって

aΦ(w1, . . . , wn) = (Φ∗a)v

と定まる．
そこで，Aの相異なる変数 x1, . . . , xn (n ≥ 0)に対して，x1, . . . , xnを自由変数列とする a ∈ A

の全体を A(x1, . . . , xn)で表し，W(x1, . . . , xn) =Wσx1 × · · · ×Wσxn と定める．そうすると，抽
象子Ωx (x ∈ Varε)と異なる算号 µと a1, . . . , aj ∈ A(x1, . . . , xn)に対して µ(a1, . . . , aj)が定義
されるとき，任意の (w1, . . . , wn) ∈W(x1, . . . , xn)に対して， (4.5.3)に相当する式(

µ(a1, . . . , aj)
)Φ

(w1, . . . , wn) = µ
(
aΦ1 (w1, . . . , wn), . . . , a

Φ
j (w1, . . . , wn)

)
(5.3.3)

が成り立つ．

例 5.3.1 a ∈ Aε, b ∈ Gとし，a, b ∈ A(x1, . . . , xn)とする．このとき，a, b, a ŏπ (b4)の表現
関数 aΦ(x1, . . . , xn), b

Φ(x1, . . . , xn),
(
a ŏπ (b4)

)Φ
(x1, . . . , xn)は, W(x1, . . . , xn)で定義され，
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それぞれWε (= S), E
(
= (S→T)∪ S

)
, W∅ (= T)の中に値を持つ．そして，(5.3.3)により，任意

の (w1, . . . , wn) ∈W(x1, . . . , xn)に対して次の式が成り立つ．(
a ŏπ (b4)

)Φ
(w1, . . . , wn) = a

Φ(w1, . . . , wn) ŏπ
(
bΦ(w1, . . . , wn)4

)
右辺の値が 1となる条件は補題 5.2.10に述べてある．これによれば，拡張関係 ∃について(

a ŏπ (b4)
)Φ

(w1, . . . , wn) = 1 ⇐⇒ bΦ(w1, . . . , wn) ∃ aΦ(w1, . . . , wn)

が成り立つ． 終

今の考察で除外されていた抽象子Ωx (x ∈ Varε)について考えるために，f ∈
(
A(x, x2, . . . , xn)

)
∅

とする．そうすると，fの表現関数 fΦ(x, x2, . . . , xn)はWε×W(x2, . . . , xn)で定義されW∅ (= T)
の中に値を持つ．他方，定理 3.16.4により x2, . . . , xnは fΩxの自由変数列であり，また fΩx ∈ Aδ
であるから，fΩxの表現関数 (fΩx)Φ(x2, . . . , xn)がW(x2, . . . , xn)で定義されてWδ (= S→T)
の中に値を持つ．これら二つの関数と w ∈ Wε (= S), (w2, . . . , wn) ∈ W(x2, . . . , xn)について，
(4.5.5)に相当する式 (

(fΩx)Φ(w2, . . . , wn)
)
w = fΦ(w,w2, . . . , wn) (5.3.4)

が成り立つ．これは，拡張関係 ∃を使えば次のように書き換えられる．

(fΩx)Φ(w2, . . . , wn) ∃ w ⇐⇒ fΦ(w,w2, . . . , wn) = 1

ここで，oneを Aδ の閉元で次の式をみたすものとする．

Φ∗(one) = 1 (5.3.5)

ただし，右辺の 1は Val→Wδの最大元を表す．定理 5.3.1と定理 3.16.4によれば，x ∈ Varεから
作られる (x ŏπ x4)Ωxと (x ∀πx4)Ωx はこういう元の例である．
さてそこで p ∈ Pとすれば，定理 3.16.4により x2, . . . , xnは onepπ (fΩx)4の自由変数列であ

るから，表現関数 (
onepπ (fΩx)4

)Φ
(x2, . . . , xn)

が定まり，これはW(x2, . . . , xn)で定義されW∅の中に値を持つ．これと表現関数 fΦ(x, x2, . . . , xn)
および (w2, . . . , wn) ∈ W(x2, . . . , xn) について次のことが成り立つことを示そう．これは，算法
pπの意味の説明

、
　の
、
　一
、
　端である．(

onepπ (fΩx)4
)Φ

(w2, . . . , wn) = 1 ⇐⇒ ∣∣{w ∈Wε | fΦ(w,w2, . . . , wn) = 0}
∣∣ ≤ p (5.3.6)

これを証明するには，vxi = wi (i = 2, . . . , n)なる v ∈ Valをとって，まず次のように計算する．(
onepπ (fΩx)4

)Φ
(w2, . . . , wn) =

(
Φ∗(onepπ (fΩx)4))v

=
(
Φ∗(one)

)
v pπ

((
Φ∗(fΩx)

)
v
)
4 = 1 pπ

((
Φ∗(fΩx)

)
v
)
4

ただし，ここの 1はWδの最大元である．問題 5.2.24により，いま計算した値が 1 ∈W∅となるの
は
∣∣{w ∈Wε |

(
Φ∗(fΩx)

)
v ∄ w

}∣∣ ≤ p の場合であり，(5.3.4)により(
Φ∗(fΩx)

)
v ∄ w ⇐⇒ fΦ(w,w2, . . . , wn) = 0

なることが分かる．これで (5.3.6)が証明された．
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問題 5.3.3 次のことが成り立つ．(
onepπ (fΩx)4

)Φ
(w2, . . . , wn) = 1 ⇐⇒ ∣∣{w ∈Wε | fΦ(w,w2, . . . , wn) = 1}

∣∣ > p
問題 5.3.4 次の二式が成り立つ（例 4.5.3参照）．(

one∀π (fΩx)4
)Φ

(w2, . . . , wn) = infT{f
Φ(w,w2, . . . , wn) | w ∈Wε}(

one∃π (fΩx)4
)Φ

(w2, . . . , wn) = supT{f
Φ(w,w2, . . . , wn) | w ∈Wε}

5.3.5 表現可能関数
§ 引き続いて，Φを単相格言語 Aからそれにとって認識可能な単相格世界W への定付値とす

る．そうすると，第 4.6節の内容が以下のように特殊化されて成り立つ．
まず，可変子は抽象子Ωx (x ∈ Varε)だけであって，定義 4.6.3の (2)における ♭Ωx,iGは，例

4.6.3に記したようになる．
次に，定義 4.6.4に記した三条件は，単純化されるか，あるいは，常にみたされているので不要

になる．実際まず，Qvar = Varε 6= ∅であるから，修飾変数条件は「Varεは可算個の元を含む」と
単純化される．次に，算号基 Γ の部分集合 Γ ′を Γ ′ = {Ω}と定めれば，Λ∩ ΓVar = Γ ′Qvarが成り
立つ．従って，可変子条件がみたされる．次に，可変子は Ωx (x ∈ Varε)だけであり，それらは
同類であって，それらのW での意味は，第 5.3.2項で定めた通りWδの恒等変換である．従って，
意味条件もみたされる（例 4.6.4参照）．

5.4 文論対と用論対
＄この節と次の節では，単相格言語の意味論の第三弾・最終弾として真偽論を行なうと共に，第

5.6節以降の演繹論への準備を行なう．
そこでこの節を通じて，(A, T, σ,Prm)を単相格言語とし，これにとって認識可能な単相格世界の

全体をWで表す．そうすると，各W ∈ WがW∅ = Tをみたし，第 5.3節で各抽象子Ωx (x ∈ Varε)

の各W ∈ Wでの意味を定めてあるから，∅を真偽とする単相格論理系 (A, T, σ,Prm),Wが出来 [8]，
それは第 4.7.1項でのように文論対 (A∅,F)を定める．すなわち，AからWに属す共通の単相格世界
への定付値と変付値の組みの全体をVで表し，(Φ, v) ∈ Vが定めるA∅からTへの写像 f 7→ (Φ∗f)v

を Φv で表せば，(Φ, v)を V全体に亘らせての Φv の全体が Fである．そして第 4章での説明に
よれば，一般の形式言語の真偽論・演繹論の舞台は文論対であった．しかしここでは，単相格論理
系の特殊性に即して，舞台を文論対から「用論対」に次のように拡大する（問題 5.4.1参照）．
まず，Aの用元の全体をこれまで通り Hで表す．すなわち，Aの格集合 Kに対し

H =
⋃
P∈PK

AP

そうすると Hは，問題 5.1.1により全域的 {∧,∨,♢,⇒}代数系であり，問題 5.1.4により空集合で
ない．またこれまで通り，各 f ∈ Hの格域すなわち型，つまり f ∈ AP なる P ∈ PKを Kf で表す．
そうすると f ∈ AKf が成り立つ．

[8]例 4.7.1 に従って論理系の略記法を使っている．
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次に，単相格世界W ∈ Wと AからW への定付値 Φと変付値 vを任意にとる．そうすると，
A から WValW =

⋃
t∈T (ValW→Wt) への意味写像 Φ∗ が定まり，これが保型準写であり，射影

prv ∈ WValW→W が U型代数系としての保型準写であって，各 t ∈ T に対してWValW の t部分
が ValW→Wt であるから，各 f ∈ Hに (Φ∗f)vを対応させる写像は，HからW の事態の全体

F =
⋃
P∈PK

WP

への {∧,∨,♢,⇒} 準写であり，(Φ∗f)v ∈ WKf が成り立つ．ここで各 P ∈ PK に対して，WP =

(P→Wε)→Tであることに留意して，P→Wε の元を新たに PからW への格付値と名付ける．そ
して K から W への格付値 θ ∈ K→Wε を任意にとる．そうすると，WKf = (Kf→Wε)→T か
つ θ|Kf ∈ Kf→Wε であるから (

(Φ∗f)v
)
(θ|Kf)は Tに属す．また，(5.2.8)により定義される誇張

♯ ∈ F→WKが問題 5.2.17により {∧,∨,♢,⇒}準写であって ((Φ∗f)v
)
(θ|Kf) =

(
(Φ∗f)v

)♯
θをみたし，

θの定める射影 prθ ∈WK→Tも問題 5.2.3により {∧,∨,♢,⇒}準写である．従って結局，各 f ∈ H
に ((Φ∗f)v

)
(θ|Kf)を対応させる写像は，HからTへの {∧,∨,♢,⇒}準写，すなわち算法∧,∨,♢,⇒

に関する T表現である．これをΦv,θ で表す．

Φv,θf =
(
(Φ∗f)v

)
(θ|Kf) (f ∈ H)

また，AからWに属す共通の単相格世界への定付値と変付値および Kからその単相格世界への格
付値から成る三つ組みの全体をWで表す．

W = {(Φ, v, θ) | Φ, vは AからW への定付値と変付値，θは KからW への格付値，W ∈ W}

そして，(Φ, v, θ)をW全体に亘らせての写像Φv,θ ∈ H→Tの全体を Gで表す．

G = {Φv,θ | (Φ, v, θ) ∈ W}

そうすると組み (H,G) は，算法 ∧,∨,♢,⇒ に関する T 表現論対である．これを単相格論理系
(A, T, σ,Prm),Wの定める用論対と呼ぶ．
以後用論対 (H,G)について説明する際には，第 3章でと同様に AZ記法を頻用するが，これを

少し変更しなければならない．すなわち，H∗の元は第 3章と同じく α,β, . . .で表すが，Hの元は
x, y, . . .でなく f, g, . . .や a, b, . . .で表す．
用論対 (H,G)は束値論対の一つであるから，これについて第 3.30節における束値論対の一般論

により，与論・核・恒真元・論理・弱論理・理論の概念が定まる．これらを「用」を冠して用与論・
用核・用論理・用理論と呼んだり，「用」を挟んで恒真用元・弱用論理と呼んだりもする．

注意 5.4.1 用論理をこのように関係として定義することは，数学的に便利である反面で数理心理
学の観点からは少し逸脱することになる．なぜなら数理心理学では，第 1章で説明したように人
間機械論に立脚して思考機械・人間を代数系として抽象するのであり，特に用論理は心論理代数系
の算法に相当する．従っていずれは，用論理の中でも算法とみなされるものに注目することになる
（注意 3.24.6参照）．

用論対 (H,G)についてまた，第一種・第二種・第三種の別や，矛盾集合・矛盾元・完全集合・実
例や，四種の完全性（修飾なしの完全性・弱完全性・強完全性・超完全性）・健全性・充分性や，偏恒
真関係・恒真関係・恒真式・式論対の概念が定まる．
ただし，用論対に即して定義・表現を多少補正しなければならない．たとえば，一般の束値論
対 (A,F)については，各 f ∈ Fに対する f真元（fの下で真である元）とは，fa = 1をみたす元
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a ∈ Aのことであった．用論対 (H,G)でこれに当たるのは各 (Φ, v, θ) ∈ Wに対する Φv,θ 真元
（Φv,θ の下で真である元）で，これは ((Φ∗f)v

)
(θ|Kf) = 1をみたす元 f ∈ Hのことであるが，こ

れを (Φ, v, θ)真元または (Φ, v, θ)の下で真である元と呼び換える．
また，一般の束値論対 (A,F)については，各 f ∈ Fに対する偏 f真関係 ⊨f とは，(3.30.1)によ

れば A∗, A間の「a1 · · ·an ⊨f b ⇐⇒ inf {fa1, . . . , fan} ≤ fb」と定義される関係であった．用論
対 (H,G)でこれに当たるのは各 (Φ, v, θ) ∈ Wに対する偏Φv,θ真関係 ⊨Φv,θ であるが，これを偏
(Φ, v, θ)真関係と呼び換え，⊨Φ,v,θと表記換えする．すなわち，各 (Φ, v, θ) ∈ Wに対し，⊨Φ,v,θ
は H∗, H間の次のように定義される関係である．

f1 · · · fn ⊨Φ,v,θ g ⇐⇒ inf {Φv,θf1, . . . , Φ
v,θfn} ≤ Φv,θg⇐⇒ inf

{(
(Φ∗f1)v

)
(θ|Kf1 ), . . . ,

(
(Φ∗fn)v

)
(θ|Kfn )

}
≤
(
(Φ∗g)v

)
(θ|Kg)

なお (3.30.2)により，用論対 (H,G)の偏恒真関係 ⊨については次のことが成り立つ．

f1 · · · fn ⊨ g ⇐⇒ 任意の (Φ, v, θ) ∈ Wに対して f1 · · · fn ⊨Φ,v,θ g (5.4.1)

同様に，一般の束値論対 (A,F)ついて各 f ∈ Fに対して第 3.30.1項で定義した f真関係 ≼f に
当たるものは，各 (Φ, v, θ) ∈ Wに対するΦv,θ真関係≼Φv,θ であるが，これを (Φ, v, θ)真関係と
呼び換え，≼Φ,v,θ と表記換えする．すなわち，各 (Φ, v, θ) ∈ Wに対し，≼Φ,v,θ は H∗ 上の

f1 · · · fm ≼Φ,v,θ g1 · · ·gn ⇐⇒ inf {Φv,θf1, . . . , Φ
v,θfm} ≤ sup {Φv,θg1, . . . , Φ

v,θgn}⇐⇒ inf
{(

(Φ∗f1)v
)
(θ|Kf1 ), . . . ,

(
(Φ∗fm)v

)
(θ|Kfm )

}
≤ sup

{(
(Φ∗g1)v

)
(θ|Kg1 ), . . . ,

(
(Φ∗gn)v

)
(θ|Kgn )

}
と定義される関係である．なお (3.30.5)により，用論対 (H,G)の恒真関係 ≼については

f1 · · · fm ≼ g1 · · ·gn ⇐⇒ 任意の (Φ, v, θ) ∈ Wに対して f1 · · · fm ≼Φ,v,θ g1 · · ·gn

が成り立つ．また，α ≼ βをみたす式 α→ βは第 3.30.1項での通り恒真式と呼ぶが，α ≼Φ,v,θ β
をみたす式 α→ βは，やはり (Φ, v, θ)真式と呼び換える．
同様の事情で，定義 3.30.1で一般の束値論対 (A,F)に対して定義した F 実例に当たるものを，

用論対 (H,G)に対して次のように定義する．

定義 5.4.1 (Φ, v, θ) ∈ W が X ∈ PH のW 実例であるとは，X ⊆ (Φv,θ)−11 かつ Φv,θ 6= 1 で
あることを言う．また，(Φ, v, θ) ∈ W が (X, Y) ∈ PH × PH の W 実例であるとは，(X, Y) ⊆(
(Φv,θ)−11, (Φv,θ)−10

) かつ Φv,θ 6= 1であることを言う．さらに，上の二つの意味でのW実例
(Φ, v, θ)がW ∈ Wへの定付値と変付値と格付値から成るとき，(Φ, v, θ)をW上のW実例と呼ぶ．

注意 5.4.2 用論対 (H,G)は算法∧,∨,♢,⇒に関する T表現論対であるから，これに第 3.30.3項の
諸概念を適用することができ，たとえば以下のようなことが分かる．

1. 問題 3.30.31により 1 /∈ Gが成り立つ．従って，定義 5.4.1における Φv,θ 6= 1なる条件は，
任意の (Φ, v, θ) ∈ Wによってみたされる．

2. 定理 3.30.17により (H,G)の恒真関係はブール関係である．

3. 定理 3.30.25により算法 ♢は (H,G)の補法・否法である（定理 3.27.5参照）．
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問題 5.4.1 単相格論理系 (A, T, σ,Prm),Wの定める用論対 (H,G)と文論対 (A∅,F)について次の
ことが成り立つ．

1. (H,G)は (A∅,F)の拡大である．従って (H,G)の偏恒真関係と恒真関係はそれぞれ，(A∅,F)

の偏恒真関係と恒真関係の拡大である．

2. 各 (Φ, v, θ) ∈ Wに対して，偏 (Φ, v, θ)真関係 ⊨Φ,v,θと (Φ, v, θ)真関係≼Φ,v,θはそれぞれ，
(Φ, v) ∈ Vに対する偏 (Φ, v)真関係 ⊨Φ,v と (Φ, v)真関係 ≼Φ,v の拡大である．

3. (Φ, v, θ) ∈ Wが X ∈ P(A∅)のW実例であるためには，(Φ, v) ∈ Vが XのV実例であるこ
とが必要十分である．

略解 f ∈ A∅ に対しては任意の (Φ, v, θ) ∈ Wが空集合規約により Φv,θf =
(
(Φ∗f)v = Φvfをみ

たすからである．

5.5 恒真関係と全包関係
＄ 引き続いて，(A, T, σ,Prm),Wを単相格論理系とする．その他の記号の意味もこれまで通り

とする．特に，Kは Aの格集合を表し，T = {δ, ε} ∪ PKであり，Gは Aの体元の全体を表し，H
は Aの用元の全体を表す．

G = Aδ ∪Aε H =
⋃
P∈PK

AP

また，AからWに属す共通の単相格世界への定付値と変付値および Kからその単相格世界への格
付値の組みの全体をWで表し，各 (Φ, v, θ) ∈ Wに対してHから Tへの写像 f 7→ (

(Φ∗f)v
)
(θ|Kf)

をΦv,θで表し，こういう写像の全体を Gで表す．そうすると，(H,G)が (A, T, σ,Prm),Wの定め
る用論対である．この節では (H,G)の恒真関係 ≼について調べる．標題の「全包関係」はそのた
めに補助的に使う G∗ 上の関係の一つである．

5.5.1 Φ真関係・(Φ, v)真関係と全包関係
§用論対 (H,G)の恒真関係≼について調べるためにこの項で，まず第 4.8節のΦ真関係≼Φに
倣って H∗ 上の補助的な関係 ≼Φ と ≼Φ,v を定義し，次にそれに倣って全包関係を定義する．
Φを Aから単相格世界W ∈ Wへの定付値とすれば，意味写像Φ∗ ∈ A→WValW が保型準写で

あるから，各用元 f ∈ H =
⋃
P∈PKAP に対しΦ∗f ∈

⋃
P∈PK(ValW→WP)が成り立つ．従ってさら

に v ∈ ValW なら，(Φ∗f)vはW の事態の集合 F =
⋃
P∈PKWP に属す．また，(5.2.6)により F上

に擬順序関係⋖が定義され，それは (5.2.10)により普遍単位半群 F∗上のブール関係に拡張された．
このことを踏まえて次の定義を設ける．すなわちまずH∗×H∗の元 (α,β)は，これまでα→ βまた

はβ← αで表して矢式または式と呼んできたが，これを用元式とも呼ぶ（これに対し (A∅)
∗×(A∅)

∗

の元は文式とも呼ぶ）．また，AからWに属す共通の単相格世界への定付値と変付値の組みの全
体をこれまで通りVで表す．そして，用元式 f1 · · · fm → g1 · · ·gn が (Φ, v) ∈ Vに対して

(Φ∗f1)v · · · (Φ∗fm)v⋖ (Φ∗g1)v · · · (Φ∗gn)v
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をみたすとき，すなわちWK 上の順序関係 ≤と誇張 ♯ ∈ F→WK に関して
inf
{(

(Φ∗f1)v
)♯
, . . . ,

(
(Φ∗fm)v

)♯} ≤ sup
{(

(Φ∗g1)v
)♯
, . . . ,

(
(Φ∗gn)v

)♯}
をみたすとき，f1 · · · fm → g1 · · ·gn は (Φ, v)真であると言い，このことを

f1 · · · fm ≼Φ,v g1 · · ·gn (5.5.1)

で表し，こうして定まる H∗上の関係 ≼Φ,vを (Φ, v)真関係と呼ぶ．また，用元式 α→ βと Aか
ら単相格世界W ∈ Wへの定付値Φが任意の v ∈ ValW に対して α ≼Φ,v βをみたすとき，α→ β

はΦ真であると言い，このことを
α ≼Φ β (5.5.2)

で表し，こうして定まるH∗上の関係≼ΦをΦ真関係と呼ぶ．またこれに関連して，AからWに
属す単相格世界への定付値の全体を Uで表す．

U = {Φ | Φは AからW への定付値, W ∈ W}

定理 5.5.1 Φを Aから単相格世界W ∈ Wへの定付値とし v ∈ ValW とする．このとき，用元式
α→ βが α ≼Φ,v βをみたすためには，任意の θ ∈ K→Wε に対して α ≼Φ,v,θ βをみたすことが
必要十分である．また，文式 α → βが α ≼Φ,v βをみたすためには，(4.7.1)の意味で α ≼Φ,v β
なることが必要十分である．

証明 用元 f1, . . . , fm, g1, . . . , gnの格域をそれぞれP1, . . . , Pm, Q1, . . . , Qnとすれば，P1, . . . , Pm,
Q1, . . . , QnがそれぞれWの事態 (Φ∗f1)v, . . . , (Φ

∗fm)v, (Φ∗g1)v, . . . , (Φ
∗gn)v の枠である．従っ

て定理 5.2.3により，f1 · · · fm ≼Φ,v g1 · · ·gnすなわち (Φ∗f1)v · · · (Φ∗fm)v⋖(Φ∗g1)v · · · (Φ∗gn)v

なるためには，任意の θ ∈ K→Wε に対して
inf
{(

(Φ∗f1)v
)
(θ|P1), . . . ,

(
(Φ∗fm)v

)
(θ|Pm)

}
≤ sup

{(
(Φ∗g1)v

)
(θ|Q1), . . . ,

(
(Φ∗gn)v

)
(θ|Qn)

}
の成り立つことが必要十分である．そしてこれは f1 · · · fm ≼Φ,v,θ g1 · · ·gn なることと同等で
ある．従って前半が成り立つ．後半は，前半と問題 5.4.1 による．あるいは，空集合規約により(
(Φ∗fi)v

)
(θ|Pi) = (Φ∗fi)v,

(
(Φ∗gj)v

)
(θ|Qj) = (Φ∗gj)vなることによる．

系 用元式 α→ βが α ≼ βをみたすためには，任意の (Φ, v) ∈ Vに対して α ≼Φ,v βをみたすこ
とも，任意のΦ ∈ Uに対して α ≼Φ βをみたすことも，共に必要十分である．

証明 これまでの定義と定理 5.5.1による．

なお，用元 f, gが f ≼ gと f ≽ gをみたすとき（≽は≼の双対関係を表す），fと gの真偽が一
致するとか f, gは同値であるとかと言い（問題 3.27.23参照），このことを

f � g

で表す．f �Φ gと f �Φ,v gの意味も同様に定義する．こうしてH上の三種の関係�, �Φ, �Φ,v
も定義された．

問題 5.5.1 ≼, ≼Φ, ≼Φ,vそれぞれのHへの制限は擬順序関係であり，それぞれの対称核が�, �Φ,
�Φ,v に等しい（注意 3.21.1参照）．従って �, �Φ, �Φ,v は同値関係である（定理 5.5.5参照）．
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問題 5.5.2 Φを Aから単相格世界W ∈ Wへの定付値とするとき，次のことが成り立つ．

1. f, g ∈ AP が f ≼Φ gをみたすためには，ValW→WP の順序関係 ≤について Φ∗f ≤ Φ∗gを
みたすことが必要十分である．

2. f ∈ AP が ≼Φ fをみたすためには，Φ∗fが ValW→WP の最大元 1に等しいことが必要十分
である．

3. ≼Φ は最大関係ではない．

略解 結論 1は問題 5.2.16と注意 5.3.1により，結論 2は補題 5.2.1と注意 5.3.1による．結論 2に
より，f ∈ AP が ≼Φ fをみたせば， ≼Φ f♢ は成り立たない．このことから結論 3が得られる．

問題 5.5.3 任意の a ∈ Gに対して a ∀πa4は恒真用元である．

略解 問題 5.3.2と問題 5.5.2による．

問題 5.5.4 a1, . . . , an ∈ Gのとき次のことが成り立つ．ただし，算法 u,t,∧,∨を適用する順番
（括弧の付け方）は任意とする．

(a1 u · · · u an)4 � a14∧ · · ·∧an4

(a1 t · · · t an)4 � a14∨ · · ·∨an4

略解 問題 5.2.11，問題 5.2.9，問題 5.2.18による．

定理 5.5.1系は用論対 (H,G)の恒真関係 ≼の別定義を与えるものとみなせる．全包関係はこの
別定義に倣って次のように定義される．
ΦをAから単相格世界W ∈ Wへの定付値とする．そうすると，Φ∗ ∈ A→WValW が保型準写で

あるから，各体元 a ∈ G = Aδ ∪Aεに対しΦ∗a ∈ (ValW→Wδ)∪ (ValW→Wε)が成り立つ．従っ
てさらに v ∈ ValW なら，(Φ∗a)vはWの実在の集合 E =Wδ ∪Wεに属す．他方，(5.2.3)により
E上に擬順序関係 vが定義され，それは (5.2.5)により普遍単位半群 E∗ 上の擬ブール関係に拡張
された．
このことを踏まえて次の規約と定義を設ける．すなわちまず，Gの元を a, b, . . .で表し，G∗ の

元をH∗の元と同様 α,β, . . .で表す．次にG∗ ×G∗の元 (α,β)をH∗ ×H∗の元と同様 α→ βまた
は β← αで表して体元式と呼ぶ．そして，体元式 a1 · · ·am → b1 · · ·bn が (Φ, v) ∈ Vに対して

(Φ∗a1)v · · · (Φ∗am)v v (Φ∗b1)v · · · (Φ∗bn)v

をみたすとき，すなわちWδ 上の順序関係 ⊏と複化 ♮ ∈ E→Wδ に関して
inf
{(

(Φ∗a1)v
)♮
, . . . ,

(
(Φ∗am)v

)♮} ⊏ sup
{(

(Φ∗b1)v
)♮
, . . . ,

(
(Φ∗bn)v

)♮}
をみたすとき，a1 · · ·am → b1 · · ·bn は (Φ, v)包式であると言い，このことを

a1 · · ·am ≲Φ,v b1 · · ·bn (5.5.3)

で表し，こうして定まる G∗上の関係 ≲Φ,vを (Φ, v)包関係と呼ぶ．また，体元式 α→ βと Aか
ら単相格世界W ∈ Wへの定付値Φが任意の v ∈ ValW に対して α ≲Φ,v βをみたすとき，α→ β

はΦ包式であると言い．このことを
α ≲Φ β
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で表し，こうして定まる G∗上の関係≲ΦをΦ包関係と呼ぶ．そうすると，体元式 α→ βが任意
の (Φ, v) ∈ Vに対して α ≲Φ,v βをみたすことは，任意のΦ ∈ Uに対して α ≲Φ βをみたすこと
と同等である．これら同等な条件がみたされるとき，α→ βは全包式であると言い，このことを

α ≲ β

で表し，こうして定まるG∗上の関係≲を全包関係と呼ぶ．特に，≲ aをみたす体元 aを全包元と
呼ぶ．さらに，閉元である全包元を閉全包元と呼ぶ．また，体元 a, bが a ≲ bと a ≳ bをみたす
とき，aと bの範囲が一致するとか a, bは同値であるとかと言い，このことを

a ' b

で表す．a 'Φ bと a 'Φ,v bの意味も同様に定義する．こうしてG上の三種の関係', 'Φ, 'Φ,v
も定義された．

問題 5.5.5 ≲, ≲Φ, ≲Φ,vそれぞれのGへの制限は擬順序関係であり，それぞれの対称核が', 'Φ,
'Φ,v に等しい．従って ', 'Φ, 'Φ,v は同値関係である（定理 5.5.6参照）．

先取りすれば，問題 5.5.7により閉全包元が複数存在する．また全包元は，定理 5.5.19により
すべて Aδ − Prmδ に属し，定理 5.5.9により同値関係 'についての一同値類を成す．さらに問題
5.5.6により，a ∈ Aδが全包元であるためには，Aから任意の単相格世界W ∈ Wへの任意の定付
値Φに対してΦ∗aがブール束 ValW→Wδ の最大元 1に等しいことが必要十分である．そこでし
ばしば，閉全包元の任意の一つを記号 oneで表す．この記法は (5.3.5)で既に同じ趣旨で使った [9]．

問題 5.5.6 Φを Aから単相格世界W ∈ Wへの定付値とするとき，次のことが成り立つ．

1. a, b ∈ Aδ が a ≲Φ bをみたすためには，ValW→Wδ の順序関係 ⊏についてΦ∗a ⊏ Φ∗bを
みたすことが必要十分である．

2. a ∈ Aδ が ≲Φ aをみたすためには，Φ∗aが ValW→Wδ の最大元 1に等しいことが必要十
分である．

3. ≲Φ は最大関係ではない．

略解 結論 1は問題 5.2.6と注意 5.3.1により，結論 2は問題 5.2.10と注意 5.3.1による．

問題 5.5.7 x ∈ Varεのとき，任意のa ∈ Aεに対して (a ŏπa4)Ωxは全包元であり，(x ŏπ x4)Ωx

は閉全包元である．a ∈ Gに対する (a ∀πa4)Ωxと (x ∀πx4)Ωxについても同様である．

略解 定理 5.3.1と問題 5.5.6による．

補題 5.5.1 a ∈ Gが全包元であれば，任意の b ∈ Aε に対して ≼ b ŏπa4が成り立ち，任意の
c ∈ Gに対して ≼ c∀πa4が成り立つ [10]．

[9]この記法には，「one」が「一」と「人」を意味し，日本語でも「一（ひとつ）」と「人」が同語源であろうという自然
言語的の理由もある．第 7.3.5.4 条参照．
[10]定理 5.5.9，定理 5.5.20，定理 5.5.21 参照．
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証明 Aから任意の単相格世界W ∈ Wへの任意の定付値 Φと任意の v ∈ ValW をとる．そうす
ると，問題 5.2.10によりWδ の最大元 1について (Φ∗a)v ≡ 1が成り立つから，

(Φ∗a)v ∃ (Φ∗b)v (Φ∗a)v w (Φ∗c)v

が成り立つ．従って，補題 5.2.10と問題 5.2.25により，

(Φ∗b)v ŏπ
(
(Φ∗a)v

)
4 = 1 (Φ∗c)v∀π

(
(Φ∗a)v

)
4 = 1

が成り立つ．Φ∗ と射影 prv が U型代数系としての保型準写だから，この二式は(
Φ∗(b ŏπa4)

)
v = 1

(
Φ∗(c∀πa4)

)
v = 1

なることを示す．従って ≼ b ŏπa4と ≼ c∀πa4が成り立つ． 終

以上が ≼と ≲の定義とその注釈である．次の二つの補題は ≼と ≲の関係を示す．ただしこれ
らは，定理 5.5.7と定理 5.5.8で一般化される．

補題 5.5.2 a, b ∈ Gのとき，任意の (Φ, v) ∈ Vに対して次のことが成り立つ．

a ≲Φ,v b ⇐⇒ a4 ≼Φ,v b4 ⇐⇒ ≼Φ,v a ∀πb4

証明 一番目の ⇐⇒ は次の推論で証明される．ただし，この推論中の三番目の ⇐⇒ が成り立つ
のは，Φ∗ と射影 prv が U型代数系としての保型準写だからである．

a ≲Φ,v b ⇐⇒ (Φ∗a)v v (Φ∗b)v⇐⇒ (Φ∗a)v4 ≤ (Φ∗b)v4 (問題 5.2.11による)⇐⇒ (
Φ∗(a4)

)
v ≤

(
Φ∗(b4)

)
v⇐⇒ a4 ≼Φ,v b4

二番目の ⇐⇒ は次の推論で証明される．

a ≲Φ,v b ⇐⇒ (Φ∗a)v v (Φ∗b)v⇐⇒ (Φ∗a)v∀π
(
(Φ∗b)v

)
4 = 1 (問題 5.2.25による)⇐⇒ (

Φ∗(a ∀πb4)
)
v = 1⇐⇒ ⋖

(
Φ∗(a ∀πb4)

)
v (補題 5.2.1による)⇐⇒ ≼Φ,v a∀πb4

補題 5.5.3 f, g ∈ A∅, x ∈ Varε のとき，任意のΦ ∈ Uに対して次のことが成り立つ．

f ≼Φ g ⇐⇒ fΩx ≲Φ gΩx ≼Φ g ⇐⇒ ≲Φ gΩx
f ≼Φ ⇐⇒ fΩx ≲Φ

注意 5.5.1 補題 5.5.2により，補題 5.5.3の最初の結論は「f ≼Φ g ⇐⇒ ≼Φ (fΩx)∀π (gΩx)4」
なる結論と同等である．この結論を定理 5.5.15で一般化する．
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証明 「f ≼Φ g ⇐⇒ fΩx ≲Φ gΩx」なることは次の推論で証明される．

f ≼Φ g ⇐⇒ Φ∗f ≤ Φ∗g (問題 5.5.2による)⇐⇒ (Φ∗f)Ωx ⊏ (Φ∗g)Ωx (問題 5.3.1による)⇐⇒ Φ∗(fΩx) ⊏ Φ∗(gΩx)⇐⇒ fΩx ≲Φ gΩx (問題 5.5.6による)

「 ≼Φ g ⇐⇒ ≲Φ gΩx」なることは次の推論で証明される．

≼Φ g ⇐⇒ Φ∗g = 1 (問題 5.5.2による)⇐⇒ (Φ∗g)Ωx = 1 (問題 5.3.1による)⇐⇒ Φ∗(gΩx) = 1⇐⇒ ≲Φ gΩx (問題 5.5.6による)

「f ≼Φ ⇐⇒ fΩx ≲Φ 」なることも同様に証明される．

問題 5.5.8 f ∈ A∅, x ∈ Varεとするとき，fΩxが全包元であるためには fが恒真用元であること
が必要十分である．

問題 5.5.9 f1, . . . , fn, f ∈ A∅, x ∈ Varε のとき次の三式が成り立つ．ただし，算法 ∧,∨,u,tを
適用する順番（括弧の付け方）は任意である．

(f1∧ · · ·∧ fn)Ωx ' f1Ωx u · · · u fnΩx

(f1∨ · · ·∨ fn)Ωx ' f1Ωx t · · · t fnΩx

(f♢)Ωx ' (fΩx)2

略解 第一式は任意の Φ ∈ Uをとっての次の計算で証明される．ただし，この計算中の二番目の
等式が成り立つのは問題 5.3.1による．

Φ∗((f1∧ · · ·∧ fn)Ωx
)
=
(
Φ∗f1∧ · · ·∧Φ∗fn

)
Ωx

= (Φ∗f1)Ωx u · · · u (Φ∗fn)Ωx = Φ
∗(f1Ωx u · · · u fnΩx)

定理 5.5.2 Aの用元 f1, . . . , fm, g1, . . . , gn が Aから単相格世界W ∈ Wへの定付値Φに対して

f1 · · · fm ≼Φ g1 · · ·gn

をみたすとし，x1, . . . , xlを Aの相異なる変数とし，ckを Aσxk の元とし (k = 1, . . . , l)，fiと gj

において xk が ck から自由であるとする (i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n; k = 1, . . . , l)．このとき

f1(xk/ck) · · · fm(xk/ck) ≼Φ g1(xk/ck) · · ·gn(xk/ck)

が成り立つ．ただし記号 (xk/ck)は代入
(
x1, . . . , xl

c1, . . . , cl

)
を表す．体元についても同様のことが成り

立つ（定理 4.8.6参照）．
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証明 f ′i = fi(xk/ck), g
′
j = gj(xk/ck)と定め，任意の v ∈ ValW をとる．そうすると，変付値

v ′ =

(
x1, . . . . . . , xl

(Φ∗c1)v, . . . , (Φ∗cl)v

)
v

に対して (Φ∗f1)v
′ · · · (Φ∗fm)v ′ ⋖ (Φ∗g1)v

′ · · · (Φ∗gn)v
′ が成り立つ．定理 4.4.2により

(Φ∗fi)v
′ = (Φ∗f ′i)v, (Φ

∗gj)v
′ = (Φ∗g ′

j)vであるから，これで証明された．

問題 5.5.10 A∅ の二元 f, gが f ≼ gをみたすためには， ≼Φ,v fなる任意の (Φ, v) ∈ Vに対して
≼Φ,v gの成り立つことが必要十分である．

略解 必要性：f ≼ gであるなら， ≼Φ,v fなる任意の (Φ, v) ∈ Vに対して 1 ≤ (Φ∗f)v ≤ (Φ∗g)v，
従って ≼Φ,v gが成り立つ．
十分性：任意の (Φ, v) ∈ Vをとると，補題 5.2.1により ≼Φ,v fなることは (Φ∗f)v = 1なるこ

とと同等であって gについても同様であるから，所与の条件は (Φ∗f)v ≤ (Φ∗g)vなることを示す．
従って f ≼ gが成り立つ．

5.5.2 体元の同一律
§ 標題の同一律は，次の定理の二つの結論を指す．

定理 5.5.3 次のことが成り立つ．

1. 任意の a ∈ Aε に対して ≼ a ŏπa4が成り立つ．

2. 任意の a ∈ Gに対して ≼ a ∀πa4が成り立つ．

証明 結論 1を証明すために任意の (Φ, v) ∈ Vをとる．そうすると，Φ∗ と射影 prv が U型代数
系としての保型準写であるから，任意の a ∈ Aε に対して(

Φ∗(a ŏπa4)
)
v = (Φ∗a)v ŏπ

(
(Φ∗a)v

)
4

なる式が成り立つ．任意のW ∈ Wの基本関係 ∃が反射的であるから，補題 5.2.10により，この
式の右辺の値は 1に等しい．従って問題 5.5.2により結論 1が成り立つ．結論 2は問題 5.3.2と問
題 5.5.3の言い換えであるが，これらはすなわち結論 1と同様にして証明される．

注意 5.5.2 後出の問題 5.5.18を先に示してあれば，それと≼についての消去律を使って結論 1を
結論 2から導くことができる．次の定理における条件 1, 2についても同様である．

定理 5.5.4 a, b ∈ Aε が次の三条件のいずれかをみたせば a = bが成り立つ．

1. ≼ a ŏπb4 2. ≼ a ∀πb4 3. a ≲ b

証明 補題 5.5.2により条件 2, 3が同等であるから，条件 1, 2について考える．そのために注意
5.2.3の手順で，特別な単相格世界W ∈ Wを次のように作る．まず，TFと同類の汎代数系 S ( 6= ∅)
として Aεをとる．次に，S上の反射的関係 ∃として相等関係 =をとる．次に，問題 3.32.30によ
り S上の P測度があるので，その任意の一つ |X|をとる．注意 5.2.3によればこれで，Sを基底と
し ∃を基本関係とし |X|を測度とする単相格世界W ∈ Wが作れた．
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Conε ∪ Varε = Prmε ⊆ Aε = S = Wε であり，任意の t ∈ T に対してWt 6= ∅であるから，A
からW への定付値Φと変付値 vで任意の c ∈ Conε と x ∈ Varε に対してΦc = cと vx = xをみ
たすものがあり，それらは任意の d ∈ Prmε に対して (Φ∗d)v = dをみたす．Aε からWε (= Aε)

への写像 e 7→ (Φ∗e)vと恒等写像が共に F擬写であって定理 5.1.2により Aε = [Prmε]F であるか
ら，任意の e ∈ Aε に対して (Φ∗e)v = eが成り立つ．
ここでまず ≼ a ŏπb4と仮定する．そうすると問題 5.5.2により (Φ∗(a ŏπb4)

)
v = 1，従って

Φ∗と射影 prvがU型代数系としての保型準写であることにより (Φ∗a)v ŏπ
(
(Φ∗b)v

)
4 = 1，従っ

て前段で示したことにより a ŏπb4 = 1が成り立つ．これは補題 5.2.10によれば b ∃ aを意味し，
∃が相等関係であるから a = bが成り立つ．
次に ≼ a ∀πb4と仮定する．そうすると，前段と同様にして a ∀πb4 = 1が得られる．これ
は問題 5.2.25によれば b w aを意味し，問題 3.9.54により関係 wも S上では相等関係であるか
ら，やはり a = bが成り立つ．

5.5.3 ブール表現との関係
§ 恒真式や全包式の定義の意味を第 3.19節やそれに続く節の内容と結びつけて解釈することが
できる．そしてそう解釈すると，恒真式や全包式について，色々なことが直ちに分かる．
まず，WKがブール束であるから，HとWKと写像 H 3 a 7→ (

(Φ∗a)v
)♯ ∈WKの三つ組みは束

写系であり，(Φ, v)真関係 ≼Φ,v はこの束写系の定める関係に等しい．さらに，問題 5.1.1により
Hは全域的 {∧,∨,♢,⇒}代数系であり，写像 H 3 a 7→ (

(Φ∗a)v
)♯ ∈ WK は，三つの {∧,∨,♢,⇒}

準写

H 3 a 7→ Φ∗a ∈
⋃
P∈PK

(Val→WP)⋃
P∈PK

(Val→WP) 3 b 7→ bv ∈ F

F 3 f 7→ f♯ ∈WK

の合成であるから，それ自身HからWKへの {∧,∨,♢,⇒}準写である．第 3.19節の言葉で言い換
えれば，この写像はHの算法∧,∨,♢,⇒に関してWK上のブール表現である．従って，定理 3.19.6

により≼Φ,vはブール関係であり，≼Φと≼も，vやΦを動かしたときの≼Φ,vの交わりであるか
ら，問題 3.21.23によりやはりブール関係である．つまり次のことが成り立つ．

定理 5.5.5 H∗ 上の関係 ≼, ≼Φ, ≼Φ,v はブール関係である．すなわち，第 3.19節の反復律・付
加律・巾等律・置換律・強消去律と算法 ∧,∨についての両限律，および算法 ♢, ⇒についての両
補律・三導律に従う．

従ってまた，第 3.19節に続く節の事柄を≼, ≼Φ, ≼Φ,v, �, �Φ, �Φ,vに適用することができる．
なお ≼がブール関係であることは，(H,G)が T表現論対であることからすでに分かっており，そ
の他に分かることと共に注意 5.4.2に記してある．
全包式についても事情はほぼ同様である．Wδがブール束であるから，GとWδと写像G 3 a 7→(

(Φ∗a)v
)♮ ∈Wδ の三つ組みは束写系であり，関係 ≲Φ,v はこの束写系の定める関係に等しい．さ

らに，問題 5.1.2により Gは全域的 {u,t,2}代数系であり，写像 G 3 a 7→ (
(Φ∗a)v

)♮ ∈ Wδ は，
三つの {u,t,2}準写

G 3 a 7→ Φ∗a ∈ (Val→Wδ) ∪ (Val→Wε)
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(Val→Wδ) ∪ (Val→Wε) 3 b 7→ bv ∈ E

E 3 e 7→ e♮ ∈Wδ

の合成であるから，それ自身GからWδへの {u,t,2}準写である．第 3.19節の言葉で言い換えれ
ば，この写像は GのWδ 上の擬ブール表現である．従って，定理 3.19.6により ≲Φ,v は擬ブール
関係であり，≲Φと≲も，vやΦを動かしたときの≲Φ,vの交わりであるから，問題 3.21.23によ
りやはり擬ブール関係である．つまり次のことが成り立つ．

定理 5.5.6 G∗ 上の関係 ≲, ≲Φ, ≲Φ,v は擬ブール関係である．すなわち，第 3.19節の反復律・
付加律・巾等律・置換律・強消去律と算法 u, tについての両限律，および算法 2についての両補
律に従う．

従ってまた，第 3.19節に続く節の事柄を ≲, ≲Φ, ≲Φ,v に適用することができる．

定理 5.5.7 a1, . . . , am, b1, . . . , bn ∈ G, (Φ, v) ∈ V とすれば次のことが成り立つ．

a1 · · ·am ≲Φ,v b1 · · ·bn ⇐⇒ a14, · · · , am4 ≼Φ,v b14, · · · , bn4

証明 次のように推論して証明することができる．

a1 · · ·am ≲Φ,v b1 · · ·bn⇐⇒ a1 u · · · u am ≲Φ,v b1 t · · · t bn⇐⇒ (a1 u · · · u am)4 ≼Φ,v (b1 t · · · t bn)4⇐⇒ a14∧ · · ·∧am4 ≼Φ,v b14∨ · · ·∨bn4⇐⇒ a14, · · · , am4 ≼Φ,v b14, · · · , bn4

一番目と四番目の ⇐⇒ は定理 3.21.2による．二番目の ⇐⇒ は補題 5.5.2によによる．三番目の⇐⇒ は問題 5.5.4と ≼Φ,v についての消去律による．

定理 5.5.8 f1, . . . , fm, g1, . . . , gn ∈ A∅, x ∈ Varε, Φ ∈ U とすれば次のことが成り立つ．

f1 · · · fm ≼Φ g1 · · ·gn ⇐⇒ f1Ωx, · · · , fmΩx ≲Φ g1Ωx, · · · , gnΩx

証明 次のように推論して証明することができる．

f1 · · · fm ≼Φ g1 · · ·gn⇐⇒ f1∧ · · ·∧ fm ≼Φ g1∨ · · ·∨gn⇐⇒ (f1∧ · · ·∧ fm)Ωx ≲Φ (g1∨ · · ·∨gn)Ωx⇐⇒ f1Ωx u · · · u fmΩx ≲Φ g1Ωx t · · · t gnΩx⇐⇒ f1Ωx, · · · , fmΩx ≲Φ g1Ωx, · · · , gnΩx

一番目と四番目の ⇐⇒ は定理 3.21.2による．二番目の ⇐⇒ は補題 5.5.3による．三番目の ⇐⇒
は問題 5.5.9 と ≲Φ についての消去律による．なお，定理 5.5.7 と後出の定理 5.5.16 系 2 と定理
5.5.12から導くこともできる．

定理 5.5.9 a ∈ Gが全包元であるためには，次の二条件のいずれもが必要十分である．
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1. 任意の b ∈ Gに対して b ≲ aが成り立つ．

2. 任意の b ∈ Gに対して ≼ b∀πa4が成り立つ．

従って，Gの全包元の全体は，G上の同値関係 'についての一同値類を成す．

証明 まず，補題 5.5.2により条件 1, 2が同等であることが分かる．次に，a ∈ Gが全包元である
と仮定すると，定義により ≲ aが成り立つから，付加律により条件 1が成り立つ．逆に，条件 1

が成り立つと仮定すると，特に a t a2 ≲ aが成り立つ．上補律などにより ≲ a t a2も成り立つ
から，消去律により ≲ aが成り立つ．従って a ∈ Gは全包元である．a, b ∈ Gが全包元であれば，
条件 1により a ≲ bかつ b ≲ a，従って a ' bが成り立つ．また，a ∈ Gが全包元で a ' b ∈ G
であれば， ≲ aかつ a ≲ b，従って消去律により ≲ bが成り立つから，bも全包元である．

問題 5.5.11 a, b ∈ Gに対し au bが全包元であるためには，a, bが共に全包元であることが必要
十分である．また，a t bが全包元であるためには，a2 ≲ bの成り立つことが必要十分である．

問題 5.5.12 f ∈ Hが恒真用元であるためには，任意の g ∈ Hに対して g ≼ fの成り立つことが必
要十分である．従って，Hの恒真用元の全体は，H上の同値関係 �についての一同値類を成す．

注意 5.5.3 問題 5.5.1により，≼の Hへの制限 ≼ |Hは擬順序関係であって，�は ≼ |Hの対称核
である．問題 5.5.12によれば，Hの恒真用元の全体は≼ |Hについての擬最大の全体に等しく，そ
れ故に�についての一同値類を成すのである．Gの全包元の全体についても事情は同じである（第
3.9.6項参照）．

5.5.4 事態間の恒不等式との関係
§ 用元式の (Φ, v)真の概念の定義 (5.5.1)の必然的結果，第 5.2節において示した F∗ 上の関係

⋖あるいは F上の関係 .
=について成り立つ式（これらを事態間の恒不等式あるいは恒等式と呼ぶ）

を，用元の恒真式に逐語的に翻訳することができる．例を示そう．

定理 5.5.10 a, b ∈ G, k ∈ P ∈ PK, f ∈ AP のとき次の三式が成り立つ．ただし，第一式におい
ては a ∈ Aε とし，第二式と第三式においては p, q ∈ Pとする．

a ŏπb4, b ∀k f ≼ a ŏk f
apπb4, b qk f ≼ ap+ qk f ap+ qπb4, b qk f ≼ apk f

証明 第一式だけ証明し，他の式の証明は読者に任せる．任意の (Φ, v) ∈ Vに対して

(Φ∗a)v ŏπ
(
(Φ∗b)v

)
4, (Φ∗b)v∀k (Φ∗f)v⋖ (Φ∗a)v ŏk (Φ∗f)v

が成り立つことを示せばいい．この式は，定理 5.2.15系で証明した一番目の恒不等式に他ならない．

問題 5.5.13 a, b ∈ G, k ∈ P ∈ PK, f ∈ AP のとき次の三式が成り立つ．ただし，第一式におい
ては a ∈ Aε とし，第二式と第三式においては p, q ∈ Pとする．

a ŏπb4, a ŏk f ≼ b∃k f
apπb4, a p+ qk f ≼ bqk f ap+ qπb4, a pk f ≼ bqk f
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略解 定理 5.2.15による．

問題 5.5.14 a, b1, . . . , bn ∈ G (n ≥ 1), f ∈ H, k ∈ Kf, p, q, q1, . . . , qn ∈ Pとし p ≥
∑n
i=1 qi

と仮定すれば，次の式が成り立つ．ただし，左辺において算法 tを適用する順番（括弧の付け方）
は任意である．

aqπ (b1 t · · · t bn)4, a q+ pk f ≼ b1 q1k f, · · · , bn qnk f

略解 定理 5.2.16による．

問題 5.5.15 a, b ∈ G, p, q ∈ P, k ∈ P ∈ PK, f ∈ AP のとき次の二式が成り立つ．

(a t b)p+ qk f ≽ apk f, b qk f (a t b)p+ qk f ≼ apk f, b qk f

略解 定理 5.2.13による．

問題 5.5.16 a ∈ G, b ∈ Aε, λ ∈ {ŏ} ∪Q, k, l ∈ P ∈ PK, k 6= l, f ∈ AP のとき次の式が成り立
つ．ただし，λ = ŏの場合は a ∈ Aε とする．

aλk (b ŏl f) � b ŏl (aλk f)

略解 定理 5.2.18による．

問題 5.5.17 a, b ∈ G, k, l ∈ P ∈ PK, k 6= l, f ∈ AP とし，λは ¬Pの下方区間か Pの上方区間
であるとする．このとき次の二式が成り立つ．

aλk (b ∀l f) ≼ b∀l (aλk f) aλk (b ∃l f) ≽ b∃l (aλk f)

略解 定理 5.2.18系による．

問題 5.5.18 a ∈ Aε, k ∈ P ∈ PK, f ∈ AP のとき，次の二式が成り立つ．

a ∀k f ≼ a ŏk f a ŏk f ≼ a ∃k f

略解 問題 5.2.22による．単相格世界の基本関係 ∃が反射的だからである．

定理 5.5.11 a ∈ G, P,Q ∈ PK, k ∈ P ∩Q, f ∈ AP, g ∈ AQ, α, β ∈ H∗, (Φ, v) ∈ Vとし，kは
α,βに現れる用元の格域には属さないとし，

fα ≼Φ,v gβ

と仮定する．このとき，λが ¬Pの下方区間かPの上方区間であれば

aλk f, α ≼Φ,v aλkg, β

が成り立ち，λが ¬Pの上方区間かPの下方区間であれば

aλkg, α ≼Φ,v aλk f, β

が成り立つ（f, gの位置に注意）．
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証明 α = f1 · · · fm, β = g1 · · ·gn とする．

(Φ∗f)v, (Φ∗f1)v, · · · , (Φ∗fm)v⋖ (Φ∗g)v, (Φ∗g1)v, · · · , (Φ∗gn)v

との仮定の下で，λが ¬Pの下方区間かPの上方区間であれば

(Φ∗a)v λk (Φ∗f)v, (Φ∗f1)v, · · · , (Φ∗fm)v⋖ (Φ∗a)v λk (Φ∗g)v, (Φ∗g1)v, · · · , (Φ∗gn)v

が成り立って，λが ¬Pの上方区間かPの下方区間であれば

(Φ∗a)v λk (Φ∗g)v, (Φ∗f1)v, · · · , (Φ∗fm)v⋖ (Φ∗a)v λk (Φ∗f)v, (Φ∗g1)v, · · · , (Φ∗gn)v

が成り立つことを示せばいいが，これは定理 5.2.11で示してある．

問題 5.5.19 f1, . . . , fm, g1, . . . , gn ∈ H, α, β ∈ H∗, (Φ, v) ∈ V とし，k ∈ K が f1, . . . , fm,

g1, . . . , gn の格域に属すが α,βに現れる用元の格域には属さないものとし，

f1 · · · fmα ≼Φ,v g1 · · ·gnβ

が成り立つと仮定する．このとき，任意の a ∈ Aε に対して次のことが成り立つ．

a ŏk f1, · · · , a ŏk fm, α ≼Φ,v a ŏk g1, · · · , a ŏk gn, β

略解 定理 5.2.7による（定理 5.5.12参照）．

5.5.5 変数との関係
§ ここでは，恒真式を変数によって言い換えることについて説明する．

定理 5.5.12 f1, . . . , fm, g1, . . . , gn ∈ H, α, β ∈ H∗, Φ ∈ Uとし，k ∈ Kが f1, . . . , fm, g1, . . . , gn

の格域に属すが α,βに現れる用元の格域には属さないものとする．このとき，任意の a ∈ Aεに対
して次のことが成り立つ．

f1 · · · fm, α ≼Φ g1 · · ·gn, β
=⇒ a ŏk f1, · · · , a ŏk fm, α ≼Φ a ŏk g1, · · · , a ŏk gn, β

(格出律)

また，x ∈ Varε が f1, . . . , fm, g1, . . . , gn, α, βの中のどの用元にも自由に現れなければ，逆に

x ŏk f1, · · · , x ŏk fm, α ≼Φ x ŏk g1, · · · , x ŏk gn, β
=⇒ f1 · · · fm, α ≼Φ g1 · · ·gn, β

(格入律)

が成り立つ．

証明 格出律は定理 5.2.7から第 5.5.4項で説明した論法によって直ちに導かれる（問題 5.5.19参
照）．格入律も定理 5.2.7から導かれるが，変数 xが関係するので，第 5.5.4項の論法以外の論法が
必要になる．まず，α = f ′1 · · · f ′m ′ , β = g ′

1 · · ·g ′
n ′ なる用元 f ′1, . . . , f

′
m ′ , g ′

1, . . . , g
′
n ′ をとる．そし

て，ΦがW ∈ Wへの定付値であるとして任意の v ∈ ValW をとれば，格入律の前提式により

(Φ∗x)v ŏk (Φ∗f1)v, · · · , (Φ∗x)v ŏk (Φ∗fm)v, (Φ∗f ′1)v, · · · , (Φ∗f ′m ′)v



第 5章 単相格論理学 546

⋖ (Φ∗x)v ŏk (Φ∗g1)v, · · · , (Φ∗x)v ŏk (Φ∗gn)v, (Φ
∗g ′
1)v, · · · , (Φ∗g ′

n ′)v

が成り立つ．そこでさらに任意の s ∈ Wε をとって vを v ′ = (x/s)vで置き換える．そうすると，
(Φ∗x)v ′ = v ′x = sであり，定理 4.4.1により任意の i ∈ {1, . . . ,m}に対して (Φ∗fi)v

′ = (Φ∗fi)v

であって g1, . . . , gn, f
′
1, . . . , f

′
m ′ , g ′

1, . . . , g
′
n ′ についても同様であるから，

s ŏk (Φ∗f1)v, · · · , s ŏk (Φ∗fm)v, (Φ∗f ′1)v, · · · , (Φ∗f ′m ′)v

⋖ s ŏk (Φ∗g1)v, · · · , s ŏk (Φ∗gn)v, (Φ
∗g ′
1)v, · · · , (Φ∗g ′

n ′)v

が成り立つ．sが任意であるから定理 5.2.7により

(Φ∗f1)v, · · · , (Φ∗fm)v, (Φ∗f ′1)v, · · · , (Φ∗f ′m ′)v

⋖ (Φ∗g1)v, · · · , (Φ∗gn)v, (Φ
∗g ′
1)v, · · · , (Φ∗g ′

n ′)v

が成り立ち，vが任意であるから格入律の結論式が成り立つ．

定理 5.5.13 x ∈ Varε, a, b1, . . . , bn ∈ G, α, β ∈ H∗, f ∈ H, k ∈ Kf, p, q1, . . . , qn ∈ Pとし，x
は α,βに現れる用元と a, b1, . . . , bnに自由に現れず p ≥

∑n
i=1 qiが成り立つと仮定する（ただし

n = 0の場合は∑n
i=1 qi = 0とみなす）．ことのとき次のことが成り立つ．

x ŏπa4, α ≼ x ŏπ b14, · · · , x ŏπ bn4, β
=⇒ apk f, α ≼ b1 q1k f, · · · , bn qnk f, β

(配分律)

注意 5.5.4 配分律は注意 3.32.3に記した測度についての鳩ノ巣原理（引き出し論法の原理とか部
屋割り論法の原理とかとも言う）と同等である．「配分」の名はこのことに由来する．補題 5.6.7の
配分律は，上記配分律と実質的に同等であり，完全性定理の証明で重要な役割を演ずる．

証明 α = g1 · · ·gl, β = h1 · · ·hm なる用元 g1, . . . gl, h1 . . . hm をとる．また，Aから任意の単
相格世界W への任意の定付値Φと任意の変付値 vをとる．そうすると，配分律の前提から

vx ŏk
(
(Φ∗a)v

)
4, (Φ∗g1)v, · · · , (Φ∗gl)v

⋖ vx ŏk
(
(Φ∗b1)v

)
4, · · · , vx ŏk

(
(Φ∗bn)v

)
4, (Φ∗h1)v, · · · , (Φ∗hm)v

が得られる．そこでさらに，任意の s ∈Wε をとって vを (x/s)vで置き換える．そうすると

s ŏk
(
(Φ∗a)v

)
4, (Φ∗g1)v, · · · , (Φ∗gl)v

⋖ s ŏk
(
(Φ∗b1)v

)
4, · · · , s ŏk

(
(Φ∗bn)v

)
4, (Φ∗h1)v, · · · , (Φ∗hm)v

が得られる．従って定理 5.2.17により，

(Φ∗a)v pk (Φ∗f)v, (Φ∗g1)v, · · · , (Φ∗gl)v

⋖ (Φ∗b1)v q1k (Φ
∗f)v, · · · , (Φ∗bn)v qnk (Φ

∗f)v, (Φ∗h1)v, · · · , (Φ∗hm)v

が成り立つ．これで配分律が証明された． 終

次の定理 5.5.14とその系では，a ∀k fを変数によって言い換える．a ∃k fについても双対的に類
似のことが成り立つが，それには言及しない．
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定理 5.5.14 a ∈ G, k ∈ P ∈ PK, f ∈ AP, g1, . . . , gm, h1, . . . , hn ∈ H, x ∈ Varε, y ∈ Varδ, Φ ∈
Uとし，x, yが a, f, g1, . . . , gm, h1, . . . , hnに自由に現れないと仮定する．このとき，Aから任意の
単相格世界W ∈ Wへの任意の定付値Φに対して，次の七条件は同等である（補題 5.2.14参照）．

1. g1, . . . , gm ≼Φ a ∀k f, h1, . . . , hn が成り立つ．

2. 任意の b ∈ Aε に対して b ŏπa4, g1, . . . , gm ≼Φ b ŏk f, h1, . . . , hn が成り立つ．

3. 任意の b ∈ Gに対して b ∀πa4, g1, . . . , gm ≼Φ b∀k f, h1, . . . , hn が成り立つ．

4. 任意の b ∈ Gに対して b ∃πa4, g1, . . . , gm ≼Φ b∃k f, h1, . . . , hn が成り立つ．

　 2 ′. x ŏπa4, g1, . . . , gm ≼Φ x ŏk f, h1, . . . , hn が成り立つ．

　 3 ′. y∀πa4, g1, . . . , gm ≼Φ y∀k f, h1, . . . , hn が成り立つ．

　 4 ′. y∃πa4, g1, . . . , gm ≼Φ y∃k f, h1, . . . , hn が成り立つ．

証明 定理 5.5.5と定理 3.16.4により，補題 5.2.12の証明と同様m ≤ 1, n = 0と仮定していいが，
m = 1の場合だけを考え（m = 0の場合はより容易である），g1 を gで表す．また，λ = ŏ,∀,∃
とする．
(1 =⇒ 2,3,4) g ≼Φ a∀k fと仮定し，λ = ŏのときは任意の b ∈ Aεをとり，λ = ∀,∃のときは

任意の b ∈ Gをとる．そうすると，定理 5.5.10により

bλπa4, a ∀k f ≼Φ bλk f

が成り立つ．≼Φがブール関係であるから，これら二式に消去律を使うことができて，bλπa4, g ≼Φ
bλk fが得られる．
(2 =⇒ 2 ′)(3 =⇒ 3 ′)(4 =⇒ 4 ′) これは自明である．
(2 ′ =⇒ 1)(3 ′ =⇒ 1)(4 ′ =⇒ 1) λ = ŏのときは z = xとし，λ = ∀,∃のときは z = yとして，

z λπa4, g ≼Φ z λk fと仮定する．そうすると，定理 3.21.4により

g ≼Φ (z λπa4)⇒(z λk f)

が成り立つから，ΦがW ∈ Wへの定付値であるとすれば，任意の v ∈ ValW に対して

(Φ∗g)v⋖
(
(Φ∗z)v λπ

(
(Φ∗a)v

)
4
)⇒((Φ∗z)v λk (Φ∗f)v

)
が成り立つ．そこで，λ = ŏのときは任意の s ∈ Wε をとり，λ = ∀, ∃のときは任意の s ∈ Wδ を
とって，vを v ′ = (z/s)vで置き換える．そうすると，(Φ∗z)v ′ = v ′z = sであって定理 4.4.1によ
り (Φ∗a)v = (Φ∗a)v ′, (Φ∗f)v = (Φ∗f)v ′, (Φ∗g)v = (Φ∗g)v ′ であるから，

(Φ∗g)v⋖
(
s λπ

(
(Φ∗a)v

)
4
)⇒(s λk (Φ∗f)v

)
が成り立つ．従って補題 5.2.11と補題 5.2.2により，任意の v ∈ ValW に対して

(Φ∗g)v⋖ (Φ∗a)v∀k (Φ∗f)v

が成り立つ．右辺が (Φ∗(a ∀k f)
)
vに等しいから，g ≼Φ a ∀k fが成り立つ．
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注意 5.5.5 定理 5.5.14の二条件 3, 4における「b ∈ G」を「b ∈ Aδ」に書き換えた二条件をそれ
ぞれ 3 ′′, 4 ′′で表せば，(3 =⇒ 3 ′′ =⇒ 3 ′)(4 =⇒ 4 ′′ =⇒ 4 ′)が自明に成り立つので，これら二条件
も定理 5.5.14の七条件と同等である．なお，条件 3, 4がそれぞれ条件 3 ′′, 4 ′′と同等であることは，
後出の定理 5.5.17系 2と消去律によっても示される．
定理 5.5.14において (3 =⇒ 1)を次のように証明することができる．すなわち条件 3を仮定する

と，特に a ∀πa4, g ≼Φ a ∀k fが成り立つ．同一律により ≼Φ a ∀πa4も成り立つから，消去律
により g ≼Φ a∀k fが得られる．従って，y ∈ Varδについての仮定がなくとも，条件 1, 2, 3, 2 ′は
同等である．
定理 5.5.14においてまた，(2 ′ =⇒ 2)(3 ′ =⇒ 3 ′′)(4 ′ =⇒ 4 ′′)を定理 5.5.2を使って証明することが

できる．たとえば (2 ′ =⇒ 2)については，まず定理 3.16.5と定理 3.16.6により，条件 x ŏπa4, g ≼Φ
x ŏk fに現れる各用元において，xは任意の b ∈ Aεから自由である．また，これら用元に代入 (x/b)

を施せば，代入の定義 (3.17.1) (3.17.2)と補題 3.17.2により，b ŏπa4, g, b ŏk fとなる．従って
定理 5.5.2により b ŏπa4, g ≼Φ b ŏk fが成り立つ．
以上の注意は以下の系と系 2にも適用することができる．

系 a, b ∈ G, x ∈ Varε, y ∈ Varδ, Φ ∈ Uとし，x, yが a, bに自由に現れないと仮定する．そう
すると次の八条件は同等である．

0. a ≲Φ bが成り立つ．

1. ≼Φ a ∀πb4が成り立つ．

2. 任意の c ∈ Aε に対して c ŏπ a4 ≼Φ c ŏπ b4が成り立つ．

3. 任意の c ∈ Gに対して c∀πa4 ≼Φ c∀πb4が成り立つ．

4. 任意の c ∈ Gに対して c∃πa4 ≼Φ c∃πb4が成り立つ．
　 2 ′. x ŏπa4 ≼Φ x ŏπ b4が成り立つ．

　 3 ′. y∀πa4 ≼Φ y∀kb4が成り立つ．

　 4 ′. y∃πa4 ≼Φ y∃kb4が成り立つ．

証明 補題 5.5.2により条件 0, 1は同等である．定理 3.16.4により x, yが b4に自由に現れないか
ら，定理 5.5.14により条件 1 – 4 ′ が同等である．

系 2 k ∈ P ∈ PK, f ∈ AP, g1, . . . , gm, h1, . . . , hn ∈ H, x ∈ Varε, Φ ∈ Uとし，xが f, g1, . . . , gm,
h1, . . . , hn に自由に現れないと仮定する．このとき，次の四条件は同等である．

1. g1, . . . , gm ≼Φ one ∀k f, h1, . . . , hn が成り立つ．

2. 任意の b ∈ Aε に対して g1, . . . , gm ≼Φ b ŏk f, h1, . . . , hn が成り立つ．

3. 任意の b ∈ Gに対して g1, . . . , gm ≼Φ b ∀k f, h1, . . . , hn が成り立つ．
　 2 ′. g1, . . . , gm ≼Φ x ŏk f, h1, . . . , hn が成り立つ．

証明 記号 oneは閉全包元の任意の一つを表すから，補題 5.5.1により，任意の b ∈ Aε に対して
≼Φ b ŏπ one4が成り立ち，任意の b ∈ Gに対して ≼Φ b ∀π one4が成り立つ．従って付加律と
消去律により，条件 1 – 2 ′ はそれぞれ，定理 5.5.14の同番号の条件における aを oneで置き換え
た条件と同等である．従って注意 5.5.5によりこの系が得られる．
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5.5.6 算法Ωxとの関係
§ 算法Ωx (x ∈ Varε)は単相格世界にもブール束にもないから，この算法と恒真式・全包式と

の関係を調べるには，これまでとは違う考え方が必要になる．そのことを示す例を挙げよう．

定理 5.5.15 f, g ∈ A∅, f1, . . . , fm, g1, . . . , gn ∈ H, x ∈ Varε, Φ ∈ U とし，x が f1, . . . , fm,

g1, . . . , gn に自由に現れないと仮定する．このとき，次の二条件は同等である．

1. f, f1, . . . , fm ≼Φ g, g1, . . . , gn

2. f1, . . . , fm ≼Φ (fΩx) ∀π (gΩx)4, g1, . . . , gn

証明 定理 5.5.14の証明と同様，m ≤ 1, n = 0と仮定していいが，m = 0の場合は，m = 1の場
合より容易であるし，注意 5.5.1に記した通り補題 5.5.2と補題 5.5.3により既に証明されている．
そこでm = 1の場合だけを考え，f1 を hで表し，h ∈ AP と仮定する．また，ΦはW ∈ Wへの
定付値であるとする．
(1 =⇒ 2) 任意の v ∈ ValW をとる．また，Wの基底を Sとして，任意の θ ∈ P→Sをとる．そ

うすると，条件 1がみたされるとの仮定により (Φ∗f)v, (Φ∗h)v⋖ (Φ∗g)v，従って定理 5.2.3によ
り infT {(Φ

∗f)v,
(
(Φ∗h)v

)
θ} ≤ (Φ∗g)v，すなわち(

(Φ∗h)v
)
θ = 1 =⇒ (Φ∗f)v ≤ (Φ∗g)v

が成り立つ．従って，次のように推論して条件 2がみたされることを示すことができる．(
(Φ∗h)v

)
θ = 1 =⇒ 任意の s ∈ Sに対し

(
(Φ∗h)

(
(x/s)v

))
θ = 1

=⇒ 任意の s ∈ Sに対し (Φ∗f)
(
(x/s)v

)
≤ (Φ∗g)

(
(x/s)v

)
=⇒ 任意の s ∈ Sに対し

((
(Φ∗f)Ωx

)
v
)
s ≤

((
(Φ∗g)Ωx

)
v
)
s

=⇒ (
(Φ∗f)Ωx

)
v ⊏

(
(Φ∗g)Ωx

)
v

=⇒ (
(Φ∗f)Ωx

)
v∀π

((
(Φ∗g)Ωx

)
v
)
4 = 1

=⇒ (
Φ∗((fΩx)∀π (gΩx)4))v = 1

θ ∈ P→Sが任意であるから (Φ∗h)v⋖
(
Φ∗((fΩx) ∀π (gΩx)4))v が成り立ち，次いで，v ∈ ValW

が任意であるから条件 2が成り立つ．なお上の推論で，一番目の =⇒ が成り立つのは定理 4.4.1

による．三番目の =⇒ が成り立つのは (5.3.1)による．四番目の =⇒ が成り立つのは注意 5.2.1

による．五番目の =⇒ が成り立つのは問題 5.2.6と問題 5.2.25による．六番目の =⇒ が成り立
つのは，Φ∗ ∈ A→WValW が T 型代数系としての保型準写であって射影 prv ∈WVal→WがU型代
数系としての保型準写であることによる．
(2 =⇒ 1) いまの推論を逆にたどればいい．すなわち，条件 2がみたされるとの仮定により，任
意の v ∈ ValW と任意の θ ∈ P→Sに対して(

(Φ∗h)v
)
θ = 1 =⇒ (

Φ∗((fΩx) ∀π (gΩx)4))v = 1
=⇒ (

(Φ∗f)Ωx
)
v∀π

((
(Φ∗g)Ωx

)
v
)
4 = 1

=⇒ (
(Φ∗f)Ωx

)
v ⊏

(
(Φ∗g)Ωx

)
v
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=⇒ ((
(Φ∗f)Ωx

)
v
)
(vx) ≤

((
(Φ∗g)Ωx

)
v
)
(vx)

=⇒ (Φ∗f)
(
(x/vx)v

)
≤ (Φ∗g)

(
(x/vx)v

)
=⇒ (Φ∗f)v ≤ (Φ∗g)v

つまり inf {(Φ∗f)v,
(
(Φ∗h)v

)
θ} ≤ (Φ∗g)vが成り立つ．θ ∈ P→Sが任意であるから定理 5.2.3によ

り (Φ∗f)v, (Φ∗h)v⋖ (Φ∗g)vが成り立ち，次いで，v ∈ ValW が任意であるから条件 1が成り立つ．

系 f, g ∈ A∅, x ∈ Varε であれば (fΩx) ∀π (gΩx)4 ≼ f⇒gが成り立つ．また，さらに xが f, g

に自由に現れなければ (fΩx) ∀π (gΩx)4 � f⇒gが成り立つ．
証明 定理 3.16.4により xは (fΩx)∀π (gΩx)4に自由に現れない．また≼は，定理 5.5.5により
ブール関係であるから定理 3.21.4により反復律と転位導律に従う．反復律により (fΩx) ∀π (gΩx)4
≼ (fΩx)∀π (gΩx)4 が成り立つから，定理 5.5.15により f, (fΩx)∀π (gΩx)4 ≼ gが成り立ち，
これから転位導律により (fΩx) ∀π (gΩx)4 ≼ f⇒gが導かれる．さらに xが f, gに自由に現れな
ければ，定理 3.16.4により xは f⇒gにも自由に現れず，また，定理 3.21.4により ≼が消去導律
f, f⇒g ≼ gに従うから，定理 5.5.15により f⇒g ≼ (fΩx)∀π (gΩx)4も成り立つ．

系 2 a ∈ G, f, g ∈ A∅, x ∈ Varε とし，x が f に自由に現れないと仮定する．そうすると
a ∀π

(
(f⇒g)Ωx)4 ≼ f⇒a ∀π (gΩx)4 が成り立つ．

証明 定理5.5.5により≼はブール関係であるから，定理3.21.4により転位導律と消去導律 f, f⇒g ≼
gに従い，これに定理 5.5.15を適用して

f ≼
(
(f⇒g)Ωx)∀π (gΩx)4

を得る．また，定理 5.2.10系または定理 5.2.15系により

a ∀π
(
(f⇒g)Ωx)4, ((f⇒g)Ωx)∀π (gΩx)4 ≼ a ∀π (gΩx)4

が成り立つ．この二式に消去律と転位導律を使えば問題の式が得られる．

定理 5.5.16 a ∈ Aε, f ∈ A∅, x ∈ Varε であって xが fにおいて aから自由であれば

a ŏπ (fΩx)4 � f(x/a)

が成り立つ．ただし，f(x/a)は fにおいて xに aを代入して得られる A∅ の元である．

証明 代入 (x/a)は保型写像であるから，この式の両辺とも A∅に属す．従って問題 5.5.2により，
Aから任意の単相格世界W ∈ Wへの任意の定付値Φと任意の v ∈ ValW に対して(

Φ∗(a ŏπ (fΩx)4))v = (Φ∗(f(x/a)))v
が成り立つことを示せばいい．これは次の計算で示される．(

Φ∗(a ŏπ (fΩx)4))v = (Φ∗a)v ŏπ
((

(Φ∗f)Ωx
)
v
)
4

=
((

(Φ∗f)Ωx
)
v
)(

(Φ∗a)v
)

(補題 5.2.10による)
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= (Φ∗f)
((
x/(Φ∗a)v

)
v
)

((5.3.1)による)

=
(
Φ∗(f(x/a)))v (定理 4.4.2による)

最初の等式が成り立つのは，Φ∗ ∈ A→WValW が T 型代数系としての保型準写であって射影 prv ∈
WVal→W が U型代数系としての保型準写だからである．

系 f ∈ A∅, x ∈ Varε であって xが fに自由に現れなければ，任意の a ∈ Aε に対して

a ŏπ (fΩx)4 � f

が成り立つ．

証明 定理 3.16.5により xが fにおいて aから自由であって補題 3.17.2により f(x/a) = fが成り
立つからである．

系 2 x ∈ Varε, f ∈ A∅ なら x ŏπ (fΩx)4 � fが成り立つ．

証明 定理 3.16.5により xが fにおいて xから自由であって補題 3.17.3により f(x/x) = fが成り
立つからである．

系 3 f ∈ A∅, g1, . . . , gm, h1, . . . , hn ∈ H, x ∈ Varε, Φ ∈ Uとし，xが g1, . . . , gm, h1, . . . , hnに
自由に現れないと仮定する．このとき次の五条件は同等である．

0. g1, . . . , gm ≼Φ f, h1, . . . , hn

1. g1, . . . , gm ≼Φ one ∀π (fΩx)4, h1, . . . , hn

2. 任意の a ∈ Aε に対して g1, . . . , gm ≼Φ a ŏπ (fΩx)4, h1, . . . , hn が成り立つ．

3. 任意の a ∈ Gに対して g1, . . . , gm ≼Φ a ∀π (fΩx)4, h1, . . . , hn が成り立つ．

　 2 ′. g1, . . . , gm ≼Φ x ŏπ (fΩx)4, h1, . . . , hn

従って，f ∈ A∅, x ∈ Varε なら， ≼ fであることと ≼ one ∀π (fΩx)4であることは同等である．

証明 系 2と消去律により条件 0と条件 2 ′は同等である．また，定理 3.16.4により xが (fΩx)4
に自由に現れないから，定理 5.5.14系 2により条件 1 – 2 ′ は同等である．

系 4 f ∈ A∅, x ∈ Varε, a ∈ Aε であって xが fにおいて aから自由なら，次のことが成り立つ．

one ∀π (fΩx)4 ≼ f(x/a)

特に f ∈ A∅, x ∈ Varε なら，one∀π (fΩx)4 ≼ fが成り立ち，さらに xが fに自由に現れなけれ
ば one ∀π (fΩx)4 � fが成り立つ．

証明 定理 3.16.4により xが one∀π (fΩx)4に自由に現れず，one∀π (fΩx)4 ≼ one∀π (fΩx)4
が成り立つから，系 3により one∀π (fΩx)4 ≼ fと

one ∀π (fΩx)4 ≼ a ŏπ (fΩx)4
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が成り立つ（定理 5.5.21参照）．また，定理 5.5.16により次の式が成り立つ．

a ŏπ (fΩx)4 ≼ f(x/a)

定理 5.5.5により≼がブール関係であるから，上の二式に消去律を使えて one∀π (fΩx)4 ≼ f(x/a)
が得られる．また，反復律により f ≼ fが成り立つから，xが fに自由に現れなければ，系 3によ
り f ≼ one∀π (fΩx)4が成り立つ．

注意 5.5.6 第 5.3.4項や第 5.8節で説明するように，one∀π (fΩx)4は述語論理学における ∀x P
に当たる．従って，系 4は定理 4.8.5に相当し，次の系 5 は定理 4.8.3に相当する．

系 5 f, g ∈ A∅, x ∈ Varε とし，xが fに自由に現れないと仮定すれば，次の式が成り立つ．

one∀π
(
(f⇒g)Ωx)4 � f⇒ one ∀π (gΩx)4

証明 定理 5.5.15系 2により one∀π
(
(f⇒g)Ωx)4 ≼ f⇒ one∀π (gΩx)4が成り立つ．他方，系

4により one ∀π (gΩx)4 ≼ gが成り立つ．定理 5.5.5と定理 3.21.4により定理 3.21.6を使えて，
この式から f⇒ one ∀π (gΩx)4 ≼ f⇒g が得られる．定理 3.16.4により xが f⇒ one ∀π (gΩx)4
に自由に現れないから，系 3により f⇒ one ∀π (gΩx)4 ≼ one ∀π

(
(f⇒g)Ωx)4 が成り立つ．

系 6 x ∈ Varε, a ∈ G, k ∈ K, f ∈ A{k} であって xが a, fに自由に現れなければ，

one∀π
((

(x ŏπa4)⇒(x ŏk f)
)
Ωx
)
4 � a ∀k f

が成り立つ．

証明 g = (x ŏπa4)⇒(x ŏk f)と定める．そうすると，定理 5.5.5により ≼はブール関係である
から，定理 3.21.4により消去導律に従い，

x ŏπa4, g ≼ x ŏk f

が成り立つ．また，系 4により
one ∀π (gΩx)4 ≼ g

が成り立つ．≼がブール関係であるから，これら二式に消去律を使うことができて

x ŏπa4, one∀π (gΩx)4 ≼ x ŏk f

が得られる．仮定と定理 3.16.4により xがa, f, one∀π (gΩx)4に自由に現れないから，定理 5.5.14

により，証明すべき式の片割れ
one ∀π (gΩx)4 ≼ a ∀k f

が得られる．もう一つの片割れは，定理 5.5.10により

x ŏπa4, a ∀k f ≼ x ŏk f

が成り立つことと次の推論によって示される．

x ŏπa4, a ∀k f ≼ x ŏk f ⇐⇒ a ∀k f ≼ g (定理 3.21.4による)⇐⇒ a ∀k f ≼ x ŏπ (gΩx)4 (定理 5.5.16系 2による)⇐⇒ a ∀k f ≼ one∀π (gΩx)4 (定理 5.5.14系 2による)
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系 7 a ∈ Aε, x ∈ Varε, k ∈ K, f ∈ A{k} とするとき，xが fにおいて aから自由であれば

a ŏπ
(
(x ŏk f)Ωx

)
4 � a ŏk

(
f(x/a)

)
が成り立ち，xが fに自由に現れなければ次の式が成り立つ．

a ŏπ
(
(x ŏk f)Ωx

)
4 � a ŏk f

証明 g = x ŏk fと定める．そうすると，定理 3.16.6と定理 3.16.5により xは gにおいて aから
自由であるから，次のように推論して一番目の式を証明することができる．

a ŏπ(gΩx)4 � g(x/a) (定理 5.5.16による)

= a ŏk
(
f(x/a)

)
(gと代入の定義による)

xが fに自由に現れなければ，定理 3.16.6により xは fにおいて aから自由であり，補題 3.17.2に
より f(x/a) = fが成り立つ．従って一番目の式から二番目の式が得られる．

定理 5.5.17 a ∈ G, λ ∈ Q, x ∈ Varε, k ∈ K, f ∈ A{k} であって xが fに自由に現れなければ，
次の式が成り立つ．

aλπ
(
(x ŏk f)Ωx

)
4 � aλk f

注意 5.5.7 これは定理 5.5.16系 7の後半の類似であるが，その系の前半の形の式は成り立たない．
なぜなら，a ∈ Aε でなければそもそも代入 (x/a)が定義されないからである．

証明 補題 5.2.13によれば，Aから任意の単相格世界W への任意の定付値Φと任意の v ∈ ValW

およびW の基底の任意の元 sに対して

s ŏπ
(
Φ∗
((

(x ŏk f)Ωx
)
4
))
v = s ŏk (Φ∗f)v

の成り立つことを示せばいい．それは次の計算で示される．

s ŏπ
(
Φ∗
((

(x ŏk f)Ωx
)
4
))
v = s ŏπ

(((
(Φ∗x) ŏk (Φ∗f)

)
Ωx
)
v
)
4

=
(((

(Φ∗x) ŏk (Φ∗f)
)
Ωx
)
v
)
s

=
(
(Φ∗x) ŏk (Φ∗f)

)(
(x/s)v

)
= (Φ∗x)

(
(x/s)v

)
ŏk (Φ∗f)

(
(x/s)v

)
= s ŏk (Φ∗f)v

一番目の等式が成り立つのは，Φ∗ ∈ A→WValW が保型準写であって射影 prv ∈WVal→WがU型
代数系としての保型準写だからである．二番目の等式が成り立つのは補題 5.2.10による．四番目
の等式が成り立つのは，(x/s)vの定める射影が U型代数系としての保型準写だからである．五番
目の等式が成り立つのは，(4.3.3)と定理 4.4.1による．

系 x ∈ Varε, k ∈ K, f ∈ A{k} であって xが fに自由に現れなければ，次の式が成り立つ．

≼
(
(x ŏk f)Ωx

)
∀k f
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証明 定理 5.5.17の式において特に λ = ∀, a = (x ŏk f)Ωxとすれば，(
(x ŏk f)Ωx

)
∀π
(
(x ŏk f)Ωx

)
4 �

(
(x ŏk f)Ωx

)
∀k f

なる式が得られる．これと同一律により成り立つ式 ≼
(
(x ŏk f)Ωx

)
∀π
(
(x ŏk f)Ωx

)
4に消去律

を使えば， ≼ ((x ŏk f)Ωx) ∀k f なることが分かる．
系 2 x ∈ Varε, a ∈ Gとし，xが aに自由に現れないと仮定する．このとき，

1. a ' (x ŏπa4)Ωxが成り立つ．

2. Aから任意の単相格世界W への任意の定付値 Φと任意の v ∈ ValW に対し (Φ∗a)vの複化
は
(
Φ∗((x ŏπa4)Ωx

))
vに等しい．すなわち ((Φ∗a)v

)♮
=
(
Φ∗((x ŏπa4)Ωx

))
v．

3. λ ∈ Q, k ∈ P ∈ PK, f ∈ AP のとき aλkf �
(
(x ŏπa4)Ωx

)
λkfが成り立つ．

証明 1.定理 5.5.17においてΛ = ∀, k = π, f = a4とすれば，a∀π ((x ŏπa4)Ωx
)
4 � a ∀πa4

が得られ，これと同一律により成り立つ式 ≼ a ∀πa4に消去律を使えば ≼ a ∀π ((x ŏπa4)Ωx
)
4

が得られ，従って補題 5.5.2によりa ≲ (x ŏπa4)Ωxが成り立つ．他方，系においてk = π, f = a4
とすれば ≼ ((x ŏπa4)Ωx

)
∀πa4が得られ，従って (x ŏπa4)Ωx ≲ aが成り立つ．これら二式

を合わせれば a ' (x ŏπa4)Ωxが得られる．
2. 結論 1により (Φ∗a)v ≡

(
Φ∗((x ŏπa4)Ωx

))
vが成り立って右辺がWδ に属すからである．

3. 結論 2と問題 5.2.8により (Φ∗a)v λk (Φ∗f)v =
(
Φ∗((x ŏπa4)Ωx

))
v λk (Φ∗f)v が成り立つ

からである．

系 3 x ∈ Varε, a, b ∈ Gであって xが aに自由に現れなければ，次の二式が成り立つ．

(x ŏπa4)Ωx u b ' a u b (x ŏπa4)Ωx t b ' a t b

証明 任意の (Φ, v) ∈ Vをとって α = (Φ∗a)v, α ′ =
(
Φ∗((x ŏπa4)Ωx

))
v, β = (Φ∗b)vと定め

る．そうすると，系 2によりα ′ = α♮，従って問題 5.2.7と問題 5.2.6によりα ′uβ ≡ αuβ, α ′tβ ≡
α t βが成り立つ．これからこの系の二式の成り立つことが分かる．

問題 5.5.20 x ∈ Varε のとき，Gの各閉元 aに対して，A∅ の元 fで a ' fΩx, Fvarf ⊆ {x} なる
条件をみたすものが存在する．また，f ′ ∈ A∅ も同じ条件をみたせば f � f ′ が成り立つ．

略解 後半は補題 5.5.3による．

定理 5.5.18 f ∈ A∅, x ∈ Varε であって xが fに自由に現れなければ，次のことが成り立つ．

f � (fΩx) ∃π one4 � one ∃π (fΩx)4 � one∀π (fΩx)4

証明 Aから任意の単相格世界W への任意の定付値 Φと任意の v ∈ ValW をとる．そうすると，
まず問題 5.2.26により(

Φ∗((fΩx)∃π one4))v = (Φ∗(fΩx)
)
v∃π

(
(Φ∗one)v

)
4

= (Φ∗one)v∃π
((
Φ∗(fΩx)

)
v
)
4 =

(
Φ∗(one∃π (fΩx)4))v
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従って (fΩx)∃π one4 � one∃π (fΩx)4 が成り立つ．次に

(Φ∗f)v = 1 ⇐⇒ (Φ∗f)
(
(x/w)v

)
= 1なるw ∈Wε がある⇐⇒ ((

(Φ∗f)Ωx
)
v
)
w = 1なるw ∈Wε がある

⇐⇒ ((
(Φ∗f)Ωx

)
v
)
∃ wなるw ∈Wε がある

⇐⇒ 1 u
(
(Φ∗f)Ωx

)
v 6= 0

⇐⇒ 1 ∃π
((

(Φ∗f)Ωx
)
v
)
4 = 1

⇐⇒ (
Φ∗(one∃π (fΩx)4))v = 1

従って f � one∃π (fΩx)4が成り立つ．ただし，一番目の ⇐⇒ が成り立つのは定理 4.4.1によ
り，二番目の ⇐⇒ が成り立つのは (5.3.1)により，三番目の ⇐⇒ が成り立つのは拡張関係 ∃の
定義による．四番目の ⇐⇒ が成り立つのは，Wδ の最大元 1と最小元 0の性質およびW 上の算
法 uの定義による．五番目の ⇐⇒ が成り立つのは問題 5.2.25により，六番目の ⇐⇒ が成り立
つのは問題 5.5.6により (Φ∗one)v = 1であることによる．
f � one∀π (fΩx)4の成り立つことは，定理 5.5.16系 4で示してあるが，上と同様の次の推論

でも示される．

(Φ∗f)v = 1 ⇐⇒ 任意のw ∈Wε に対して (Φ∗f)
(
(x/w)v

)
= 1

⇐⇒ 任意のw ∈Wε に対して
((

(Φ∗f)Ωx
)
v
)
w = 1

⇐⇒ 任意のw ∈Wε に対して
((

(Φ∗f)Ωx
)
v
)
∃ w

⇐⇒ 1 v
(
(Φ∗f)Ωx

)
v

⇐⇒ 1 ∀π
((

(Φ∗f)Ωx
)
v
)
4 = 1

⇐⇒ (
Φ∗(one ∀π (fΩx)4))v = 1

5.5.7 全包元
§ 全包元についてはこれまでにも折に触れて説明したが，ここでは少しまとめて説明する．

定理 5.5.19 Aの全包元はすべて Aδ − Prmδ に属す．

証明 Aの全包元 aが Prmδ ∪Aεに属すと仮定して矛盾を導く．そのために注意 5.2.3の手順で，
特別な単相格世界W ∈ Wを次のように作る．まず問題 3.12.4により，TF と同類の汎代数系とし
て Aε の台拡大 Sで #S ≥ 2なるものをとる．次に，S上の反射的関係 ∃として相等関係 =をと
る．次に，問題 3.32.30により S上の P測度があるので，その任意の一つ |X|をとる．注意 5.2.3に
よればこれで，Sを基底とし ∃を基本関係とし |X|を測度とする単相格世界W ∈ Wが作れた．
そこで，AからWへの定付値Φと変付値 vを任意にとる．そうすると，aが全包元であるから，

問題 5.2.10によりWδの最大元 1に対して (Φ∗a)v ≡ 1，つまり任意の s ∈Wεに対して (Φ∗a)v ∃ s
が成り立つ．従って，a ∈ Conδ ならΦa = 1となり，a ∈ Varδ なら va = 1となる．しかしこれ
は，Φと vが任意でWδ 6= {1}であるから，問題 4.3.1に反する．従って a ∈ Aεであり，∃が=に
等しいからWε = {(Φ∗a)v}となる．しかしこれは，#Wε ≥ 2であったことに反する．
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定理 5.5.20 a ∈ Gが全包元であるためには，次の三条件のいずれもが必要十分である．

1. 任意の b ∈ Gに対して b ≲ aが成り立つ．

2. 任意の b ∈ Gに対して ≼ b∀πa4が成り立つ．

3. 任意の b ∈ Gと k ∈ P ∈ PK, f ∈ AP なる任意の k, fに対して a ∀k f ≼ b ∀k f が成り立つ．

証明 aが全包元であるために条件 1, 2のいずれもが必要十分であることは，定理 5.5.9で示した．
そこで，条件 2, 3 が同等であることを示そう．
(2 =⇒ 3)定理 5.5.10により，任意の b ∈ Gと k ∈ P ∈ PK, f ∈ AP なる任意の k, fに対して，

b ∀πa4, a ∀k f ≼ b∀k fが成り立つ．これと条件 2により成り立つ式 ≼ b∀πa4に消去律を使え
ば，a ∀k f ≼ b ∀k fの成り立つことが分かる．
(3 =⇒ 2) 条件 3を仮定すると，任意の b ∈ Gに対して特に a ∀πa4 ≼ b ∀πa4が成り立つ．こ
れと同一律により成り立つ式 ≼ a ∀πa4に消去律を使えば， ≼ b ∀πa4なることが分かる．

定理 5.5.21 a ∈ G, x ∈ Varεであって xは aに自由に現れないとする．このとき，aが全包元で
あるためには次の三条件のいずれもが必要十分である．

1. 任意の b ∈ Aε に対して ≼ b ŏπa4が成り立つ．

2. ≼ x ŏπa4が成り立つ．

3. 任意の b ∈ Aεと k ∈ P ∈ PK, f ∈ AP なる任意の k, fに対して a ∀k f ≼ b ŏk f が成り立つ．

証明 定理 3.16.4により，xは a4にも自由に現れない．従って定理 5.5.14系 2により，条件 1, 2

は定理 5.5.20の条件 2と同等である．また，定理 5.5.20の条件 2, 3が同等であることの証明と同
様にすれば，条件 1, 3が同等であることを示すことができる．

5.5.8 固有元
§ この項を通じて，W は反対称律に従う基本関係 ∃を持つ単相格世界であるとし，Φは Aか

らW への定付値であるとする．典型的なのは，∃が順序関係の場合である．

定義 5.5.1 a ∈ Conε がΦに関する固有元であるとは，
、
　あ
、
　る x ∈ Varε に対して

x ŏπa4 ≼Φ a ŏπ x4 (5.5.4)

なる条件をみたすことを言う．

注意 5.5.8 a ∈ ConεがΦに関する固有元であるなら，定理 5.5.2により，任意の b ∈ Aεに対し
て b ŏπa4 ≼Φ a ŏπb4 の成り立つことが分かる．

補題 5.5.4 a ∈ ConεがΦに関する固有元であるためには，Φaが問題 5.2.23で定義した意味で
Wε における個実在であることが必要十分である．
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証明 固有性の条件 (5.5.4)は，任意の v ∈ ValW に対して次の式が成り立つことを意味する．

(Φ∗x)v ŏπ
(
(Φ∗a)v

)
4⋖ (Φ∗a)v ŏπ

(
(Φ∗x)v

)
4

この式は，(Φ∗x)v = vx, (Φ∗a)v = Φaであることと補題 5.2.10とにより，

Φa ∃ vx =⇒ vx ∃ Φa

と書き換えられる．この条件は，∃が反対称的かつ反射的であるから，さらに

Φa ∃ vx ⇐⇒ Φa = vx

と書き換えられる．vがValW 全体に亘って動くとき問題 4.3.1により vxはWε全体に亘って動く
から，固有性の条件 (5.5.4)は，結局，Φa ∃ wなるw ∈WεがΦaに限ることと同等である．従っ
て，aがΦの下での固有元であるためには，Φaが個実在であることが必要十分である．

定理 5.5.22 a ∈ Conε をΦに関する固有元とし k ∈ P ∈ PK, f ∈ AP とすれば，次の二式が成り
立つ．

a ∀k f �Φ a ŏk f a ŏk f �Φ a∃k f

証明 補題 5.5.4により，任意の v ∈ ValW に対して，(Φ∗a)v (= Φa)はWεにおける個実在であ
る．従って問題 5.2.23により，

(Φ∗a)v∀k (Φ∗f)v = (Φ∗a)v ŏk (Φ∗f)v = (Φ∗a)v∃k (Φ∗f)v

が成り立つ．これは定理の二式の成り立つことを意味する．

問題 5.5.21 Aの元 aにおいて単体変数 xが単体変数 y, zから自由であれば，aが用元であるか
体元であるかに応じて，下二式のうちの第一式か第二式が成り立つ．

y ŏπ z4, z ŏπ y4, a(x/y) ≼Φ a(x/z)
y ŏπ z4, z ŏπ y4 ≼Φ a(x/y) ∀πa(x/z)4

ただし (x/y), (x/z)は，xへの y, zそれぞれの代入を表す．

5.5.9 論理と弱論理
§ここでは，第 5.4節で定義した用論対 (H,G)とそれに随伴する式論対の論理・弱論理について
説明する．(H,G)の論理は第 5.4節で用論理と呼んだものに他ならず，定理 3.30.2により，H∗, H

間の関係 Rが Aの用論理であるためには，(H,G)の恒真関係 ≼について

f1 · · · fn Rg =⇒ f1, . . . , fn ≼ g

なる条件をみたすことが必要十分である．やはり定理 3.30.2により，Rが弱論理であるためには，

≼ f1, . . . , ≼ fn
f1 · · · fn Rg

}
=⇒ ≼ g
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なる条件をみたすことが必要十分である．他方，用元式の全体H∗ ×H∗を H⃗で表せば，弱論理の
定義により，式論対の弱論理とは H⃗∗, H⃗間の関係 R ′であって次の条件をみたすものに他ならない．
ただし，α,β, αi, βi (i = 1, . . . , n)は H∗ の元である．

α1 ≼ β1, . . . , αn ≼ βn
α1 → β1, . . . , αn → βn R

′ α→ β

}
=⇒ α ≼ β

以上のことから，これまでに分かった恒真式についての事実は，論理と弱論理についての事実に直
ちに翻訳される．それは枚挙に暇なく，完全性に関連して重要なものは次節で提示するので，ここ
では，それ以外に第 7章で引用する重要なものを例示するに止める．なお，H∗, H間の関係にして
も H⃗∗, H⃗間の関係にしても，算法とみなせるものは「算法」と呼ぶことがある．
まず定理 5.5.2から，次のことが直ちに分かる．

定理 5.5.23 x1, . . . , xl を Aの相異なる変数とし，ak を Aσxk の元とする (k = 1, . . . , l)．このと
き，Hの元 fでそこにおいて各 kについて xkが akから自由であるものに f(xk/ak)を対応させる
H上の算法は弱論理である．

ただし記号 (xk/ak)は，x1, . . . , xl への a1, . . . , al の代入(
x1, . . . , xl

a1, . . . , al

)
の略記である．そこで，この算法を代入と呼ぶ．つまり，この代入算法を仮に ρで表すと，

Dom ρ = {f ∈ H | fにおいて xk が ak から自由 (k = 1, . . . , l)}

であり，f ∈ Dom ρに対して次の式が成り立つ．

ρ f = f

(
x1, . . . , xl

a1, . . . , al

)
第 3.9.7項で説明した関係の分数式定義法によれば，ρは次のように記述することもできる．

f

f(xk/ak)

(
fにおいて xk が ak から自由 (k = 1, . . . , l)

)
以後はもっぱらこういう書き方をすることにする．

問題 5.5.22 次の六つの算法は H上の用論理である．
a ŏπb4 a ŏk f

b ∃k f
a ŏπ b4 b ∀k f

a ŏk f

apπb4 ap+ qk f

bqk f

ap+ qπb4 apk f

bqk f

apπb4 bqk f

ap+ qk f

ap+ qπb4 bqk f

apk f

略解 定理 5.2.15とその系による．
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5.6 完全性定理
＄ この節では，単相格論理学における完全性定理を証明する．
そこでこの節を通じて，(A, T, σ,Prm),Wを単相格論理系とし，Kと Pを Aの格集合と限量系

とし，その他の記号の意味もこれまで通りとする．特に，T = {δ, ε}∪PKであり，Aの限量子系Q

は正負の限量子系Pと ¬Pの直和であり，Pは Pの区間包または偏区間包であり，HはAの用元
の全体であり，各 f ∈ Hの格域を Kf で表す．そこで，さらに次の仮定を設ける

1. 各 f ∈ Hに対し Kf は有限集合である．

2. Pは Pの偏区間包である．

3. Varε と Aε はどちらも可算集合である．

定理 5.1.2により Aε = [Prmε]F であるから，条件 3は Varε が可算集合で Conε と Fが高々可算
の集合であることと同等である．
条件 1と 3は数理心理学の観点から見ると妥当な仮定であるが，条件 2が妥当かどうかも，条件

2を取り除くことも，未解決の問題である．そしてこの問題は，「人が量を認識するとは如何なるこ
とか」という問題の根本に関わっているように思われる．ただし問題 3.9.26によれば，Pにおいて
最少元以外の元に直前の元があれば，Pの区間包と偏区間包が一致するから，条件 2は取り除くこ
とができる．たとえば Pが非負整数の全体 Z0 に等しければ，この条件がみたされる．
前節までに設けた定義や規約は継承する．特に，第 5.4節で定めた通り，AからWに属す共通
の単相格世界への定付値と変付値および Kからその単相格世界への格付値の組みの全体をWで表
し，各 (Φ, v, θ) ∈ Wに対して Hから Tへの写像 f 7→ (

(Φ∗f)v
)
(θ|Kf)を Φv,θ で表し，こういう

写像の全体を Gで表す．そうすると，(H,G)が単相格論理系 (A, T, σ,Prm),Wの定める用論対で
あり，これに関して完全な論拠を見つけるために注意 3.30.6の手順 1, 2を実行することがこの節
の目標である．

5.6.1 用元式についての弱完全性定理
§ここでは，用論対 (H,G)に対して注意 3.30.6の手順 1を行なう．すなわち (H,G)の特性法則
を見つける．そのためにまず，AからWに属す共通の単相格世界への定付値と変付値の組みの全
体をこれまで通りVで表す．次に，第 3.30.1項に沿って定義と規約を設ける．すなわち，用元式
の全体を H⃗で表す．

H⃗ = H∗ ×H∗

そうすると，第 5.5節で各 (Φ, v) ∈ Vに対して定めた (Φ, v)真関係≼Φ,vと恒真関係≼は，第 3.9

節における「関係」の定義により H⃗の部分集合であるが，記号 ≼Φ,v と ≼が集合を表すのにそぐ
わないので，記号 H⃗Φ,v と C⃗でも表すことにする．

H⃗Φ,v = {α→ β ∈ H⃗ | α ≼Φ,v β} C⃗ = {α→ β ∈ H⃗ | α ≼ β}

すなわち，H⃗Φ,vは (Φ, v)真式の全体であり，C⃗は (H,G)の恒真式の全体であると共に，(H,G)に
随伴する式論対の核である．さらに，(Φ, v)をV全体に亘らせての H⃗Φ,v の全体を G⃗で表す．

G⃗ = {H⃗Φ,v | (Φ, v) ∈ V}
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そうすると，G⃗は PH⃗の部分集合であるから，(H⃗, G⃗)は論対である．この論対は用論対 (H,G)に随
伴する式論対そのものではないが，以上の定義と定理 5.5.1系により

C⃗ =
⋂

(Φ,v)∈V H⃗Φ,v =
⋂
X∈G⃗

X

であるから，(H⃗, G⃗)は式論対と核 C⃗を共有する．つまり (H⃗, G⃗)は式論対と弱同値である．
従って，(H,G)の特性法則を見つけるというこの項の目標は，H⃗上の論拠 (R⃗, D⃗)で G⃗弱完全な

もの，つまり C⃗ = [D⃗]
R⃗
をみたすものを提示することとなる．それは言い換えれば，H∗ 上の関係

についての生成的法則 (R⃗, D⃗)で恒真関係 ≼を最小 (R⃗, D⃗)関係と成すものを提示することである．
以下，そういう論拠・生成的法則 (R⃗, D⃗)を一組み提示する．恒真関係≼が最小 (R⃗, D⃗)関係であ

るためには，≼が生成的法則 (R⃗, D⃗)に従うことが必要である．論拠 (R⃗, D⃗)が G⃗に関して弱完全で
あるためには，R⃗が論対 (H⃗, G⃗)の弱論理であって D⃗ ⊆ C⃗であることが必要である．R⃗が弱論理で
あるとは C⃗が R⃗で閉じていることであり，それは，R⃗の下記分数式表示における分子に現れる式
がすべて恒真式であれば分母も恒真式であることに他ならない．また，D⃗ ⊆ C⃗であることは D⃗の
各元が恒真式であることに他ならない．そこで (R⃗, D⃗)を提示するに当たっては，R⃗が弱論理であっ
て D⃗ ⊆ C⃗である理由，つまり ≼が生成的法則 (R⃗, D⃗)に従う理由を添え示す．
以下に示す論拠 (R⃗, D⃗) の表とその弱完全性の証明法は，第 3.23 節の命題論理系に対するもの

と第 4.9.1項の一階述語論理系に対するものに倣うと共に，水村泰明氏の東京大学 2000年度修士
論文「論理体系MCLの完全性」における単相格論理系に対するものに基づいている [11]．ただし
水村氏の扱った当時の単相格論理系は，限量子の範囲を現在の Qから {p, p | p ∈ P}に制限した
ものであった．また，意味論・完全性論の基礎を成す第 3.26節 – 第 3.30節の論対論・論拠論や
その準備を成す節は，当時は存在しなかったか今よりかなり貧弱であった．また水村氏の証明に
は，代入値換定理 4.4.2を適用する際に変数の自由性を顧慮し忘れるなどの誤りもあった．従って
以下の説明は，水村氏以後の進展を踏まえると共に水村氏の誤りを正したものである．また，水村
氏の提示した論拠 (R ′, D ′)では R ′ が大きくD ′ が小さいのに対して，以下に提示する論拠 (R⃗, D⃗)

では R⃗が小さく D⃗が大きい．ただし，R ′ と R⃗の大きい小さいは，個数の多い少ないを意味する
と共に，分数式表示の複雑簡単をも意味する．これは，用論対 (H,G)に関して完全な論拠を提示
するという本来の目的へ向けて行なう手順 2のためには，R⃗の小さいことが望ましいからである．
なお，水村氏の提示した論拠 (R ′, D ′)では双対性が軽視されているのに対し，以下に提示する論
拠 (R⃗, D⃗)では双対性を重視している．なおまた (R⃗, D⃗)は，弱完全性の証明だけを目的とするなら
もっと小さく絞ることもできる．たとえば，R⃗に含まれる「片格出関係」「片格入関係」以外の関
係においては，分母分子中の用元はすべて文であるとしていい．また，D⃗に属す t,+式において
は k = π, f = one4としていい．しかし，そういう絞りは敢えてしていない．双対性を重視した
のも，(R⃗, D⃗)を絞らないのも，何事につけ「経済性」にではなく「機能美」に事の本質が潜んでい
るのではないかと考えるからである．
しかし何はともあれ，命題論理学や述語論理学などと違って限量系や測度などの根本的に新しい

概念を含む単相格論理学の誕生間の無くの時期に完全性の問題に先鞭をつけて短期間のうちに正鵠
を射た水村氏の行動力・数学的力量・努力は，称賛すべきものである [12]．

[11]この論理体系は論理系とは異なる概念である．
[12]努力の程を紹介すれば，証明完成までに使った計算紙が 1 メートルも積み上がったそうである．
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5.6.1.1 論拠としての (R⃗, D⃗)

‡ ここでは (R⃗, D⃗)を定義する．まず R⃗は，次表に示す十一種十九個の関係の和とする（用元式
の向きに注意）．ただし，α,β, γ, δ ∈ H∗, f, g ∈ Hとする．終わりの三つの関係には他のただし書
きもある．

α→ β

fα→ β

α← β

fα← β
(付加関係)

ffα→ β

fα→ β

ffα← β

fα← β
(巾等関係)

αfgβ→ γ

αgfβ→ γ

αfgβ← γ

αgfβ← γ
(置換関係)

α→ x xβ→ δ

αβ→ δ

α← x xβ← δ

αβ← δ
(消去関係)

fgα→ β

f∧g, α→ β

α→ fβ α→ gβ

α→ f∧g, β
(下限関係)

fα→ β gα→ β

f∨g, α→ β

α→ fgβ

α→ f∨g, β
(上限関係)

α→ fβ

f♢α→ β

fα→ β

α→ f♢β
(両補関係)

α→ fβ gα→ β

f⇒g, α→ β

fα→ gβ

α→ f⇒g, β (三導関係)

→ f→ a ŏk f
(片格出関係)

ただし，a ∈ Aε, k ∈ Kf とする．また，矢印の左側の空白は空列であり，以後も同様である．→ x ŏk f→ f
(片格入関係)

ただし，x ∈ Varε, k ∈ Kf とし，xは fに自由に現れないものとする．
→ f→ one∀π (fΩx)4

(片 ∀x出関係)

ただし，f ∈ A∅, x ∈ Varεとする．また記号「one」は，これまでは任意の閉全包元を表してきた
が，ここでは，x0 ∈ Varε を一つ任意に定めて作った (x0 ŏπ x04)Ωx0 なる閉全包元を表す．

one = (x0 ŏπ x04)Ωx0

以下の D⃗の表から第 5.6.2項にかけてもそうである．
付加関係から三導関係までの八種十六個の関係が (H⃗, G⃗)の弱論理であることは例 3.30.1から，あ

るいは定理 5.5.5と定理 3.21.10から分かる．片格出関係・片格入関係が弱論理であることは定理
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5.5.12から分かる．片 ∀x出関係が弱論理であることは定理 5.5.16系 3による．なお，これを片 ∀
出関係とか片 ∀π出関係とかでなく片 ∀x出関係と呼ぶ理由については注意 5.5.6参照．
次に D⃗は，次表に示す二十五種の式すべてから成る集合とする（式の下のただし書きに注意）．

f→ f (反復式)

ただし f ∈ Hとする．これらが恒真式であるのは，恒真関係 ≼が反復律に従うからである．

→ a ŏπa4 (同一式)

ただし a ∈ Aε とする．これらが恒真式であるのは，≼が定理 5.5.3の同一律に従うからである．

a∞π one4→ (∞式)

ただし a ∈ Gとし，∞は Pの最大元とし，∞が存在する場合にのみこの式を定める．これらが恒
真式であることは問題 5.2.27から分かる．

aλk (b ŏl f)⇄ b ŏl (aλk f) (交換式)

ただし a ∈ G, b ∈ Aε, f ∈ H, k, l ∈ Kf, k 6= l, λ ∈ {ŏ}∪Qとし，λ = ŏの場合は a ∈ Aεとする．
また二重の矢印⇄は，式aλk (b ŏl f)→ b ŏl (aλk f)とその逆向きの式aλk (b ŏl f)← b ŏl (aλk f)

をまとめて示すための工夫であり，以後も同様である．これらが恒真式であることは定理 5.2.18か
ら分かる．

(ai ŏki)i=1,...,l(f∧g)⇄ (ai ŏki)i=1,...,mf∧(ai ŏki)i=n+1,...,lg (∧式)

(ai ŏki)i=1,...,l(f∨g)⇄ (ai ŏki)i=1,...,mf∨(ai ŏki)i=n+1,...,lg (∨式)

(ai ŏki)i=1,...,l(f⇒g)⇄ (ai ŏki)i=1,...,mf⇒(ai ŏki)i=n+1,...,lg (⇒式)

ただし∧式・∨式・⇒式において，ai ∈ Aε (i = 1, . . . , l), f, g ∈ Hとし，k1, . . . , knを Kf − Kg

の相異なる元とし，kn+1, . . . , kmを Kf ∩ Kgの相異なる元とし，km+1, . . . , klを Kg − Kfの相異
なる元とする (0 ≤ n ≤ m ≤ l)．また，(ai ŏki)i=1,...,l(f∧g)は第 5.2.5項の記法に準じた記法で，
a1 ŏk1 (a2 ŏk2 (· · · (al ŏkl (f∧g)) · · · ))の略記であり，その他の類似の表現の意味も同様である．
これらの式が恒真であることは定理 5.2.5から分かる．

(ai ŏki)i=1,...,n(f
♢)⇄

(
(ai ŏki)i=1,...,nf

)♢ (♢式)

ただし，ai ∈ Aε (i = 1, . . . , n), f ∈ Hとし，k1, . . . , kn を Kf の相異なる元とする．これらが恒
真式であることは定理 5.2.4系 4から分かる．

a¬λk f⇄ aλk f♢ (¬式)

aλ◦k f⇄ (aλk f)♢ (◦式)

ただし ¬式と ◦式において，a ∈ G, f ∈ H, k ∈ Kf, λ ∈ Qとする．これらが恒真式であること
は定理 5.2.8の注意 5.2.11から分かる．

a (λ ∩ µ)k f⇄ aλk f∧aµk f (∩式)

a (λ ∪ µ)k f⇄ aλk f∨aµk f (∪式)
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ただし ∩式と ∪式において，a ∈ G, f ∈ H, k ∈ Kfとし，λ, µ ∈ ¬Pまたは λ, µ ∈ Pとする．こ
れらが恒真式であることは定理 5.2.9から分かる．

aλk f⇄ aλπ
(
(x ŏk f)Ωx

)
4 (Q式)

ただし a ∈ G, f ∈ H, Kf = {k}, λ ∈ Q, x ∈ Varε とし，xが fに自由に現れないとする．これら
が恒真式であることは定理 5.5.17から分かる．

a pπb4⇄ (a u b) pπ one4 (P式)

ただし a, b ∈ G, p ∈ Pとする．これらが恒真式であることは問題 5.2.26から分かる．
one∀π

(
(f⇒g)Ωx)4→ f⇒ one ∀π (gΩx)4 (∀x,⇒式)

ただし f, g ∈ A∅, x ∈ Varε とし，xは fに自由に現れないものとする．これらが恒真式であるこ
とは定理 5.5.16系 5 から分かる．これを ∀,⇒式とか ∀π,⇒式とかでなく ∀x,⇒式と呼ぶ理由は
片 ∀x出関係と同様である（定理 4.8.3参照）．

one ∀π
((
(x ŏπa4)⇒(x ŏk f)

)
Ωx
)
4→ a ∀k f (∀式)

ただし x ∈ Varε, a ∈ G, f ∈ H, Kf = {k}とし，xが a, fに自由に現れないとする．これらが恒真
式であることは定理 5.5.16系 6から分かる．

a ∀πb4∧apk f→ bpk f (∀π, (·→)式)

ただし a, b ∈ G, f ∈ H, k ∈ Kf, p ∈ Pとする．これらが恒真式であることは定理 5.2.10系また
は定理 5.2.15から分かる．

(a t b)p+ qk f→ apk f∨bqk f (t,+式)

ただし a, b ∈ G, p, q ∈ P, f ∈ H, k ∈ Kf とする．これらが恒真式であることは定理 5.2.13から
分かる．

one2 pk f→ (one2 式)

ただし p ∈ P, f ∈ H, k ∈ Kfとする．これらが恒真式であることは，単相格世界における算法 pk

の定義と測度の零値性から分かる．
b ŏπa4→ a ∃π one4 (∃式)

ただし a ∈ G, b ∈ Aεとする．これらが恒真式であることは補題 5.2.10と問題 5.2.27から分かる．
(a u b)4⇄ a4∧b4 (u式)

(a t b)4⇄ a4∨b4 (t式)

(a2)4⇄ (a4)♢ (2式)

ただし u式・t式・2式において a, b ∈ Gとする．これらが恒真式であることは問題 5.2.11から
分かる．

a ŏπ (fΩx)4⇄ f(x/a) (Ωx式)

ただし a ∈ Aε, f ∈ A∅, x ∈ Varε とし，xが fにおいて aから自由であるとし，右辺の (x/a)は
代入を表す．これらが恒真式であるのは定理 5.5.16による．

one∀π (fΩx)4→ f (∀x入式)

ただし f ∈ A∅, x ∈ Varε とする．これらが恒真式であるのは定理 5.5.16系 4による．これを ∀入
式とか ∀π入式とかでなく ∀x入式と呼ぶ理由は片 ∀x出関係と同様である．
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5.6.1.2 生成的法則としての (R⃗, D⃗)

‡ 前条では (R⃗, D⃗)を H⃗上の論拠として定義したが，(R⃗, D⃗)は H∗ 上の関係についての生成的
法則とみなされ，[D⃗]

R⃗
は最小 (R⃗, D⃗)関係とみなされる．そこで，H∗上の関係とみなした [D⃗]

R⃗
を

≼∗ で表し，≼∗ の H×Hへの制限の対称核を �∗ で表す（注意 3.21.1参照）．そうすると ≼∗ は，
(R⃗, D⃗)関係の一つとして，(R⃗, D⃗)を成す関係と式に対応する弱ブール律と消去律と下記の二十七法
則に従い，従って定理 3.21.10によりブール律にも従う．また，補題 3.21.1により �∗は同値律に
従う．なお，反復式に対応する反復律はブール律に吸収されるので記さない．

≼∗ f =⇒ ≼∗ a ŏk f (片格出律)

ただし，f ∈ H, a ∈ Aε, k ∈ Kf とする．

≼∗ x ŏk f =⇒ ≼∗ f (片格入律)

ただし，f ∈ H, x ∈ Varε, k ∈ Kf とし，xは fに自由に現れないものとする．

≼∗ f =⇒ ≼∗ one∀π (fΩx)4 (片 ∀x出律)

ただし，f ∈ A∅, x ∈ Varε とする．
≼∗ a ŏπa4 (同一律)

ただし a ∈ Aε とする．
a∞π one4 ≼∗ (∞律)

ただし a ∈ Gとし，∞は Pの最大元とし，∞が存在する場合にのみこの法則がみたされる．
aλk (b ŏl f) �∗ b ŏl (aλk f) (交換律)

ただし a ∈ G, b ∈ Aε, f ∈ H, k, l ∈ Kf, k 6= l, λ ∈ {ŏ}∪Qとし，λ = ŏの場合は a ∈ Aεとする．

(ai ŏki)i=1,...,l(f∧g) �∗ (ai ŏki)i=1,...,mf∧(ai ŏki)i=n+1,...,lg (∧律)

(ai ŏki)i=1,...,l(f∨g) �∗ (ai ŏki)i=1,...,mf∨(ai ŏki)i=n+1,...,lg (∨律)

(ai ŏki)i=1,...,l(f⇒g) �∗ (ai ŏki)i=1,...,mf⇒(ai ŏki)i=n+1,...,lg (⇒律)

ただし∧律・∨律・⇒律において，ai ∈ Aε (i = 1, . . . , l), f, g ∈ Hとし，k1, . . . , knを Kf − Kg

の相異なる元とし，kn+1, . . . , kmを Kf ∩ Kgの相異なる元とし，km+1, . . . , klを Kg − Kfの相異
なる元とする (0 ≤ n ≤ m ≤ l)．

(ai ŏki)i=1,...,n(f
♢) �∗

(
(ai ŏki)i=1,...,nf

)♢ (♢律)

ただし ai ∈ Aε (i = 1, . . . , n), f ∈ Hとし，k1, . . . , kn を Kf の相異なる元とする．

a¬λk f �∗ aλk f
♢ (¬律)

aλ◦k f �∗ (aλk f)♢ (◦律)

ただし ¬律と ◦律において，a ∈ G, f ∈ H, k ∈ Kf, λ ∈ Qとする．

a (λ ∩ µ)k f �∗ aλk f∧aµk f (∩律)
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a (λ ∪ µ)k f �∗ aλk f∨aµk f (∪律)

ただし ∩律と ∪律において，a ∈ G, f ∈ H, k ∈ Kf とし，λ, µ ∈ ¬Pまたは λ, µ ∈ Pとする．

aλk f �∗ aλπ
(
(x ŏk f)Ωx

)
4 (Q律)

ただし a ∈ G, f ∈ H, Kf = {k}, λ ∈ Q, x ∈ Varε とし，xが fに自由に現れないとする．

a pπb4 �∗ (a u b) pπ one4 (P律)

ただし a, b ∈ G, p ∈ Pとする．

one∀π
(
(f⇒g)Ωx)4 ≼∗ f⇒ one∀π (gΩx)4 (∀x,⇒律)

ただし f, g ∈ A∅, x ∈ Varε とし，xは fに自由に現れないものとする．

one ∀π
((
(x ŏπa4)⇒(x ŏk f)

)
Ωx
)
4 ≼∗ a ∀k f (∀律)

ただし x ∈ Varε, a ∈ G, f ∈ H, Kf = {k}とし，xが a, fに自由に現れないとする．

a ∀πb4∧apk f ≼∗ bpk f (∀π, (·→)律)

ただし a, b ∈ G, f ∈ H, k ∈ Kf, p ∈ Pとする．

(a t b)p+ qk f ≼∗ apk f∨bqk f (t,+律)

ただし a, b ∈ G, p, q ∈ P, f ∈ H, k ∈ Kf とする．なお定理 3.21.2によれば，ブール律の下では
t,+律は (a t b)p+ qk f ≼∗ apk f, b qk f なる法則と同等である（補題 5.6.3参照）．

one2 pk f ≼∗ (one2 律)

ただし p ∈ P, f ∈ H, k ∈ Kf とする．

b ŏπa4 ≼∗ a ∃π one4 (∃律)

ただし a ∈ G, b ∈ Aε とする．

(a u b)4 �∗ a4∧b4 (u律)

(a t b)4 �∗ a4∨b4 (t律)

(a2)4 �∗ (a4)♢ (2律)

ただし u律・t律・2律において a, b ∈ Gとする．

a ŏπ (fΩx)4 �∗ f(x/a) (Ωx律)

ただし a ∈ Aε, f ∈ A∅, x ∈ Varε とし，xが fにおいて aから自由であるとする．

one∀π (fΩx)4 ≼∗ f (∀x入律)

ただし f ∈ A∅, x ∈ Varε とする．
以上に記した ≼∗ についてのブール律と二十七法則から，≼∗ が従う他の法則を以下のように導

くことができる．
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補題 5.6.1 ai ∈ Aε (i = 1, . . . , n), f1, . . . , fm ∈ Hとし，k1, . . . , knを Kf1 ∩ · · · ∩ Kfm の相異な
る元とすれば，次の式が成り立つ．ただし，算法 ∧,∨を適用する順番（括弧の付け方）は任意と
する．

(ai ŏki)i=1,...,n(f1∧ · · ·∧ fm) �∗ (ai ŏki)i=1,...,nf1∧ · · ·∧(ai ŏki)i=1,...,nfm (一般 ∧律)

(ai ŏki)i=1,...,n(f1∨ · · ·∨ fm) �∗ (ai ŏki)i=1,...,nf1∨ · · ·∨(ai ŏki)i=1,...,nfm (一般 ∨律)

証明 代表的に一般∨律を証明する．m = 1ならこの法則は自明にみたされる．そこでm > 1と
仮定してmについての帰納法を使う．左辺での括弧の付け方が (f1∨ · · ·∨ fj)∨(fj+1∨ · · ·∨ fm)

であれば，∨律により

(ai ŏki)i(f1∨ · · ·∨ fm) �∗ (ai ŏki)i(f1∨ · · ·∨ fj)∨(ai ŏki)i(fj+1∨ · · ·∨ fm)

が成り立つ．ただし，(ai ŏki)i は (ai ŏki)i=1,...,n を表す．他方で，帰納法の仮定により

(ai ŏki)i(f1∨ · · ·∨ fj) �∗ (ai ŏki)if1∨ · · ·∨(ai ŏki)ifj

(ai ŏki)i(fj+1∨ · · ·∨ fm) �∗ (ai ŏki)ifj+1∨ · · ·∨(ai ŏki)ifm

従って定理 3.21.2により一般 ∨律の式が得られる（定理 3.21.7参照）．

補題 5.6.2 a ∈ G, f ∈ H, k ∈ Kf とし，λ1, . . . , λn ∈ ¬Pまたは λ1, . . . , λn ∈ Pとすれば，次の
式が成り立つ．ただし，算法 ∧,∨を適用する順番（括弧の付け方）は任意とする．

a (λ1 ∩ · · · ∩ λn)k f �∗ aλ1k f∧ · · ·∧aλnk f (一般 ∩律)

a (λ1 ∪ · · · ∪ λn)k f �∗ aλ1k f∨ · · ·∨aλnk f (一般 ∪律)

証明 代表的に一般∪律を証明する．n = 1ならこの法則は自明にみたされる．そこでn > 1と仮定
してnについての帰納法を使う．∪律により a (λ1∪· · ·∪λn)k f �∗ a (λ1∪· · ·∪λn−1)k f∨aλnk f
が成り立つ．他方で，帰納法の仮定により a (λ1∪· · ·∪λn−1)k f �∗ aλ1k f∨ · · ·∨aλn−1k f，従っ
て定理 3.21.2により a (λ1 ∪ · · · ∪λn−1)k f∨aλnk f �∗ aλ1k f∨ · · ·∨aλn−1k f∨aλnk f が成り
立つ．一番目と三番目の式から一般 ∪律の式が得られる．

補題 5.6.3 a1, . . . , an ∈ G, p1, . . . , pn ∈ P, f ∈ H, k ∈ Kf のとき次の式が成り立つ．ただし，
左辺において算法 tを適用する順番（括弧の付け方）は任意とする．

(a1 t · · · t an)p1 + · · ·+ pnk f ≼∗ a1 p1k f, · · · , an pnk f (一般 t,+律)

証明 n = 1ならこの法則は自明にみたされる．そこで n > 1と仮定して nについての帰納法を使
う．括弧の付け方が a1 t · · · t an = (a1 t · · · t ai) t (ai+1 t · · · t an)であれば，t,+律により

(a1 t · · · t an)p1 + · · ·+ pnk f

≼∗ (a1 t · · · t ai)p1 + · · ·+ pik f, (ai+1 t · · · t an)pi+1 + · · ·+ pnk f

が成り立ち，帰納法の仮定により

(a1 t · · · t ai)p1 + · · ·+ pik f ≼∗ a1 p1k f, · · · , ai pik f

(ai+1 t · · · t an)pi+1 + · · ·+ pnk f ≼∗ ai+1 pi+1k f, · · · , an pnk f

が成り立つ．これら三式に消去律を使えば一般 t,+律の式が得られる．
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補題 5.6.4 a1, . . . , an ∈ Gなら次の式が成り立つ．ただし，算法 u,t,∧,∨を適用する順番（括
弧の付け方）は任意とする．

(a1 u · · · u an)4 �∗ a14∧ · · ·∧an4 (一般 u律)

(a1 t · · · t an)4 �∗ a14∨ · · ·∨an4 (一般 t律)

証明 代表的に一般 t律を証明する．n = 1ならこの法則は自明にみたされる．そこで n > 1と仮
定してnについての帰納法を使う．括弧の付け方が a1t· · ·tan = (a1t· · ·tai)t(ai+1t· · ·tan)
であれば，t律により

(a1 t · · · t an)4 �∗ (a1 t · · · t ai)4∨(ai+1 t · · · t an)4

が成り立ち，帰納法の仮定により

(a1 t · · · t ai)4 �∗ a14∨ · · ·∨ai4

(ai+1 t · · · t an)4 �∗ ai+14∨ · · ·∨an4

が成り立つ．従って定理 3.21.2により一般 t律の式が成り立つ．

補題 5.6.5 f1, . . . , fm, g1, . . . , gn ∈ H, α, β ∈ H∗, a ∈ Aε とし，k ∈ Kが f1, . . . , fm, g1, . . . , gn

の格域に属すが α,βに現れる用元の格域には属さないものと仮定する．このとき次のことが成り
立つ．

f1 · · · fm, α ≼∗ g1 · · ·gn, β

=⇒ a ŏk f1, · · · , a ŏk fm, α ≼∗ a ŏk g1, · · · , a ŏk gn, β
(格出律)

証明 m = n = 0の場合には自明に成り立つから，m ≥ 1または n ≥ 1と仮定する．そうする
と，≼∗ がブール関係であるから，格出律の前提式を次のように変形して論証することができる．
すなわち h = (f1∧ · · ·∧ fm)∧(g1∨ · · ·∨gn)♢ と定める．また，α = f ′1 · · · f ′m ′ , β = g ′

1 · · ·g ′
n ′

なる用元 f ′1, . . . , f
′
m ′ , g ′

1, . . . , g
′
n ′ をとって h ′ = (f ′1∧ · · ·∧ f ′m ′)♢ ∨(g ′

1∨ · · ·∨g ′
n ′) と定める（こ

こで，問題 3.21.5により αβが空列でないと仮定していいことに留意）．そうすると定理 3.21.2

と定理 3.21.3と定理 3.21.4により，前提式は ≼∗ h⇒h ′ と変形され，これから片格出律により
≼∗ a ŏk (h⇒h ′)が得られる．他方で，kが hの格域に属し h ′の格域に属さないから，⇒律によ
り a ŏk (h⇒h ′) �∗ a ŏkh⇒h ′ が成り立つ．従って消去律と定理 3.21.4により a ŏkh ≼∗ h

′ が
得られる．また他方で，♢律・定理 3.21.2・∧律により次の式が成り立つ．(

a ŏk (f1∧ · · ·∧ fm)
)
∧
(
a ŏk (g1∨ · · ·∨gn)

)♢
�∗
(
a ŏk (f1∧ · · ·∧ fm)

)
∧
(
a ŏk (g1∨ · · ·∨gn)♢

)
�∗ a ŏkh

従って消去律により (
a ŏk (f1∧ · · ·∧ fm)

)
∧
(
a ŏk (g1∨ · · ·∨gn)

)♢ ≼∗ h
′

が得られ，これから定理 3.21.2と定理 3.21.3により

a ŏk (f1∧ · · ·∧ fm) ≼∗ a ŏk (g1∨ · · ·∨gn), h ′
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が得られる．他方，一般 ∧律と一般 ∨律により

a ŏk f1∧ · · ·∧a ŏk fm �∗ a ŏk (f1∧ · · ·∧ fm)

a ŏk (g1∨ · · ·∨gn) �∗ a ŏk g1∨ · · ·∨a ŏk gn

が成り立つ．以上三式に消去律を使えば

a ŏk f1∧ · · ·∧a ŏk fm ≼∗ a ŏk g1∨ · · ·∨a ŏk gn, h ′

が得られ，これからまた定理 3.21.2と定理 3.21.3により格出律の結論式が得られる．

補題 5.6.6 f1, . . . , fm, g1, . . . , gn ∈ H, α, β ∈ H∗, x ∈ Varε, k ∈ Kとし，xは α,βに現れる用
元と f1, . . . , fm, g1, . . . , gnには自由に現れず，kは f1, . . . , fm, g1, . . . , gnの格域には属すが，α,β
に現れる用元の格域には属さないものと仮定する．このとき次のことが成り立つ．

x ŏk f1, · · · , x ŏk fm, α ≼∗ x ŏk g1, · · · , x ŏk gn, β

=⇒ f1 · · · fm, α ≼∗ g1 · · ·gn, β
(格入律)

証明 格出律の証明と同様の筋道を逆に辿ればいい．すなわち，α = f ′1 · · · f ′m ′ , β = g ′
1 · · ·g ′

n ′ な
る用元 f ′1, . . . , f

′
m ′ , g ′

1, . . . , g
′
n ′ をとって h ′ = (f ′1∧ · · ·∧ f ′m ′)♢ ∨(g ′

1∨ · · ·∨g ′
n ′) と定める．そう

すると格入律の前提式は

x ŏk f1∧ · · ·∧ x ŏk fm ≼∗ x ŏk g1∨ · · ·∨ x ŏk gn, h ′

と変形される．他方で，一般 ∧律と一般 ∨律により

x ŏk (f1∧ · · ·∧ fm) �∗ x ŏk f1∧ · · ·∧ x ŏk fm
x ŏk g1∨ · · ·∨ x ŏk gn �∗ x ŏk (g1∨ · · ·∨gn)

が成り立つ．以上の三式に消去律を使えば

x ŏk (f1∧ · · ·∧ fm) ≼∗ x ŏk (g1∨ · · ·∨gn), h ′

が得られ，これからさらに(
x ŏk (f1∧ · · ·∧ fm)

)
∧
(
x ŏk (g1∨ · · ·∨gn)

)♢ ≼∗ h
′

が得られる．そこで h = (f1∧ · · ·∧ fm)∧(g1∨ · · ·∨gn)♢ と定めれば，∧律・♢律・定理 3.21.2

により次の各式が成り立つ．

x ŏk h �∗
(
x ŏk (f1∧ · · ·∧ fm)

)
∧
(
x ŏk (g1∨ · · ·∨gn)♢

)
�∗
(
x ŏk (f1∧ · · ·∧ fm)

)
∧
(
x ŏk (g1∨ · · ·∨gn)

)♢
従って消去律により x ŏk h ≼∗ h

′が得られ，これからさらに ≼∗ x ŏk h⇒h ′が得られる．他方で，⇒律により x ŏk h⇒h ′ �∗ x ŏk (h⇒h ′)が成り立つ．従って消去律により ≼∗ x ŏk (h⇒h ′)が
得られ，さらに xが h⇒h ′に自由に現れないから，片格入律により ≼∗ h⇒h ′が得られ，これか
ら格入律の結論式が得られる．
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補題 5.6.7 x ∈ Varε, a, b1, . . . , bn ∈ G, α, β ∈ (A∅)
∗, f ∈ H, k ∈ Kf, p, q1, . . . , qn ∈ Pとし，

xは α,βに現れる用元と a, b1, . . . , bnに自由に現れず p ≥
∑n
i=1 qiが成り立つと仮定する（ただ

し n = 0の場合は∑n
i=1 qi = 0とみなす）．ことのとき次のことが成り立つ．

x ŏπa4, α ≼∗ x ŏπ b14, · · · , x ŏπ bn4, β

=⇒ apk f, α ≼∗ b1 q1k f, · · · , bn qnk f, β
(配分律)

注意 5.6.1 Varεが可算集合と仮定しているから，格出律と格入律によれば，α,β ∈ (A∅)
∗との仮

定は α,β ∈ H∗との仮定に緩めることができる（後続の補題 5.6.8の証明参照）．そう緩めれば，上
記配分律は定理 5.5.13の配分律と同一である．

証明 まず n = 0の場合を考え，b = one2と定め qを Pの最小元 0と定める．そうすると，配分
律の前提式 x ŏπa4, α ≼∗ βと付加律により x ŏπa4, α ≼∗ x ŏπ b4, βが成り立つ．また，p ≥ q
が成り立ち，one2律により bqk f ≼∗ が成り立つ．従って apk f, α ≼∗ bqk f, βを示せば，消去
律により apk f, α ≼∗ βが得られる．
以上により，n ≥ 1 と仮定していい．そう仮定すると，格出律の証明と同様に，配分律の前

提式を次のように変形して推論することができる．まず，α = g1 · · ·gl, β = h1 · · ·hm なる文
g1, . . . , gl, h1, . . . , hm をとって

e = (g1∧ · · ·∧gl)∧(h1∨ · · ·∨hm)♢

と定める．そうすると，eも文であり，前提式は

x ŏπa4, e ≼∗ x ŏπ b14∨ · · ·∨ x ŏπ bn4

と変形される．また，一般 ∨律により次の式が成り立つ．

x ŏπ b14∨ · · ·∨ x ŏπ bn4 �∗ x ŏπ (b14∨ · · ·∨bn4)

また，一般 t律により b14∨ · · ·∨bn4 �∗ (b1 t · · · t bn)4 が成り立つから，格出律により

x ŏπ (b14∨ · · ·∨bn4) �∗ x ŏπ (b1 t · · · t bn)4

が成り立つ．従って b = b1 t · · · t bn と定めれば，前提式は

≼∗ e⇒((x ŏπa4)⇒(x ŏπ b4)
)

と変形される．この前提から片 ∀x出律により

≼∗ one ∀π
((
e⇒((x ŏπa4)⇒(x ŏπ b4)

))
Ωx
)
4

が得られる．他方で，定理 3.16.4により xが eに自由に現れないから，∀x,⇒律により
one∀π

((
e⇒((x ŏπa4)⇒(x ŏπ b4)

))
Ωx
)
4, e

≼∗ one ∀π
((
(x ŏπa4)⇒(x ŏπ b4)

)
Ωx
)
4

が成り立ち，定理 3.16.4により xが a, b4に自由に現れないから，∀律により

one∀π
((
(x ŏπa4)⇒(x ŏπ b4)

)
Ωx
)
4 ≼∗ a ∀πb4
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が成り立ち，∀π, (·→)律により

a ∀πb4, a pk f ≼∗ bpk f

が成り立ち，p ≥ q1 + · · ·+ qn との仮定により p ⊆ q1 + · · ·+ qn であるから，∩律により

bpk f ≼∗ bq1 + · · ·+ qnk f

が成り立ち，一般 t,+律により

bq1 + · · ·+ qnk f ≼∗ b1 q1k f, · · · , bn qnk f

が成り立つ．以上六式に消去律を使えば，結局

e, a pk f ≼∗ b1 q1k f, · · · , bn qnk f

が得られ，これから配分律の結論式が得られる．

注意 5.6.2 D⃗の表の ∀π, (·→)式と t,+式は，配分律の証明にしか使わない．従ってこの二種類
の式を次の一種類の式で置き換えることができる．(

a ∀π (b1 t · · · t bn)4
)
∧apk f→ b1 q1k f∨ · · ·∨bn qnk f

ただし a, b1, . . . , bn ∈ G (n ≥ 1), f ∈ H, k ∈ Kf, p, q1, . . . , qn ∈ P, p ≥
∑n
i=1 qi とし，算法

t,∨を適用する順番（括弧の付け方）は任意とする．これらが恒真式であることは問題 5.5.14に
よる．この置き換えにより ≼∗ が法則

a ∀π (b1 t · · · t bn)4, a pk f ≼∗ b1 q1k f, · · · , bn qnk f

に従うようになり，これを配分律の上記証明において ∀π, (·→)律と t,+律の代わりに使うことが
できる．

5.6.1.3 論拠 (R⃗, D⃗)の弱完全性の証明

‡ R⃗が論対 (H⃗, G⃗)の弱論理で D⃗が C⃗に含まれるから，[D⃗]
R⃗
⊆ C⃗は成り立つ．そこでこの逆の

C⃗ ⊆ [D⃗]
R⃗
を以下で証明する．関係を使って表現すれば，すなわち「α ≼ β =⇒ α ≼∗ β」を証明

する．それに背理法を使うために，α ≼ βと α 6≼∗ βをみたす式 α→ βがあると仮定する．こうい
う式を反例式と呼ぶ．また，α 6≼∗ βをみたす式 α → βを第 3.23節に倣って特異式と呼ぶ．従っ
て，反例式は特異式である．文からなる反例式・特異式は文反例式・文特異式と呼ぶ．

補題 5.6.8 文反例式が存在する．

証明 背理法の仮定により反例式が存在する．反例式 f1 · · · fm, α→ g1 · · ·gn, βにおいて，格 kは
f1, . . . , fm, g1, . . . , gnの格域には属すが，α,βに現れる用元の格域には属さないものとする．Varε

が可算集合であると仮定していて定理 3.15.1により各用元にあらわれる素元は有限個であるから，
これら用元のどれにも自由に現れない x ∈ Varε が存在する．そして，≼∗ が格入律に従い ≼が定
理 5.5.12により格出律に従うから，x ŏk f1, · · · , x ŏk fm, α → x ŏk g1, · · · , x ŏk gn, βは反例式で
ある．このことと各用元の格域が有限集合との仮定により，この補題が成り立つ．
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補題 5.6.9 次の条件Gをみたす文反例式 α0 → β0 が存在する．

(G) x ∈ Varεに対して算号Ωxが α0 ∪ β0に属す元に現れれば，その xは α0 ∪ β0に属す元に自
由に現れない．また，閉全包元 oneを定めるのに使った算号Ωx0 は α0 ∪ β0 に属す元に現
れる．

証明 補題 5.6.8により文反例式 α→ βが存在する．≼が付加律に従い，定理 3.30.7により最大
関係ではなく，α ≼ βであるから，αと βのどちらかは空列ではない．そこで α = f1 · · · fm, β =

g1 · · ·gn, (m ≥ 1または n ≥ 1)として

h = (f1∧ · · ·∧ fm)♢ ∨g1∨ · · ·∨gn

と定める．そうすると，問題 5.1.1により hは文である．また，≼と ≼∗ がブール律に従うので，
定理 3.21.2と定理 3.21.3により → hは反例式である．つまり， ≼ hと 6≼∗ hが成り立つ．
任意の f ∈ A∅ と x ∈ Varε に対して，文 one ∀π (fΩx)4を仮に ∀x fで表す（注意 5.5.6参照）．

そうすると定理 5.5.16系 3により，f ∈ A∅ が ≼ fをみたせば，任意の x ∈ Varε に対して ≼ ∀x f
が成り立つ．また，f ∈ A∅ と x ∈ Varε が ≼∗ ∀x fをみたせば，これと ∀x入律により成り立つ
∀x f ≼∗ fに消去律を使って ≼∗ fが得られる．従って，→ fが文反例式であれば，任意の x ∈ Varε

に対して → ∀x fも文反例式である．他方で定理 3.16.4により，任意の f ∈ A∅ と x ∈ Varε に対
して Fvar∀x f = Fvarf − {x}が成り立つ．
以上により，hに自由に現れるVarεの元の全体を含むVarεの空集合でない部分集合 {x1, . . . , xk}

をとれば， → ∀xk · · · ∀x1 hは文反例式であり，∀xk · · · ∀x1 hには Varε の元が自由に現れない．
そこで → ∀xk · · · ∀x1 hを α0 → β0 とすれば，これが条件 Gを自明にみたす．

注意 5.6.3 目標の「α ≼ β =⇒ α ≼∗ β」を証明するには，「α ≼ β, α 6≼∗ β =⇒ 矛盾」という
背理法を使う代わりに，「α 6≼∗ β =⇒ α 6≼ β」という対偶を証明してもいい．しかし，以下の論
法で示し得るのは，「α 6≼∗ βをみたし条件 Gをみたす文式 α→ βについては α 6≼ βが成り立つ」
ことである．それ故に，対偶法ではなく背理法を使い反例式の概念を必要とするのである． 終

以下で，補題 5.6.9で存在の保証された条件Gをみたす文反例式 α0 → β0に対し，α0 6≼Φ,v β0
なる (Φ, v) ∈ Vのあることを示す．それが α0 ≼ β0 と矛盾するから，それで C⃗ ⊆ [D⃗]

R⃗
の背理法

による証明が完成する．こういう (Φ, v)を作るための準備の補題が以下長く続く．

補題 5.6.10 Varε を次の四条件をみたす部分集合 Var ′ε と Var ′′ε で直和分割することができる．

1. x ∈ Var ′ε なら，算号Ωxは α0 ∪ β0 に属す文に現れない．

2. Var ′′ε の元は α0 ∪ β0 に属す文に自由に現れない．

3. Var ′ε は可算集合であり，Var ′′ε は有限集合である．

4. 閉全包元 oneを定めるのに使った x0 ∈ Varε は Var ′′ε に属す．

証明 Varε が可算集合と仮定していて定理 3.15.2により Aの各元に現れる算号は有限個である
から，Ωx が α0 ∪ β0 に属す文に現れるような x ∈ Varε の全体 Var ′′ε は有限集合である．そこ
で Var ′ε = Varε − Var ′′ε と定めれば，この定め方と条件 Gにより，これらが上記四条件と Varε =

Var ′ε qVar ′′ε をみたす． 終
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この補題と定理 5.1.2により Aε = [Prmε]F であることを踏まえて次のように定める．

Prm ′
ε = Conε ∪Var ′ε A ′

ε = [Prm ′
ε]F

そうすると，Aε が可算集合と仮定していて Var ′ε が可算集合であるから，A ′
ε も可算集合である．

次の二条件をみたす a ∈ Aを良元と呼ぶ．

1. x ∈ Var ′ε なら，算号Ωxは aに現れない．

2. Var ′′ε の元は aに自由に現れない．

また，良用元からなる用元式を良式と呼ぶ．従って，α0 ∪β0の元は良文であり，α0 → β0は良文
特異式である．

補題 5.6.11 次のことが成り立つ．

1. A の代数構造に属す抽象子以外の算法 λ に対して λ(a1, . . . , an) が良元であるためには，
a1, . . . , an が良元であることが必要十分である．

2. Aε に属す良元の全体は A ′
ε に等しい．

3. a ∈ Aε, f ∈ A∅, x ∈ Varε に対して a ŏπ (fΩx)4が良元であれば，f(x/a)も良元であって
fにおいて xは aから自由である．

証明 1.定理 3.15.2により，Ωxが λ(a1, . . . , an)に現れるためには，a1, . . . , an のどれかに現れ
ることが必要十分である．また定理 3.16.4により，x ∈ Varεが λ(a1, . . . , an)に自由に現れるため
には，a1, . . . , an のどれかに自由に現れることが必要十分である．従って結論 1が成り立つ．
2.定理 5.1.2によりAε = [Prmε]Fが成り立つ．Aεに属す良元の全体をBで表す．そうすると結論

1により，BはAεにおいてFに関して内外に閉じている．また，良元の定義によりPrmε∩B = Prm ′
ε

が成り立つ．従って問題 3.2.14により B = A ′
ε が成り立つ．

3. 結論 1により aと fΩxは良元である（従って x ∈ Var ′′ε であるが，このことは使わない）．
従って y ∈ Var ′εなら，Ωyは fΩxに現れず，従って定理 3.15.2により fにも現れない．また，定
理 5.1.2により Aε = [Prmε]F であるから，問題 3.15.5により，aには関号以外には算号が現れな
い．従って定理 3.17.9により，y ∈ Var ′ε ならΩyは f(x/a)に現れない．また，Var ′′ε の元は aに
自由に現れず，定理 3.16.4により x以外のVar ′′ε の元は fに自由に現れないから，定理 3.17.1系に
より，Var ′′ε の元は f(x/a)に自由に現れない．以上により f(x/a)も良元である．y ∈ Varεが aに
自由に現れれば，y ∈ Var ′εであるから，上で示したようにΩyは fに現れない．従って定理 3.16.7

により，fにおいて xは aから自由である．

補題 5.6.12 α→ βを良特異式とし，f ∈ Hとする．また，ai ∈ Aε (i = 1, . . . , n)とし，k1, . . . , kn
を Kf の相異なる元とし，ρを n次の置換とする．このとき次のことが成り立つ．

1. (ai ŏki)i=1,...,nf ∈ αなら，(aρi ŏkρi)i=1,...,nf, α→ βも良特異式である．

2. (ai ŏki)i=1,...,nf ∈ βなら，α→ (aρi ŏkρi)i=1,...,nf, βも良特異式である．

証明 各結論の問題の式は補題 5.6.11により良式である．また，交換律と格出律により (ai ŏki)if �∗

(aρi ŏkρi)if が成り立つから，各結論の問題の式は補題 3.23.1により特異である．
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補題 5.6.13 α → βを良特異式とし，f, g ∈ Hとする．また，k1, . . . , kn を Kf − Kg の相異なる
元とし，kn+1, . . . , kmを Kf ∩Kgの相異なる元とし，km+1, . . . , klを Kg −Kfの相異なる元とし，
ai ∈ Aε (i = 1, . . . , l)とする．このとき次のことが成り立つ．

1. (ai ŏki)i=1,...,l(f∧g) ∈ αなら，
(ai ŏki)i=1,...,mf, (ai ŏki)i=n+1,...,lg, α→ β も良特異式である．

2. (ai ŏki)i=1,...,l(f∧g) ∈ βなら，
α→ (ai ŏki)i=1,...,mf, βまたは α→ (ai ŏki)i=n+1,...,lg, βが良特異式である．

3. (ai ŏki)i=1,...,l(f∨g) ∈ αなら，
(ai ŏki)i=1,...,mf, α→ βまたは (ai ŏki)i=n+1,...,lg, α→ βが良特異式である．

4. (ai ŏki)i=1,...,l(f∨g) ∈ βなら，
α→ (ai ŏki)i=1,...,mf, (ai ŏki)i=n+1,...,lg, β も良特異式である．

5. (ai ŏki)i=1,...,l(f⇒g) ∈ αなら，
α→ (ai ŏki)i=1,...,mf, βまたは (ai ŏki)i=n+1,...,lg, α→ βが良特異式である．

6. (ai ŏki)i=1,...,l(f⇒g) ∈ βなら，
(ai ŏki)i=1,...,mf, α→ (ai ŏki)i=n+1,...,lg, β も良特異式である．

証明 各結論の問題の式は，補題 5.6.11により良式であり，補題 3.23.1と∧律・∨律・⇒律と補
題 3.23.3により特異である．

補題 5.6.14 α→ βを良特異式とし，f ∈ Hとする．また，ai ∈ Aε (i = 1, . . . , n)とし，k1, . . . , kn
を Kf の相異なる元とする．このとき次のことが成り立つ．

1. (ai ŏki)i=1,...,n(f
♢) ∈ αなら，α→ (ai ŏki)i=1,...,nf, βも良特異式である．

2. (ai ŏki)i=1,...,n(f
♢) ∈ βなら，(ai ŏki)i=1,...,nf, α→ βも良特異式である．

証明 各結論の問題の式は，補題 5.6.11により良式であり，補題 3.23.1と ♢律と補題 3.23.3によ
り特異である．

補題 5.6.15 α→ βを良特異式とし，a ∈ G, f ∈ H, k ∈ Kf, λ ∈ Qとする．また，ai ∈ Aε (i =

1, . . . , n)とし，k1, . . . , kn を Kf − {k}の相異なる元とする．このとき次のことが成り立つ．

1. (ai ŏki)i=1,...,n(a¬λk f) ∈ αなら，(ai ŏki)i=1,...,n(aλk f
♢), α→ βも良特異式である．

2. (ai ŏki)i=1,...,n(a¬λk f) ∈ βなら，α→ (ai ŏki)i=1,...,n(aλk f
♢), βも良特異式である．

証明 各結論の問題の式は補題 5.6.11により良式である．¬律と格出律により (ai ŏki)i(a¬λk f) �∗

(ai ŏki)i(aλk f
♢) が成り立つから，各結論の問題の式は補題 3.23.1により特異である．

補題 5.6.16 α → β を良特異式とし，a ∈ G, f ∈ H, k ∈ Kf とし，λ1, . . . , λm ∈ ¬P または
λ1, . . . , λm ∈ Pとする．また，ai ∈ Aε (i = 1, . . . , n)とし，k1, . . . , kn を Kf − {k}の相異なる元
とする．このとき次のことが成り立つ．
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1. (ai ŏki)i=1,...,n(a (λ1 ∪ · · · ∪ λm)k f) ∈ αなら，
ある j ∈ {1, . . . ,m}に対して (ai ŏki)i=1,...,n(aλjk f), α→ β が良特異式である．

2. (ai ŏki)i=1,...,n(a (λ1 ∪ · · · ∪ λm)k f) ∈ βなら，
α→ (ai ŏki)i=1,...,n(aλ1k f), · · · , (ai ŏki)i=1,...,n(aλmk f), β も良特異式である．

証明 各結論の問題の式は，補題 5.6.11により良式であり，補題 3.23.1と一般 ∪律・格出律・一
般 ∨律と補題 3.23.3により特異である．

補題 5.6.17 α→ βを良特異式とし，a ∈ G, f ∈ H, k ∈ Kf とし，λ, µ ∈ ¬Pまたは λ, µ ∈ Pと
する．また，ai ∈ Aε (i = 1, . . . , n)とし，k1, . . . , kn を Kf − {k}の相異なる元とする．このとき
次のことが成り立つ．

1. (ai ŏki)i=1,...,n(a (λ ∩ µ)k f) ∈ αなら，
(ai ŏki)i=1,...,n(aλk f), (ai ŏki)i=1,...,n(aµk f), α→ βも良特異式である．

2. (ai ŏki)i=1,...,n(a (λ ∩ µ)k f) ∈ βなら，
α→ (ai ŏki)i=1,...,n(aλk f), βまたは α→ (ai ŏki)i=1,...,n(aµk f), βが良特異式である．

証明 各結論の問題の式は，補題 5.6.11により良式であり，補題 3.23.1と ∩律・格出律・∧律と補
題 3.23.3により特異である．

補題 5.6.18 α→ βを良特異式とし，a ∈ G, f ∈ H, k ∈ Kf, λ ∈ Qとする．また，ai ∈ Aε (i =

1, . . . , n)とし，k1, . . . , kn を Kf − {k}の相異なる元とする．このとき次のことが成り立つ．

1. (ai ŏki)i=1,...,n(aλ
◦k f) ∈ αなら，α→ (ai ŏki)i=1,...,n(aλk f), βも良特異式である．

2. (ai ŏki)i=1,...,n(aλ
◦k f) ∈ βなら，(ai ŏki)i=1,...,n(aλk f), α→ βも良特異式である．

証明 各結論の問題の式は，補題 5.6.11により良式であり，補題 3.23.1と ◦律・格出律・♢律と補
題 3.23.3により特異である．

補題 5.6.19 α → βを良特異式とし，a ∈ G, p ∈ P, f ∈ H, k ∈ Kf, ai ∈ Aε (i = 1, . . . , n)と
し，k1, . . . , kn を Kf − {k}の相異なる元

、
　の
、
　全
、
　体とする．このとき次のことが成り立つ．

1. (ai ŏki)i=1,...,n(a pk f) ∈ αなら，任意の x ∈ Var ′′ε に対して(
a u

(
x ŏk (ai ŏki)i=1,...,nf

)
Ωx
)
pπ one4, α→ β も良特異式である．

2. (ai ŏki)i=1,...,n(a pk f) ∈ βなら，任意の x ∈ Var ′′ε に対して
α→ (

a u
(
x ŏk (ai ŏki)i=1,...,nf

)
Ωx
)
pπ one4, β も良特異式である．

証明 補題 5.6.11と定理 3.16.4により，各結論の問題の式は良式である．なぜならまず，a1, . . . , an,
a, fは良元である．従って (ai ŏki)i=1,...,nfも良元である．x ŏk (ai ŏki)i=1,...,nfには x ∈ Var ′′ε が
自由に現れるが，(x ŏk (ai ŏki)i=1,...,nf)Ωxは良元である．また，one = (x0 ŏπ x04)Ωx0 も良
元である．以上により，(a u

(
x ŏk (ai ŏki)i=1,...,nf

)
Ωx
)
pπ one4は良元である．

各結論の問題の式の特異性を示すために，g = (ai ŏki)i=1,...,nfと定める．そうすると，交換律
と格出律により

(ai ŏki)i=1,...,n(a pk f) �∗ a pkg
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が導かれる．また，Kg = {k}であって xが gに自由に現れないから，Q律により

a pkg �∗ a pπ
(
(x ŏk g)Ωx

)
4

が成り立つ．また，P律により

a pπ
(
(x ŏk g)Ωx

)
4 �∗

(
a u (x ŏk g)Ωx

)
pπ one4

が成り立つ．以上の三つの �∗ 式を合わせて

(ai ŏki)i=1,...,n(a pk f) �∗
(
a u

(
x ŏk (ai ŏki)i=1,...,nf

)
Ωx
)
pπ one4

が得られる．従って補題 3.23.1により，問題の各式は特異である．

補題 5.6.20 α→ βを良文特異式とし，a, b1, . . . , bn ∈ G, p, q1, . . . , qn ∈ Pとし，apπ one4 ∈
α, b1 q1π one4, . . . , bn qnπ one4 ∈ β, p ≥

∑n
i=1 qiとする（ただしn = 0の場合は∑n

i=1 qi = 0

とみなす）．このとき，α,βに現れる文に自由に現れない任意の x ∈ Var ′εに対して，x ŏπa4, α→
x ŏπ b14, · · · , x ŏπ bn4, β も良文特異式である．

証明 問題の式は補題 5.6.11により良式である．また，定理 3.16.4により xは a, b1, . . . , bnにも
自由に現れないから，問題の式は配分律により文特異式である．

補題 5.6.21 α → βを良特異式とし，a ∈ G, a ∃π one4 ∈ βとする．このとき，任意の b ∈ A ′
ε

に対して α→ b ŏπa4, βも良特異式である．

証明 問題の式は，補題 5.6.11により良式であり，補題 3.23.1と ∃律により特異である．

補題 5.6.22 α→ βを良特異式とし，a, b ∈ G, c ∈ Aε とする．このとき次のことが成り立つ．

1. c ŏπ (a u b)4 ∈ αなら，c ŏπ a4, c ŏπ b4, α→ βも良特異式である．

2. c ŏπ (a u b)4 ∈ βなら，α→ c ŏπ a4, βまたは α→ c ŏπ b4, βが良特異式である．

3. c ŏπ (a t b)4 ∈ αなら，c ŏπ a4, α→ βまたは c ŏπ b4, α→ βが良特異式である．

4. c ŏπ (a t b)4 ∈ βなら，α→ c ŏπ a4, c ŏπ b4, βも良特異式である．

証明 各結論の問題の式は，補題 5.6.11により良式であり，補題 3.23.1と u律・t律・格出律・∧

律・∨律と補題 3.23.3により特異である．

補題 5.6.23 α→ βを良特異式とし，a ∈ G, b ∈ Aε とする．このとき次のことが成り立つ．

1. b ŏπ (a2)4 ∈ αなら，α→ b ŏπa4, βも良特異式である．

2. b ŏπ (a2)4 ∈ βなら，b ŏπa4, α→ βも良特異式である．

証明 各結論の問題の式は，補題 5.6.11により良式であり，補題 3.23.1と2律・格出律・♢律と補
題 3.23.3により特異である．

補題 5.6.24 α→ βを良特異式とし，a ∈ Aε, f ∈ A∅, x ∈ Varε とする．このとき次のことが成
り立つ．
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1. a ŏπ (fΩx)4 ∈ αなら，f(x/a), α→ βも良特異式である．

2. a ŏπ (fΩx)4 ∈ βなら，α→ f(x/a), βも良特異式である．

証明 補題 5.6.11により，各結論の問題の式は良式であり，fにおいて xは aから自由である．従っ
て補題 3.23.1とΩx律により，これら各式は特異である． 終

p ∈ Pであれば，問題 3.9.25により，pは連結成分なる区間 p1, . . . , pn の直和である．そこで，
¬p1, . . . ,¬pnを ¬p ∈ ¬Pの連結成分と呼ぶ．また，piの端を ¬piの端とも呼ぶ．そして，Pの元
pが Hの元 fに現れるとは，fに現れるある算号 λk (λ ∈ Q, k ∈ K)に対して，λのある連結成分
の端が pに等しいことを言う．さらに，pが Hの部分集合 Xに現れるとは，Xに属すある用元に
pが現れることを言う．
なお，Pが偏区間包であると仮定しているから，問題 3.9.26により，各 p ∈ Pの連結成分は P
全体であるかまたは (p, q], (←p], (p→)いずれかの形の区間である．ただし (p→)はこれまで通
り pと略記する．なお，pと双対の pは限量子 ¬(←p]の略記であって (←p]とは異なる．
補題 5.6.25 良文特異式の列 (αn → βn)n=0,1,...で以下の三十三個の条件をみたすものがある（こ
れを α0 → β0 の展開列と呼ぶ）．

0. αn−1 ⊆ αn, βn−1 ⊆ βn であり，αn ∪ βn に現れる P − {0}の元は αn−1 ∪ βn−1 にも現れ
る (n = 1, 2, . . .)．

次の二条件においては，ai ∈ Aε (i = 1, . . . , l), f ∈ H, Kf = {k1, . . . , kl}とし，ρを l次の置換と
する．

1. n ≡ 1 mod 32, (ai ŏki)i=1,...,lf ∈ αn−1 なら (aρi ŏkρi)i=1,...,lf ∈ αn

2. n ≡ 2 mod 32, (ai ŏki)i=1,...,lf ∈ βn−1 なら (aρi ŏkρi)i=1,...,lf ∈ βn

次の六条件においては ai ∈ Aε (i = 1, . . . , l), f, g ∈ H, Kf − Kg = {k1, . . . , kν}, Kf ∩ Kg =

{kν+1, . . . , km}, Kg − Kf = {km+1, . . . , kl}とする (ν ≤ m ≤ l)．

3. n ≡ 3 mod 32, (ai ŏki)i=1,...,l(f∧g) ∈ αn−1 なら
(ai ŏki)i=1,...,mf, (ai ŏki)i=ν+1,...,lg ∈ αn

4. n ≡ 4 mod 32, (ai ŏki)i=1,...,l(f∧g) ∈ βn−1 なら
(ai ŏki)i=1,...,mf ∈ βn または (ai ŏki)i=ν+1,...,lg ∈ βn

5. n ≡ 5 mod 32, (ai ŏki)i=1,...,l(f∨g) ∈ αn−1 なら
(ai ŏki)i=1,...,mf ∈ αn または (ai ŏki)i=ν+1,...,lg ∈ αn

6. n ≡ 6 mod 32, (ai ŏki)i=1,...,l(f∨g) ∈ βn−1 なら
(ai ŏki)i=1,...,mf, (ai ŏki)i=ν+1,...,lg ∈ βn

7. n ≡ 7 mod 32, (ai ŏki)i=1,...,l(f⇒g) ∈ αn−1 なら
(ai ŏki)i=1,...,mf ∈ βn または (ai ŏki)i=ν+1,...,lg ∈ αn

8. n ≡ 8 mod 32, (ai ŏki)i=1,...,l(f⇒g) ∈ βn−1 なら
(ai ŏki)i=1,...,mf ∈ αn, (ai ŏki)i=ν+1,...,lg ∈ βn
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次の二条件においては ai ∈ Aε (i = 1, . . . , l), f ∈ H, Kf = {k1, . . . , kl}とする．

9. n ≡ 9 mod 32, (ai ŏki)i=1,...,l(f
♢) ∈ αn−1 なら (ai ŏki)i=1,...,lf ∈ βn

10. n ≡ 10 mod 32, (ai ŏki)i=1,...,l(f
♢) ∈ βn−1 なら (ai ŏki)i=1,...,lf ∈ αn

次の十二条件においては ai ∈ Aε (i = 1, . . . , l), a ∈ G, f ∈ H, Kf = {k, k1, . . . , kl}とする．次の
四条件においてはさらに p ∈ Pとする．

11. n ≡ 11 mod 32, (ai ŏki)i=1,...,l(a¬pk f) ∈ αn−1 なら (ai ŏki)i=1,...,l(a pk f
♢) ∈ αn

12. n ≡ 12 mod 32, (ai ŏki)i=1,...,l(a¬pk f) ∈ βn−1 なら (ai ŏki)i=1,...,l(a pk f
♢) ∈ βn

次の二条件においてはさらに pの連結成分の全体を p1, . . . , pm とする．

13. n ≡ 13 mod 32, (ai ŏki)i=1,...,l(a pk f) ∈ αn−1 なら，
ある j ∈ {1, . . . ,m}に対して (ai ŏki)i=1,...,l(a pjk f) ∈ αn

14. n ≡ 14 mod 32, (ai ŏki)i=1,...,l(a pk f) ∈ βn−1 なら，
すべての j ∈ {1, . . . ,m}に対して (ai ŏki)i=1,...,l(a pjk f) ∈ βn

次の二条件においては P ∈ Pに留意する．

15. n ≡ 15 mod 32, (ai ŏki)i=1,...,l(aPk f) ∈ αn−1 なら，
(ai ŏki)i=1,...,l(a (←0]k f) ∈ αn または (ai ŏki)i=1,...,l(a 0k f) ∈ αn

16. n ≡ 16 mod 32, (ai ŏki)i=1,...,l(aPk f) ∈ βn−1 なら，
(ai ŏki)i=1,...,l(a (←0]k f), (ai ŏki)i=1,...,l(a 0k f) ∈ βn

次の二条件においては p, q ∈ Pとする．

17. n ≡ 17 mod 32, (ai ŏki)i=1,...,l(a (p, q]k f) ∈ αn−1 なら
(ai ŏki)i=1,...,l(apk f), (ai ŏki)i=1,...,l(a (←q]k f) ∈ αn

18. n ≡ 18 mod 32, (ai ŏki)i=1,...,l(a (p, q]k f) ∈ βn−1 なら
(ai ŏki)i=1,...,l(apk f) ∈ βn または (ai ŏki)i=1,...,l(a (←q]k f) ∈ βn

次の四条件においては p ∈ Pとする．

19. n ≡ 19 mod 32, (ai ŏki)i=1,...,l(a (←p]k f) ∈ αn−1 なら (ai ŏki)i=1,...,l(apk f) ∈ βn

20. n ≡ 20 mod 32, (ai ŏki)i=1,...,l(a (←p]k f) ∈ βn−1 なら (ai ŏki)i=1,...,l(apk f) ∈ αn

21. n ≡ 21 mod 32, (ai ŏki)i=1,...,l(apk f) ∈ αn−1, x ∈ Var ′′ε なら(
a u

(
x ŏk (ai ŏki)i=1,...,lf

)
Ωx
)
pπ one4 ∈ αn

22. n ≡ 22 mod 32, (ai ŏki)i=1,...,l(apk f) ∈ βn−1, x ∈ Var ′′ε なら(
a u

(
x ŏk (ai ŏki)i=1,...,lf

)
Ωx
)
pπ one4 ∈ βn

次の条件においては a, b1, . . . , bm ∈ G, p, q1, . . . , qm ∈ Pとする．

23. n ≡ 23 mod 32, a pπ one4 ∈ αn−1, b1 q1π one4, . . . , bm qmπ one4 ∈ βn−1 かつ p ≥∑m
i=1 qi なら，ある x ∈ Var ′ε に対して x ŏπa4 ∈ αn かつ x ŏπ b14, . . . , x ŏπ bm4 ∈ βn．

ただし，m = 0の場合は∑m
i=1 qi = 0とみなす．
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次の条件においては a ∈ Gとし，A ′
ε が可算集合であることに留意して A ′

ε = {a1, a2, . . .}とする．

24. n ≡ 24 mod 32, a ∃π one4 ∈ βn−1 なら i = 1, . . . , nに対して ai ŏπ a4 ∈ βn

次の四条件においては a, b ∈ G, c ∈ Aε とする．

25. n ≡ 25 mod 32, c ŏπ (a u b)4 ∈ αn−1 なら c ŏπ a4, c ŏπ b4 ∈ αn

26. n ≡ 26 mod 32, c ŏπ (a u b)4 ∈ βn−1 なら c ŏπ a4 ∈ βn または c ŏπ b4 ∈ βn

27. n ≡ 27 mod 32, c ŏπ (a t b)4 ∈ αn−1 なら c ŏπ a4 ∈ αn または c ŏπ b4 ∈ αn

28. n ≡ 28 mod 32, c ŏπ (a t b)4 ∈ βn−1 なら c ŏπ a4, c ŏπ b4 ∈ βn

次の二条件においては a ∈ G, b ∈ Aε とする．

29. n ≡ 29 mod 32, b ŏπ (a2)4 ∈ αn−1 なら b ŏπa4 ∈ βn

30. n ≡ 30 mod 32, b ŏπ (a2)4 ∈ βn−1 なら b ŏπa4 ∈ αn

次の二条件においては a ∈ Aε, f ∈ A∅, x ∈ Varε とする．

31. n ≡ 31 mod 32, a ŏπ (fΩx)4 ∈ αn−1 なら f(x/a) ∈ αn

32. n ≡ 32 mod 32, a ŏπ (fΩx)4 ∈ βn−1 なら f(x/a) ∈ βn

証明 α0 → β0 は良文特異式である．これをもとに αn → βn (n = 1, 2, . . .)を次のように帰納的
に作ればいい．すなわち，ある自然数 nに対して良文特異式 αn−1 → βn−1 が作れたとき，. . .

n ≡ 1 mod 32 のときは，αn−1 に属す (ai ŏki)i=1,...,lf なる形の元と l 次の置換 ρ を任意に
とって出来る (aρi ŏkρi)i=1,...,lfなる元をすべて αn−1 の左に順次付加したものを αn と定め，ま
た βn = βn−1 と定めれば，αn → βn は条件 0, 1をみたし補題 5.6.12により良文特異式である．
n ≡ 2 mod 32 のときは，βn−1 に属す (ai ŏki)i=1,...,lf なる形の元と l 次の置換 ρ を任意に

とって出来る (aρi ŏkρi)i=1,...,lfなる元をすべて βn−1 の左に順次付加したものを βn と定め，ま
た αn = αn−1 と定めれば，αn → βn は条件 0, 2をみたし補題 5.6.12により良文特異式である．
n ≡ 3 mod 32のときは，αn−1 に属す (ai ŏki)i=1,...,l(f∧g)なる形の元で

Kf − Kg = {k1, . . . , kν} Kf ∩ Kg = {kν+1, . . . , km} Kg − Kf = {km+1, . . . , kl}

なる条件（これを格域条件と呼ぶ）をみたすもの（これを ∧ 元と呼ぶ）を任意にとって出来る
(ai ŏki)i=1,...,mf, (ai ŏki)i=ν+1,...,lg なる元（これらを ∧ 元 (ai ŏki)i=1,...,l(f∧g) の成分と呼
ぶ）をすべてαn−1の左に順次付加したものをαnと定め，またβn = βn−1と定めれば，αn → βn

は条件 0, 3をみたし補題 5.6.13により良文特異式である．
n ≡ 4 mod 32のときは，βn−1に属す ∧元の全体を h1, . . . , hkとすれば，良文特異式 αn,i →

βn,i (i = 0, 1, . . . , k)で αn,i−1 ⊆ αn,i, βn,i−1 ⊆ βn,iなるものを次のように帰納的に作ることが
できる．すなわち，αn,0 → βn,0 = αn−1 → βn−1 とし，i ≥ 1で αn,i−1 → βn,i−1 まで作れた
とき，補題 5.6.13により hiのある成分 h ′

iに対して αn,i−1 → h ′
iβn,i−1が良文特異式であるから，

それを αn,i → βn,i とする．そして αn,k → βn,k を αn → βn とする．そうするとこれが，良文
特異式であって条件 0, 4をみたす．
n ≡ 6 mod 32のときは（n ≡ 5 mod 32の場合を後回しにしていることに注意），βn−1 に属
す (ai ŏki)i=1,...,l(f∨g)なる形の元で格域条件をみたすもの（これを ∨元と呼ぶ）を任意にとっ
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て出来る (ai ŏki)i=1,...,mf, (ai ŏki)i=ν+1,...,lgなる元（これらを ∨元 (ai ŏki)i=1,...,l(f∨g)の
成分と呼ぶ）をすべて βn−1の左に順次付加したものを βnと定め，また αn = αn−1と定めれば，
αn → βn は条件 0, 6をみたし補題 5.6.13により良文特異式である．
n ≡ 5 mod 32のときは，αn−1に属す ∨元の全体を h1, . . . , hkとすれば，良文特異式 αn,i →

βn,i (i = 0, 1, . . . , k)で αn,i−1 ⊆ αn,i, βn,i−1 ⊆ βn,iなるものを次のように帰納的に作ることが
できる．すなわち，αn,0 → βn,0 = αn−1 → βn−1 とし，i ≥ 1で αn,i−1 → βn,i−1 まで作れた
とき，補題 5.6.13により hiのある成分 h ′

iに対して h ′
iαn,i−1 → βn,i−1が良文特異式であるから，

それを αn,i → βn,i とする．そして αn,k → βn,k を αn → βn とする．そうするとこれが，良文
特異式であって条件 0, 5をみたす．
n ≡ 8 mod 32のときは（n ≡ 7 mod 32の場合を後回しにしていることに注意），βn−1 に属
す (ai ŏki)i=1,...,l(f⇒g)なる形の元で格域条件をみたすもの（これを⇒元と呼ぶ）を任意にとっ
て出来る (ai ŏki)i=1,...,mf, (ai ŏki)i=ν+1,...,lgなる元（これらを⇒元 (ai ŏki)i=1,...,l(f⇒g)の
成分と呼ぶ）のうち，前者をすべて αn−1 の左に順次付加したものを αn と定め，後者をすべて
βn−1 の左に順次付加したものを βn と定めれば，αn → βn は条件 0, 8をみたし補題 5.6.13によ
り良文特異式である．
n ≡ 7 mod 32のときは，αn−1に属す⇒元の全体をh1, . . . , hkとし，hiの成分をh ′

i, h
′′
i とする

(i = 1, . . . , k)．そうすると，良文特異式 αn,i → βn,i (i = 0, 1, . . . , k)で αn,i−1 ⊆ αn,i, βn,i−1 ⊆
βn,iなるものを次のように帰納的に作ることができる．すなわち，αn,0 → βn,0 = αn−1 → βn−1

とし，i ≥ 1で αn,i−1 → βn,i−1 まで作れたとき，補題 5.6.13により αn,i−1 → h ′
iβn,i−1 また

は h ′′
i αn,i−1 → βn,i−1 が良文特異式であるから，そうである方を αn,i → βn,i とする．そして

αn,k → βn,k を αn → βn とする．そうするとこれが，良文特異式であって条件 0, 7をみたす．
n ≡ 9 mod 32のときは，αn−1 に属す (ai ŏki)i=1,...,l(f

♢)なる形の元を任意にとって出来る
(ai ŏki)i=1,...,lfなる元をすべて βn−1の左に順次付加したものを βnと定め，また αn = αn−1と
定めれば，αn → βn は条件 0, 9をみたし補題 5.6.14により良文特異式である．
n ≡ 10 mod 32のときは，βn−1 に属す (ai ŏki)i=1,...,l(f

♢)なる形の元を任意にとって出来る
(ai ŏki)i=1,...,lfなる元をすべて αn−1の左に順次付加したものを αnと定め，また βn = βn−1と
定めれば，αn → βn は条件 0, 10をみたし補題 5.6.14により良文特異式である．
n ≡ 11 mod 32のときは，αn−1 に属す (ai ŏki)i=1,...,l(a¬pk f) (p ∈ P)なる形の元を任意に
とって出来る (ai ŏki)i=1,...,l(a pk f

♢)なる元をすべて αn−1 の左に順次付加したものを αn と定
め，また βn = βn−1 と定めれば，αn → βn は条件 0, 11をみたし補題 5.6.15により良文特異式
である．
n ≡ 12 mod 32のときは，βn−1 に属す (ai ŏki)i=1,...,l(a¬pk f) (p ∈ P)なる形の元を任意に

とって出来る (ai ŏki)i=1,...,l(a pk f
♢)なる元をすべて βn−1 の左に順次付加したものを βn と定

め，また αn = αn−1 と定めれば，αn → βn は条件 0, 12をみたし補題 5.6.15により良文特異式
である．
n ≡ 14 mod 32のときは（n ≡ 13 mod 32の場合を後回しにしていることに注意），βn−1 に

属す (ai ŏki)i=1,...,l(a pk f) (p ∈ P)なる形で pが不連結の元（こういう元を不連結元と呼ぶ）を
任意にとり，さらに pの連結成分 qを任意にとって出来る (ai ŏki)i=1,...,l(a qk f)なる元（これら
を不連結元 (ai ŏki)i=1,...,l(a pk f)の成分と呼ぶ）をすべて βn−1 の左に順次付加したものを βn

と定め，また αn = αn−1 と定めれば，αn → βn は条件 0, 14をみたし補題 5.6.16により良文特
異式である．
n ≡ 13 mod 32のときは，αn−1に属す不連結元の全体を h1, . . . , hmとする．そうすると，良文

特異式 αn,i → βn,i (i = 0, 1, . . . ,m)で αn,i−1 ⊆ αn,i, βn,i−1 ⊆ βn,iなるものを次のように帰納
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的に作ることができる．すなわち，αn,0 → βn,0 = αn−1 → βn−1とし，i ≥ 1でαn,i−1 → βn,i−1

まで作れたとき，補題 5.6.16により hi のある成分 h ′
i に対して h ′

iαn,i−1 → βn,i−1 が良文特異式
であるから，それを αn,i → βn,iとする．そして αn,m → βn,mを αn → βnとする．そうすると
これが，良文特異式であって条件 0, 13をみたす．
n ≡ 16 mod 32のときは，βn−1 に属す (ai ŏki)i=1,...,l(aPk f)なる形の元（これを P元と呼
ぶ）を任意にとって出来る (ai ŏki)i=1,...,l(a (←0]k f), (ai ŏki)i=1,...,l(a 0k f)なる元（これらを
P元 (ai ŏki)i=1,...,l(aPk f)の成分と呼ぶ）をすべて βn−1の左に順次付加したものを βnと定め，
また αn = αn−1と定めれば，αn → βnは条件 0, 16をみたし補題 5.6.16により良文特異式である．
n ≡ 15 mod 32のときは，αn−1に属す P元の全体を h1, . . . , hmとする．そうすると，良文特
異式 αn,i → βn,i (i = 0, 1, . . . ,m)で αn,i−1 ⊆ αn,i, βn,i−1 ⊆ βn,iなるものを次のように帰納的
に作ることができる．すなわち，αn,0 → βn,0 = αn−1 → βn−1 とし，i ≥ 1で αn,i−1 → βn,i−1

まで作れたとき，補題 5.6.16により hi のある成分 h ′
i に対して h ′

iαn,i−1 → βn,i−1 が良文特異式
であるから，それを αn,i → βn,iとする．そして αn,m → βn,mを αn → βnとする．そうすると
これが，良文特異式であって条件 0, 15をみたす．
n ≡ 17 mod 32のときは，αn−1に属す (ai ŏki)i=1,...,l(a (p, q]k f)なる形の元（これを真正区
間元と呼ぶ）を任意にとって出来る (ai ŏki)i=1,...,l(apk f), (ai ŏki)i=1,...,l(a (←q]k f)なる元（こ
れらを真正区間元 (ai ŏki)i=1,...,l(a (p, q]k f)の成分と呼ぶ）をすべて αn−1 の左に順次付加した
ものを αnと定め，また βn = βn−1と定めれば，αn → βnは条件 0, 17をみたし補題 5.6.17によ
り良文特異式である．
n ≡ 18 mod 32のときは，βn−1に属す真正区間元の全体をh1, . . . , hmとする．そうすると，良文

特異式 αn,i → βn,i (i = 0, 1, . . . ,m)で αn,i−1 ⊆ αn,i, βn,i−1 ⊆ βn,iなるものを次のように帰納
的に作ることができる．すなわち，αn,0 → βn,0 = αn−1 → βn−1とし，i ≥ 1でαn,i−1 → βn,i−1

まで作れたとき，補題 5.6.17により hi のある成分 h ′
i に対して h ′

iαn,i−1 → βn,i−1 が良文特異式
であるから，それを αn,i → βn,iとする．そして αn,m → βn,mを αn → βnとする．そうすると
これが，良文特異式であって条件 0, 18をみたす．
n ≡ 19 mod 32のときは，αn−1に属す (ai ŏki)i(a (←p]k f)なる形の元を任意にとって出来る

(ai ŏki)i(apk f)なる元をすべて βn−1の左に順次付加したものを βnと定め，また αn = αn−1と
定めれば，αn → βn は条件 0, 19をみたし補題 5.6.18により良文特異式である．
n ≡ 20 mod 32のときは，βn−1に属す (ai ŏki)i(a (←p]k f)なる形の元を任意にとって出来る

(ai ŏki)i(apk f)なる元をすべて αn−1の左に順次付加したものを αnと定め，また βn = βn−1と
定めれば，αn → βn は条件 0, 20をみたし補題 5.6.18により良文特異式である．
n ≡ 21 mod 32のときは，αn−1に属す (ai ŏki)i=1,...,l(apk f)なる形の元（これを上方区間元
と呼ぶ）と x ∈ Var ′′ε を任意にとって出来る

(
au

(
x ŏk (ai ŏki)i=1,...,lf

)
Ωx
)
pπ one4なる元（こ

れを上方区間元 (ai ŏki)i=1,...,l(apk f)の one表現と呼ぶ）をすべて αn−1の左に順次付加したも
のを αnと定め（それは#Var ′′ε <∞だから可能），また βn = βn−1と定めれば，αn → βnは条
件 0, 21をみたし補題 5.6.19により良文特異式である．
n ≡ 22 mod 32のときは，βn−1 に属す上方区間元の one表現をすべて βn−1 の左に順次付加

したものを βnと定め，また αn = αn−1と定めれば，αn → βnは条件 0, 22をみたし補題 5.6.19

により良文特異式である．
n ≡ 23 mod 32のときは，apπ one4なる形の元を one4元と呼ぶ．そして αn−1に属す one4

元 apπ one4 と βn−1 に属す one4 元 b1 q1π one4, . . . , bm qmπ one4 の組で p ≥
∑m
i=1 qi を

みたすものを良組と呼ぶ．αn−1 ∪ βn−1 に属す one4 元は有限個しかないが，良組は必ずしも
有限個ではない．たとえば，a 0π one4が αn−1 に属し b 0π one4が βn−1 に属せば，a 0π one4
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と b 0π one4任意個の組 a 0π one4, b 0π one4, . . . , b 0π one4 は良組である．しかし良組の中で
も，b1 q1π one4, . . . , bm qmπ one4が

、
　相
、
　異
、
　な
、
　るものは有限個しか存在しない．そこで，そういう

良組の全体をM = {µ1, . . . , µl}とする．そうすると，良文特異式 αn,i → βn,i (i = 0, 1, . . . , l)で
αn,i−1 ⊆ αn,i, βn,i−1 ⊆ βn,i なるものを次のように帰納的に作ることができる．すなわちまず，
αn,0 → βn,0 = αn−1 → βn−1とする．そして，i ≥ 1でαn,i−1 → βn,i−1まで作れたとき，αn,i →
βn,i は次のように作る．まず，µi は αn−1 に属す one4 元 apπ one4 と βn−1 に属す one4 元
b1 q1π one4, . . . , bm qmπ one4の良組であるとする．次に，αn,i−1∪βn,i−1中の用元に自由に現れ
るVar ′εの元は定理 3.15.1により有限個であってVar ′εが可算集合であるから，αn,i−1∪βn,i−1中の用
元に自由に現れないVar ′εの元 xが存在する．そこで，これらから x ŏπa4, x ŏπ b14, . . . , x ŏπ bm4
なる元を作り，式 x ŏπa4, αn,i−1 → x ŏπ b14, · · · , x ŏπ bm4, βn,i−1 を αn,i → βn,iと定める．
そうすると補題 5.6.20により，αn,i → βn,iは良文特異式である．そこでαn,l → βn,lをαn → βn

とすれば，これが条件 0, 23をみたす良文特異式である．なぜなら，apπ one4, b1 q1π one4, . . . ,
bm qmπ one4 が良組であれば，b1 q1π one4, . . . , bm qmπ one4 から重複を除いて出来る組がM
に属し，従って x ŏπa4 ∈ αn と x ŏπ b14, . . . , x ŏπ bm4 ∈ βn が成り立つからである．
n ≡ 24 mod 32のときは，βn−1に属す a ∃π one4なる形の元を任意にとって出来る a1 ŏπ a4,

. . . , an ŏπ a4なるn個の元をすべてβn−1の左に順次付加したものをβnと定め，またαn = αn−1

と定めれば，αn → βn は条件 0, 24をみたし，補題 5.6.21により良文特異式である．
n ≡ 25 mod 32のときは，αn−1 に属す c ŏπ (a u b)4なる形の元（これを u元と呼ぶ）を任
意にとって出来る c ŏπ a4, c ŏπ b4なる元（これらを u元 c ŏπ (a u b)4の成分と呼ぶ）をすべ
て αn−1の左に順次付加したものを αnと定め，また βn = βn−1と定めれば，αn → βnは条件 0,

25をみたし，補題 5.6.22により良文特異式である．
n ≡ 26 mod 32のときは，βn−1に属す u元の全体を h1, . . . , hmとすれば，良文特異式 αn,i →

βn,i (i = 0, 1, . . . ,m)で αn,i−1 ⊆ αn,i, βn,i−1 ⊆ βn,i なるものを次のように帰納的に作ること
ができる．すなわち，αn,0 → βn,0 = αn−1 → βn−1とし，i ≥ 1で αn,i−1 → βn,i−1まで作れた
とき，補題 5.6.22により hiのある成分 h ′

iに対して αn,i−1 → h ′
iβn,i−1が良文特異式であるから，

それを αn,i → βn,iとする．そして αn,m → βn,mを αn → βnとする．そうするとこれが，良文
特異式であって条件 0, 26をみたす．
n ≡ 28 mod 32のときは，βn−1 に属す c ŏπ (a t b)なる形の元（これを t元と呼ぶ）を任意
にとって出来る c ŏπ a4, c ŏπ b4なる元（これらを t元 c ŏπ (a t b)4の成分と呼ぶ）をすべて
βn−1の左に順次付加したものを βnと定め，また αn = αn−1と定めれば，αn → βnは条件 0, 28

をみたし，補題 5.6.22により良文特異式である．
n ≡ 27 mod 32のときは，αn−1に属す t元の全体を h1, . . . , hmとすれば，良文特異式 αn,i →

βn,i (i = 0, 1, . . . ,m)で αn,i−1 ⊆ αn,i, βn,i−1 ⊆ βn,i なるものを次のように帰納的に作ること
ができる．すなわち，αn,0 → βn,0 = αn−1 → βn−1とし，i ≥ 1で αn,i−1 → βn,i−1まで作れた
とき，補題 5.6.22により hiのある成分 h ′

iに対して h ′
iαn,i−1 → βn,i−1が良文特異式であるから，

それを αn,i → βn,iとする．そして αn,m → βn,mを αn → βnとする．そうするとこれが，良文
特異式であって条件 0, 27をみたす．
n ≡ 29 mod 32のときは，αn−1に属すb ŏπ (a2)4なる形の元を任意にとって出来るb ŏπa4な
る元をすべてβn−1の左に順次付加したものをβnと定め，またαn = αn−1と定めれば，αn → βn

は条件 0, 29をみたし，補題 5.6.23により良文特異式である．
n ≡ 30 mod 32のときは，βn−1に属すb ŏπ (a2)4なる形の元を任意にとって出来るb ŏπa4な
る元をすべてαn−1の左に順次付加したものをαnと定め，またβn = βn−1と定めれば，αn → βn

は条件 0, 30をみたし，補題 5.6.23により良文特異式である．
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n ≡ 31 mod 32のときは，αn−1に属すa ŏπ (fΩx)4なる形の元を任意にとって出来る f(x/a)な
る元をすべてαn−1の左に順次付加したものをαnと定め，またβn = βn−1と定めれば，αn → βn

は条件 0, 31をみたし，補題 5.6.24により良文特異式である．
n ≡ 32 mod 32のときは，βn−1に属すa ŏπ (fΩx)4なる形の元を任意にとって出来る f(x/a)な
る元をすべてβn−1の左に順次付加したものをβnと定め，またαn = αn−1と定めれば，αn → βn

は条件 0, 32をみたし，補題 5.6.24により良文特異式である．

補題 5.6.26 (αn → βn)n=0,1,... を α0 → β0 の展開列とし，P =
⋃
n≥0 αn, Q =

⋃
n≥0 βn と定

めれば，P ∪Qは良文から成り，組み (P,Q)は (α0, β0) ⊆ (P,Q)と P ∩Q = ∅と次の三十三条件
をみたす．

0. P ∪Qに現れる P− {0}の元は α0 ∪ β0 に現れる．

次の二条件においては，ai ∈ Aε (i = 1, . . . , l), f ∈ H, Kf = {k1, . . . , kl}とし，ρを l次の置換と
する．

1. (ai ŏki)i=1,...,lf ∈ Pなら (aρi ŏkρi)i=1,...,lf ∈ P

2. (ai ŏki)i=1,...,lf ∈ Qなら (aρi ŏkρi)i=1,...,lf ∈ Q

次の六条件においては ai ∈ Aε (i = 1, . . . , l), f, g ∈ H, Kf − Kg = {k1, . . . , kν}, Kf ∩ Kg =

{kν+1, . . . , km}, Kg − Kf = {km+1, . . . , kl}とする (0 ≤ ν ≤ m ≤ l)．

3. (ai ŏki)i=1,...,l(f∧g) ∈ Pなら (ai ŏki)i=1,...,mf, (ai ŏki)i=ν+1,...,lg ∈ P

4. (ai ŏki)i=1,...,l(f∧g) ∈ Qなら (ai ŏki)i=1,...,mf ∈ Q または (ai ŏki)i=ν+1,...,lg ∈ Q

5. (ai ŏki)i=1,...,l(f∨g) ∈ Pなら (ai ŏki)i=1,...,mf ∈ P または (ai ŏki)i=ν+1,...,lg ∈ P

6. (ai ŏki)i=1,...,l(f∨g) ∈ Qなら (ai ŏki)i=1,...,mf, (ai ŏki)i=ν+1,...,lg ∈ Q

7. (ai ŏki)i=1,...,l(f⇒g) ∈ Pなら (ai ŏki)i=1,...,mf ∈ Q または (ai ŏki)i=ν+1,...,lg ∈ P

8. (ai ŏki)i=1,...,l(f⇒g) ∈ Qなら (ai ŏki)i=1,...,mf ∈ P, (ai ŏki)i=ν+1,...,lg ∈ Q

次の二条件においては ai ∈ Aε (i = 1, . . . , l), f ∈ H, Kf = {k1, . . . , kl}とする．

9. (ai ŏki)i=1,...,l(f
♢) ∈ Pなら (ai ŏki)i=1,...,lf ∈ Q

10. (ai ŏki)i=1,...,l(f
♢) ∈ Qなら (ai ŏki)i=1,...,lf ∈ P

次の十二条件においては ai ∈ Aε (i = 1, . . . , l), a ∈ G, f ∈ H, Kf = {k, k1, . . . , kl}とする．次の
四条件においてはさらに p ∈ Pとする．

11. (ai ŏki)i=1,...,l(a¬pk f) ∈ Pなら (ai ŏki)i=1,...,l(a pk f
♢) ∈ P

12. (ai ŏki)i=1,...,l(a¬pk f) ∈ Qなら (ai ŏki)i=1,...,l(a pk f
♢) ∈ Q

次の二条件においてはさらに pの連結成分の全体を p1, . . . , pm とする．

13. (ai ŏki)i=1,...,l(a pk f) ∈ Pならある j ∈ {1, . . . ,m}に対して (ai ŏki)i=1,...,l(a pjk f) ∈ P

14. (ai ŏki)i=1,...,l(a pk f) ∈ Qなら任意の j ∈ {1, . . . ,m}に対して (ai ŏki)i=1,...,l(a pjk f) ∈ Q
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次の二条件においては P ∈ Pに留意する．

15. (ai ŏki)i=1,...,l(aPk f) ∈ Pなら
(ai ŏki)i=1,...,l(a (←0]k f) ∈ P または (ai ŏki)i=1,...,l(a 0k f) ∈ P

16. (ai ŏki)i=1,...,l(aPk f) ∈ Qなら
(ai ŏki)i=1,...,l(a (←0]k f), (ai ŏki)i=1,...,l(a 0k f) ∈ Q

次の二条件においては p, q ∈ Pとする．

17. (ai ŏki)i=1,...,l(a (p, q]k f) ∈ Pなら
(ai ŏki)i=1,...,l(apk f), (ai ŏki)i=1,...,l(a (←q]k f) ∈ P

18. (ai ŏki)i=1,...,l(a (p, q]k f) ∈ Qなら
(ai ŏki)i=1,...,l(apk f) ∈ Qまたは (ai ŏki)i=1,...,l(a (←q]k f) ∈ Q

次の四条件においては p ∈ Pとする．

19. (ai ŏki)i=1,...,l(a (←p]k f) ∈ Pなら (ai ŏki)i=1,...,l(apk f) ∈ Q

20. (ai ŏki)i=1,...,l(a (←p]k f) ∈ Qなら (ai ŏki)i=1,...,l(apk f) ∈ P

21. (ai ŏki)i=1,...,l(apk f) ∈ P, x ∈ Var ′′ε なら
(
a u

(
x ŏk (ai ŏki)i=1,...,lf

)
Ωx
)
pπ one4 ∈ P

22. (ai ŏki)i=1,...,l(apk f) ∈ Q, x ∈ Var ′′ε なら
(
a u

(
x ŏk (ai ŏki)i=1,...,lf

)
Ωx
)
pπ one4 ∈ Q

次の条件においては a, b1, . . . , bm ∈ G, p, q1, . . . , qm ∈ Pとする．

23. apπ one4 ∈ P, b1 q1π one4, . . . , bm qmπ one4 ∈ Q, p ≥
∑m
i=1 qiなら，ある x ∈ Var ′εに

対して x ŏπa4 ∈ P かつ x ŏπ b14, · · · , x ŏπ bm4 ∈ Q．ただし，m = 0の場合は∑m
i=1 qi =

0とみなす．

次の条件においては a ∈ Gとする．

24. a ∃π one4 ∈ Qなら任意の b ∈ A ′
ε に対して b ŏπa4 ∈ Q

次の四条件においては a, b ∈ G, c ∈ Aε とする．

25. c ŏπ (a u b)4 ∈ Pなら c ŏπ a4, c ŏπ b4 ∈ P

26. c ŏπ (a u b)4 ∈ Qなら c ŏπ a4 ∈ Qまたは c ŏπ b4 ∈ Q

27. c ŏπ (a t b)4 ∈ Pなら c ŏπ a4 ∈ Pまたは c ŏπ b4 ∈ P

28. c ŏπ (a t b)4 ∈ Qなら c ŏπ a4, c ŏπ b4 ∈ Q

次の二条件においては a ∈ G, b ∈ Aε とする．

29. b ŏπ (a2)4 ∈ Pなら b ŏπa4 ∈ Q

30. b ŏπ (a2)4 ∈ Qなら b ŏπa4 ∈ P

次の二条件においては a ∈ Aε, f ∈ A∅, x ∈ Varε とする．

31. a ŏπ (fΩx)4 ∈ Pなら f(x/a) ∈ P
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32. a ŏπ (fΩx)4 ∈ Qなら f(x/a) ∈ Q

証明 (α0, β0) ⊆ (P,Q)であることは P,Qの定義により自明である．任意の nに対して αn → βn

が良文式であるから，P ∪Qは良文から成る．また，任意の nに対して αn → βnが特異式であっ
て αn−1 ⊆ αn, βn−1 ⊆ βn であるから，補題 3.23.1により，任意のm,nに対して αm ∩ βn = ∅
が成り立つ．従って P ∩Q = ∅が成り立つ．以下，条件 0 – 32がみたされることを確かめる．た
だし，「n ≡ i」は「n ≡ i mod 32」を意味する (i = 1, . . . , 32)．
0. P ∪Qに現れる P − {0}の元は，ある nに対して αn ∪ βn に現れ，従って展開列の条件 0に

より α0 ∪ β0 に現れる．
1. (ai ŏki)i=1,...,lf ∈ Pなら，n ≡ 1, (ai ŏki)i=1,...,lf ∈ αn−1 なる nがあるから，展開列の条
件 1により (aρi ŏkρi)i=1,...,lf ∈ αn，従って (aρi ŏkρi)i=1,...,lf ∈ Pが成り立つ．
2. (ai ŏki)i=1,...,lf ∈ Qなら，n ≡ 2, (ai ŏki)i=1,...,lf ∈ βn−1なる nがあるから，展開列の条

件 2により (aρi ŏkρi)i=1,...,lf ∈ βn，従って (aρi ŏkρi)i=1,...,lf ∈ Qが成り立つ．
3. (ai ŏki)i=1,...,l(f∧g) ∈ Pなら，n ≡ 3, (ai ŏki)i=1,...,l(f∧g) ∈ αn−1 なる nがあるから，
展開列の条件 3により (ai ŏki)i=1,...,mf, (ai ŏki)i=ν+1,...,lg ∈ αn，従って (ai ŏki)i=1,...,mf ∈
P, (ai ŏki)i=ν+1,...,lg ∈ Pが成り立つ．
4. (ai ŏki)i=1,...,l(f∧g) ∈ Q なら，n ≡ 4, (ai ŏki)i=1,...,l(f∧g) ∈ βn−1 なる n がある
から，展開列の条件 4 により (ai ŏki)i=1,...,mf ∈ βn または (ai ŏki)i=ν+1,...,lg ∈ βn，従って
(ai ŏki)i=1,...,mf ∈ Q または (ai ŏki)i=ν+1,...,lg ∈ Qが成り立つ．
5. (ai ŏki)i=1,...,l(f∨g) ∈ P なら，n ≡ 5, (ai ŏki)i=1,...,l(f∨g) ∈ αn−1 なる n がある
から，展開列の条件 5 により (ai ŏki)i=1,...,mf ∈ αn または (ai ŏki)i=ν+1,...,lg ∈ αn，従って
(ai ŏki)i=1,...,mf ∈ P または (ai ŏki)i=ν+1,...,lg ∈ Pが成り立つ．
6. (ai ŏki)i=1,...,l(f∨g) ∈ Qなら，n ≡ 6, (ai ŏki)i=1,...,l(f∨g) ∈ βn−1 なる nがあるから，
展開列の条件 6により (ai ŏki)i=1,...,mf, (ai ŏki)i=ν+1,...,lg ∈ βn，従って (ai ŏki)i=1,...,mf ∈
Q, (ai ŏki)i=ν+1,...,lg ∈ Qが成り立つ．
7. (ai ŏki)i=1,...,l(f⇒g) ∈ P なら，n ≡ 7, (ai ŏki)i=1,...,l(f⇒g) ∈ αn−1 なる n がある
から，展開列の条件 7 により (ai ŏki)i=1,...,mf ∈ βn または (ai ŏki)i=ν+1,...,lg ∈ αn，従って
(ai ŏki)i=1,...,mf ∈ Q または (ai ŏki)i=ν+1,...,lg ∈ Pが成り立つ．
8. (ai ŏki)i=1,...,l(f⇒g) ∈ Qなら，n ≡ 8, (ai ŏki)i=1,...,l(f⇒g) ∈ βn−1なる nがあるから，
展開列の条件 8により (ai ŏki)i=1,...,mf ∈ αn, (ai ŏki)i=ν+1,...,lg ∈ βn，従って (ai ŏki)i=1,...,mf

∈ P, (ai ŏki)i=ν+1,...,lg ∈ Qが成り立つ．
9. (ai ŏki)i=1,...,l(f

♢) ∈ Pなら，n ≡ 9, (ai ŏki)i=1,...,l(f
♢) ∈ αn−1 なる nがあるから，展開

列の条件 9により (ai ŏki)i=1,...,lf ∈ βn，従って (ai ŏki)i=1,...,lf ∈ Qが成り立つ．
10. (ai ŏki)i=1,...,l(f

♢) ∈ Qなら，n ≡ 10, (ai ŏki)i=1,...,l(f♢) ∈ βn−1 なる nがあるから，展
開列の条件 10により (ai ŏki)i=1,...,lf ∈ αn，従って (ai ŏki)i=1,...,lf ∈ Pが成り立つ．
11. (ai ŏki)i=1,...,l(a¬pk f) ∈ Pなら，n ≡ 11, (ai ŏki)i=1,...,l(a¬pk f) ∈ αn−1なる nがある
から，展開列の条件 11により (ai ŏki)i=1,...,l(a pk f

♢) ∈ αn，従って (ai ŏki)i=1,...,l(a pk f
♢) ∈ P

が成り立つ．
12. (ai ŏki)i=1,...,l(a¬pk f) ∈ Qなら，n ≡ 12, (ai ŏki)i=1,...,l(a¬pk f) ∈ βn−1なる nがある
から，展開列の条件 12により (ai ŏki)i=1,...,l(a pk f

♢) ∈ βn，従って (ai ŏki)i=1,...,l(a pk f
♢) ∈ Q

が成り立つ．
13. (ai ŏki)i=1,...,l(a pk f) ∈ Pなら，n ≡ 13, (ai ŏki)i=1,...,l(a pk f) ∈ αn−1 なる nがあるか
ら，展開列の条件 13によりある j ∈ {1, . . . ,m}に対して (ai ŏki)i=1,...,l(a pjk f) ∈ αn，従ってあ
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る j ∈ {1, . . . ,m}に対して (ai ŏki)i=1,...,l(a pjk f) ∈ Pが成り立つ．
14. (ai ŏki)i=1,...,l(a pk f) ∈ Qなら，n ≡ 14, (ai ŏki)i=1,...,l(a pk f) ∈ βn−1 なる nがあるか

ら，展開列の条件 14によりすべての j ∈ {1, . . . ,m}に対して (ai ŏki)i=1,...,l(a pjk f) ∈ βn，従っ
てすべての j ∈ {1, . . . ,m}に対して (ai ŏki)i=1,...,l(a pjk f) ∈ Qが成り立つ．
15. (ai ŏki)i=1,...,l(aPk f) ∈ Pなら，n ≡ 15, (ai ŏki)i=1,...,l(aPk f) ∈ αn−1 なる nがあるか
ら，展開列の条件 15により (ai ŏki)i=1,...,l(a (←0]k f) ∈ αn または (ai ŏki)i=1,...,l(a 0k f) ∈ αn，
従って (ai ŏki)i=1,...,l(a (←0]k f) ∈ Pまたは (ai ŏki)i=1,...,l(a 0k f) ∈ Pが成り立つ．
16. (ai ŏki)i=1,...,l(aPk f) ∈ Qなら，n ≡ 16, (ai ŏki)i=1,...,l(aPk f) ∈ βn−1 なる nがある
から，展開列の条件 16により (ai ŏki)i=1,...,l(a (←0]k f), (ai ŏki)i=1,...,l(a 0k f) ∈ βn，従って
(ai ŏki)i=1,...,l(a (←0]k f), (ai ŏki)i=1,...,l(a 0k f) ∈ Qが成り立つ．
17. (ai ŏki)i=1,...,l(a (p, q]k f) ∈ Pなら，n ≡ 17, (ai ŏki)i=1,...,l(a (p, q]k f) ∈ αn−1なるnが
あるから，展開列の条件 17により (ai ŏki)i=1,...,l(apk f), (ai ŏki)i=1,...,l(a (←q]k f) ∈ αn，従っ
て (ai ŏki)i=1,...,l(apk f), (ai ŏki)i=1,...,l(a (←q]k f) ∈ Pが成り立つ．
18. (ai ŏki)i=1,...,l(a (p, q]k f) ∈ Qなら，n ≡ 18, (ai ŏki)i=1,...,l(a (p, q]k f) ∈ βn−1なるnが
あるから，展開列の条件 18により (ai ŏki)i=1,...,l(apk f) ∈ βnまたは (ai ŏki)i=1,...,l(a (←q]k f)
∈ βn，従って (ai ŏki)i=1,...,l(apk f) ∈ Qまたは (ai ŏki)i=1,...,l(a (←q]k f) ∈ Qが成り立つ．
19. (ai ŏki)i=1,...,l(a (←p]k f) ∈ Pなら，n ≡ 19, (ai ŏki)i=1,...,l(a (←p]k f) ∈ αn−1なる nが
あるから，展開列の条件19により (ai ŏki)i=1,...,l(apk f) ∈ βn，従って (ai ŏki)i=1,...,l(apk f) ∈ Q
が成り立つ．
20. (ai ŏki)i=1,...,l(a (←p]k f) ∈ Qなら，n ≡ 20, (ai ŏki)i=1,...,l(a (←p]k f) ∈ βn−1なるnが

あるから，展開列の条件 20により (ai ŏki)i=1,...,l(apk f) ∈ αn，従って (ai ŏki)i=1,...,l(apk f) ∈ P
が成り立つ．
21. (ai ŏki)i=1,...,l(apk f) ∈ P, x ∈ Var ′′ε なら，n ≡ 21, (ai ŏki)i=1,...,l(apk f) ∈ αn−1 なる

nがあるから，展開列の条件 21により (
a u

(
x ŏk (ai ŏki)i=1,...,lf

)
Ωx
)
pπ one4 ∈ αn，従って(

a u
(
x ŏk (ai ŏki)i=1,...,lf

)
Ωx
)
pπ one4 ∈ Pが成り立つ．

22. (ai ŏki)i=1,...,l(apk f) ∈ Q, x ∈ Var ′′ε なら，n ≡ 22, (ai ŏki)i=1,...,l(apk f) ∈ βn−1 なる
nがあるから，展開列の条件 22により (a u

(
x ŏk (ai ŏki)i=1,...,lf

)
Ωx
)
pπ one4 ∈ βn，従って(

a u
(
x ŏk (ai ŏki)i=1,...,lf

)
Ωx
)
pπ one4 ∈ Qが成り立つ．

23. apπ one4 ∈ P, b1 q1π one4, . . . , bm qmπ one4 ∈ Q かつ p ≥
∑m
i=1 qi なら，n ≡

23, a pπ one4 ∈ αn−1, b1 q1π one4, . . . , bm qmπ one4 ∈ βn−1 なる n があるから，展開列
の条件 23によりある x ∈ Var ′εに対して x ŏπa4 ∈ αn かつ x ŏπ b14, . . . , x ŏπ bm4 ∈ βn，従っ
て x ŏπa4 ∈ P かつ x ŏπ b14, . . . , x ŏπ bm4 ∈ Qが成り立つ．
24. A ′

εが可算集合であることに留意してA ′
ε = {a1, a2, . . .}とする．そうすると a ∃π one4 ∈ Q

なら，n ≡ 24, a ∃π one4 ∈ βn−1なるnが無限個あり，その各々に応じて展開列の条件 24により，
i = 1, . . . , nに対して ai ŏπ a4 ∈ βn，従って ai ŏπ a4 ∈ Qが成り立つ．従って，任意の b ∈ A ′

ε

に対して b ŏπa4 ∈ Qが成り立つ．
25. c ŏπ (a u b)4 ∈ Pなら，n ≡ 25, c ŏπ (a u b)4 ∈ αn−1 なる nがあるから，展開列の条件

25により c ŏπ a4, c ŏπ b4 ∈ αn，従って c ŏπ a4, c ŏπ b4 ∈ Pが成り立つ．
26. c ŏπ (a u b)4 ∈ Qなら，n ≡ 26, c ŏπ (a u b)4 ∈ βn−1なる nがあるから，展開列の条件

26により c ŏπ a4 ∈ βn または c ŏπ b4 ∈ βn，従って c ŏπ a4 ∈ Qまたは c ŏπ b4 ∈ Qが成り
立つ．
27. c ŏπ (a t b)4 ∈ Pなら，n ≡ 27, c ŏπ (a t b)4 ∈ αn−1 なる nがあるから，展開列の条件

27により c ŏπ a4 ∈ αn または c ŏπ b4 ∈ αn，従って c ŏπ a4 ∈ P または c ŏπ b4 ∈ P が成り
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立つ．
28. c ŏπ (a t b)4 ∈ Qなら，n ≡ 28, c ŏπ (a t b)4 ∈ βn−1なる nがあるから，展開列の条件

28により c ŏπ a4, c ŏπ b4 ∈ βn，従って c ŏπ a4, c ŏπ b4 ∈ Qが成り立つ．
29. b ŏπ (a2)4 ∈ Pなら，n ≡ 29, b ŏπ (a2)4 ∈ αn−1なる nがあるから，展開列の条件 29に

より b ŏπa4 ∈ βn，従って b ŏπa4 ∈ Qが成り立つ．
30. b ŏπ (a2)4 ∈ Qなら，n ≡ 30, b ŏπ (a2)4 ∈ βn−1 なる nがあるから，展開列の条件 30

により b ŏπa4 ∈ αn，従って b ŏπa4 ∈ Pが成り立つ．
31. a ŏπ (fΩx)4 ∈ Pなら，n ≡ 31, a ŏπ (fΩx)4 ∈ αn−1 なる nがあるから，展開列の条件

31により f(x/a) ∈ αn，従って f(x/a) ∈ Pが成り立つ．
32. a ŏπ (fΩx)4 ∈ Qなら，n ≡ 32, a ŏπ (fΩx)4 ∈ βn−1 なる nがあるから，展開列の条件

32により f(x/a) ∈ βn，従って f(x/a) ∈ Qが成り立つ．

注意 5.6.4 補題 5.6.26の P,Qは補題 5.6.25の展開列 (αn → βn)n=1,2,...から作られ，この展開列
の元となる文反例式 α0 → β0は，背理法の仮定と補題 5.6.8により存在する文反例式 f1 · · · fm →
g1 · · ·gn に補題 5.6.9の証明の手順を踏んで作られた．つまりまず

h = (f1∧ · · ·∧ fm)♢ ∨g1∨ · · ·∨gn

と定め，次に hに自由に現れる Varε の元の全体を x1, . . . , xk として

h0 = h hi = one∀π (hi−1Ωxi)4 (i = 1, . . . , k)

と定めれば，式 → hkが α0 → β0である．そこでここでは，→ hkを「展開」することによって
もとの文反例式 f1 · · · fm → g1 · · ·gn が P,Qの中に「再現」されることを示そう．それにはまず
hをQの中に再現しなければならないが，それには一般に one∀π (fΩx)4 ∈ Qのときにこれを展
開して fをQの中に再現すればよく，そういう展開は次の手順で行なわれる．

one∀π (fΩx)4 ∈ Q

=⇒ one¬(←0]πa4 ∈ Q (a = fΩx)

=⇒ one (←0]π (a4)♢ ∈ Q (補題 5.6.26の条件 12による)

=⇒ one 0π (a4)♢ ∈ P (補題 5.6.26の条件 20による)

=⇒ (one u (x ŏπ (a4)♢)Ωx) 0π one4 ∈ P (補題 5.6.26の条件 21による)

=⇒ (one u gΩx) 0π one4 ∈ P (g = x ŏπ (a4)♢)

=⇒ b 0π one4 ∈ P (b = one u gΩx)

=⇒ ある y ∈ Var ′ε に対し y ŏπb4 ∈ P (補題 5.6.26の条件 23による)

=⇒ y ŏπ (one u gΩx)4 ∈ P

=⇒ y ŏπ (gΩx)4 ∈ P (補題 5.6.26の条件 25による)

=⇒ g(x/y) ∈ P (補題 5.6.26の条件 31による)

=⇒ y ŏπ (a4)♢ ∈ P (a(x/y) = aだから)

=⇒ y ŏπa4 ∈ Q (補題 5.6.26の条件 9による)

=⇒ y ŏπ (fΩx)4 ∈ Q

=⇒ f(x/y) ∈ Q (補題 5.6.26の条件 32による)



第 5章 単相格論理学 587

従って厳密には，fが再現されるのではなく，fに自由に現れている x ∈ Var ′′ε を y ∈ Var ′ε で置
き換えたものが再現される．それはQの元が良元だから当然である．hがQの中に再現されれば
{f1, . . . , fm}と {g1, . . . , gn}がそれぞれ PとQの中に再現されることは，補題 5.6.26の条件 6, 10,

3から分かる．なお，一階述語論理学において補題 5.6.26に対応する補題 4.9.6についても同趣旨
の展開と再現の手順があるが，それは上記手順に比べて極めて単純である． 終

さて，以上の準備の下でいよいよ予告の通り，α0 6≼Φ,v β0 なる (Φ, v) ∈ Vのあることを示す．
そのためにまず注意 5.2.3の手順で，単相格世界W ∈ Wを以下のように作る．
まず，TF と同類の汎代数系 Sとして A ′

ε をとる．

S = A ′
ε

A ′
ε は可算集合だったから，Sは空ではない．
S上の関係 ∃を次のように定める．すなわち，Sの任意の二元 a, bに対して

b ∃ a ⇐⇒ a ŏπb4 /∈ Q

同一律により任意の a ∈ Sに対して ≼∗ a ŏπa4が成り立つ．また，≼∗ は付加律と置換律に従
い，任意の n = 0, 1, . . .に対して αn → βn は特異式である．従って，任意の n = 0, 1, . . .に対し
て a ŏπa4 /∈ βn，つまり a ŏπa4 /∈ Qが成り立つ．従って ∃は反射的である．
S上の P測度 |X|を次のように定める．まず，P ∪Qに現れる Pの元の全体を P ′ で表す．そう

すると補題 5.6.26の条件 0により，P ′は有限集合である．そこで，P ′の Pにおける上限を ṕで表
す．P ′ = ∅の場合は，第 3.9.3項の上限の定義により ṕ = 0である．次に，Pの元 óを次のように
定める．すなわち，ṕ < pなる p ∈ Pがある場合は，そういう pを任意にとってそれを óとする．
ṕ < pなる p ∈ Pがない場合は，つまり ṕ = ∞の場合は，ó = ∞とする．限量系の要件により
#P > 1であるから，いずれの場合にも 0 < óが成り立つ．次に各 a ∈ Gに対し，Sの部分集合 Sa
を次のように定める．

Sa = {s ∈ S | s ŏπ a4 /∈ Q}

特に a ∈ A ′
ε なら，Sa = {s ∈ S | a ∃ s}である（補題 5.2.8参照）．次に，PS,P間の関係 Rを次

のように定める．すなわち，(X, p) ∈ PS× Pが XRpをみたすのは，Gの元 b1, . . . , bmと Pの元
q1, . . . , qm で次の三条件をみたすものが存在するときとする (m ≥ 0)．

　 a. X ⊆
⋃m
i=1 S

bi

　 b. p =
∑m
i=1 qi

　 c. bi qiπ one4 ∈ Q (i = 1, . . . ,m)

ただしm = 0のときは，条件 aの⋃mi=1 Sbi は第 3.9.3項の上限の定義により空集合であり，条件
bの∑m

i=1 qiは 0であり，条件 cは空な条件である．そうするとこの関係 Rは，問題 3.32.25の次
の三条件 1, 2, 3をみたす．

1. X = ∅ ⇐⇒ XR0

2. X ⊆ Y かつ Y Rp =⇒ XRp

3. XRpかつ Y Rq =⇒ (X ∪ Y)R (p+ q)
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Rが条件 2, 3と ∅R0をみたすのは，Rの定義とm = 0の場合への上記注意により明らかである．
残りの「XR0 =⇒ X = ∅」は次のように示される．XR0 であれば，R の定義により，X = ∅
であるかまたは，G の元 b1, . . . , bm と P の元 q1, . . . , qm で X ⊆

⋃m
i=1 S

bi と 0 =
∑m
i=1 qi と

bi qiπ one4 ∈ Q (i = 1, . . . ,m) をみたすものが存在する (m > 0)．後者の場合，問題 3.32.1によ
り qi = 0であるから bi ∃π one4 ∈ Q，従って補題 5.6.26の条件 24により，任意の s ∈ Sに対し
て s ŏπ bi4 ∈ Q，つまり Sbi = ∅が成り立つ (i = 1, . . . ,m)．従って，この場合にも X = ∅であ
る．さらに，各 X ∈ PSと先に定めた Pの元 óに対し，Pの部分集合 {p ∈ P | XRp}∪ {ó}に最小元
が存在する．なぜなら {p ∈ P | XRp}は，Pの P ′ ∪ {0}によって生成される部分半群に含まれ，従っ
て定理 3.32.2により，空集合でなければ最小値を持つからである．従って問題 3.32.26により，S
上の P測度 |X|を次のように定めることができる．

|X| = min
(
{p ∈ P | XRp} ∪ {ó}

)
注意 5.2.3によればこれで，Sを基底とし ∃を基本関係とし |X|を測度とする単相格世界W ∈ W

が作れた．
そこで，AからW への定付値Φと変付値 vを定める．まず定付値Φは次のように定める．

　Φ1. 各 a ∈ Conδ に対してはΦa ∈ S→Tとし，各 s ∈ Sに対して次のように定める．

(Φa)s = 1 ⇐⇒ s ∈ Sa

　Φ2. 各 a ∈ Conε に対しては，Conε ⊆ Sに留意してΦa = aと定める．

　Φ3. 各 f ∈ ConPK に対しては Φf ∈ (Kf→S)→Tとし，Kf = {k1, . . . , kn}とするとき（以後こ
う書くときは，断らずとも k1, . . . , kn は相異なるものとする），各 θ ∈ Kf→Sに対して

(Φf)θ = 1 ⇐⇒ (
(θki) ŏki

)
i=1,...,n

f /∈ Q

と定める．補題 5.6.26の条件 2により，この定義は Kf の元の番号の付け方によらない．

こう定義したΦは，ConからW への保型写像であるという定付値の要件をみたす．
変付値 vは定付値Φと同様に次のように定める．ただし，注意は同じなので繰り返さない．

　 v1. 各 x ∈ Varδ に対しては vx ∈ S→Tとし，各 s ∈ Sに対して次のように定める．

(vx)s = 1 ⇐⇒ s ∈ Sx

　 v2. 各 x ∈ Varεに対しては，x ∈ Var ′εのときはVar ′ε ⊆ Sに留意して vx = xと定め，x ∈ Var ′′ε

のときは vxは Sの任意の元とする．

　 v3. 各 f ∈ VarPKに対してはvf ∈ (Kf→S)→Tとし，Kf = {k1, . . . , kn}とするとき，各θ ∈ Kf→S
に対して次のように定める．

(vf)θ = 1 ⇐⇒ (
(θki) ŏki

)
i=1,...,n

f /∈ Q

こう定義した vは，VarからW への保型写像であるという変付値の要件をみたす．
以上により，単相格世界W ∈ Wと AからW への定付値 Φと変付値 vが一組み作れた．従っ

て (Φ, v) ∈ V である．そこで以下，この (Φ, v) に対して α0 6≼Φ,v β0 を示す．そのためには，
(α0, β0) ⊆ (P,Q)であって P ∪ Qが文から成るから，定理 5.5.1によれば，Φの定める意味写像
Φ∗ について次の補題を証明すればいい．
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補題 5.6.27 h ∈ Pなら (Φ∗h)v = 1が成り立ち，h ∈ Qなら (Φ∗h)v = 0が成り立つ．

これを帰納法で証明するために補題をさらに用意する．一つ目の補題は帰納法の出発点ためのも
のである．

補題 5.6.28 任意の a ∈ A ′
εに対して (Φ∗a)v = aが成り立つ．また，任意の a ∈ Prmδ∪A ′

ε, s ∈ S
と拡張関係 ∃について「(Φ∗a)v ∃ s ⇐⇒ s ∈ Sa」が成り立つ．

証明 意味写像Φ∗の定義により，a ∈ Conに対しては (Φ∗a)v = Φaであり，x ∈ Varに対しては
(Φ∗x)v = vxである．このこととΦ2と v2の規定により，任意の a ∈ Prm ′

εに対して (Φ∗a)v = a

が成り立つ．A ′
εから Sへの写像 a 7→ (Φ∗a)vと埋め込み写像が共に F準写であってA ′

ε = [Prm ′
ε]F

であるから，前半が成り立つ．後半については，まず a ∈ A ′
ε の場合は，前半により (Φ∗a)v = a

であり，基本関係 ∃の定義により「a ∃ s ⇐⇒ s ∈ Sa」が成り立っていた．次に a ∈ Prmδ の
場合，拡張関係 ∃の定義により「(Φ∗a)v ∃ s ⇐⇒ (

(Φ∗a)v
)
s = 1」が成り立つ．また (Φ∗a)v

は，a ∈ Conδ なら Φa に等しく，a ∈ Varδ なら va に等しい．従って Φ と v の定義により，
「((Φ∗a)v

)
s = 1 ⇐⇒ s ∈ Sa」が成り立つ．

二つ目の補題は帰納法を運ぶ順番を決めるためのものである．

補題 5.6.29 Aの算号系を Λで表す（第 5.1.1項参照）．すなわち，

Λ = {λk,∧,∨,⇒,♢,4,u,t,2, f,Ωx | λ ∈ {ŏ} ∪Q, k ∈ K, f ∈ F, x ∈ Varε}

このとき，ΛqAから非負整数の全体 Z0への写像 Iで次の八条件をみたすものが一意に存在する．
1. 任意の µ ∈ Λと (a1, . . . , an) ∈ Domµに対して I

(
µ(a1, . . . , an)

)
= Iµ+ Ia1 + · · ·+ Ianが

成り立つ．

2. 任意の a ∈ {ŏk,4, f | k ∈ K, f ∈ F}q Prmに対して I(a) = 0が成り立つ．

3. 任意の a ∈ {∧,∨,⇒,♢,u,t,2,Ωx | x ∈ Varε} に対して Ia = 1が成り立つ．

4. 任意の p ∈ Pと任意の k ∈ Kに対して I(pk) = 4が成り立つ．

5. 任意の p ∈ Pと任意の k ∈ Kに対して I((←p]k) = 5が成り立つ．
6. Pに属す p, (←p]以外の任意の区間 pと任意の k ∈ Kに対して I(pk) = 6が成り立つ．

7. Pに属す非連結な任意の限量子 pと任意の k ∈ Kに対して I(pk) = 7が成り立つ．

8. 任意の p ∈ Pと任意の k ∈ Kに対して I(¬pk) = 9が成り立つ．

証明 定理 3.8.7系による．

この補題を使ってΛqAから Z0への写像 Jを次のように定める．すなわち，Aの apπ one4な
る形の元に対しては

J(apπ one4) = Ia+ 1

と定め，それ以外の ΛqAの元 bに対しては

Jb = Ib

と定める．Aが有基代数系であるから，こう定めることは可能である．こうして各 b ∈ Aに応じ
て定まる非負整数 Jbを bの指数と呼ぶ．
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補題 5.6.30 任意の b ∈ Aに対して Ib ≥ Jbが成り立つ．また，任意の a ∈ A, x ∈ Varε, b ∈ Aε
に対して I

(
a(x/b)

)
= Iaが成り立つ．

証明 one = (x0 ŏπ x04)Ωx0 であるから I(one) = I(Ωx0) = 1，従って I(apπ one4) = Ia +

I(pπ)+ I(one) = Ia+ 5 > Ia+ 1 = J(apπ one4)，従って前半が成り立つ．後半は aの階数 rにつ
いての帰納法で示す．r = 0すなわち aが素元のときは，a(x/b)も素元であるから両辺とも 0に
等しい．r > 0のときは，a = µ(a1, . . . , an)なる µ ∈ Λと a1, . . . , an ∈ Aがある．µ = Ωxのと
きは a(x/b) = aであるからいい．µ 6= Ωxのときは，a(x/b) = µ(a1(x/b), . . . , an(x/b))，従っ
て I

(
a(x/b)

)
= Iµ+ I

(
a1(x/b)

)
+ · · ·+ I

(
an(x/b)

)であるが，帰納法の仮定により I
(
ai(x/b)

)
=

Iai (i = 1, . . . , n)であるので，I
(
a(x/b)

)
= Iµ+ Ia1 + · · ·+ Ian = Iaが成り立つ．

補題 5.6.27の証明 任意の h ∈ P ∪Qをとる．そうすると，Aが有基代数系であるから，hの格
域の相異なる元 k1, . . . , klと Aεの元 a1, . . . , alと Hの元 h ′で次の条件をみたすものが一意に存
在する (l ≥ 0)．

h = (ai ŏki)i=1,...,lh
′ h ′ /∈

⋃
k∈K Im ŏk

そして hが良文であるから，補題 5.6.11により a1, . . . , al ∈ A ′
ε であり，Kh ′ = {k1, . . . , kl}であ

る．また，h ′ /∈
⋃
k∈K Im ŏkであるから，問題 5.1.4により，h ′ は用素元 [13]であるかまたは次の

いずれかの語形をしている．

aλk f (λ ∈ Q) f∧g f∨g f⇒g f♢ c4 (5.6.1)

また，問題 5.1.3により，cは Prmδ ∪Aε に属すかまたは次のいずれかの語形をしている．

a u b a t b a2 fΩx (5.6.2)

hが良文であるから補題 5.6.11により，c ∈ Aε の場合には c ∈ A ′
ε である．

まず次の二つの特別な場合に補題 5.6.27を証明する．

h ′ が用素元の場合 θ ∈ Kh ′→Sを θki = ai (i = 1, . . . , l)と定める．そうすると，

(Φ∗h)v =
(
Φ∗((ai ŏki)ih ′))v (h = (ai ŏki)ih

′ を代入)

=
(
(Φ∗ai)v ŏki

)
i
(Φ∗h ′)v (Φ∗ と prv が {ŏki}擬写だから)

= (ai ŏki)i(Φ
∗h ′)v (補題 5.6.28による)

=
(
(θki) ŏki

)
i
(Φ∗h ′)v (θの定義による)

=
(
(Φ∗h ′)v

)
θ (定理 5.2.4系 3による)(

(Φ∗h ′)v
)
θは，h ′が用定数であれば (Φh ′)θに等しく，h ′が用変数であれば (vh ′)θに等しい．そ

してこれらの値が 1となるのは，Φと vの定義により ((θki) ŏki)ih ′ /∈ Qの場合であるが，それ
は，θの定義により h =

(
(θki) ŏki

)
i
h ′ であるから，h /∈ Qの場合である．従って，h ∈ Qなら

(Φ∗h)v = 0が成り立ち，h ∈ Pなら，P ∩Q = ∅なので (Φ∗h)v = 1が成り立つ．

[13]以下，表 5.1 の命名を頻用する．
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h ′ = c4なる c ∈ Prmδ∪Aεがある場合 この場合，l = 1, k1 = π, c ∈ Prmδ∪A ′
εである．そこで

a1を sと書くと，h = s ŏπ c4となる．従って補題 5.6.28により，(Φ∗h)v = (Φ∗s)v ŏπ (Φ∗c)v4 =

s ŏπ (Φ∗c)v4が成り立つ．これが1となるのは補題5.2.10によれば，拡張関係∃について (Φ∗c)v ∃ s
の成り立つ場合であり，それは補題 5.6.28によれば s ∈ Sc，すなわち h = s ŏπ c4 /∈ Qの場合で
ある．従って，h ∈ Pなら (Φ∗h)v = 1が成り立ち，h ∈ Qなら (Φ∗h)v = 0が成り立つ．

一般の場合 以下，hの指数 Jhについての帰納法を使って補題 5.6.27を一般に証明する．
Jh = 0なら Jの定義により，h ′ が用素元であるか h ′ = c4なる c ∈ Prmδ ∪ Aε があるかであ
り，これらの場合には補題 5.6.27は上で既に証明されている．そこで以下，Jh ≥ 1であり，h ′は
用素元でなく，h ′ = c4なる c ∈ Prmδ ∪Aεが無いと仮定する．そうすると，h ′は (5.6.1)のどれ
かであり，h ′ = c4の場合の cは (5.6.2)のどれかである．それらについて以下順に調べて行く．
P ∩ Q = ∅ に留意して，P ∪ Q の二元 f, g が共に P に属すか共に Q に属すとき f と g は同
値であると言い，一方が P に属し他方が Q に属すとき，f と g は異値であると言う．そうする
と，hと同値な元 h̀で (Φ∗h)v = (Φ∗h̀)v, Jh > Jh̀なるものがあるか，または hと異値な元 h̀で
(Φ∗h)v 6= (Φ∗h̀)v, Jh > Jh̀なるものがあれば，帰納法の仮定により，h ∈ Pなら (Φ∗h)v = 1が
成り立ち h ∈ Qなら (Φ∗h)v = 0が成り立つ．この論法をしばしば使う．
まず h ′が (5.6.1)の aλk f (λ ∈ Q)の場合を考え，この場合をさらに，λ ∈ ¬Pの場合と，λ ∈ P

で λが不連結の場合と，λ ∈ Pで λが連結の場合とに分ける．そうすると最後の場合，問題 3.9.26

により，λは P, (p, q], (←p], p = (p→)のいずれかである．
1. h ′ = a¬pk f (p ∈ P)の場合：h = (ai ŏki)i(a¬pk f)であり，補題 5.6.26の条件 11, 12に

より hは h̀ = (ai ŏki)i(a pk f
♢)と同値である．また，定理 5.2.8により a¬pk f � a pk f♢，従っ

て問題 5.2.16により (
Φ∗(a¬pk f)

)
v =

(
Φ∗(a pk f♢)

)
vであるから，(Φ∗h)v = (Φ∗h̀)vが成り立

つ．また，補題 5.6.29により

Jh = Ih = I(a¬pk f) = Ia+ I(¬pk) + If = Ia+ 9+ If

> Ia+ 8+ If = Ia+ 7+ (If+ 1) = Ia+ 7+ I(f♢)

≥ Ia+ I(pk) + I(f♢) = I(a pk f♢) = Ih̀ = Jh̀

従って，h ∈ Pなら (Φ∗h)v = 1が成り立ち，h ∈ Qなら (Φ∗h)v = 0が成り立つ．
2. h ′ = a pk f (p ∈ P)で pが非連結の場合：h = (ai ŏki)i(a pk f)である．pの連結成分の全体

を p1, . . . , pmとし，hj = (ai ŏki)i(a pjk f) (j = 1, . . . ,m) と定める．そうすると，定理 5.2.9と補
題 5.2.4により

(Φ∗h)v = (Φ∗h1)v∨ · · ·∨(Φ∗hm)v

が成り立つ．また，補題 5.6.29と補題 5.6.30により各 j ∈ {1, . . . ,m}に対して

Jh = Ih = I(a pk f) = Ia+ I(pk) + If = Ia+ 7+ If

> Ia+ 6+ If ≥ Ia+ I(pjk) + If = I(a pjk f) = Ihj ≥ Jhj

また補題 5.6.26の条件 13, 14により，h ∈ Pなら hj ∈ Pなる j ∈ {1, . . . ,m}があり，h ∈ Qなら，
任意の j ∈ {1, . . . ,m}に対して hj ∈ Qが成り立つ．従って，h ∈ Pなら (Φ∗h)v = 1が成り立ち，
h ∈ Qなら (Φ∗h)v = 0が成り立つ．
3. h ′ = aPk fで Pに最大元が無い場合：h = (ai ŏki)i(aPk f)である．

h1 = (ai ŏki)i(a (←0]k f) h2 = (ai ŏki)i(a 0k f)
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と定める．そうすると P = (←0]∪ 0であるから，定理 5.2.9と補題 5.2.4により次の式が成り立つ．

(Φ∗h)v = (Φ∗h1)v∨(Φ∗h2)v

P = pなる p ∈ Pも P = (←p]なる p ∈ Pも無いから，補題 5.6.29と補題 5.6.30により

Jh = Ih = I(aPk f) = Ia+ I(Pk) + If = Ia+ 6+ If

>

Ia+ 5+ If = Ia+ I((←0]k) + If = I(a (←0]k f) = Ih1 = Jh1
Ia+ 4+ If = Ia+ I(0k) + If = I(a 0k f) = Ih2 ≥ Jh2

また補題 5.6.26の条件 15, 16により，h ∈ Pなら h1または h2が Pに属し，h ∈ Qなら，h1と h2
がQに属す．従って，h ∈ Pなら (Φ∗h)v = 1が成り立ち，h ∈ Qなら (Φ∗h)v = 0が成り立つ．
4. h ′ = a (p, q]k f (p, q ∈ P), q 6= ∞ の場合：h = (ai ŏki)i(a (p, q]k f) である．そこで

h1 = (ai ŏki)i(a (←q]k f), h2 = (ai ŏki)i(apk f)と定める．そうすると (p, q] = (←q] ∩ pであ
るから，定理 5.2.9と補題 5.2.4により

(Φ∗h)v = (Φ∗h1)v∧(Φ∗h2)v

が成り立つ．(p, q] = rなる r ∈ Pも (p, q] = (←r]なる r ∈ Pも無いから，補題 5.6.29と補題
5.6.30により

Jh = Ih = I(a (p, q]k f) = Ia+ I((p, q]k) + If = Ia+ 6+ If

>

Ia+ 5+ If = Ia+ I((←0]k) + If = I(a (←q]k f) = Ih1 = Jh1
Ia+ 4+ If = Ia+ I(0k) + If = I(apk f) = Ih2 ≥ Jh2

また補題 5.6.26の条件 17, 18により，h ∈ Pなら h1と h2が Pに属し，h ∈ Qなら，h1または h2
がQに属す．従って，h ∈ Pなら (Φ∗h)v = 1が成り立ち，h ∈ Qなら (Φ∗h)v = 0が成り立つ．
5. h ′ = a (←p]k f (p ∈ P)の場合：なお，Pに最大元∞があれば (←∞] = Pとなるから，場合

3で除外した h ′ = aPk fで Pに最大元のある場合はこの場合 5に含まれる．
h = (ai ŏki)i(a (←p]k f)であり，補題 5.6.26の条件 19, 20により hは h̀ = (ai ŏki)i(apk f)と

異値である．また，定理 5.2.8により h � h̀♢ であるから，(Φ∗h)v 6= (Φ∗h̀)vが成り立つ．また，
補題 5.6.29と補題 5.6.30により

Jh = Ih = I(a (←p]k f) = Ia+ I
(
(←p]k)+ If = Ia+ 5+ If

> Ia+ 4+ If = Ia+ I(pk) + If = I(apk f) = Ih̀ ≥ Jh̀

従って，h ∈ Pなら (Φ∗h)v = 1が成り立ち，h ∈ Qなら (Φ∗h)v = 0が成り立つ．
6. h ′ = apk f 6= apπ one4 (p ∈ P)の場合：なお，Pに最大元∞があれば p = (p,∞]となる

から，場合 4で除外した h ′ = a (p,∞]k fなる場合のうち，h ′ = a (p,∞]π one4以外の場合はこ
の場合 6に含まれる．
h = (ai ŏki)i(apk f)である．そこで，Var ′′ε 6= ∅に留意して任意の x ∈ Var ′′ε をとって，h̀ =(
au
(
x ŏk (ai ŏki)if

)
Ωx
)
pπ one4と定める．そうすると，補題 5.6.26の条件 21, 22により h̀は h

と同値である．また，補題 5.6.19と同様にしてh � h̀を示すことができる．すなわち，g = (ai ŏki)if

と定める．そうすると g ∈ A{k} であって，定理 5.2.18と定理 5.5.12により

h � apkg
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が成り立つ．また，補題 5.6.11により xが gに自由に現れないから，定理 5.5.17により

apkg � apπ
(
(x ŏk g)Ωx

)
4

が成り立つ．また，問題 5.2.26により

apπ
(
(x ŏk g)Ωx

)
4 �

(
a u (x ŏk g)Ωx

)
pπ one4

が成り立つ．これで h � h̀が示された．また，補題 5.6.29により

Jh = Ih = Ia+ I(pk) + If = Ia+ 4+ If = Ia+ 4+ Ig

> Ia+ 3+ Ig = Ia+ I(u) + Ig+ I(Ωx) + 1 = I
(
a u (x ŏk g)Ωx

)
+ 1 = Jh̀

従って，h ∈ Pなら (Φ∗h)v = 1が成り立ち，h ∈ Qなら (Φ∗h)v = 0が成り立つ．
7. h ′ = apπ one4 (p ∈ P)の場合：なお，Pに最大元∞があれば p = (p,∞]となるから，場

合 4でも場合 6でも除外した h ′ = a (p,∞]π one4の場合はこの場合 7に含まれる．
h = h ′ = apπ one4である．そこで Sの部分集合 Xを次のように定める（補題 5.2.8参照）．

X = {s ∈ S | (Φ∗a)v ∃ s}

そうすると，問題 5.2.27により次のことが成り立つ．

(Φ∗h)v = 1 ⇐⇒ p < |X|

まず h ∈ Pの場合を考える．この場合 pは Pの最大元∞とは異なる．p =∞であれば，∞律
により h ≼∗ が成り立ち，h ∈ αn なる nがあって ≼∗ が付加律と置換律に従うから αn ≼∗ βn

となって，αn → βn が特異式であることに反するからである．他方で，pは P ∪ Qに現れる P
の元の全体 P ′ に含まれ，従って pは P ′ の上限 ṕを超えない．ṕ < óまたは ó = ∞であるから，
p < óが成り立つ．従って |X| = óであれば，p < |X|，すなわち (Φ∗h)v = 1が成り立つ．そこで，
p ≥ |X| 6= óと仮定して以下矛盾を導く．まず，|X| 6= óとの仮定と測値 |X|の定義により，Gの元
b1, . . . , bm と Pの元 q1, . . . , qm で次の三条件をみたすものが存在する (m ≥ 0)．

　 a. X ⊆
⋃m
i=1 S

bi

　 b. |X| =
∑m
i=1 qi

　 c. bi qiπ one4 ∈ Q (i = 1, . . . ,m)

条件 bと p ≥ |X|との仮定により p ≥
∑m
i=1 qi であり，また h = apπ one4 ∈ P の場合であっ

て条件 cがみたされるから，補題 5.6.26の条件 23により，ある x ∈ Var ′ε に対して x ŏπa4 ∈ P
と x ŏπ b14, · · · , x ŏπ bm4 ∈ Q が成り立つ．また，補題 5.6.29 により Jh = Ia + 1 > Ia =

I(x ŏπa4) = J(x ŏπa4) が成り立つ．従って帰納法の仮定と x ŏπa4 ∈ P であることにより，(
Φ∗(x ŏπa4)

)
v = 1が成り立つ．補題 5.6.28により (

Φ∗(x ŏπa4)
)
v = (Φ∗x)v ŏπ (Φ∗a)v4 =

x ŏπ (Φ∗a)v4であるから，補題 5.2.10により (Φ∗a)v ∃ x，すなわち x ∈ Xが成り立つ．他方で，
x ŏπ bi4 ∈ Qであることと Sbi の定義により x /∈ Sbi が成り立つ (i = 1, . . . ,m)．しかしこれは条
件 aに矛盾する．
次に h ∈ Qの場合を考える．この場合 X ⊆ Sa が成り立つ．なぜなら s ∈ S− Sa であれば，Sa

の定義により s ŏπ a4 ∈ Qであり，また Jh = Ia + 1 > Ia = I(s ŏπ a4) = J(s ŏπ a4)であるか
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ら，帰納法の仮定により (Φ∗(s ŏπ a4)
)
v = 0，すなわち (Φ∗a)v 6∃ s，すなわち s ∈ S − Xが成り

立つからである．このことと h = apπ one4 ∈ Qの場合であることにより XRpであるから，測
値 |X|の定義により |X| ≤ p，すなわち (Φ∗h)v = 0が成り立つ．
以上で h ′ が (5.6.1)の aλk f (λ ∈ Q)の場合が済んだ．
8. h ′ = f∧g, f∨g, f⇒gの場合：三つの算法 ∧,∨,⇒の任意の一つを記号 ∗で表す．h =

(ai ŏki)i=1,...,l(f ∗ g)である．l次の任意の置換 ρに対して，補題 5.6.26の条件 1, 2により hが
hρ = (aρi ŏkρi)i=1,...,l(f ∗ g)と同値であり，定理 5.2.4系 2により (Φ∗h)v = (Φ∗hρ)vが成り立
つから，Kf − Kg = {k1, . . . , kν}, Kf ∩ Kg = {kν+1, . . . , km}, Kg − Kf = {km+1, . . . , kl}と仮定し
ていい (ν ≤ m ≤ l)．こう仮定して hf = (ai ŏki)i=1,...,mf, hg = (ai ŏki)i=ν+1,...,lgと定める．
そうすると，定理 5.2.5により

(Φ∗h)v = (Φ∗hf)v ∗ (Φ∗hg)v

が成り立つ．また，補題 5.6.26の条件 3 – 8により次のことが成り立つ．

　 (8-1) ∗が ∧のときは，h ∈ Pなら hf, hg ∈ Pで，h ∈ Qなら hf ∈ Qまたは hg ∈ Q

　 (8-2) ∗が ∨のときは，h ∈ Pなら hf ∈ Pまたは hg ∈ Pで，h ∈ Qなら hf, hg ∈ Q

　 (8-3) ∗が⇒のときは，h ∈ Pなら hf ∈ Qまたは hg ∈ Pで，h ∈ Qなら hf ∈ P, hg ∈ Q

また，補題 5.6.29と補題 5.6.30により

Jh = Ih = If+ I ∗+Ig = If+ 1+ Ig >

If = Ihf ≥ JhfIg = Ihg ≥ Jhg

が成り立つ．従って，h ∈ Pなら (Φ∗h)v = 1が成り立ち，h ∈ Qなら (Φ∗h)v = 0が成り立つ．
9. h ′ = f♢の場合：h = (ai ŏki)i(f

♢)であり，補題 5.6.26の条件 9, 10によりhは h̀ = (ai ŏki)if

と異値である．また，定理 5.2.4系 4により h � h̀♢，従って (Φ∗h)v 6= (Φ∗h̀)vが成り立つ．また，
補題 5.6.29と補題 5.6.30により Jh = Ih = If+ I♢ = If+ 1 > If = Ih̀ ≥ Jh̀．従って，h ∈ Pなら
(Φ∗h)v = 1が成り立ち，h ∈ Qなら (Φ∗h)v = 0が成り立つ．
以上で h ′ が (5.6.1)の c4以外の場合が済んだ．
10. h ′ = (a u b)4の場合：l = 1, k1 = πであり，c = a1 と定めれば h = c ŏπ (a u b)4であ

る．そこで ha = c ŏπ a4, hb = c ŏπ b4と定める．そうすると，問題 5.2.11と定理 5.2.5により

(Φ∗h)v = (Φ∗ha)v∧(Φ∗hb)v

が成り立つ．また，補題 5.6.26の条件 25, 26により，h ∈ Pなら ha, hb ∈ Pが成り立ち，h ∈ Q
なら，ha ∈ Qまたは hb ∈ Qが成り立つ．また，補題 5.6.29により

Jh = Ih = Ia+ Iu+ Ib = Ia+ 1+ Ib >

Ia = Iha = Jha

Ib = Ihb = Jhb

従って，h ∈ Pなら (Φ∗h)v = 1が成り立ち，h ∈ Qなら (Φ∗h)v = 0が成り立つ．
11. h ′ = (a t b)4の場合：l = 1, k1 = πであり，c = a1 と定めれば h = c ŏπ (a t b)4であ

る．そこで ha = c ŏπ a4, hb = c ŏπ b4と定める．そうすると，問題 5.2.11と定理 5.2.5により

(Φ∗h)v = (Φ∗ha)v∨(Φ∗hb)v
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が成り立つ．また，補題 5.6.26の条件 27, 28により，h ∈ Pなら ha ∈ Pまたは hb ∈ Pが成り立
ち，h ∈ Qなら，ha, hb ∈ Qが成り立つ．また，補題 5.6.29により

Jh = Ih = Ia+ It+ Ib = Ia+ 1+ Ib >

Ia = Iha = Jha

Ib = Ihb = Jhb

従って，h ∈ Pなら (Φ∗h)v = 1が成り立ち，h ∈ Qなら (Φ∗h)v = 0が成り立つ．
12. h ′ = a24の場合：l = 1, k1 = πであり，b = a1 と定めれば h = b ŏπa24であり，補題

5.6.26の条件 29, 30により hは h̀ = b ŏπa4と異値である．また，問題 5.2.11と定理 5.2.4系 4

により h � h̀♢，従って (Φ∗h)v 6= (Φ∗h̀)vが成り立つ．また，補題 5.6.29により

Jh = Ih = Ia+ I2 = Ia+ 1 > Ia = Ih̀ = Jh̀

従って，h ∈ Pなら (Φ∗h)v = 1が成り立ち，h ∈ Qなら (Φ∗h)v = 0が成り立つ．
13. h ′ = (fΩx)4の場合：l = 1, k1 = πであり，a = a1 と定めれば h = a ŏπ (fΩx)4であ

り，補題 5.6.26の条件 31, 32により hは h̀ = f(x/a)と同値である．また，補題 5.6.28により

(Φ∗h)v = (Φ∗a)v ŏπ
(
(Φ∗f)Ωx

)
v4 = a ŏπ

(
(Φ∗f)Ωx

)
v4

が成り立つから，補題 5.2.10と (5.3.2)により

(Φ∗h)v = 1 ⇐⇒ (
(Φ∗f)Ωx

)
v ∃ a ⇐⇒ (Φ∗f)

(
(x/a)v) = 1

が成り立つ．また，補題 5.6.11により fにおいて xが aから自由であるから，補題 5.6.28と代入
値換定理 4.4.2により

(Φ∗f)
(
(x/a)v

)
= (Φ∗f)

((
x/(Φ∗a)v

)
v
)
=
(
Φ∗f(x/a)

)
v = (Φ∗h̀)v

従って (Φ∗h)v = (Φ∗h̀)vが成り立つ．また，補題 5.6.29と補題 5.6.30により

Jh = Ih = If+ I(Ωx) = If+ 1 > If = I
(
f(x/a)

)
= Ih̀ ≥ Jh̀

従って，h ∈ Pなら (Φ∗h)v = 1が成り立ち，h ∈ Qなら (Φ∗h)v = 0が成り立つ． 終
以上で h ′ が (5.6.1) と (5.6.2) のすべての場合について h ∈ P なら (Φ∗h)v = 1 が成り立って

h ∈ Qなら (Φ∗h)v = 0が成り立つことを示したので，補題 5.6.27の証明が完成した．そしてこれ
で，(R⃗, D⃗)が G⃗に関して弱完全であることが証明された．

5.6.2 用元についての完全性定理
§ 第 5.6.1項では，用論対 (H,G)に対して注意 3.30.6の手順 1を行ない，C⃗ = [D⃗]

R⃗
なる結果を

得た．従って定理 3.30.13により直ちに次の定理が得られる．

定理 5.6.1 H上の G健全な論拠 (R,D)に関する生成関係 ≼R,D が H上の算法 ∧,∨,♢,⇒に関す
るブール律と第 5.6.1.2条に記した片格出律から ∀x入律までの二十七法則に従えば，(R,D)は G

完全である．
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そこで以下，用論対 (H,G)に対して注意 3.30.6の手順 2を行なって定理 5.6.1の条件をみたす
H上の論拠 (R,D)を一組み提示し，それにより実は，Rを modus ponensに取り換えて得られる
論拠が G完全であることを示す．
まず，H∗, H間の五つの関係 ℘,&, ♯, ♭, ∀を次のように定める．℘がmodus ponensである．

℘ =
f f⇒g

g
(f, g ∈ H)

& =
f g

f∧g
(f, g ∈ H)

♯ =
f

a ŏk f
(f ∈ H, a ∈ Aε, k ∈ Kf)

♭ =
x ŏk f

f
(f ∈ H, x ∈ Varε, k ∈ Kf, xは fに自由に現れない)

∀ =
f

one∀π (fΩx)4
(f ∈ A∅, x ∈ Varε)

そして，℘と &の和を Rと定める．
R = ℘ ∪ &

次に，以下に列挙する Hの元の全体を Eで表し，Eの界 (H,℘ ∪ & ∪ ♯ ∪ ♭ ∪ ∀)における界包をD

で表す．従って，Dはこの界における Eの n圏 En (n = 0, 1, . . .)の和であって，En は次のよう
に帰納的に記述される．すなわちまず E0 = Eである．そして n ≥ 1のときは，En は次のような
元の全体である．

g (g ∈ H, f ∈ En1 , f⇒g ∈ En2 , n1 + n2 = n− 1)

f∧g (f ∈ En1 , g ∈ En2 , n1 + n2 = n− 1)

a ŏk f (f ∈ En−1, a ∈ Aε, k ∈ Kf)

f (f ∈ H, x ∈ Varε, k ∈ Kf, xは fに自由に現れない, x ŏk f ∈ En−1)
one∀π (fΩx)4 (f ∈ En−1 ∩A∅, x ∈ Varε)

Eは以下に記すブール元から ∀x入元までの二十五種の元の全体である（ただし書きに注意）．

f♢ ∨ f

(f∧g)⇒ f
(f∧g)⇒g
f⇒(f∨g)

g⇒(f∨g)

(f♢ ∨g)⇒(f⇒g)(
(f⇒h)∧(g⇒h))⇒((f∨g)⇒h)(
(h⇒ f)∧(h⇒g))⇒(h⇒(f∧g)

)(
(h⇒ f)∧(h⇒(f⇒g)))⇒(h⇒g)



(ブール元)

ただし以上のブール元においては f, g, h ∈ Hとする．

a ŏπa4 (同一元)

ただし a ∈ Aε とする．
(a∞π one4)♢ (∞元)
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ただし a ∈ Gとし，∞は Pの最大元とし，∞が存在する場合にのみこの元を Eに入れる．

aλk (b ŏl f)⇔ b ŏl (aλk f) (交換元)

ただし a ∈ G, b ∈ Aε, f ∈ H, k, l ∈ Kf, k 6= l, λ ∈ {ŏ}∪Qとし，λ = ŏの場合は a ∈ Aεとする．
また記号⇔は，aλk (b ŏl f)⇒b ŏl (aλk f) とこれを左右反転した元 b ŏl (aλk f)⇒aλk (b ŏl f)
をまとめて記すための工夫であり，以下でも同様である．

(ai ŏki)i=1,...,l(f∧g)⇔ (
(ai ŏki)i=1,...,mf∧(ai ŏki)i=n+1,...,lg

)
(∧元)

(ai ŏki)i=1,...,l(f∨g)⇔ (
(ai ŏki)i=1,...,mf∨(ai ŏki)i=n+1,...,lg

)
(∨元)

(ai ŏki)i=1,...,l(f⇒g)⇔ (
(ai ŏki)i=1,...,mf⇒(ai ŏki)i=n+1,...,lg

)
(⇒元)

ただし∧元・∨元・⇒元において，ai ∈ Aε (i = 1, . . . , l), f, g ∈ Hとし，k1, . . . , knを Kf − Kg

の相異なる元とし，kn+1, . . . , kmを Kf ∩ Kgの相異なる元とし，km+1, . . . , klを Kg − Kfの相異
なる元とする (0 ≤ n ≤ m ≤ l)．(

(ai ŏki)i=1,...,n(f
♢)
)⇔ (

(ai ŏki)i=1,...,nf
)♢ (♢元)

ただし ai ∈ Aε (i = 1, . . . , n), f ∈ Hとし，k1, . . . , kn を Kf の相異なる元とする．

a¬λk f⇔ aλk f♢ (¬元)

aλ◦k f⇔ (aλk f)♢ (◦元)

ただし ¬元と ◦元において，a ∈ G, f ∈ H, k ∈ Kf, λ ∈ Qとする．

a (λ ∩ µ)k f⇔ (aλk f∧aµk f) (∩元)

a (λ ∪ µ)k f⇔ (aλk f∨aµk f) (∪元)

ただし ∩元と ∪元において，a ∈ G, f ∈ H, k ∈ Kf とし，λ, µ ∈ ¬Pまたは λ, µ ∈ Pとする．

aλk f⇔ aλπ
(
(x ŏk f)Ωx

)
4 (Q元)

ただし a ∈ G, f ∈ H, Kf = {k}, λ ∈ Q, x ∈ Varε とし，xが fに自由に現れないとする．

a pπb4⇔ (a u b) pπ one4 (P元)

ただし a, b ∈ G, p ∈ Pとする．(
one ∀π

(
(f⇒g)Ωx)4)⇒(f⇒ one∀π (gΩx)4

)
(∀x,⇒元)

ただし f, g ∈ A∅, x ∈ Varε とし，xは fに自由に現れないものとする．(
one ∀π

((
(x ŏπa4)⇒(x ŏk f)

)
Ωx4

))⇒a ∀k f (∀元)

ただし x ∈ Varε, a ∈ G, f ∈ H, Kf = {k}とし，xが a, fに自由に現れないとする．

(a ∀πb4∧apk f)⇒bpk f (∀π, (·→)元)

ただし a, b ∈ G, f ∈ H, k ∈ Kf, p ∈ Pとする．

(a t b)p+ qk f⇒(apk f∨bqk f) (t,+元)
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ただし a, b ∈ G, p, q ∈ P, f ∈ H, k ∈ Kf とする．

(one2 pk f)♢ (one2 元)

ただし p ∈ P, f ∈ H, k ∈ Kf とする．

b ŏπa4⇒a ∃π one4 (∃元)

ただし a ∈ G, b ∈ Aε とする．

(a u b)4⇔ (a4∧b4) (u元)

(a t b)4⇔ (a4∨b4) (t元)

(a2)4⇔ (a4)♢ (2元)

ただし u元・t元・2元において a, b ∈ Gとする．

a ŏπ (fΩx)4⇔ f(x/a) (Ωx元)

ただし a ∈ Aε, f ∈ A∅, x ∈ Varε とし，xが fにおいて aから自由であるとする．

one∀π (fΩx)4⇒ f (∀x入元)

ただし f ∈ A∅, x ∈ Varε とする．
以上のように定めると次の定理が成り立つ．

定理 5.6.2 H上の論拠 (℘,D)は G完全であり，Dは用論対 (H,G)の核に等しい．

証明 例 3.30.1により ℘と &は用論対 (H,G)の論理であり，従って定理 3.26.4により Rもそう
である．また，問題 3.31.1と問題 3.30.38によりブール元は (H,G)の核 Cに属し，ブール元以外
の Eの元は第 5.6.1.1条で説明したことから Cに属す．さらに，♯と ♭と ∀は，定理 5.5.12と定理
5.5.16系 3により (H,G)の弱論理である．従ってDは Cに含まれる．以上によりつまり，H上の
論拠 (R,D)は G健全である．次に生成関係 ≼R,D は，Dがブール元をすべて含むから定理 3.31.1

系 2によりブール律に従い，[D]R = Dが同一元以下の Eの元を含み ♯と ♭で閉じているから，片
格出律から ∀x入律までの二十七法則に従う．これで (R,D)が定理 5.6.1の条件をみたすことが分
かったから，(R,D)は G完全である．従って定理 3.28.2により (R,D)は Gに関して弱完全，すな
わち C = [D]R であるが，[D]R = Dであったから C = Dとなる．従ってさらに定理 3.30.22系に
より，℘,Dが G完全である．

問題 5.6.1 Eの定義においてブール元をルカシェヴィチ元で置き換えてDの定義において ℘ ∪ &

を ℘で置き換えても，定理 5.6.2と同じ結論が成り立つ．

略解 定理 3.31.2系 2の代わりに定理 3.31.3を使って同様にすればいい．

5.7 第三種定理と実例存在定理
＄ この節を通じて，(A, T, σ,Prm),Wを単相格論理系とし，その他の記号の意味もこれまで通

りとする．特に，PをAの限量系とする．また，(H,G)と (A∅,F)を (A, T, σ,Prm),Wの定める用
論対と文論対とし，AからWに属す共通の単相格世界への定付値と変付値の組みの全体をVで表
す．ここでは，高岡洋介氏による標題の二定理を紹介する．
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5.7.1 第三種定理
§ ここでは，高岡洋介氏による次の定理を証明する．これは格論理学の際立った特色の一つを

示す．

定理 5.7.1 (第三種定理) 限量系 Pが整列集合でないかまたは Pに最大元が無ければ，(H,G)も
(A∅,F)も第三種である！

注意 5.7.1 注意 4.7.2に記したことから，X ∈ P(A∅)にV実例が存在すれば Xは (A∅,F)の無矛
盾集合であるが，この逆は真ではなく，(A∅,F)のどの無矛盾集合にもV実例が存在するためには，
(A∅,F)が第二種以下であることが必要十分である．従って定理 5.7.1の仮定の下では，(A∅,F)の
無矛盾集合 Xで V実例の無いものが存在する．問題 5.4.1により (H,G)が (A∅,F)の拡大である
から，Xは定理 3.30.26と定理 3.30.9により (H,G)の無矛盾集合でもあり，問題 5.4.1により Xに
W実例は無い．

証明 上の注意または問題 3.30.16と問題 3.26.35によれば，(A∅,F)が第三種であることを示せば
いい．それには，定理 3.30.30と注意 3.30.12によれば，A∅の部分集合で F実例の有るものの全体⋃
φ∈F P(φ−11)が有限的でないことを示せばいい．この集合を←−F で表す
Pが整列集合でない場合には，問題 3.9.31と注意 3.9.1により，PP× PPの元 (P,Q)で三条件

1. 任意の (p, q) ∈ P ×Qが p < qをみたす

2. Q 6= ∅であってminQは存在しない

3. P = P ∪Q

をみたすものが有る．他方，Pが整列集合であるが最大元が無い場合には，(P,Q) = (P, ∅)と定め
る．この場合には，条件 1, 3はやはり自明にみたされるが，条件 2に代わって条件

4. Q = ∅であってmaxPは存在しない

がみたされる．これらの条件により 0 /∈ Q =
⋂
p∈P(p→)が成り立つ．そこで，任意の閉全包元 one

と任意の a ∈ Aε を使って，A∅ の部分集合Mを次のように定める．

M =
{
a (p→)π one4

∣∣ p ∈ P
}
∪
{
a (←q]π one4 ∣∣ q ∈ Q

}
そして，P ′M ⊆

←−
F であるがM /∈

←−
F であることを示そう．そうすれば，問題 3.18.3により←−F は

有限的でない．
まずM /∈

←−
F を背理法で示すために，M ⊆ φ−11なる φ ∈ Fが有ると仮定する．そうすると F

の定義により，Aから単相格世界W ∈ Wへの定付値Φと変付値 vで φ = Φv なるものが有って
φ−11 = {f ∈ A∅ | (Φ∗f)v = 1}が成り立つ．そこで，Wの基底を Sで表し，a ∈ Aεであったことに
留意して Sa = {s ∈ S | (Φ∗a)v ∃ s}と定め，Sa の P測値を rで表す．そうすると，M ⊆ φ−11な
ることと補題 5.2.10により，任意の p ∈ Pに対して p < rが成り立つと共に，任意の q ∈ Qに対し
て r ≤ qが成り立つ．しかしそうすると，Q =

⋂
p∈P(p→)であったから r ∈ Q，従って r = minQ

となり，これは条件 2または 4がみたされることに矛盾する．これでM /∈
←−
F が示された．

次に P ′M ⊆
←−
F を証明するために，任意のN ∈ P ′M− {∅}をとってN ⊆ φ−11なるφ ∈ Fが有

ることを示そう．そのために，

PN =
{
p ∈ P

∣∣ a (p→)π one4 ∈ N
}

QN =
{
q ∈ Q

∣∣ a (←q]π one4 ∈ N
}
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と定める．そうすると

N =
{
a (p→)π one4

∣∣ p ∈ PN
}
∪
{
a (←q]π one4 ∣∣ q ∈ QN

}
が成り立ち，PNもQNも有限集合であって，どちらかは空でない．そこで，QN 6= ∅の場合には
r = minQN と定める（条件 2により r < minQN なる r ∈ Qが存在するので，そういう rをとっ
てもいい．問題 5.7.2の証明参照）．他方 PN 6= ∅ = QNの場合には，maxPN < rなる r ∈ Pをと
る．そういう rは有る．なぜなら，Q 6= ∅なら任意の r ∈ Qが条件 1により maxPN < rをみた
し，Q = ∅なら条件 4により maxPが無いからである．こうとった rは，0 /∈ Qであったこと等
により 0 < rをみたし，条件 1等により任意の p ∈ PN に対して p < rをみたし，任意の q ∈ QN
に対して r ≤ qをみたす（QN 6= ∅の場合に r < minQNなるようとっておけば r < qをみたす）．
そこで注意 5.2.3の手順で，特別な単相格世界W ∈ Wを次のように作る．まず，TFと同類の汎

代数系 S ( 6= ∅)として Aε をとる．次に，S上の反射的関係 ∃を任意にとる．次に，S上の P測度
|X|を，0 < rに留意して問題 3.32.30によって

|X| =

0 · · · X = ∅のとき
r · · · X 6= ∅のとき

と定める．注意 5.2.3によればこれで，Sを基底とし ∃を基本関係とし |X|を測度とする単相格世
界W ∈ Wが作れた．
そこで，AからW への定付値Φと変付値 vを任意に定め，Fの元 φを φ = Φv と定め，さら

に，a ∈ Aεであったことに留意して Sa = {s ∈ S | (Φ∗a)v ∃ s}と定める．そうすると (Φ∗a)v ∈ Sa

であるから，測度の定義により |Sa| = rが成り立つ．従って rのとり方により，任意の p ∈ PNに
対して p < |Sa|が成り立ち，任意の q ∈ QN に対して |Sa| ≤ qが成り立つ．このことは，補題
5.2.10によれば，N ⊆ {f ∈ A∅ | (Φ∗f)v = 1}なることを，つまり N ⊆ φ−11なることを示す．こ
れで P ′M ⊆

←−
F が証明された．

問題 5.7.1 定理 5.7.1の証明におけるMは，用論対 (H,G)と文論対 (A∅,F)の無矛盾集合ではあ
るが，そのW実例もV実例も存在しない．

略解 P ′M ⊆
←−
F であったから，定理 3.30.26によりMは (A∅,F)の無矛盾集合である．後はM /∈

←−
F

なることと注意 5.7.1による．

問題 5.7.2 (A, T, σ,Prm)において正の限量子系 Pが区間包の場合，限量系 Pのある空でない部
分集合に最大元が無ければ，(H,G)も (A∅,F)も第三種である．

注意 5.7.2 Pのある空でない部分集合に最大元が無いという条件は，定理 5.7.1における Pが整
列集合でないという条件と双対を成すと共に，Pに最大元が無いという条件の拡張である．

略解 注意 3.9.1により，PP× PPの元 (P,Q)で

1. 任意の (p, q) ∈ P ×Qが p < qをみたす

2. P 6= ∅であってmaxPは存在しない

3. P = P ∪Q
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なる三条件をみたすものが有って P 6= {0}が成り立つ．そこで，A∅ の部分集合Mを

M =
{
a [p→)π one4

∣∣ p ∈ P
}
∪
{
a (←q)π one4 ∣∣ q ∈ Q

}
と定める．そうすると，定理 5.7.1と同様にM /∈

←−
F が示される．また，各N ∈ P ′Mに応じて

PN =
{
p ∈ P

∣∣ a [p→)π one4 ∈ N
}

QN =
{
q ∈ Q

∣∣ a (←q)π one4 ∈ N
}

と定め，PN 6= ∅の場合は maxPN < r ∈ P なる rをとり，PN = ∅の場合は 0 < r ∈ P なる rを
とって，後は定理 5.7.1の証明と同様にすれば，N ∈

←−
F が示される．

5.7.2 実例存在定理
§ここでは，用論対 (H,G)と文論対 (A∅,F)の特性法則を定理 3.30.15によって求めることに関
わる標記の定理を証明する．そこで，この項を通じて次のことを仮定する．
　 a. 正の限量子系Pは限量系 Pの偏区間包である．

　 b. 体元の全体 Gは高々可算の集合である．

　 c. 格集合 Kは有限集合である．

定理 5.7.2 H∗上の関係≼∗が (H,G)の恒真関係≼に含まれ，≼∗とその対称核�∗がH上の算法
∧,∨,♢,⇒に関するブール律と第 5.6.1.2条に記した片格出律から ∀x入律までの二十七法則に従
うものとする．また，(X, Y)は ≼∗ による Hの切断であって次の二条件をみたすものとする．

1. X ∪ Y に属す用元に自由に現れない Varε の元が可算個ある．

2. X ∪ Y に現れる Pの元（この意味は補題 5.6.25の直前に定めた）は有限個である．
このとき，(X, Y)に G実例が存在する．

定理 5.7.2の言うブール律と二十七法則を合わせた法則は，すなわち第 5.6.1.1条で定めた生成
的法則 (R⃗, D⃗)である．そこで示した通り R⃗は，用論対 (H,G)に随伴する式論対と弱同値な論対
(H⃗, G⃗)の弱論理であり，D⃗は (H,G)の恒真式である．つまり≼は法則 (R⃗, D⃗)に従う．そこで，条
件 a, b, cに加えて
　 d. Varε は可算集合である．
という仮定を設けたとする．そうすると，≼∗による Hの有限な切断 (X, Y)はすべて定理 5.7.2の
条件 1, 2をみたすから，(X, Y)に G実例が存在する．従って定理 3.30.15により，(R⃗, D⃗)が (H,G)

の特性法則であることが分かる．

5.8 一階述語論理系の単相格論理系への埋め込み
＄ この節では，一階述語論理系から出来る文論対が適当な単相格論理系から出来る文論対に埋

め込まれることを示そう．また，一階述語言語で表現可能な関数が単相格言語でも表現可能である
ことを示そう．私たちは，一階述語論理の式を関数記号交じりの日本語に言い換え，その式の意味
を理解したりそれについて推論したりすることができる．この節で示す事柄は，私たちにそういう
精神過程が可能な理由の説明の一端である．そこでこの節を通じて，(A, T, σ,Prm)を単相格言語
とし，Kや εや Fや Uの意味はこれまで通りとする．
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5.8.1 形式言語の埋め込み
§ この項では，mを自然数または∞として，格集合 Kについて

{n ∈ N | n < m} ⊆ K

と仮定し，さらに，n < mなるある自然数 nに対しては Con{1,2,...,n} 6= ∅であると仮定する．
そうすると定理 5.1.1により，n < mなる各自然数 nと各 f ∈ Con{1,2,...,n} に対し，A上の n

項算法 f0 で (Aε)
n を定義域として A∅ の中に値を持つものを次のように定めることができる．す

なわち，任意の (a1, a2, . . . , an) ∈ (Aε)
n に対して

f0(a1, a2, . . . , an) = a1 ŏ1 (a2 ŏ2 (· · · (an ŏn f) · · · )) (5.8.1)

またAの閉全包元 oneを任意にとって，各 x ∈ Varεに対し，A上の単項算法 ∀xと ∃xでA∅を
定義域としてA∅の中に値を持つものを次のように定めることができる．すなわち，任意の g ∈ A∅

に対して

∀x g = one∀π (gΩx)4 ∃x g = one ∃π (gΩx)4 (5.8.2)

以上の算法を使って代数系A0を次のように作る．すなわちまず，Aの単相格言語としての算法
の中の ∧,∨,♢,⇒と関号 f ∈ Fのすべてと，各 f ∈

⋃
n<m Con{1,2,...,n} が (5.8.1)のように定める

算法 f0のすべてと，各 x ∈ Varεが (5.8.2)のように定める算法 ∀xと ∃xのすべてとを集合Aに与
えて代数系とする．そして，この代数系において Prmεが生成する台部分系をA0とする．こうし
て出来る代数系 A0 の代数構造は

F ∪
{
f0
∣∣ f ∈ ⋃n<m Con{1,2,...,n}

}
∪ {∧,∨,♢,⇒} ∪ {∀x, ∃x | x ∈ Varε} (5.8.3)

に属す算法の A0 への制限全体である．また，定理 5.1.2により Aε = [Prmε]F であること等から

A0 = Aε ∪ (A∅ ∩A0) (5.8.4)

が導かれる．さらに第 3.8節の諸定理により，A0 が Prmε 上の有基代数系であることが分かる．
なおさらに，A0 を次のように普遍型付代数系 (A0, T0, σ0,Prmε)とみなすことができる．まず

A0 の型代数系 T0 の台集合としては，Aの型代数系 T = {δ, ε} ∪ PKの部分集合 {ε, ∅}をとる．

T0 = {ε, ∅}

T0の代数構造は次のように定める．Tの代数構造の定め方により，集合 T0は算法∧,∨,♢,⇒と任意の
関号 f ∈ Fで閉じている．そこで，まずこれら算法を T0上の算法とみなす．次に各 f ∈ Con{1,2,...,n}

に対して，T0 上の n項算法 f0 を

Dom f0 = {ε}n f0(ε, . . . , ε) = ∅

と定める (n < m)．次に各 x ∈ Varε に対して，T0 上の単項算法 ∀xと ∃xを

Dom ∀x = Dom∃x = {∅} ∀x ∅ = ∃x ∅ = ∅

と定める．以上三種の算法を集合 T0に与えれば，T0はA0と同類の代数系となる．次に，σのA0

への制限を σ0で表す．そうすると (5.8.4)等により，σ0がA0から T0への準写であることが確かめ
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られる．以上により (A0, T0, σ0)は型付代数系であり，従って定理 3.8.5により，(A0, T0, σ0,Prmε)

は確かに普遍型付代数系である．
しかも，以上の定め方を例 4.1.2と照らし合わせれば，A0が一階述語言語であることが分かる．す

なわち，Aの単体定数系ConεがA0の定数系であり，Aの単体変数系VarεがA0の変数系であって
これは空集合ではなく，Aの関号のA0への制限がA0の関数記号であり，各 f ∈

⋃
n<m Con{1,2,...,n}

が (5.8.1)のように定める算法 f0 の A0 への制限が A0 の述語記号であってこれは少なくとも一つ
は有り，Aの算法 ∧,∨,♢,⇒の A0への制限が A0のブール子であり，各 x ∈ Varεが (5.8.2)のよ
うに定める算法 ∀xと ∃x の A0 への制限が A0 の極量子である．
さらに，図 5.1が可換図式であるという意味で，一階述語言語 (A0, T0, σ0,Prmε)は単相格言語

(A, T, σ,Prm)に埋め込まれる（この埋め込みと系拡大の関連について定義 3.12.3参照）．

図 5.1: 一階述語言語の単相格言語への埋め込み

Prmε
i−−−−→ A0

σ0−−−−→ T0

i

y i

y i

y
Prm

i−−−−→ A
σ−−−−→ T

図中の記号 iはすべて埋め込み写像を表す．

なおさらに，A0の定数と変数の個数は，Aの単体定数と単体変数の個数を変えることにより自
由に変えられる．A0の関数記号の種類や個数は，Aの関号の種類や個数を変えることにより自由
に変えられる．A0 の述語記号の種類や個数は，mと Con{1,2,...,n} (n < m)を変えることにより
自由に変えられる．
従って一階述語言語はすべて，以上のようにして単相格言語に埋め込むことができる．

5.8.2 文論対の埋め込み
§この項では (A, T, σ,Prm),Wを単相格論理系とする．そうすると，これの定める文論対は (A∅,F)

と表される．また，単相格言語 (A, T, σ,Prm)から前項のように一階述語言語 (A0, T0, σ0,Prmε)を
作ったとして，これにとっての認識対象世界の全体をW0で表す．そうすると (5.8.4)等により，一
階述語論理系 (A0, T0, σ0,Prmε),W0 の定める文論対は (A∅ ∩A0,F0)と表される．これらについ
ての次の定理を証明することがこの項の目標である．

定理 5.8.1 (A∅ ∩A0,F0)は (A∅,F)の縮小である．

そこでこれまで通り，AからWに属す共通の単相格世界への定付値と変付値の組みの全体をV

で表し，(Φ, v) ∈ Vが定めるA∅から Tへの写像 f 7→ (Φ∗f)vをΦvで表す．(Φ, v)をV全体に亘
らせてのΦvの全体が Fである．同様に，A0からW0に属す共通の認識対象世界への定付値と変
付値の組みの全体をV0で表し，(Φ0, v0) ∈ V0が定めるA∅ ∩A0から Tへの写像 f 7→ (Φ∗

0f)v0を
Φv00 で表す．(Φ0, v0)を V0 全体に亘らせての Φv00 の全体が F0 である．そうすると上記目標は，
次の二つのことを示すことに帰着する（定理 4.7.1の証明参照）．

1. 各 (Φ, v) ∈ Vに応じて，Φv00 = Φv|A∅∩A0 なる (Φ0, v0) ∈ V0 が存在する．
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2. 各 (Φ0, v0) ∈ V0 に応じて，Φv00 = Φv|A∅∩A0 なる (Φ, v) ∈ Vが存在する．
そこでまず，ΦをAからW ∈ Wへの定付値とする．このとき，WとΦを次のように縮小制限

して，W0 ∈ W0と A0からW0への定付値Φ0を作ることができる．すなわちまず，W の部分集
合W0 を

W0 =Wε ∪W∅ (5.8.5)

と定める．そうすると，W0 はW の算法 ∧,∨,♢,⇒と任意の関号 f ∈ Fで閉じているから，これ
ら算法をW0に制限してW0上の算法と成す．また，問題 5.2.1により各 f ∈ Con{1,2,...,n}に対し，
W0上の n項算法 f0で (Wε)

nを定義域としてW∅ (= T)の中に値を持つものを次のように定める
ことができる (n < m)．すなわち，任意の (w1, w2, . . . , wn) ∈ (Wε)

n に対して

f0(w1, w2, . . . , wn) = w1 ŏ1 (w2 ŏ2 (· · · (wn ŏnΦf) · · · )) (5.8.6)

以上二種の算法を集合W0に与えて代数系を作る．また，W0の型代数系としては，T0の代数構造
から算法 ∀xと ∃x (x ∈ Varε)を取り除いて出来る算部分系をとり，これを U0で表す．また，W0
の型分割は，U0 = {ε, ∅}に留意して (5.8.5)の通りとする．そうすると，W0がU0型代数系である
ことが確かめられる．しかもWε 6= ∅, W∅ = Tであって，算法 ∧,∨,♢,⇒は (4.2.2)に相当する

Dom∧ = Dom∨ = Dom⇒ = (W∅)
2 Im∧, Im∨, Im⇒ ⊆W∅

Dom♢ =W∅ Im♢ ⊆W∅

なる条件と (4.2.1)をみたす．つまりW0は，A0にとって例 4.2.2の意味でブール的な認識可能世
界であり，従ってW0 に属す．しかも，A0 の定数系は Conε に等しいから，Φの Conε への制限
Φ0はA0からW0への定付値となる．同様に，AからWへの変付値 vの Varεへの制限 v0はA0

からW0 への変付値となる．
逆に，W0 = SqT ∈ W0とし，Φ0をA0からW0への定付値とするとき，これらをW ∈ Wと

AからWへの定付値Φに次のように拡張することができる．すなわちまず注意 5.2.3の手順に従っ
て，TF と同類の汎代数系として Sをとり，S上の反射的関係 ∃と P測度 |X|は任意に定め，それ
で Sを基底とし ∃を基本関係とし |X|を測度とする単相格世界W ∈ Wを作る．そうすると (5.8.5)

が成り立ち，W 上の算法 ∧,∨,♢,⇒と関号はW0 上の算法 ∧,∨,♢,⇒と関数記号の拡張である．
Φ0 を AからW への定付値Φに拡張できることは自明である．ただし f0 を A0 の n変数述語記
号とすれば，f ∈ Con{1,2,...,n} であり，f0 に対応するW0 上の算法（これも f0 で表す）は

Sn→T =
(
{1, 2, . . . , n}→S)→T =W{1,2,...,n}

の元である．従ってΦ0を拡張してAからWへの定付値Φを作るときに，Φf = f0なるようにす
ることができ，そうすると定理 5.2.4系により (5.8.6)が成り立つ．つまりこのW0,Φ0 は，W,Φ
を前段のように縮小制限して作ったものと一致する．なお，A0 からW0 への変付値 v0 が Aから
W への変付値 vに拡張できることも自明である．
以上のことから，Φと vを AからW ∈ Wへの定付値と変付値とするとき，これらを上記のよ
うに縮小制限してW0 ∈ W0 および A0 からW0 への定付値Φ0 と変付値 v0 を作ることができる．
逆に，Φ0と v0をA0からW0 ∈ W0への定付値と変付値とするとき，これらを上記のように拡張
してW ∈ Wおよび AからW への定付値Φと変付値 vを作ることができる．
VとV0 にこういう関係があるので，上記 1と 2を証明するには，次のことを証明すればいい．
3. Φ と v を A から W ∈ W への定付値と変付値とし，これらを上記のように縮小制限して
W0 ∈ W0 と A0 からW0 への定付値 Φ0 と変付値 v0 を作れば，Φv00 = Φv|A∅∩A0 が成り
立つ．
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そこで以下，ΦをAからW ∈ Wへの定付値とし，WとΦを前記のように縮小制限してW0 ∈ W0

と A0 からW0 への定付値Φ0 を作ったとする．また，AからW への変付値の全体をこれまで通
り ValW で表し，A0 からW0 の変付値の全体を ValW0 で表す．
そうすると変付値についての前記のことにより，ValW から ValW0 への全射

v 7→ v|Varε

が出来る．従ってまた定理 3.10.3により，U型代数系Wの巾代数系WValW0 から同じくU型代数
系W の巾代数系WValW への保型準写 ψで各 b ∈WValW0 と v ∈ ValW に対して

(ψb)v = b(v|Varε)

をみたすものがある．また，Φ0 の定める意味写像Φ∗
0 は A0 からW0 の巾代数系W

ValW0
0 への写

像であるが， (5.8.5)によりW
ValW0
0 はWValW0 に含まれる．従って合成写像 ψΦ∗

0が定義できて，
これは A0 からWValW への写像である．他方，Φの定める意味写像Φ∗ は AからWValW への写
像である．そこで，これら意味写像が任意の a ∈ A0 に対して次の式をみたすことを証明しよう．

ψ(Φ∗
0a) = Φ

∗a (5.8.7)

この式から上記 3が直ちに導かれる．なぜならこの式は，任意の a ∈ A0 と v ∈ ValW に対して

(Φ∗
0a)(v|Varε) = (Φ∗a)v (5.8.8)

なる式が成り立つことと同等だからである．なおこれらの式は，図 5.2が可換図式であることとも
同等である．ただし図中の記号 ψ0 は，ψのW

ValW0
0 への制限を表す．

図 5.2: 一階述語論理系の単相格論理系への埋め込みの可換図式

A0
Φ∗
0−−−−→ W

ValW0
0

idA0

y yψ0
A −−−−→

Φ∗
WValW

(5.8.7)は aのA0における階数 rについての帰納法で次のように証明される．まず a ∈ Conεの
場合は，Φ0 = Φ|Conε であるから，任意の v ∈ ValW に対して

(ψ(Φ∗
0a))v = (Φ∗

0a)(v|Varε) = Φ0a = Φa = (Φ∗a)v

従って ψ(Φ∗
0a) = Φ

∗aが成り立つ．次に a ∈ Varε の場合は

(ψ(Φ∗
0a))v = (Φ∗

0a)(v|Varε) = v|Varεa = va = (Φ∗a)v

従って ψ(Φ∗
0a) = Φ

∗aが成り立つ．そこで r ≥ 1と仮定する．
まず，a = f(a1, . . . , an)なる n項関数記号 f ∈ Fと (a1, . . . , an) ∈ (Aε)

nがある場合，Φ∗
0も ψ

もΦ∗ も fについての擬写であることと帰納法の仮定により

ψ(Φ∗
0a) = ψ

(
Φ∗
0

(
f(a1, . . . , an)

))
= f
(
ψ(Φ∗

0a1), . . . , ψ(Φ
∗
0an)

)
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= f(Φ∗a1, . . . , Φ
∗an) = Φ

∗(f(a1, . . . , an)) = Φ∗a

a = g∧h, g∨h, g♢, g⇒hなる g, h ∈ A∅ ∩A0 がある場合も同様である．
残りの ⋃n<m Con{1,2,...,n} ∪ {∀x, ∃x | x ∈ Varε} に属す算法を扱うための準備として，WValW0

0

上のこれら算法と ψの関係を調べる．まず，各 f ∈ Con{1,2,...,n}に対応するW
ValW0
0 の算法 f0に

ついては，任意の b1, b2, . . . , bn ∈ ValW0→Wε に対して次の式が成り立つ (n < m)．

ψ
(
f0(b1, b2, . . . , bn)

)
= ψb1 ŏ1 (ψb2 ŏ2 (· · · (ψbn ŏnΦ∗f) · · · )) (5.8.9)

これは，任意の v ∈ ValW をとっての次の計算で確かめられる．ただし v|Varε を v0 で表す．(
ψ
(
f0(b1, b2, . . . , bn)

))
v

=
(
f0(b1, b2, . . . , bn)

)
v0

= f0(b1v0, b2v, . . . , bnv0)

= b1v0 ŏ1 (b2v0 ŏ2 (· · · (bnv0 ŏnΦf) · · · ))
(
(5.8.6)による )

= (ψb1)v ŏ1
(
(ψb2)v ŏ2

(
· · ·
(
(ψbn)v ŏnΦf

)
· · ·
))

= (ψb1)v ŏ1
(
(ψb2)v ŏ2

(
· · ·
(
(ψbn)v ŏn (Φ∗f)v

)
· · ·
))

(f ∈ Conだから)

=
(
ψb1 ŏ1 (ψb2 ŏ2 (· · · (ψbn ŏnΦ∗f) · · · ))

)
v

なおこの計算で，二番目の等式が成り立つのは射影 prv0 ∈ WValW0
0 →W0 が f0 に関して擬写だか

らであり，最後の等式が成り立つのは，射影 prv ∈WValW→Wが ŏ1, . . . , ŏnに関して擬写だから
である．
次に，W0ValW0 の算法 ∀xと ∃xについては，任意の b ∈ ValW0→W∅ に対して

ψ(∀xb) = 1 ∀π
(
(ψb)Ωx

)
4 ψ(∃xb) = 1 ∃π

(
(ψb)Ωx

)
4 (5.8.10)

なる二式の成り立つことが分かる．ただし，右辺の 1はValW→Wδの最大元である．このうち ∀x
についての式は，やはり任意の v ∈ ValW をとっての次の計算で確かめられる．(

ψ(∀xb)
)
v = 1⇐⇒ (∀xb)(v|Varε) = 1⇐⇒ inf
{
b
(
(x/w)(v|Varε)

) ∣∣ w ∈Wε
}
= 1 (例 4.3.2による)⇐⇒ 任意のw ∈Wε に対して b

(
(x/w)(v|Varε)

)
= 1⇐⇒ 任意のw ∈Wε に対して (ψb)

(
(x/w)v

)
= 1⇐⇒ 任意のw ∈Wε に対して

(
(ψb)Ωx

)
v ∃ w (算法Ωxの定義による)⇐⇒ 1v∀π

((
(ψb)Ωx

)
v
)
4 = 1 (問題 5.2.25による)⇐⇒ (

1 ∀π
(
(ψb)Ωx

)
4
)
v = 1

ただし，この推論における 1は Tあるいは ValW→Wδの最大元を表す．また，四番目の ⇐⇒ が
成り立つのは (x/w)(v|Varε) =

(
(x/w)v

)
|Varε だからであり，最後の ⇐⇒ が成り立つのは，prvが

4と ∀πに関して擬写だからである．∃xについての式も同様に確かめられる．
以上の準備の下で (5.8.7)の証明が次のように完結される．まず a = f0(a1, . . . , an)なる n変数

述語記号 f0 と (a1, . . . , an) ∈ (Aε)
n がある場合，

ψ(Φ∗
0a) = ψ

((
Φ∗
0

(
f0(a1, . . . , an)

))
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= ψ
(
f0(Φ

∗
0a1, . . . , Φ

∗
0an)

)
= ψ(Φ∗

0a1) ŏ1
(
ψ(Φ∗

0a2) ŏ2
(
· · ·
(
ψ(Φ∗

0an) ŏnΦ
∗f
)
· · ·
))

((5.8.9)による)

= Φ∗a1 ŏ1 (Φ
∗a2 ŏ2

(
· · · (Φ∗an ŏnΦ

∗f) · · · )) (帰納法の仮定による)

= Φ∗(a1 ŏ1 (a2 ŏ2 (· · · (an ŏn f) · · · )))
= Φ∗(f0(a1, a2, . . . , an)) (

(5.8.1)による )
= Φ∗a

次に a = ∀x gなる x ∈ Varε と g ∈ A∅ ∩A0 がある場合，

ψ(Φ∗
0a) = ψ

(
Φ∗
0(∀x g)

)
= ψ

(
∀x (Φ∗

0g)
)

= 1 ∀π
((
ψ(Φ∗

0g)
)
Ωx
)
4

(
(5.8.10)による )

= 1 ∀π
(
(Φ∗g)Ωx

)
4 (帰納法の仮定による)

= (Φ∗one)∀π
(
(Φ∗g)Ωx

)
4 (問題 5.5.6)

= Φ∗(one ∀π (gΩx)4)
= Φ∗(∀x g)

(
(5.8.2)による )

= Φ∗a

最後に a = ∃x gなる x ∈ Varε と g ∈ A∅ ∩A0 がある場合も同様である．これで (5.8.7)の証明が
完成した．

5.8.3 表現関数の埋め込み
§この項では，Wを単相格言語 (A, T, σ,Prm)にとって認識可能な単相格世界とし，ΦをAからW
への定付値とする．また，(A, T, σ,Prm)から第5.8.1項のようにして一階述語言語 (A0, T0, σ0,Prmε)

を作り，WとΦを第 5.8.2項でのように縮小制限してA0にとっての認識対象世界W0とA0から
W0 への定付値Φ0 を作ったとする．

補題 5.8.1 a ∈ A0, x ∈ Varとするとき，xが Aにおいて aに自由に現れるためには，x ∈ Varε

であって xが A0 において aに自由に現れることとが必要十分である．

証明 xが Aにおいて aに自由に現れることをこれまで通り x� aで表す．また，x ∈ Varεの場
合に，xがA0において aに自由に現れることを x�0 aで表す．そうすると a ∈ Prmεのときは，
定理 3.16.2により次のことが成り立つ．

x� a ⇐⇒ x = a ⇐⇒ x ∈ Varε, x = a ⇐⇒ x ∈ Varε, x�0 a

そこで aの A0 における階数についての帰納法を使う．
a = f(a1, . . . , an)なる n項関数記号 f ∈ Fと (a1, . . . , an) ∈ (Aε)

n がある場合：定理 3.16.4に
より，x � aなるためには，ある i ∈ {1, . . . , n}に対して x � ai なることが必要十分である．そ
して x � ai なるためには，帰納法の仮定により，x ∈ Varε かつ x �0 ai なることが必要十分で
ある．従って x � aなるためには，x ∈ Varε であってある i ∈ {1, . . . , n}に対して x �0 ai なる
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ことが必要十分であり，そのためには定理 3.16.4により，x ∈ Varε であって x �0 aなることが
必要十分である．
a = g∧h, g∨h, g♢, g⇒hなる g, h ∈ A∅ ∩A0 がある場合も同様である．
a = f0(a1, . . . , an)なる n変数述語記号 f0と (a1, . . . , an) ∈ (Aε)

nがある場合： (5.8.1)と定理
3.16.2と定理 3.16.4により，x � aなるためには，ある i ∈ {1, . . . , n}に対して x � ai なること
が必要十分であり，そのためには帰納法の仮定により，x ∈ Varε であってある i ∈ {1, . . . , n}に対
して x�0 aiなることが必要十分であり，そのためには定理 3.16.4により，x ∈ Varεかつ x�0 a

なることが必要十分である．
a = ∀ygなる y ∈ Varεと g ∈ A∅ ∩A0がある場合：(5.8.2)と定理 3.16.4により，x� aなるた

めには，y 6= x� gなることが必要十分であり，そのためには帰納法の仮定により，y 6= x ∈ Varε

であって x �0 g なることが必要十分であり，そのためには定理 3.16.4 により，x ∈ Varε かつ
x�0 aなることが必要十分である．
a = ∃ygなる y ∈ Varε と g ∈ A∅ ∩A0 がある場合も同様である．

定理 5.8.2 a ∈ A0のとき，aのAにおける自由変数列はaのA0における自由変数列であり，その
逆も正しい．そこで x1, . . . , xnをそういう自由変数列とすれば，aの二つの表現関数aΦ(x1, . . . , xn)
と aΦ0(x1, . . . , xn) は一致する．

証明 前半は補題 5.8.1による．後半については，まず (5.8.4)により a ∈ Aεまたは a ∈ A∅ ∩A0
であり，次に (5.8.5)により，aΦ(x1, . . . , xn)と aΦ0(x1, . . . , xn)は，a ∈ Aεであれば共に (Wε)

n

からWεへの関数であり，a ∈ A∅ ∩A0であれば共に (Wε)
nからW∅への関数である．そこで，任

意の (w1, . . . , wn) ∈ (Wε)
n をとると，vxi = wi (i = 1, . . . , n)なる v ∈ ValW があって，(5.8.8)

により aΦ(w1, . . . , wn) = (Φ∗a)v = (Φ∗
0a)(v|Varε) = a

Φ0(w1, . . . , wn) が成り立つ．

系 W0上の型関数でΦ0の下で表現可能なものは，W上の型関数としてΦの下で表現可能である．

5.9 唯時世界
＄ ここでは，以下に記す特別な性質を持つ単相格世界W，およびそれを認識可能世界とする単
相格言語 Aについて説明する．これらは，時刻・時間の他に物のない世界とそれを認識可能な心
言語との数理模型である．

5.9.1 定義
§まず，Wの基底 Sは一次元ユークリッド空間であり，Wの格集合 Kには主格 πの他にもう一
つの格ωが含まれているとする．これがW の台についての規定である．W の代数構造に関して
は，まず，Wの基本関係 ∃は相等関係=に等しいとする．次に，Wの限量系 Pと測度は例 3.32.6

のように定める．つまり，P = Z0 ⊕ R0∞ とし，次の式で定まる S上の Z0 ⊕ R0∞ 測度 | · |t̂ をW

の測度とする．

|X|t̂ =

#X (∈ Z0) · · · Xが有限集合のとき
‖Xo‖ (∈ R0∞) · · · Xが無限集合のとき

(X ∈ PS)
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ただし，Sに基準点 oを定めて出来る Sから Rへの全単射 a 7→ −→oa による X ∈ PSの像を Xoで表
し，R上の外測度を ‖ · ‖で表す．
こういう単相格世界W は，時刻・時間の他には物の無い世界の数理模型とみなすことができる

（そこでW を唯時世界と呼ぶ）．つまり，単実在の集合Wε すなわち基底 Sの元が時刻に当たる．
また，複実在の集合Wδすなわち S→Tの元が時間に当たる（そこでWδの元を時間と呼ぶことが
ある）．S→Tは PSと同一視される．従って，二つの時刻の間だけでなく，時刻から成る任意の集
合を時間と考えている．そして，X ∈ PSに対する |X|t̂は時間 Xの量に当たる．そこで | · |t̂を時間
測度と呼ぶ．
時刻・時間の他には何も実在しないような世界は，もちろん，私たちには現実のものとは感ぜら

れない．私たちの現実の認識の対象世界は，時刻・時間の他に色々な物を含むもっと複雑なもので
ある．しかし，そういう複雑な世界の模型は，次章の格論理学の中で考えなければならない（第
6.6節参照）．この節は，そこでの考察のための準備である．
さて，S上に順序関係 ≤を次のように定義して，Sから Rへの全単射 a 7→ −→oa を同順写にする

ことができる．
a ≤ b ⇐⇒ −→oa ≤

−→
ob

これを使って，各 a ∈Wε (= S)に対して，Wδ (= S→T)の二元←−a , −→a を次のように定義する．
←−a ∃ s ⇐⇒ s < a

−→a ∃ s ⇐⇒ s > a
(s ∈ S)

ただし，「s < a」は「s ≤ a かつ s 6= a」なることを表し，> は < の双対関係を表す．さらに，
W{π,ω} (= ({π,ω}→S)→T)の二元 p̂, ŝを次のように定義する．

p̂θ = 1 ⇐⇒ θπ < θω

ŝθ = 1 ⇐⇒ θπ > θω

(
θ ∈ {π,ω}→S)

記号「p̂」「ŝ」は「precede」「succeed」に由来する．

補題 5.9.1 a, b ∈Wε について次のことが成り立つ．

1. a ŏπ (b ŏω p̂) = a ŏπ
←−
b4 2. a ŏπ (b ŏω ŝ) = a ŏπ

−→
b4

証明 結論 1は次の推論で証明される．結論 2についても同様である．

a ŏπ (b ŏω p̂) = 1 ⇐⇒ a < b
(
a ŏπ (b ŏω p̂) = p̂

(
(ω/b)(π/a)

)だから )
⇐⇒ ←−

b ∃ a (
←−
b の定義による)

⇐⇒ a ŏπ
←−
b4 = 1 (補題 5.2.10による)

問題 5.9.1 a, b ∈Wε について次のことが成り立つ．

1. a ŏπ
←−
b4 = b ŏπ−→a4 = −→a ∃π

←−
b4

2. a ŏπ
←−
b4 = (←−a ∀π

←−
b4)∧(a ŏπb4)♢

3. ←−a ∀π
←−
b4 =

−→
b ∀π−→a4

問題 5.9.2 a, b, c ∈Wε について次の四つのことが成り立つ．
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1. ←−a ∀π←−a4 = 1

2. (←−a ∀π
←−
b4)∧(

←−
b ∀π←−a4) = a ŏπb4

3. ←−a ∀π
←−
b4,

←−
b ∀π←−c4⋖←−a ∀π←−c4

4. ⋖←−a ∀π
←−
b4,

←−
b ∀π←−a4

5.9.2 時間および主格を枠とする事態の容態による分類
§ 唯時世界W において，Wδ, W{π} の元が位相的属性によって分類できることを説明する．
まず，補題 5.2.8の通りに，各 c ∈ Eと各 f ∈W{π} に対して

Sc = {s ∈ S | c ∃ s} Sf = {s ∈ S | f(π/s) = 1}

と定め，これらをそれぞれ c, fの時容と呼ぶ．なお，補題 5.2.8により c4 ∈W{π}, S
c = Sc△ が

成り立つから，cの時容は c4の時容に等しい．次に，第 5.9.1項で定めた S上の順序関係≤を使っ
て，任意の a, b ∈ Sに対して，Sの八種の部分集合を次のように定義する．

[a, b] = {x ∈ S | a ≤ x ≤ b} [a,→) = {x ∈ S | a ≤ x}

(a, b] = {x ∈ S | a < x ≤ b} (a,→) = {x ∈ S | a < x}

[a, b) = {x ∈ S | a ≤ x < b} (←, a] = {x ∈ S | x ≤ a}

(a, b) = {x ∈ S | a < x < b} (←, a) = {x ∈ S | x < a}

これらと Sとを Sの区間と総称し，左側の四種の区間を有界区間と呼ぶ．∅ ∈ PSは区間 (a, a)と
みなされる．また，Sの単元部分集合 {a}も区間 [a, a]とみなされる．
さて，Wδ (= S→T)は PSと同一視されるが，c ∈Wδ と同一視されるべき PSの元がすなわち

時容 Sc である．また，f ∈W{π} の時容については

Sf =
{
θπ | θ ∈ {π}→S, fθ = 1

}
(5.9.1)

が成り立つ．W{π} = ({π}→S)→Tであるから，({π}→S) 3 θ←→ θπ ∈ S なる対応によって {π}→S
を Sと同一視すれば，f ∈ S→Tとみなされる．そうみなした fはさらに集合 {x ∈ S | fx = 1}と同
一視されるが，(5.9.1)は Sfがこの集合に相当することを示す．要するにWδ ∪W{π}の元 dは，そ
の時容なる PSの元 Sd と同一視される．
従ってWδ ∪W{π} の元は，一次元ユークリッド空間 Sの部分位相空間となり，位相的属性の違

いによって表 5.2のように分類される．これを容態（ようたい）による分類と呼ぶ．

表 5.2: 時間および主格を枠とする事態の容態による分類

一時的
持続的 始続的

連続的 続終的
恒常的

空時的
瞬間的

断続的

(a, b), [a, b), (a, b], [a, b], a < b

(a,→), [a,→)

(←, a), (←, a]
S

∅
{a}

区間以外
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容態による分類の基準を事態 f ∈W{π}に即して説明する（時間 c ∈Wδについても同様である）．
まず，Sfが連結位相空間であるとき fは連続的であると言う．従って，fが連続的であるためには，
任意の a, b ∈ Sに対して

a, b ∈ Sf =⇒ (a, b) ⊆ Sf (5.9.2)

の成り立つことが必要十分であり [14]，またこのためには，Sfが区間であることが必要十分である．
連続的な事態 fの中でも，Sfが単元集合でも ∅でもない有界区間であるものを特に一時的事態と呼
ぶ．また，Sfが区間 (a,→)または [a,→)に等しいとき，fは始続的であると言う．同様に，Sfが
区間 (←, a)または (←, a]に等しいとき，fは続終的であると言う．また，Sf = Sのとき fは恒常
的であると言い，Sf = ∅のとき fは空時的であると言う．また，Sf が単元集合であるとき fは瞬
間的であると言う．さらに，空時的でも瞬間的でもない連続的事態を持続的事態と総称する．最後
に，連続的でない事態を断続的な事態と呼ぶ．断続的事態は時容の連結成分に応じてさらに細かく
分類することもできる．なお時間の場合は，事態の場合とは違って「一時的時間」「空時的時間」
「瞬間的時間」と呼ぶのは変なので，「一時（いちじ・いっとき・ひととき）」「空時」「瞬間」と呼ぶ．
以上の分類を踏まえ，Wδ∪W{π}の各元 dに対して，|Sd|t̂を dの容量と呼び，‖(Sd)o‖ (∈ R0∞)

を dの長さと呼ぶ．そうすると「容量 ≤長さ」が一般に成り立つ．しかし，容量と長さは必ずし
も等しくない．実際，空時の容量は Pの単位元 0に等しく，長さは R0∞の単位元 0 ′に等しい．ま
た，瞬間の容量は Z0 の元 1に等しく，長さは 0 ′ に等しい．

問題 5.9.3 持続的な時間または事態 dの容量と長さは等しい．これを qで表せば，0 ′ < q ≤ ∞
が成り立ち，q <∞であるためには dが一時的であることが必要十分である．

5.9.3 その分類の恒不等式による表現
§ 前項で行なったWδ ∪W{π}の元の分類基準を，算法 λπや関係⋖によって表現することがで
きる．このことを事態 f ∈ W{π} に即して説明する．時間 c ∈ Wδ については，以下の説明におけ
る fを cや c4で適宜に置き換えればいい．cの時容は c4の時容に等しいからである．
まず，次のことが明らかに成り立つ．

補題 5.9.2 任意の a ∈ Sに対して S
←−a = (←, a), S−→a = (a,→)が成り立つ．

そして，これと補題 5.2.8と補題 5.2.9 とを合わせれば，次のことが証明される．

定理 5.9.1 事態 f ∈W{π} が連続的であるためには，次の三条件のいずれもが必要十分である．

1. 任意の a, b ∈Wε に対して a ŏπ f, b ŏπ f⋖ (−→a u
←−
b ) ∀π fが成り立つ．

2. 任意の a ∈Wε に対して ←−a ∃π f, −→a ∃π f⋖ a ŏπ fが成り立つ．

3. 任意の a ∈Wε に対して a ŏπ f♢ ⋖←−a ∀π f♢, −→a ∀π f♢ が成り立つ．

証明 (1)定理 5.2.3により，条件 1の不等式は次のことと同等である．

a ŏπ f = 1 かつ b ŏπ f = 1 =⇒ (−→a u
←−
b ) ∀π f = 1 (5.9.3)

[14]a < b と仮定する必要はない．a ≥ b なら (a, b) = ∅ だからである．
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そして補題 5.2.9により， =⇒ の左側は a, b ∈ Sf と同等であり，右側は S
−→a⊓
←−
b ⊆ Sf と同等であ

る．さらに，補題 5.2.8と補題 5.9.2により

S
−→a⊓
←−
b = S

−→a ∩ S
←−
b = (a,→) ∩ (←, b) = (a, b)

が成り立つ．従って (5.9.3)は，連続性の条件 (5.9.2)と同等である．
(2) (5.9.2)は次のように書き換えることができる．

a ∈ S− Sf =⇒ (←, a) ∩ Sf = ∅ または (a,→) ∩ Sf = ∅ (5.9.4)

そしてこれは，補題 5.2.9と補題 5.9.2により，次のことと同等である．

a ŏπ f = 0 =⇒ ←−a ∃π f = 0 または −→a ∃π f = 0 (5.9.5)

そしてこれは，定理 5.2.3により条件 2の不等式と同等である．
(3) 定理 5.2.8により，(5.9.5)は次のことと同等である．

a ŏπ f♢ = 1 =⇒ ←−a ∀π f♢ = 1 または −→a ∀π f♢ = 1

そしてこれは，定理 5.2.3により条件 3の不等式と同等である．

定理 5.9.2 事態 f ∈W{π} が空時的
、
　で
、
　な
、
　いためには，次の二条件のいずれもが必要十分である．

1. ⋖ 1 ∃π fが成り立つ（1はWδ = S→Tの最大元を表す）．

2. 任意の a ∈Wε に対して a ŏπ f♢ ⋖ a2 ∃π fが成り立つ．

証明 (1) 補題 5.2.1により，⋖ 1 ∃π fなることは 1 ∃π f = 1なることと同等である（右辺の 1は
Tの最大元を表す）．また，S1 = Sであるから，補題 5.2.9により，1 ∃π f = 1なることは Sf 6= ∅
なることと同等である．
(2) a ŏπ f♢ ⋖ a2 ∃π fなるためには，a ŏπ f♢ = 1のときに a2 ∃π f = 1 となることが必要十分
である．補題 5.2.9により，a ŏπ f♢ = 1なることは a ∈ Sf♢ なることと同等であり，a2 ∃π f = 1
なることは Sa

2 ∩ Sf 6= ∅なることと同等である．そして，補題 5.2.8および S上の基本関係 ∃が
相等関係 =に等しいことにより，

Sf
♢
= S− Sf Sa

2

= S− Sa = S− {a}

が成り立つ．従って結局，任意の a ∈Wε に対して a ŏπ f♢ ⋖ a2 ∃π fなることは，Sf 6= ∅なるこ
とと同等である．

問題 5.9.4 事態 f ∈W{π} が恒常的であるためには，事態 f♢ が空時的であることが必要十分であ
る．また，fが始続的であるためには，f♢ が続終的であることが必要十分である．

問題 5.9.5 事態 f ∈W{π} が恒常的であるためには ⋖ 1 ∀π fなることが必要十分である．

問題 5.9.6 事態 f ∈W{π}が瞬間的で
、
　な
、
　いためには，任意の a ∈Wεに対して a ŏπ f⋖ a2 ∃π f の

成り立つことが必要十分である．
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定理 5.9.3 事態 f ∈ W{π} が一時的で長さが pであるためには，fが恒常的でなく，0 ′ < p < ∞
であり，かつ，任意の a ∈Wε に対して次の条件の成り立つことが必要十分である．

a ŏπ f♢ ⋖ ←−a ∀π f♢ ∧−→a pπ f, −→a ∀π f♢ ∧←−a pπ f (5.9.6)

証明 (5.9.6)が成り立つためには，a ŏπ f♢ = 1すなわち a ŏπ f = 0のときに←−a ∀π f♢ ∧−→a pπ f = 1 (5.9.7)

−→a ∀π f♢ ∧←−a pπ f = 1 (5.9.8)

のどちらかが成り立つことが必要十分である．a ŏπ f = 0なることは a ∈ S − Sf なることと同等
である．他方 (5.9.7)は，←−a ∀π f♢ = 1 かつ −→a pπ f = 1なることと同等であり，従って

(←, a) ∩ Sf = ∅ かつ |(a,→) ∩ Sf|t̂ = p (5.9.9)

なることと同等である．同様に，(5.9.8)は次の条件と同等である．

(a,→) ∩ Sf = ∅ かつ |(←, a) ∩ Sf|t̂ = p (5.9.10)

従って (5.9.6)は，a ∈ S− Sf のときに (5.9.9)または (5.9.10)が成り立つことと同等である．
そこでまず，fが長さ pの一時的事態であると仮定し，任意の a ∈ Wε をとる．Sf は区間であ
るから，a ∈ S − Sf なら，Sf ⊆ (a,→)か Sf ⊆ (←, a)のどちらかが成り立つ．問題 5.9.3により
|Sf|t̂ = pであるから，Sf ⊆ (a,→)なら (5.9.9)が成り立ち，Sf ⊆ (←, a)なら (5.9.10)が成り立つ．
従って (5.9.6)が成り立つ．もちろん，0 ′ < p <∞であり，fは恒常的でない．
次に，fが恒常的でなく，0 ′ < p <∞であり，かつ，任意の a ∈Wεに対して (5.9.6)が成り立つ

と仮定する．そうすると先ず，(5.9.6)により (5.9.4)が成り立つから，fは連続的ある．次に，fが
恒常的でないから，a ∈ S− Sfなる aが存在する．そして (5.9.6)により，この aに対して (5.9.9)

か (5.9.10)かが成り立つ．どちらにしても |Sf|t̂ = pが成り立つ．0 ′ < p <∞であるから cは一時
的事態であり，従って問題 5.9.3により，fの長さは pに等しい．

問題 5.9.7 事態 f ∈W{π}が一時的または恒常的であるためには，任意の a ∈Wεに対して次の条
件の成り立つことが必要十分である．

a ŏπ f♢ ⋖ ←−a ∀π f♢ ∧−→a (0 ′∞)π f, −→a ∀π f♢ ∧←−a (0 ′∞)π f

問題 5.9.8 事態 f ∈W{π}が始続的または続終的または恒常的であるためには，任意の a ∈Wεに
対して次の条件の成り立つことが必要十分である．

a ŏπ f♢ ⋖ ←−a ∀π f♢ ∧−→a [∞∞]π f, −→a ∀π f♢ ∧←−a [∞∞]π f

問題 5.9.9 事態 f ∈W{π} が始続的または恒常的であるためには，任意の a ∈Wε に対して

a ŏπ f♢ ⋖←−a ∀π f♢ ∧−→a [∞∞]π f

の成り立つことが必要十分である．また，fが続終的または恒常的であるためには，任意の a ∈Wε
に対して次の条件の成り立つことが必要十分である．

a ŏπ f♢ ⋖−→a ∀π f♢ ∧←−a [∞∞]π f

問題 5.9.10 事態 f ∈W{π}の時容が n点集合であるためには，⋖ 1nπ fの成り立つことが必要十
分である (n ∈ Z0)．ただし nπにおける nは，P = Z0 ⊕ R0∞ の直和成分 Z0 の元とみなす．
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5.9.4 唯時世界を認識可能な単相格言語
§ 第 5.9.1項で唯時世界を定義したのに対応して，次のような単相格言語 Aについて考える．
まず，Aの格集合 Kには主格 πの他にもう一つの格ωが含まれているとする．次に，Aの限量

系 Pは Z0⊕R0∞に等しいとする．さらに，Aの素元系 Prmについて次の二つのことを仮定する．

1. Con{π,ω} に p̌, šなる相異なる二元が含まれている．

2. #Varε > 1

最初の仮定は，第 5.9.1項で唯時世界W に対して W{π,ω} の二元 p̂, ŝを定義したのに対応する．
以上の仮定の下で，各 a ∈ Aε に対して Aδ の二元←−a , −→a を次のように定義する．すなわち，

#Varε > 1との仮定により a 6= x ∈ Varε なる xが存在するから，そういう xを任意にとって
←−a =

(
x ŏπ (a ŏω p̌)

)
Ωx −→a =

(
x ŏπ (a ŏω š)

)
Ωx

とする．ただし，この式における xは aに応じて変わってもいいし，実際，変えなくてはならな
いが，a /∈ Varεに対しては同じ xをとることができる．なおこの定義は，やはり，唯時世界Wに
おいて各 a ∈Wε に対して Wδ の二元←−a , −→a を定義したのに対応する．
補題 5.9.3 a, b ∈ Aε のとき次の二式が成り立つ．

a ŏπ
←−
b4 � a ŏπ (b ŏω p̌) a ŏπ

−→
b4 � a ŏπ (b ŏω š)

証明 ←−
b = fΩx, f = x ŏπ (b ŏω p̌)とすれば，定理 5.5.16と b 6= xなることにより，

a ŏπ
←−
b4 = a ŏπ (fΩx)4 � f(x/a) = a ŏπ (b ŏω p̌)

すなわち第一式が成り立つ．第二式も同様にして証明される．

定理 5.9.4 A から唯時世界W への定付値 Φ で Φp̌ = p̂, Φš = ŝ なるものと a ∈ Aε および
v ∈ ValW について次の二式が成り立つ．

(Φ∗←−a )v =←−−−−(Φ∗a)v (Φ∗−→a )v = −−−−→
(Φ∗a)v

証明 左側の式だけ証明する（右側の証明も同様である）．a,←−a に自由に現れる単体変数は高々一
個であり，#Varε > 1と仮定しているから，a,←−a のどちらにも自由に現れない単体変数 xがある．
任意の s ∈ Sをとって v ′ = (x/s)vと定める．そうすると，次のように推論することができる．

(Φ∗←−a )v ′ ∃ (Φ∗x)v ′ ⇐⇒ (Φ∗x)v ′ ŏπ
(
(Φ∗←−a )v ′)4 = 1 (補題 5.2.10による)⇐⇒ (Φ∗x)v ′ ŏπ
(
(Φ∗a)v ′ ŏω (Φ∗p̌)v ′

)
= 1 (補題 5.9.3による)⇐⇒ (Φ∗x)v ′ ŏπ

(
(Φ∗a)v ′ ŏω p̂

)
= 1 (Φp̌ = p̂だから)

⇐⇒ (Φ∗x)v ′ ŏπ
←−−−−−
(Φ∗a)v ′4 = 1 (補題 5.9.1による)

⇐⇒ ←−−−−−
(Φ∗a)v ′ ∃ (Φ∗x)v ′ (補題 5.2.10による)

(Φ∗x)v ′ = sであり，また定理 4.4.1により (Φ∗←−a )v ′ = (Φ∗←−a )v, (Φ∗a)v ′ = (Φ∗a)vであるから，
結局「(Φ∗←−a )v ∃ s ⇐⇒ ←−−−−

(Φ∗a)v ∃ s」が成り立つ．sが任意であるから，(Φ∗←−a )v =←−−−−(Φ∗a)vが成
り立つ． 終
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この定理の意味を説明しよう．まず，各 a ∈ Aεに対してAδの元 ←−a , −→a を定めたのは，A上に
単項算法 a 7→ ←−a と a 7→ −→a を定めたものとみなせる．同様に，唯時世界W において各 a ∈ Wε
に対して Wδ の元←−a , −→a を定めたのは，W 上に単項算法 a 7→ ←−a と a 7→ −→a を定めたのである．
従って，これらに対応してW の巾代数系WValW 上に単項算法 α 7→←−α と α 7→ −→α を定め，ValW

の各元の定めるWValW からW への射影がこの二算法に関して準写であるようにすることができ
る．すなわち，各 α ∈ ValW→Wε に対して，ValW→Wδ の元 ←−α , −→α を←−αv =←−αv

−→αv = −→αv (v ∈ ValW)

と定める．そうすると定理 5.9.4は，意味写像Φ∗ ∈ A→WValW がこれらの算法に関しても擬写で
あることを示す．

問題 5.9.11 Aから唯時世界W への定付値 Φで Φp̌ = p̂, Φš = ŝ なるものと a, b ∈ Aε につい
て次のことが成り立つ．

1. a ŏπ
←−
b4 �Φ b ŏπ−→a4 �Φ −→a ∃π

←−
b4

2. a ŏπ
←−
b4 �Φ (←−a ∀π

←−
b4)∧(a ŏπb4)♢

3. ←−a ∀π
←−
b4 �Φ

−→
b ∀π−→a4

問題 5.9.12 Aから唯時世界W への定付値 Φで Φp̌ = p̂, Φš = ŝ なるものと a, b, c ∈ Aε につ
いて次の四つのことが成り立つ．

1. ≼Φ ←−a ∀π←−a4
2. (←−a ∀π

←−
b4)∧(

←−
b ∀π←−a4) �Φ a ŏπb4

3. ←−a ∀π
←−
b4,

←−
b ∀π←−c4 ≼Φ ←−a ∀π←−c4

4. ≼Φ ←−a ∀π
←−
b4,

←−
b ∀π←−a4
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第6章 格論理学

¢ 前章では，第 1章・第 2章で説明した数理心理学の問題意識と構想の下で，単相格言語とい
う特殊な形式言語上の論理学すなわち単相格論理学について論じた．この章では，数理心理学の問
題意識と構想により相応しく，かつより一般的に，格言語という名の特殊な形式言語上の論理学す
なわち格論理学について論ずる．
第 1章で数理心理学の基本的な考え方を説明した中で，数理心理学の

、
　当
、
　面
、
　の課題は心言語という

形式言語上の論理学を研究することであると述べた．特に第 1.4.1項において，心言語の代数構造
は如何なるものかという基本問題 1を掲げ，これに関し，心言語は普遍型付代数系であるという仮
説 1を提示した．と同時に，「普遍型付代数系」は非常に広い範囲の代数系の総称であって，基本
問題 1はこの普遍型付代数系の構造を助変数を込めて特定するよう求めているのだとも述べた．格
言語という形式言語が，この問への妥当な答と期待されるものである．
第 5.1節冒頭に記した通り，格言語の特徴は格集合という助変数と限量子にあり，限量子は複数

の相に分かれている．しかしそういう複数の相のある格言語上の論理学にまで一挙に進むのは難し
いので，相が一つしかない格言語すなわち単相格言語をまず前章で取り上げ，その理解を踏まえて
いよいよ，相の数が任意の格言語をこの章で取り上げるのである．
その意味で，格言語上の論理学は単相格言語上の論理学の一般化である．従って以下の説明の中

には，前章の対応する部分を少し変更して繰り返すに過ぎないものも多い．そういう場合には，断
り無しに説明を端折ることがある．読者は，端折られたものを前章から補いつつ読み進んでほしい．
ただしこの章では，前章の内容を一般化するだけではない．一般化したものの各所を逆に特殊化

して数理心理学により相応しいものに作り上げることが最終の目標である．

6.1 格言語
＄ 第 1.4.1項で触れたように論理学の三本柱は形式言語の文法論・意味論・演繹論であるが，こ
の節では格言語の文法論を行なう．

6.1.1 普遍型付代数系としての構成
§ 以下のように構成される普遍型付代数系 Aを格言語と呼ぶ．
定理 3.5.1により，Aの普遍型付代数系としての構成法を述べるには，Aの素元系 Prmと型代
数系 T および型分割写像 τ ∈ Prm→T がどういうものかを述べればいい．
そこでまず Prmとしては，空集合でない集合を任意にとって，これを二つの部分集合 Conと

Var (6= ∅)によって直和分割しておくものとする．

Prm = ConqVar Var 6= ∅

Conと Varそれぞれの元を定数・変数と呼ぶ．
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格言語Aの型代数系 T の台は，空でない集合Nと Kを一組み指定することにより定まる．一つ
目の集合Nを相集合と呼び，Nの元を相と呼ぶ．二つ目の集合 Kを格集合と呼び，Kの元を格と
呼ぶ．相集合Nと格集合 Kには以下のものをあらかじめ定めておくものとする．まず相集合Nに
は，各 ν ∈ Nに応じて副相集合という名の

Nν ⊆ N− {ν}

をみたす特別な
、
　有
、
　限部分集合Nν をあらかじめ定めておくものとし，

N ′ =
⋃
ν∈N

Nν

と定め，これを従相集合と呼ぶ．他方で格集合 Kには，主格という名の特別な元 πと，各 µ ∈ N ′

に応じた µ相の従格という名の特別な元ϖµ とを，

π 6= ϖµ (µ ∈ N ′)

ϖµ 6= ϖµ ′ (µ, µ ′ ∈ N ′, µ 6= µ ′)

なるようあらかじめ定めておくものとする [1]．そして Kの部分集合 K ′ と Kν を

K ′ = {ϖµ | µ ∈ N ′} Kν = {ϖµ | µ ∈ Nν}

と定め (ν ∈ N)，K ′ を従格集合と呼び，Kν を ν相の副格集合と呼ぶ．以上の定めによれば

π ∈ K− K ′ #K ′ = #N ′ #Kν = #Nν <∞
が成り立ち，特に，Nν = ∅なる νについては Kν = ∅である．
型代数系 T の台は，Kの巾集合 PKに相異なる特別な元 δν, εν (ν ∈ N) を合わせたものである．

T =

(⨿
ν∈N

{δν, εν}

)
q PK δν 6= εν (ν ∈ N)

素元系 Prmの T 分割写像 τは，任意の ν ∈ Nに対して変数系 Varの εν 部分

Varεν = Var ∩ τ−1εν

が空集合でないように任意に定める．そして，Varの部分集合 Varε を次のように定める．

Varε =
⋃
ν∈N

Varεν

型代数系 T の代数構造は，次に示す九種類の算法から成るものとする．うち第二種の算法は，各
ν ∈ Nに対して量系 Pν で #Pν > 1なるものを一つずつ指定することにより定まる．この Pν を
Aの ν相の限量系と呼ぶ．
限量系により「限量子」が定まる．すなわち，各 ν ∈ Nに対してPνを Pνの区間包または偏区
間包とし，

¬Pν = {¬p | p ∈ Pν}

をPν の複製で ¬Pν ∩Pν = ∅なるものとし，

Qν = ¬Pν ∪Pν Q =
⋃
ν∈N

Qν

[1]ϖ は π の異体字である．端書きのギリシア文字の説明参照．
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と定め，Qの元を限量子と呼ぶ．また，⋃ν∈NPνの元と
⋃
ν∈N ¬Pνの元を正の限量子・負の限量

子と呼び分ける．なお，ν, µ ∈ Nが ν 6= µをみたしても Pν 6= Pµとは限らない．それにも拘らず，
ν 6= µならQν ∩Qµ = ∅であるとみなす．各 ν ∈ Nに対して Pνの (p, q]等の区間に (p, q]ν等と
νを添えて表せば，みなしではなく本当に，ν 6= µなら Qν ∩Qµ = ∅となる．しかし，そういう
煩雑な記法はとらず，みなすのである．このみなしにより，λ ∈ Qであれば λ ∈ Qνなる ν ∈ Nが
一意に定まるから，この νを λの相と呼ぶ．逆に，Qν の元を ν相の限量子と呼ぶ (ν ∈ N)．
なお，第二種の算法の成す族の添数集合として，Q× Kの部分集合 Jを次のように定める．

J =
(
Q× (K− K ′)

)
∪
⋃
µ∈N ′

(Qµ × {ϖµ})

また，第一種の算法を識別表示する便宜のために，ŏを限量子とは異なる記号とする．また，第八
種の算法の全体を Fで表す．これは，部分集合 Fν (ν ∈ N)により分割しておくものとする．

F =
⨿
ν∈N

Fν

また，各 f ∈ Fに応じて，f ∈ Fν なる ν ∈ Nを fの相と呼ぶ．

算法 ŏk (k ∈ K)： これらは二項算法であって，その定義は kが従格でないかあるかによって異
なる．すなわち，K ⊇ K ′ = {ϖµ | µ ∈ N ′}であることに留意して次のように定める．

1. k ∈ K − K ′ の場合の算法 ŏkは，任意の ν ∈ Nに対する εν と k ∈ Pなる任意の P ∈ PKの
組み (εν, P) に施されてこれを PKの元 P − {k}に変える．

Dom ŏk = {εν | ν ∈ N}× {P ∈ PK | k ∈ P} εν ŏk P = P − {k}

2. 各 µ ∈ N ′に対して算法 ŏϖµは，εµとϖµ ∈ Pなる任意の P ∈ PKの組み (εµ, P) に施され
てこれを PKの元 P − {ϖµ}に変える．

Dom ŏϖµ = {εµ}× {P ∈ PK | ϖµ ∈ P} εµ ŏϖµ P = P − {ϖµ}

算法 λk
(
(λ, k) ∈ J

)： これらは二項算法であって，その定義は限量子 λの相によって異なる．す
なわち λ ∈ Qν のとき算法 λkは，δν, εν と k ∈ Pなる任意の P ∈ PKの組み (δν, P), (εν, P)に施
されてこれらを PKの元 P − {k}に変える (ν ∈ N)．

λ ∈ Qν のとき Dom λk = {δν, εν}× {P ∈ PK | k ∈ P} δν λkP = εν λkP = P − {k}

なお，(λ,ϖµ) ∈ Jなる λはQµ に属すので，上の定めによれば次のことが成り立つ (µ ∈ N ′)．

Dom λϖµ = {δµ, εµ}× {P ∈ PK | ϖµ ∈ P} δµ λϖµ P = εµ λϖµ P = P − {ϖµ}

算法∧,∨,⇒： これら三つの算法は二項算法であって，任意の (P,Q) ∈ (PK)2に施されてこれを
PKの元 P ∪Qに変える．

Dom∧ = Dom∨ = Dom⇒ = (PK)2 P∧Q = P∨Q = P⇒Q = P ∪Q

算法 ♢： これは単項算法であって，任意の P ∈ PKに施されてこれを変えない．

Dom♢ = PK P♢ = P
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算法4： これは単項算法であって，δν, ενに施されてこれを PKの元 {π}∪Kνに変える (ν ∈ N)．

Dom4 =
⋃
ν∈N

{δν, εν} δν4 = εν4 = {π} ∪ Kν

従ってNν = ∅なる νについては，Kν = ∅であるから δν4 = εν4 = {π}である．

算法 u,t： これらは二項算法であって，任意の (ξ, η) ∈ {δν, εν}
2に施されてこれを δνに変える

(ν ∈ N)．

Domu = Domt =
⋃
ν∈N

{δν, εν}
2 (ξ, η) ∈ {δν, εν}

2 のとき ξ u η = ξ t η = δν

算法 2： これは単項算法であって，δν, εν に施されてこれを δν に変える (ν ∈ N)．

Dom2 =
⋃
ν∈N

{δν, εν} δν
2 = εν

2 = δν

算法 f ∈ F =
⨿
ν∈N Fν： これらの算法 fの項数はそれぞれ任意であって，それを nとし f ∈ Fν

とすれば，fは εν の n個組み (εν, . . . , εν)に施されてこれを εν に変える (ν ∈ N)．

f ∈ Fν のとき Dom f = {εν}
n f(εν, . . . , εν) = εν

算号 fとそれの表す算法とを関数記号または関号と呼ぶ．

算法Ωx (x ∈ Varε
)： これらは単項算法であって，その定義は xの相によって異なる．すなわち

x ∈ Varεν のとき，算法Ωxは任意の P ∈ PKν に施されてこれを δν に変える (ν ∈ N)．

x ∈ Varεν のとき DomΩx = PKν PΩx = δν

従ってNν = ∅なる νについては，Kν = ∅であるから DomΩx = {∅}である．算号Ωxとそれの
表す算法とを抽象子と呼ぶ．

型代数系 T の代数構造の定義は以上の通りである．これで集合 Prm と代数系 T および写像
τ ∈ Prm→T を定めたから，定理 3.5.1により，普遍型付代数系 (A, T, σ,Prm)で σ|Prm = τなるも
のが一意に定まる．こういう普遍型付代数系を格言語と呼ぶ．
格言語Aは以下に示すように，定義 4.1.1の意味での形式言語とみなされる．まず，素元系 Prm

が二つの部分集合 Conと Var ( 6= ∅)によって直和分割されている．次に，型代数系 T の算号系を
Λで表せば，

Λ = {ŏk, λk ′,∧,∨,⇒,♢,4,u,t,2, f,Ωx | k ∈ K, (λ, k ′) ∈ J, f ∈ F, x ∈ Varε}

であるから，集合 Γ を

Γ = {ŏk, λk ′,∧,∨,⇒,♢,4,u,t,2, f,Ω | k ∈ K, (λ, k ′) ∈ J, f ∈ F}

と定めれば，Γ と Prmの直和 Γ q Prm上の普遍半群 (Γ q Prm)+ において

Λ ⊆ Γ ∪ ΓVar Λ ∩ ΓVar = {Ωx | x ∈ Varε}
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が成り立って Ωx が単項算号であるから，Γ が算号基の要件をみたす．以上により，格言語は
Prm, T, τ,Con,Var, Γ を文法とする形式言語であって，その可変子は抽象子Ωx (x ∈ Varε)であり，
不変子の全体 Λ ∩ Γ と修飾変数の全体 Qvarについては

Λ ∩ Γ = {ŏk, λk ′,∧,∨,⇒,♢,4,u,t,2, f | k ∈ K, (λ, k ′) ∈ J, f ∈ F}

Qvar = Varε

が成り立つ．そこで定義 4.1.1の後の約束に従って，T の算部分系 TΛ∩Γ を Uで表す．また，後に
PK (⊆ T)の元 ∅を真偽とする論理系を作るので，先回りをして Aの ∅型の元を文と呼ぶ．
以後，格言語 (A, T, σ,Prm)に言及するときは，これを定めるのに上で使った諸々の記号は，そ

うでない旨断らない限り，上と同じ意味で使う．

6.1.2 型分割と諸元の命名
§格言語Aは T を型代数系とする型付代数系であるから，台集合が t部分At (t ∈ T)によって分
割される．そして T は，相異なる元 δν, εν (ν ∈ N)と格集合 Kによって T =

(
qν∈N{δν, εν}

)
qPK

と定義されている．従って，Aは次のように分割される．

A =
⋃
ν∈N

A{δν,εν} ∪APK =
⋃
ν∈N

Aδν ∪
⋃
ν∈N

Aεν ∪
⋃
P∈PK

AP

⋃
ν∈NA{δν,εν} =

⋃
ν∈NAδν ∪

⋃
ν∈NAεν とAPK =

⋃
P∈PKAPそれぞれの元を体元・用元と呼び，⋃

ν∈NAδν と
⋃
ν∈NAεν それぞれの元を複体元・単体元と呼ぶ．また，「単体定数」「用定数」など

の意味を表 5.1に準じて定める．それらのうちA{δν,εν}の元は，時に「ν相の」を冠して，ν相の
体元・複体元・単体元などと呼ぶ (ν ∈ N)．そうして，ν相の体元の全体を Gνで表し，体元の全
体を Gで表し，用元の全体を Hで表す．

Gν = A{δν,εν} = Aδν ∪Aεν
G =

⋃
ν∈N

Gν =
⋃
ν∈N

A{δν,εν} =
⋃
ν∈N

Aδν ∪
⋃
ν∈N

Aεν

H = APK =
⋃
P∈PK

AP

また，各用元 fの型すなわち f ∈ AP なる P ∈ PKを，fの格域とも呼び，時に Kf で表す．

6.1.3 算法の定義域と値域
§ ここでは，今までに定義した記号や用語を使って，格言語 Aの算法の定義域と値域について
説明する．証明は容易であるか第 5.1.3項におけると同様であるから省略する．

算法 ŏk (k ∈ K)： a, f ∈ Aと k ∈ Kに対して a ŏk fが定義されるためには，aが単体元であり，
かつ kが従格であれば aと kは同相であり，かつ fが用元であって kが fの格域 Pに属すことが
必要十分であり，これらの条件の下で，a ŏk fは P − {k}を格域とする用元である．

算法 λk
(
(λ, k) ∈ J

)： a, f ∈ Aと (λ, k) ∈ Jに対して aλk fが定義されるためには，aが λと同
相の体元であり，かつ fが用元であって kが fの格域 Pに属すことが必要十分であり，これらの条
件の下で，aλk fは P − {k}を格域とする用元である．
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算法∧,∨,⇒： f, g ∈ Aと µ ∈ {∧,∨,⇒} に対して f µ gが定義されるためには f, gが用元である
ことが必要十分であり，この条件の下で f µ gも用元となり，その格域は f, gの格域の和に等しい．

算法 ♢： f ∈ Aに対して f♢ が定義されるためには fが用元であることが必要十分であり，この
条件の下で f♢ は fと同じ格域を持つ用元となる．

算法4： a ∈ Aに対して a4が定義されるためには aが体元であることが必要十分であり，こ
の条件の下でさらに aの相を νとすれば，a4は {π} ∪ Kν を格域とする用元となる (ν ∈ N)．

算法 u,t： a, b ∈ Aと µ ∈ {u,t}に対して aµbが定義されるためには a, bが同相の体元であ
ることが必要十分であり，この条件の下で aµbは a, bと同相の複体元となる．

算法 2： a ∈ Aに対して a2が定義されるためには aが体元であることが必要十分であり，この
条件の下で a2 は aと同相の複体元となる．

算法 f ∈ F =
⨿
ν∈N Fν： f ∈ Fν のとき，(a1, . . . , an) ∈ An に対して f(a1, . . . , an)が定義され

るためには a1, . . . , anが ν相の単体元で nが fの T の算法としての項数に等しいことが必要十分
であり，この条件の下で f(a1, . . . , an)は ν相の単体元となる (ν ∈ N)．

算法Ωx
(
x ∈ Varε

)： x ∈ Varεν のとき，f ∈ Aに対して fΩxが定義されるためには fが Kνの
部分集合を格域とする用元であることが必要十分であり，この条件の下で fΩxは ν相の複体元と
なる (ν ∈ N)．

問題 6.1.1 a1, . . . , an, f ∈ Aと (λ1, k1), . . . , (λn, kn) ∈ ({ŏ}× K) ∪ Jに対して

g = a1 λ1k1 (a2 λ2k2 (· · · (an λnkn f) · · · ))

が定義されるためには，次の二条件のみたされることが必要十分である．

1. λi = ŏであれば aiは単体元であり，λi = ŏで kiが従格であれば aiは kiと同相の単体元で
あり，λi が限量子であれば ai は λi と同相の体元である (i = 1, . . . , n)．

2. fは用元であって k1, . . . , kn は fの格域 Pの相異なる元である．

また，これらの条件の下で，gは P − {k1, . . . , kn}を格域とする用元である．

問題 6.1.2 Hと AP (P ∈ PK)は Aの {∧,∨,♢,⇒}部分系であり，しかも全域的である．

問題 6.1.3 Gν と Aδν は Aの {u,t,2}部分系であり，しかも全域的である (ν ∈ N)．

問題 6.1.4 Aεν はAの Fν部分系であり，しかも Prmεν を素元系とする普遍汎 Fν代数系であり，
特に Aεν = [Prmεν ]Fν をみたす (ν ∈ N)．

問題 6.1.5 Aδν − Prmδν は空集合ではなく，その元は b u c, b t c, b2, fΩx のいずれかの形を
している (ν ∈ N)．

問題 6.1.6 APK −PrmPKは空集合ではなく，その元は aλk f, f∧g, f∨g, f⇒g, f♢, a4 のい
ずれかの形をしている．
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6.1.4 単相格言語との関係
§ 格言語はその相集合が単元集合なら単相格言語となる．このことを説明するために以下，相

集合 Nを単元集合 {ν}としたときに格言語 (A, T, σ,Prm)の定め方がどうなるかに焦点を当てて，
諸概念を復習する．ただし，相集合に依存しない概念は復習しない．
まずN自身については，N = {ν}であるから副相集合はNν のみであり，Nν ⊆ N− {ν} = ∅で

あるからNνは空集合と定まる．従って，副相集合の和と定められた従相集合N ′も空集合となる．
このため，型代数系 T と素元系 Prmの T 分割写像 τの定め方は以下のように簡略になる．
まず格集合 Kについては，N ′ = Nν = ∅であるから，従格集合 K ′ = {ϖµ | µ ∈ N ′}と ν相の副

格集合 Kν = {ϖµ | µ ∈ Nν}も空集合と定まる．従って，Kとして空でない任意の集合をとり，主
格 πとして Kの任意の元をとることになる．
次に T の台は，N = {ν}であるから

T = {δ, ε}q PK δ 6= ε

と定める．ただし，δν, εν の添え字の νは省略した．今後も必要のない添え字 νは省略する．
次に Prmの T 分割写像 τは，変数系 Varの ε部分

Varε = Var ∩ τ−1ε

が空集合でないように定める．
次に，量系 Pで#P > 1なるものを一つとり，Pをその区間包または偏区間包とし，Pの複製

¬P = {¬p | p ∈ P}

で ¬P ∩P = ∅なるものをとり，
Q = ¬P ∪P

と定める．これが限量子の全体である．
最後に，T の九種の算法のうち Nに依存する七種は，以下のように定まる．なお，第二種の算

号の添数集合 Jは，K ′ = ∅, N ′ = ∅であるからQ× Kと定まる．

算法 ŏk (k ∈ K)： K ′ = ∅, N = {ν}, N ′ = ∅であるから

Dom ŏk = {ε}× {P ∈ PK | k ∈ P} ε ŏk P = P − {k}

算法 λk
(
(λ, k) ∈ Q× K

)： N = {ν}であるから

Dom λk = {δ, ε}× {P ∈ PK | k ∈ P} δ λkP = ε λk P = P − {k}

算法4： N = {ν}, Kν = ∅であるから

Dom4 = {δ, ε} δ4 = ε4 = {π}

算法 u,t： N = {ν}であるから

Domu = Domt = {δ, ε}2 (ξ, η) ∈ {δ, ε}2 のとき ξ u η = ξ t η = δ
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算法 2： N = {ν}であるから

Dom2 = {δ, ε} δ2 = ε2 = δ

算法 f ∈ F =
⨿
ν∈N Fν： 項数を nとすれば，N = {ν}であるから

Dom f = {ε}n f(ε, . . . , ε) = ε

算法Ωx
(
x ∈ Varε

)： N = {ν}, Kν = ∅であるから

DomΩx = {∅} ∅Ωx = δ

以上，N = {ν}の場合の格言語 (A, T, σ,Prm)の定め方を復習した．これを第 5.1.1項での単相格
言語の定め方と照らし合わせれば，同一であることが分かる．従って格言語は，その相集合が単元
集合なら単相格言語である．

6.1.5 高岡言語
§ 単相格言語はこれまでの説明が示す通り，格言語の祖型であると共に格言語の特殊化である．
ここでは，格言語のもう一つの特殊化について説明する．この特殊な格言語は，高岡洋介氏が 2006

年度東京大学修士論文「状況相を持つ格論理学」において定義した形式言語の類似物であるので，
高岡言語と呼ぶ．端書き冒頭に記した通りこの本は加筆・改良のために頻繁に改訂し，格言語の定
義法も変遷してきている．高岡氏の定義した形式言語は，この節で定義した通りの格言語の特殊化
ではないが，単相格言語や以前の格言語に倣って定義したものであると共に，格言語の現在の定義
法を示唆したものであり，その意味で格言語の母型である．ただし単相格言語も高岡言語も格言語
も，その文法論はそれに先立つ世界論に応じたものであるから，より重要なのはそれら世界論で
あって，これら文法論の関連・相違は，それら世界論の関連・相違の結果に過ぎない．
高岡言語は，格言語 (A, T, σ,Prm)の相集合Nと副相集合Nν (ν ∈ N)を

N = {1, 2} N1 = {2} N2 = ∅

と特殊化して得られる．この特殊化は，副相集合の要件Nν ⊆ N− {ν}をみたす (ν ∈ N)．
こうした特殊化の結果，従相集合N ′ は

N ′ = {2}

と定まり，従格は 2相の従格ϖ2 のみであり，これが主格 πと異なる．

π 6= ϖ2

さらに，従格集合 K ′ と副格集合 K1, K2 は次のように定まる．

K ′ = K1 = {ϖ2} K2 = ∅

また，型代数系 T の台は，相異なる元 δ1, ε1, δ2, ε2 によって次のように定まる．

T = {δ1, ε1, δ2, ε2}q PK

そして T の九種の算法については，取り分け次のことが成り立つ．なお，第二種の算号の添数集合
Jは，ν相の限量子系Qν (ν = 1, 2)によって次のように定まる．

J =
(
(Q1 ∪Q2)× (K− {ϖ2})

)
∪ (Q2 × {ϖ2})
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算法 ŏk (k ∈ K)：

k 6= ϖ2 のとき Dom ŏk = {ε1, ε2}× {P ∈ PK | k ∈ P} ε1 ŏk P = ε2 ŏk P = P − {k}

ϖ2 に対し Dom ŏϖ2 = {ε2}× {P ∈ PK | ϖ2 ∈ P} ε2 ŏϖ2 P = P − {ϖ2}

算法 λk
(
(λ, k) ∈ J

)： ν = 1, 2に対し

λ ∈ Qν のとき Dom λk = {δν, εν}× {P ∈ PK | k ∈ P} δν λkP = εν λkP = P − {k}

特に (λ,ϖ2) ∈ Jであれば，λ ∈ Q2 であるから

Dom λϖ2 = {δ2, ε2}× {P ∈ PK | ϖ2 ∈ P} δ2 λϖ2 P = ε2 λϖ2 P = P − {ϖ2}

算法4：

Dom4 = {δ1, ε1, δ2, ε2} δ14 = ε14 = {π,ϖ2} δ24 = ε24 = {π}

算法Ωx
(
x ∈ Varε1 ∪Varε2

)：
x ∈ Varε1 のとき DomΩx =

{
∅, {ϖ2}

}
∅Ωx = {ϖ2}Ωx = δ1

x ∈ Varε2 のとき DomΩx = {∅} ∅Ωx = δ2

6.2 格世界
＄ 前節では格言語の文法論を行なった．この節以降第 6.4節までは，格言語の意味論を行なう．
第 1.4.2項で触れた通り，意味論は世界論・対応論・真偽論から成る．そこでまず世界論をここで
行なう．
この節を通じ，(A, T, σ,Prm)を格言語とし，N,K,Pν,Qν,Fνをその相集合・格集合・限量系・

限量子系・関号系とし，その他の U, δν, εν 等の記号の意味もこれまで通りとする (ν ∈ N)．そし
て以下，Aにとっての認識可能世界である格世界なるものを定義し，その構造を調べる．Aは定義
4.1.1の通りの形式言語の一種であるから，Aにとっての認識可能世界とは，定義 4.2.1で定めた通
り，U型代数系Wであって任意の t ∈ σPrmに対してWt 6= ∅をみたすもののことを言う．A

、
　に
、
　と、

　っ
、
　て
、
　認
、
　識
、
　可
、
　能
、
　な格世界は，そういう認識可能世界の一種であると共に，第 5.2節の単相格世界の定

義を拡張して得られる．ただし「Aにとって認識可能な」は，「Aの相集合・格集合・限量系・限量
子系・関号系の五つ組みN,K,Pν,Qν,Fνから構成された」と同義で重要な語句であるものの，常
に付けるのは煩わしいので，誤解の恐れの無い場合には省略する．
第 1.4.2項で述べた通り如何なる論理学においても，

、
　問
、
　題
、
　意
、
　識
、
　に
、
　応
、
　じ
、
　て認識可能世界の範囲を適

当に限定したものを，認識対象世界の範囲としなければならない．そこで格論理学においては，認
識可能世界の中の格世界だけを認識対象世界と考える．それは，ひとえに

、
　心
、
　理
、
　学
、
　的
、
　問
、
　題
、
　意
、
　識
、
　に
、
　よ、

　る．第 1.4.1項で述べた通り，心言語の代数構造が如何なるものかという基本問題 1は，単独で答
えられるものではなく，人間にとっての認識の対象世界が如何なるものかという基本問題 4に答え
なければ答えられない問である．そして，心言語は格言語であるとの仮説に先立って人間の認識の
対象世界と仮設されたのが格世界である（これら仮説・仮設は前章のそれを修正したものである）．
格世界の定義より先に格言語の定義を記したのは，記述上の便宜からに過ぎない．
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6.2.1 台と型写像
§ 格言語 Aにとって認識可能な格世界W の台は，Aの相集合Nを添数集合とする空でない集
合から成る族 (Sν)ν∈N の直和

S =
⨿
ν∈N

Sν

を任意にとり，これらと各 ν ∈ Nに対する集合族 (Sµ)µ∈Nν の直積 [2]

Oν =
∏
µ∈Nν

Sµ

と Aの格集合 Kによって

W =
⋃
ν∈N

(
Oν→(Sν→T)

)
∪ S ∪

⋃
P∈PK

(
(P⇝S)→T

)
と定める．ただし，右辺の P⇝Sは

P⇝S = {θ ∈ P→S | ϖµ ∈ Pなる任意の µ ∈ N ′ に対して θϖµ ∈ Sµ}

と定義する．集合 Sおよび SνをWの基底および ν相の基底と呼び，OνをWの ν相の修飾と呼
ぶ (ν ∈ N)．またN,Kは，Aの相集合・格集合であったが，W の相集合・格集合とも呼ぶ．
なお，K ′ = {ϖµ | µ ∈ N ′}であったから，

P ∈ P(K− K ′) =⇒ P⇝S = P→S
が成り立ち，特に

∅⇝S = ∅→S {π}⇝S = {π}→S
が成り立つ．第二式は π ∈ K− K ′ と定めてあったことによる．また，

Q ⊆ P ∈ PK, θ ∈ P⇝S =⇒ θ|Q ∈ Q⇝S

が成り立つ．これらのことは今後，断りなく使うことがある．
なお，W の台の上記定義において空集合 ∅ ∈ PKについては，端書きに記した空集合律により

∅⇝S = {∅}

従って (∅⇝S)→T = {∅}→Tであるので，同じく端書きに記した一乗便法により

(∅⇝S)→T = T

と約定する．つまり，写像 f ∈ (P⇝S)→Tを θ ∈ P⇝Sに施して得られる Tの元は当然 fθと書
くが，P = ∅ の場合には f ∈ T, θ = ∅, f∅ = f である．また，Nν = ∅ なる ν については同様
に，空集合律により Oν = {∅}，従って Oν→(Sν→T) = {∅}→(Sν→T)であるから，一乗便法によ
り Oν→(Sν→T) = Sν→Tと約定する．つまり，写像 a ∈ Oν→(Sν→T)を o ∈ Oν に施して得ら
れる Sν→Tの元は当然 aoと書くが，Nν = ∅の場合には a ∈ Sν→T, o = ∅, a∅ = aである．こ
ういう二通りの約定を空集合規約と呼ぶ．

[2]直積の概念とその元の表し方については端書き参照．
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W の型写像を定めるには，型分割W =
⋃
t∈T Wtを，Wt 6= ∅ (t ∈ σPrm)かつW∅ = T なるよ

う定めなければならない．W∅ = Tとするのは，前述の通り後に ∅を真偽とする論理系を作るため
である．そこで，T =

(⨿
ν∈N{δν, εν}

)
q PKと δν 6= εν (ν ∈ N)に留意して

Wδν = Oν→(Sν→T) Wεν = Sν WP = (P⇝S)→T

と定める (ν ∈ N, P ∈ PK)．そうすると，σPrmの如何に関わらず
Wt 6= ∅ (t ∈ T) W∅ = T

が成り立ち，W は次のように分割される．
W =

⋃
ν∈N

Wδν ∪
⋃
ν∈N

Wεν ∪
⋃
P∈PK

WP

記述の便のために
Eν =Wδν ∪Wεν (ν ∈ N) E =

⋃
ν∈N

(
Wδν ∪Wεν

)
F =

⋃
P∈PK

WP

と定める．そうすると次の式が成り立つ．
E =

⋃
ν∈N

Eν =
⋃
ν∈N

Wδν ∪
⋃
ν∈N

Wεν W = E ∪ F

Eと Fそれぞれの元を実在・事態と呼び，⋃ν∈NWδν と⋃ν∈NWεν それぞれの元を複実在・単実
在と呼ぶ．Eνの元は，時に「ν相の」を冠して，ν相の実在・複実在・単実在などと呼ぶ (ν ∈ N)．
また，事態 fの型すなわち f ∈WPなる P ∈ PKを，fの枠または枠組みとも呼び，時に Kfで表す．

注意 6.2.1 格世界Wは完備ブール束を沢山含んでいる．すなわちまず問題 3.13.16により，T (=

W∅)は通常の順序関係 ≤について完備ブール束であり，そのブール論法は
a∧b = inf {a, b} a∨b = sup {a, b} a♢ = 1− a a⇒b = sup {1− a, b}

をみたす．従って問題 3.13.18により，WP = (P⇝S)→Tは Tの巾ブール束として完備ブール束で
あり，Wδν = Oν→(Sν→T)は，Tの巾ブール束 Sν→Tの巾ブール束として完備ブール束である
(ν ∈ N)．そこで以降，WP の順序関係を，いずれの Pに対しても ≤で表し，Wδν の順序関係を，
いずれの νに対しても⊏で表す．また，WP とWδν のいずれについても，最小元と最大元を 0と
1で表す．W∅ の 1と 0はW における真と偽に他ならない．
問題 3.13.9によれば，WP の順序関係 ≤については

f ≤ g ⇐⇒ 任意の θ ∈ P⇝Sに対して fθ ≤ gθ

が成り立ち，Wδν の順序関係 ⊏については
a ⊏ b ⇐⇒ 任意の o ∈ Oν と s ∈ Sν に対して (ao)s ≤ (bo)s

が成り立つ．また問題 3.9.12または問題 3.13.8によれば，WPの 0と 1はそれぞれ，任意のθ ∈ P⇝S
に対して 0θ = 0と 1θ = 1をみたすことで特徴付けられ，Wδν の 0と 1はそれぞれ，任意の o ∈ Oν
と s ∈ Sν に対して (0o)s = 0と (1o)s = 1 をみたすことで特徴付けられる．

問題 6.2.1 Oν→(Sν→T)の各元aに応じて，(Oν×Sν)→Tの元a∗で各 (o, s) ∈ Oν×Sνに対して
a∗(o, s) = (ao)sをみたすものが一意に存在し，写像 a 7→ a∗はOν→(Sν→T)から (Oν × Sν)→T
への全単射である．この意味で，Oν→(Sν→T)は

(∏
µ∈Nν∪{ν} Sµ

)→Tと同一視される (ν ∈ N)．

略解 補題 3.10.1による．
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6.2.2 代数構造
§ 格言語 Aにとって認識可能な格世界W の U型代数構造を決める助変数が三つある．一つ目
は各 ν ∈ Nに対して各 o ∈ Oν に応じて Sν 上に定められた反射的関係 ∃o であり，これらの関係
∃o (o ∈ Oν)を Sν 上の基本関係またはW の ν相の基本関係と呼ぶ．ただし Nν = ∅の場合は，
空集合律によりOν = {∅}，従って Sν 上の基本関係は ∃∅ 唯一つである．これを ∃ν で表す．
助変数の二つ目は各 ν ∈ Nに対して Sν上に定められた Pν測度 X 7→ |X|νであり，これをWの

ν相の測度とも呼ぶ．なお Pν (ν ∈ N)は，Aの限量系であったが，W の限量系とも呼ぶ．
助変数の三つ目は各 µ ∈ N ′に応じて定められた Sµの元 pµであり，これを Sµの基点またはW

の µ相の基点と呼ぶ．
格世界W の U型代数構造を定めるための準備が五つある．その一つ目として，Sν 上の基本関

係 ∃o を
(
Oν→(Sν→T)

)
∪ Sν, Sν 間の関係にまで次のように拡張する (o ∈ Oν, ν ∈ N)．すなわ

ち a ∈ Oν→(Sν→T), b ∈ Sν の場合には，a ∃o bなることを

a ∃o b ⇐⇒ (ao)b = 1

と定義する．ただし (ao)bは，写像a ∈ Oν→(Sν→T)をo ∈ Oνに施して得られる写像ao ∈ Sν→T
をさらに b ∈ Sνに施して得られるTの元を表す．こう拡張された関係 ∃oをWの ν相の拡張関係と
呼ぶ．ただしNν = ∅の場合は，Oν = {∅}なので Sν上の基本関係は ∃∅唯一つであり，これを ∃νで
表すよう定めてあったが，これを {∅}→(Sν→T) = Sν→Tという空集合規約の下で (Sν→T)∪Sν, Sν
間の関係にまで拡張する．つまり a ∈ Sν→T, b ∈ Sν については，

a ∃ν b ⇐⇒ ab = 1

であって，abは写像 a ∈ Sν→Tを b ∈ Sν に施して得られる Tの元を表す．
準備の二つ目として，各 ν ∈ Nと各 θ ∈ P⇝S (P ∈ PK)に対して，(Oν→(Sν→T)

)
∪ Sν, Sν 間

の関係 ∃ν,θを次のように定め，これをW の ν相の θ関係と呼ぶ．すなわち，θ ∈ P⇝Sであるか
ら，ϖµ ∈ Pなる任意の µ ∈ Nν に対して θϖµ ∈ Sµ であり，従ってOν の元 o = (oµ)µ∈Nν を

oµ =

θϖµ · · · ϖµ ∈ Pのとき
pµ · · · ϖµ /∈ Pのとき

(µ ∈ Nν) (6.2.1)

と定めることができるから，この oに応ずる拡張関係 ∃o を ∃ν,θ とする．特に Nν = ∅なる νに
対しては，Oν→(Sν→T) = Sν→T, o = ∅であるから，∃ν,θ は (Sν→T) ∪ Sν, Sν 間の関係であっ
て，θによらずに ∃ν,θ= ∃ν である．なお，∃o が反射的であるから ∃ν,θ も反射的である．
準備の三つ目として，k ∈ P ∈ PK, s ∈ Sのとき，各 θ ∈ (P − {k})→Sに対して，P→Sの元

(k/s)θを次のように定義する（二か所で⇝Sでなく→Sであることに注意）．
(
(k/s)θ

)
x =

s · · · x = kのとき
θx · · · x ∈ P − {k}のとき

P = {k}の場合には，P − {k} = ∅，従って空集合律により θ = ∅となるが，この場合は (k/s)θを
(k/s)で表すことと約定する．すなわち，(k/s)は (k/s)k = sなる {k}→Sの元である．こういう約
定も，(∅⇝S)→T = Tなどとした先の約定と同様に空集合規約と呼ぶ．



第 6章 格論理学 628

準備の四つ目として，K ⊇ K ′ = {ϖµ | µ ∈ N ′}であることに留意して，各 k ∈ Kに対して Sの
部分集合 Sk を次のように定める．

Sk =

S · · · k ∈ K− K ′ のとき
Sµ · · · k = ϖµ のとき (µ ∈ N ′)

(6.2.2)

そうすると k ∈ P ∈ PK, θ ∈ (P − {k})⇝Sのとき，s ∈ Sが (k/s)θ ∈ P⇝Sをみたすためには
s ∈ Sk であることが必要十分である．また，(λ, k) ∈ J, λ ∈ Qν であれば，Sν ⊆ Sk が成り立つ
(ν ∈ N)．なぜなら，k = ϖµ (µ ∈ N ′)のときには Jの定義により ν = µとなるからである．
準備の五つ目として，各 p ∈ Pν に対して

¬(¬p) = p (6.2.3)

と定める (ν ∈ N)．従って，λ ∈ Pν なら ¬λ ∈ ¬Pν であり，λ ∈ ¬Pν なら ¬λ ∈ Pν である．
以上の準備の下で，WのU型代数構造を以下のように定める．その算法は，格言語Aの九種の

算法から抽象子を除いた八種に対応する．

算法 ŏk (k ∈ K)： これらは二項算法であって，k ∈ Pなる任意の P ∈ PKに対して，任意の

(s, f) ∈ Sk ×
(
(P⇝S)→T

)
に施されて ((P − {k})⇝S

)→Tの元 s ŏk fを生ずる．その定義は次の通りである．

(s ŏk f)θ = f
(
(k/s)θ

) (
θ ∈ (P − {k})⇝S

)
(6.2.2)への注意により (k/s)θ ∈ P⇝Sであるから，この定義は可能である．

算法 λk
(
(λ, k) ∈ J

)： これらは二項算法であって，その定義は限量子 λの相によって異なる．す
なわち λ ∈ Qν (ν ∈ N)のときの算法 λkは，k ∈ Pなる任意の P ∈ PKに対して，任意の

(a, f) ∈
((
Oν→(Sν→T)

)
∪ Sν

)
×
(
(P⇝S)→T

)
に施されて ((P− {k})⇝S

)→Tの元 aλk fを生ずる．その定義は次の通りである．すなわち，任意
の θ ∈ (P − {k})⇝Sに対して

(aλk f)θ = 1 ⇐⇒

∣∣{s ∈ Sν | a ∃ν,θ s, f

(
(k/s)θ

)
= 0
}∣∣
ν
∈ ¬λ · · · λ ∈ ¬Pν のとき∣∣{s ∈ Sν | a ∃ν,θ s, f

(
(k/s)θ

)
= 1
}∣∣
ν
∈ λ · · · λ ∈ Pν のとき

(6.2.2)への注意により Sν ⊆ Sk，従って s ∈ Sνなら (k/s)θ ∈ P⇝Sであるから，この定義は可能
である．なお，f((k/s)θ) = (s ŏk f)θである．
特に λ ∈ Qν, Nν = ∅のときの算法 λkは，k ∈ Pなる任意の P ∈ PKに対して，任意の

(a, f) ∈
(
(Sν→T) ∪ Sν

)
×
(
(P⇝S)→T

)
に施されて ((P − {k})⇝S

)→Tの元 aλk fを生じ，任意の θ ∈ (P − {k})⇝Sに対して

(aλk f)θ = 1 ⇐⇒

∣∣{s ∈ Sν | a ∃ν s, f

(
(k/s)θ

)
= 0
}∣∣
ν
∈ ¬λ · · · λ ∈ ¬Pν のとき∣∣{s ∈ Sν | a ∃ν s, f

(
(k/s)θ

)
= 1
}∣∣
ν
∈ λ · · · λ ∈ Pν のとき
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算法 ∧,∨,⇒： これらは二項算法であって，任意の P,Q ∈ PKに対して，任意の

(f, g) ∈
(
(P⇝S)→T

)
×
(
(Q⇝S)→T

)
に施されて ((P ∪Q)⇝S

)→Tの元 f∧g, f∨g, f⇒gを生ずる．その定義は次の通りである．
(f∧g)θ = f(θ|P)∧g(θ|Q)

(f∨g)θ = f(θ|P)∨g(θ|Q)

(f⇒g)θ = f(θ|P)⇒g(θ|Q)
(
θ ∈ (P ∪Q)⇝S

)

θ ∈ (P ∪Q)⇝Sであれば θ|P ∈ P⇝S, θ|Q ∈ Q⇝Sとなるので，この定義は可能である．

算法 ♢： これは単項算法であって，任意の P ∈ PKに対して，任意の

f ∈ (P⇝S)→T

に施されて (P⇝S)→Tの元 f♢ を生ずる．その定義は次の通りである．

(f♢)θ = (fθ)♢ (θ ∈ P⇝S)

算法4： これは単項算法であって，任意の ν ∈ Nに対して，任意の

a ∈
(
Oν→(Sν→T)

)
∪ Sν

に施されて (({π} ∪ Kν)⇝S)→Tの元 a4を生ずる．その定義は次の通りである．すなわち，任意
の θ ∈ ({π} ∪ Kν)⇝Sに対して

(a4)θ = 1 ⇐⇒ θπ ∈ Sν であって a ∃ν,θ θπ

この定義を関係 ∃ν,θの定義によって書き直せば，Kν = {ϖµ | µ ∈ Nν}であるから次にようになる．

(a4)θ = 1 ⇐⇒
θπ ∈ Sν
o = (θϖµ)µ∈Nν ∈ Oν に対して a ∃o θπ

特にNν = ∅なる νに対しては，Oν→(Sν→T) = Sν→T, Kν = ∅であって，任意の θ ∈ {π}⇝S
に対して ∃ν,θ= ∃ν であるから，算法4は任意の

a ∈ (Sν→T) ∪ Sν

に施されて ({π}⇝S)→Tの元 a4を生じ，任意の θ ∈ {π}⇝Sに対して次のことが成り立つ．

(a4)θ = 1 ⇐⇒ θπ ∈ Sν であって a ∃ν θπ

なお，{π}⇝S = {π}→Sである．
算法 u,t： これらは二項算法であって，任意の ν ∈ Nに対して，任意の

(a, b) ∈
((
Oν→(Sν→T)

)
∪ Sν

)2
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に施されてOν→(Sν→T)の元 a u b, a t bを生ずる．その定義は次の通りである．

a u b ∃o s ⇐⇒ a ∃o sかつ b ∃o s

a t b ∃o s ⇐⇒ a ∃o sまたは b ∃o s
(o ∈ Oν, s ∈ Sν)

これで au b, at bが定まるのは，c ∈ Oν→(Sν→T), o ∈ Oν, s ∈ Sνに対しては拡張関係 ∃oが
「(co)s = 1 ⇐⇒ c ∃o s」をみたすからである．
特にNν = ∅なる νに対しては，Oν→(Sν→T) = Sν→Tであるから，u,tは任意の

(a, b) ∈
(
(Sν→T) ∪ Sν

)2
に施されて Sν→Tの元 a u b, a t bを生じ，次のことが成り立つ．

a u b ∃ν s ⇐⇒ a ∃ν sかつ b ∃ν s

a t b ∃ν s ⇐⇒ a ∃ν sまたは b ∃ν s
(s ∈ Sν)

算法 2： これは単項算法であって，任意の ν ∈ Nに対して，任意の

a ∈
(
Oν→(Sν→T)

)
∪ Sν

に施されてOν→(Sν→T)の元 a2 を生ずる．その定義は次の通りである．

a2 ∃o s ⇐⇒ a ∄o s (o ∈ Oν, s ∈ Sν)

これで a2 が定まるのは，a u b, a t bが定まるのと同じ理由からである．
特にNν = ∅なる νに対しては，Oν→(Sν→T) = Sν→Tであるから，2は任意の

a ∈ (Sν→T) ∪ Sν

に施されて Sν→Tの元 a2 を生じ，次のことが成り立つ．

a2 ∃ν s ⇐⇒ a ∄ν s (s ∈ Sν)

算法 f ∈ F =
⨿
ν∈N Fν： これらはそれぞれ，T の算法としての項数と同じ項数を持ち，それが

nで相が νなら，任意の
(s1, . . . , sn) ∈ (Sν)

n

に施されて Sν の元 f(s1, . . . , sn)を生ずる (ν ∈ N)．その定義は任意とする．

W の U型代数構造は以上の通りである．これら算法の定義域と値域について第 6.1.3項と同じ
形式でまとめれば以下のようになる．

算法 ŏk (k ∈ K)： s, f ∈ W と k ∈ Kに対して s ŏk fが定義されるためには，sが単実在であり，
かつ kが従格であれば sと kは同相であり，かつ fが事態であって kが fの枠 Pに属すことが必
要十分であり，これらの条件の下で，s ŏk fは P − {k}を枠とする事態である．

算法 λk
(
(λ, k) ∈ J

)： a, f ∈Wと (λ, k) ∈ Jに対して aλk fが定義されるためには，aが λと同
相の実在であり，かつ fが事態であって kが fの枠 Pに属すことが必要十分であり，これらの条件
の下で，aλk fは P − {k}を枠とする事態である．
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算法 ∧,∨,⇒： f, g ∈ W と µ ∈ {∧,∨,⇒} に対して f µ gが定義されるためには f, gが事態であ
ることが必要十分であり，この条件の下で f µ gも事態となり，その枠は f, gの枠の和に等しい．

算法 ♢： f ∈W に対して f♢ が定義されるためには fが事態であることが必要十分であり，この
条件の下で f♢ は fと同じ枠を持つ事態となる．

算法4： a ∈W に対して a4が定義されるためには aが実在であることが必要十分であり，こ
の条件の下でさらに aの相を νとすれば，a4は {π} ∪ Kν を枠とする事態となる (ν ∈ N)．

算法 u,t： a, b ∈W と µ ∈ {u,t}に対して aµbが定義されるためには a, bが同相の実在であ
ることが必要十分であり，この条件の下で aµbは a, bと同相の複実在となる．

算法 2： a ∈ W に対して a2 が定義されるためには aが実在であることが必要十分であり，こ
の条件の下で a2 は aと同相の複実在となる．

算法 f ∈ F =
⨿
ν∈N Fν： f ∈ Fνのとき，(s1, . . . , sn) ∈Wnに対して f(s1, . . . , sn)が定義される

ためには s1, . . . , snが ν相の単実在で nが fの項数であることが必要十分であり，この条件の下で
f(s1, . . . , sn)は ν相の単実在となる (ν ∈ N)．

以上のまとめは，Wが実際にU型代数系となったことを示している．そしてWt 6= ∅ (t ∈ T)で
あったから，Wは格言語Aにとっての認識可能世界となる．こうして出来る認識可能世界をAに
とって認識可能な格世界と呼び，それらだけを Aにとっての認識対象世界と考える．

注意 6.2.2 以上の説明によれば，Aにとって認識可能な格世界Wを作るには，次の四手順を踏む
ことが必要かつ十分である．

　手順 1. T の算部分系 TFν と同類の汎代数系 Sν (6= ∅)をとる (ν ∈ N)．

　手順 2. Sν 上の反射的関係 ∃o を定める (o ∈ Oν, ν ∈ N)．

　手順 3. Sν 上の Pν 測度 |X|ν を定める (ν ∈ N)．

　手順 4. Sµ の点 pµ を定める (µ ∈ N ′)．

これだけの手順を踏めば，Sν を ν相の基底とし ∃o (o ∈ Oν)を ν相の基本関係とし |X|ν を ν相
の測度とし pµ を µ相の基点として Aにとって認識可能な格世界W が出来る．第 6.1.3項により
Aεν が Fν代数系として TFν と同類の汎代数系であるから，手順 1において Sνとして，たとえば
Aεν の台部分系や問題 3.12.4の意味での台拡大をとることができる (ν ∈ N)．

以降この節の終わりまで，いま構成した格世界W の U型代数構造について敷衍する．その際，
記号 S, S, ∃o 等をこれまで通りの意味で使う．

問題 6.2.2 a1, . . . , an, f ∈W と (λ1, k1), . . . , (λn, kn) ∈ ({ŏ}× K) ∪ Jに対して

g = a1 λ1k1 (a2 λ2k2 (· · · (an λnkn f) · · · ))

が定義されるためには，次の二条件のみたされることが必要十分である．
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1. aiは，λi = ŏであればSkiに属し，λiが限量子であればλiと同相の実在である (i = 1, . . . , n)．

2. fは事態であって k1, . . . , kn は fの枠 Pの相異なる元である．

また，これらの条件の下で，gは P − {k1, . . . , kn}を枠とする事態である．

問題 6.2.3 FとWP (P ∈ PK)は，Wの {∧,∨,♢,⇒}部分系であって {∧,∨,♢,⇒}代数系として全
域的である．

問題 6.2.4 任意の f, g ∈ Fについて f⇒g = f♢ ∨gが成り立つ．また，W上の算法∧,∨,♢,⇒を
WP (P ∈ PK)に制限したものは，巾ブール束 (P⇝S)→TとしてのWP のブール論法に等しい．ま
た，各 θ ∈ P⇝Sの定める射影 prθ ∈WP→Tは，{∧,∨,♢,⇒}準写である．

問題 6.2.5 Eν と Wδν は，W の {u,t,2} 部分系であって {u,t,2} 代数系として全域的である
(ν ∈ N)．

問題 6.2.6 W上の算法u,t,2をWδν に制限したものは，巾ブール束の巾ブール束Oν→(Sν→T)
としてのWδν のブール算法に他ならない (ν ∈ N)．

略解 任意の a, b ∈ Wδν と o ∈ Oν と s ∈ Sν について
(
(a u b)o

)
s = (ao)s∧(bo)sであること

は，次の推論で示される．(
(a u b)o

)
s = 1 ⇐⇒ a u b ∃o s ⇐⇒ a ∃o sかつ b ∃o s⇐⇒ (ao)s = 1かつ (bo)s = 1 ⇐⇒ (ao)s∧(bo)s = 1

6.2.3 単相格世界との関係
§第 6.1.4項では，格言語Aはその相集合Nが単元集合なら単相格言語となることを示した．そ
れを踏まえてここでは，格言語Aにとって認識可能な格世界Wは，その相集合Nが単元集合なら，
単相格言語Aにとって認識可能な単相格世界となることを説明する．そのために以下，N = {ν}の
場合の格世界W の定め方を復習する．
まずW の基底 Sについては，N = {ν}であるから

S = Sν

が成り立つ．次に，第 6.1.4項に記した通り，N ′,Nν, K
′, Kνはいずれも空集合である．従って，空

集合律により ν相の修飾Oν について
Oν = {∅}

が成り立ち，一乗便法により Oν→(Sν→T) = Sν→Tとなる．また，K ′ = ∅であるから，任意の
P ∈ PKに対して P⇝S = P→Sが成り立つ．従って，格世界W の台集合については

W = (S→T) ∪ S ∪
⋃
P∈PK

(
(P→S)→T

)
が成り立つ．これは，Sを基底とし Kを格集合とする単相格世界の台集合に等しい．
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次に，格世界Wの代数構造を決める三つの助変数について第 6.2.2項から復習する．まず，Nν = ∅
であるから，Sν上の基本関係は ∃ν唯一つである．次に，N = {ν}であるから，W の限量系は Pν
唯一つである．最後に，N ′ = ∅であるから基点は存在しない．
次に，W の代数構造を決めるための五つの準備について復習する．まず，Nν = ∅であるから，

W の ν相の拡張関係は，(Sν→T) ∪ Sν, Sν 間の関係 ∃ν であって a ∈ Sν→T, b ∈ Sν に対し
a ∃ν b ⇐⇒ ab = 1

をみたす．次に，やはりNν = ∅であるから，任意の θ ∈ P⇝S (P ∈ PK)に対し，Wのν相の θ関係
∃ν,θは，Wの ν相の拡張関係 ∃νに等しい．次に，k ∈ P ∈ PK, s ∈ Sのとき，各 θ ∈ (P− {k})→S
に対して定義した P→Sの元 (k/s)θは，相集合Nによらない概念であるから，N = {ν}としたこ
とに影響されない．次に，K ′ = ∅であるから，各 k ∈ Kに対して (6.2.2)で定義した Sの部分集合
Sk は，いずれの kに対しても Sに等しい．最後に，(6.2.3)のように定める．
以下，Wの八種の算法の定義を復習するが，Nν, Kν以外の記号の添え字の νは省略する．なお，
第二種の算号の添数集合 Jは，K ′ = ∅, N ′ = ∅であるからQ× Kと定まる．

算法 ŏk (k ∈ K)： Sk = Sであるから算法 ŏkは，k ∈ Pなる任意の P ∈ PKに対して，任意の
(s, f) ∈ S×

(
(P→S)→T

)
に施されて ((P − {k})→S)→Tの元 s ŏk fを生ずる．その定義は次の通りである．

(s ŏk f)θ = f
(
(k/s)θ

) (
θ ∈ (P − {k})→S)

算法 λk
(
(λ, k) ∈ Q× K

)： N = {ν}, Nν = ∅であるから算法 λkは，k ∈ Pなる任意の P ∈ PK

に対して，任意の
(a, f) ∈

(
(S→T) ∪ S

)
×
(
(P→S)→T

)
に施されて ((P− {k})→S)→Tの元 aλk fを生ずる．その定義は次の通りである．すなわち，任意
の θ ∈ (P − {k})→Sに対して

(aλk f)θ = 1 ⇐⇒

∣∣{s ∈ S | a ∃ s, f

(
(k/s)θ

)
= 0
}∣∣ ∈ ¬λ · · · λ ∈ ¬Pのとき∣∣{s ∈ S | a ∃ s, f

(
(k/s)θ

)
= 1
}∣∣ ∈ λ · · · λ ∈ Pのとき

算法 ∧,∨,⇒： これらの算法は，任意の P,Q ∈ PKに対して，任意の
(f, g) ∈

(
(P→S)→T

)
×
(
(Q→S)→T

)
に施されて ((P ∪Q)→S)→Tの元 f∧g, f∨g, f⇒gを生ずる．その定義は次の通りである．

(f∧g)θ = f(θ|P)∧g(θ|Q)

(f∨g)θ = f(θ|P)∨g(θ|Q)

(f⇒g)θ = f(θ|P)⇒g(θ|Q)
(
θ ∈ (P ∪Q)→S)

算法 ♢： この算法は，任意の P ∈ PKに対して，任意の
f ∈ (P→S)→T

に施されて (P→S)→Tの元 f♢ を生ずる．その定義は次の通りである．
(f♢)θ = (fθ)♢ (θ ∈ P→S)
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算法4： N = {ν}, Nν = ∅であるから算法4は，任意の

a ∈ (S→T) ∪ S

に施されて ({π}→S)→Tの元a4を生ずる．その定義は次の通りである．すなわち，任意のθ ∈ {π}→S
に対して

(a4)θ = 1 ⇐⇒ a ∃ θπ

算法 u,t： N = {ν}, Nν = ∅であるから算法 u,tは，任意の

(a, b) ∈
(
(S→T) ∪ S

)2
に施されて S→Tの元 a u b, a t bを生ずる．その定義は次の通りである．

a u b ∃ s ⇐⇒ a ∃ sかつ b ∃ s

a t b ∃ s ⇐⇒ a ∃ sまたは b ∃ s
(s ∈ S)

算法 2： N = {ν}, Nν = ∅であるから算法 2は，任意の

a ∈ (S→T) ∪ S

に施されて S→Tの元 a2 を生ずる．その定義は次の通りである．

a2 ∃ s ⇐⇒ a ∄ s (s ∈ S)

算法 f ∈ F =
⨿
ν∈N Fν： N = {ν}であるから算法 fは，その T での項数が nなら，任意の

(s1, . . . , sn) ∈ Sn

に施されて Sの元 f(s1, . . . , sn)を生ずる．
以上，N = {ν}の場合の格世界W の定義を復習した．これを第 5.2節での単相格世界の定義と
照らし合わせれば，W が単相格世界であることが分かる．

6.2.4 高岡世界
§ 単相格世界はこれまでの説明が示す通り，格世界の祖型であると共に格世界の特殊化である．
ここでは，格世界のもう一つの特殊化について説明する．この特殊な格世界は，第 6.1.5項の高岡
言語にとって認識可能な格世界であると共に，そこで引用した論文において高岡洋介氏が定義した
世界の類似物であるので，高岡世界と呼ぶ．端書き冒頭に記した通り，この本は加筆・改良のため
に頻繁に改訂し，格世界の定義法も変遷してきている．高岡氏の定義した世界は，この節で定義し
た通りの格世界の特殊化ではないが，単相格世界や以前の格世界に倣って定義したものであると共
に，格世界の現在の定義法を示唆したものであり，その意味で格世界の母型である．
高岡言語 (A, T, σ,Prm)は，格言語の相集合Nと副相集合Nν (ν ∈ N)を

N = {1, 2} N1 = {2} N2 = ∅

と特殊化して得られた．その結果，従相集合N ′ は

N ′ = {2}
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と定まり，従格は 2相の従格ϖ2 唯一つであり，これは主格 πと異なる．

π 6= ϖ2

さらに，従格集合 K ′ と副格集合 K1, K2 は次のように定まった．

K ′ = K1 = {ϖ2} K2 = ∅

そこでW を Aにとって認識可能な格世界とすれば，W の基底 Sは

S = S1 q S2

と分割され，W の各相の修飾は

O1 = S2 O2 = {∅}

となり，従って空集合規約により，W の台は

W =
(
S2→(S1→T)

)
∪ (S2→T) ∪ S1 ∪ S2 ∪

⋃
P∈PK

(
(P⇝S)→T

)
となる．ただし，

P⇝S = {θ ∈ P→S | ϖ2 ∈ Pなら θϖ2 ∈ S2}

各相の基本関係として，S1 上には各 o ∈ S2 に応じて関係 ∃o があり，S2 上には関係 ∃2 が唯一
つある．また，基点は 2相の基点 p2 ∈ S2 のみである．また，各 ν ∈ Nと各 θ ∈ P⇝S (P ∈ PK)

に対して，W の ν相の θ関係 ∃ν,θ は次のように定まる．

∃1,θ=

∃θϖ2 · · · ϖ2 ∈ Pのとき
∃p2 · · · ϖ2 /∈ Pのとき

∃2,θ=∃2

また，各 k ∈ Kに対して (6.2.2)で定義した Sの部分集合 Sk については，次のことが成り立つ．

Sk =

S · · · k ∈ K− {ϖ2}のとき
S2 · · · k = ϖ2 のとき

W の代数構造については取り分け次のことが成り立つ．なお，次の式が成り立つ．

J =
(
(Q1 ∪Q2)× (K− {ϖ2})

)
∪ (Q2 × {ϖ2})

算法 ŏk (k ∈ K)： これは，k 6= ϖ2 の場合は，k ∈ Pなる任意の P ∈ PKに対して任意の

(s, f) ∈ S×
(
(P⇝S)→T

)
に施され，k = ϖ2 の場合は，k ∈ Pなる任意の P ∈ PKに対して任意の

(s, f) ∈ S2 ×
(
(P⇝S)→T

)
に施され，いずれの場合も ((P − {k})⇝S

)→Tの元 s ŏk fを生ずる．その定義は次の通りである．

(s ŏk f)θ = f
(
(k/s)θ

) (
θ ∈ (P − {k})⇝S

)
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算法 λk ((λ, k) ∈ J
)： これらの算法の定義は限量子 λの相によって異なる．すなわち，まず λ ∈ Q1

のとき算法 λkは，k ∈ Pなる任意の P ∈ PKに対して，任意の

(a, f) ∈
((
S2→(S1→T)

)
∪ S1

)
×
(
(P⇝S)→T

)
に施されて ((P− {k})⇝S

)→Tの元 aλk fを生ずる．その定義は次の通りである．すなわち，任意
の θ ∈ (P − {k})⇝Sに対して

(aλk f)θ = 1 ⇐⇒

∣∣{s ∈ S1 | a ∃1,θ s, f

(
(k/s)θ

)
= 0
}∣∣
1
∈ ¬λ · · · λ ∈ ¬P1 のとき∣∣{s ∈ S1 | a ∃1,θ s, f

(
(k/s)θ

)
= 1
}∣∣
1
∈ λ · · · λ ∈ P1 のとき

ただし a ∃1,θ sであるためには，次の二条件のいずれかのみたされることが必要十分である．

ϖ2 ∈ P − {k}, a ∃θϖ2 s ϖ2 /∈ P − {k}, a ∃p2 s

次に λ ∈ Q2 のとき算法 λkは，k ∈ Pなる任意の P ∈ PKに対して，任意の

(a, f) ∈
(
(S2→T) ∪ S2

)
×
(
(P⇝S)→T

)
に施されて ((P− {k})⇝S

)→Tの元 aλk fを生ずる．その定義は次の通りである．すなわち，任意
の θ ∈ (P − {k})⇝Sに対して

(aλk f)θ = 1 ⇐⇒

∣∣{s ∈ S2 | a ∃2 s, f

(
(k/s)θ

)
= 0
}∣∣
2
∈ ¬λ · · · λ ∈ ¬P2 のとき∣∣{s ∈ S2 | a ∃2 s, f

(
(k/s)θ

)
= 1
}∣∣
2
∈ λ · · · λ ∈ P2 のとき

算法4： これは任意の

a ∈
(
S2→(S1→T)

)
∪ (S2→T) ∪ S1 ∪ S2

に施されて a4を生ずる．その定義は次の通りである．すなわち，まず a ∈
(
S2→(S1→T)

)
∪ S1

のときは，a4 ∈
(
({π,ϖ2})⇝S

)→Tであって，任意の θ ∈ ({π,ϖ2})⇝Sに対して

(a4)θ = 1 ⇐⇒ θπ ∈ S1 であって a ∃θϖ2 θπ

次に a ∈ (S2→T) ∪ S2 のときは，a4 ∈ ({π}⇝S)→Tであって，任意の θ ∈ {π}⇝Sに対して

(a4)θ = 1 ⇐⇒ θπ ∈ S2 であって a ∃2 θπ

6.2.5 ν相の実在列間の擬ブール関係
§ この項を通じて νを Nの任意の元とする．そうすると格世界W の ν相の実在の集合 Eν =

Wδν ∪Wεν =Wδν ∪ Sν について，第 5.2.3項と同様に以下のことが成り立つ．
まず問題 6.2.5により EνとWδνは汎 {u,t,2}代数系とみなせ，問題 6.2.6によりWδνはu,t,2
をブール算法とするブール束である．次に，Eν 上の関係 a v bを

a v b ⇐⇒ 任意の o ∈ Oν と s ∈ Sν に対して「a ∃o s =⇒ b ∃o s」

と定義する．そうすると問題 3.9.54と問題 3.9.47により，vは擬順序関係になる．従って，E上
の関係 ≡を

a ≡ b ⇐⇒ a v bかつ a w b
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⇐⇒ 任意の o ∈ Oν と s ∈ Sν に対して「a ∃o s ⇐⇒ b ∃o s」

と定義すれば（wは vの双対関係を表す），問題 3.9.55により ≡は同値関係になる．
同様に，各 o ∈ Oν に応じて Eν 上の関係 vo と ≡o を

a vo b ⇐⇒ 任意の s ∈ Sν に対して「a ∃o s =⇒ b ∃o s」
a ≡o b ⇐⇒ a vo bかつ a wo b

と定義すれば，voは擬順序関係であって ≡oは同値関係である．また，各 θ ∈ P⇝S (P ∈ PK)に
応じて Eν 上の関係 vν,θ と ≡ν,θ を

a vν,θ b ⇐⇒ 任意の s ∈ Sν に対して「a ∃ν,θ s =⇒ b ∃ν,θ s」
a ≡ν,θ b ⇐⇒ a vν,θ bかつ a wν,θ b

と定義すれば，vν,θ は擬順序関係であって ≡ν,θ は同値関係である．

問題 6.2.7 Eν 上の関係 vをWδν に制限したものは，巾ブール束の巾ブール束 Oν→(Sν→T)と
してのWδν 上の順序関係⊏と一致する．従って，Eν上の関係≡をWδν に制限したものは，Wδν
の相等関係 =と一致する．関係 ≡はまた，W 上の算法 u,t,2を Eνに制限したものと両立する．
また, Wδν の最小元 0と最大元 1とは，任意の a ∈ Eν に対して 0 v aと a v 1とをみたす．

略解 任意の a, b ∈Wδ に対し次のように推論することができる．

a v b ⇐⇒ (ao)s = 1なる任意の o ∈ Oν と s ∈ Sν に対して (bo)s = 1⇐⇒ 任意の o ∈ Oν と s ∈ Sν に対して (ao)s ≤ (bo)s⇐⇒ a ⊏ b (注意 6.2.1による)

また，a, a ′, b, b ′ ∈ Eν が a ≡ a ′, b ≡ b ′ をみたせば，任意の o ∈ Oν と s ∈ Sν に対して

a u b ∃o s ⇐⇒ a ∃o sかつ b ∃o s⇐⇒ a ′ ∃o sかつ b ′ ∃o s ⇐⇒ a ′ u b ′ ∃o s

が成り立つから，a u b ≡ a ′ u b ′ が成り立つ．注意 6.2.1により任意の o ∈ Oν と s ∈ Sν に対し
て (0o)s = 0と (1o)s = 1，すなわち 0 ∄o sと 1 ∃o sが成り立つ．これから最後の結論が得られ
る． 終

各 a ∈ Eν に対して，a♮ ∈Wδν を次のように定めることができる．

a♮ ∃o s ⇐⇒ a ∃o s (o ∈ Oν, s ∈ Sν)

この a♮ を aの複実在化または複化と呼ぶ．各 a ∈ Eν に a♮ ∈Wδν を対応させる写像を ♮で表す．

問題 6.2.8 写像 ♮は，a♮ ≡ aと「a v b ⇐⇒ a♮ ⊏ b♮」をみたし，{u,t,2}代数系としての準写
かつ全射であり，a ∈Wδν については a♮ = aをみたす．

問題 6.2.9 a ∈ Eν, λ ∈ Qν, k ∈ P ∈ PK, f ∈WP のとき，aλk f = a♮ λk fが成り立つ．
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略解 各 θ ∈ (P − {k})→Sに応じて ∃ν,θ=∃o なる o ∈ Oν があって {s ∈ Sν | a ∃o s} = {s ∈ Sν |

a♮ ∃o s} が成り立つからである． 終

Wδν は束であるから，Wδν の任意の有限部分集合にWδν 上の順序関係 ⊏に関する下限と上限
がある．そこで，Eν の元の列 a1 · · ·am と b1 · · ·bn が

infWδν {a1
♮, . . . , am

♮} ⊏ supWδν {b1
♮, . . . , bn

♮} (6.2.4)

をみたすことを次のように表す．
a1 · · ·am v b1 · · ·bn (6.2.5)

そうするとこの vは，普遍単位半群 Eν
∗ =

⋃
n≥0 Eν

n 上の関係とみなせる．なお (6.2.4)におい
て，m = 0の場合の左辺と n = 0の場合の右辺は，第 3.9.3項の下限・上限の定義により，それぞ
れWδν の最大元と最小元に等しい．またこれらの場合，(6.2.5)の左辺または右辺は空列であるが，
空列は第 5.1.1項で述べた通り空白で表す．
三つ組み (Eν,Wδν , ♮)は束写系であり，Eν∗ 上の関係 vは ♮真関係に等しい．しかも，Wδν は

u,t,2をブール算法とするブール束であり，問題 6.2.8により ♮は {u,t,2}準写（すなわち擬ブー
ル表現）かつ全射である．従って，第 3.19節と第 3.21節の定理等を Eν,Wδν , ♮に適用して，Eν∗
上の関係 vと Eν上での算法 u,t,2について色々なことを知ることができる．特に次のことが分
かる．

定理 6.2.1 Eν
∗ 上の関係 vは，W 上の算法 u,t,2を Eν に制限したものについて擬ブール関係

であり，Eν 上の擬順序関係 vの最大束拡張である．

証明 定理 5.2.1と同様である．

問題 6.2.10 W上の算法 u,t,2は次の法則に従う．ただし，結合律の等式の左辺と可換律の等式
の両辺で算法 u,tを適用する順番（括弧の付け方）は任意であり，可換律における ρは n次の任
意の置換である（重補律だけ等式ではなく ≡式であることに注意）．

a1 u · · · u an = (· · · (a1 u a2) u · · · ) u an
a1 t · · · t an = (· · · (a1 t a2) t · · · ) t an

}
(結合律)

aρ1 u · · · u aρn = a1 u · · · u an
aρ1 t · · · t aρn = a1 t · · · t an

}
(可換律)

(a u b)2 = a2 t b2

(a t b)2 = a2 u b2

}
(双対律)

(a2)2 ≡ a (重補律)

問題 6.2.11 a ∈ Eν とし 0, 1をWδν の最小元と最大元とする．このとき，Eν∗ 上の関係 vにつ
いて a v なるためには a = 0なることが必要十分であり，a w なるためには a ≡ 1なることが必
要十分である．特に a ∈Wδν の場合には，a w なるためには a = 1なることが必要十分である．

問題 6.2.12 任意の a, b ∈ Eν について次のことが成り立つ．

(a u b)4 = a4∧b4 a v b ⇐⇒ a4 ≤ b4

(a t b)4 = a4∨b4 a ≡ b ⇐⇒ a4 = b4

(a2)4 ≤ (a4)♢
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略解 (a u b)4 = a4∧b4であることは，任意の θ ∈ ({π} ∪ Kν)⇝Sをとっての次の推論で示さ
れる．ただし o = (θϖµ)µ∈Nν ∈ Oν である．(

(a u b)4
)
θ = 1 ⇐⇒ θπ ∈ Sν, a u b ∃o θπ⇐⇒ θπ ∈ Sν, a ∃o θπ, b ∃o θπ⇐⇒ (a4)θ = 1, (b4)θ = 1⇐⇒ (a4)θ∧(b4)θ = 1⇐⇒ (a4∧b4)θ = 1

また，(a2)4 ≤ (a4)♢ であることは次の推論で示される．(
(a2)4

)
θ = 1 ⇐⇒ θπ ∈ Sν, a2 ∃o θπ⇐⇒ θπ ∈ Sν, a ∄o θπ

=⇒ (
a4
)
θ = 0⇐⇒ (

(a4)θ
)♢ = 1⇐⇒ (a4)♢θ = 1

注意 6.2.3 問題 6.2.12において (a2)4 = (a4)♢ は必ずしも成り立たない（問題 5.2.11参照）．

6.2.6 事態列間のブール関係
§ 前項では格世界W の ν相の実在の集合 Eν に対し Eν

∗ 上に出来る擬ブール関係について説
明した (ν ∈ N)．それと同様のものがWの事態の集合 F =WPK =

⋃
P∈PKWP に対しても出来る．

すなわち第 5.2.4項と同様に以下のことが成り立つ．
まず問題 6.2.3により FとWP は汎 {∧,∨,♢,⇒}代数系とみなせて，問題 6.2.4によりWP

(
=

(P⇝S)→T
)は，∧,∨,♢,⇒をブール論法とするブール束である (P ∈ PK)．次に，F上の関係 f⋖g

を次のように定義する．すなわち，f ∈WP, g ∈WQ のとき，

f⋖ g ⇐⇒ 任意の θ ∈ (P ∪Q)⇝Sに対して f(θ|P) ≤ g(θ|Q) (6.2.6)

ただし，右辺の ≤は T上の通常の順序関係を表す．また，P = ∅あるいはQ = ∅の場合には，空
集合規約により θ|P あるいは θ|Q は無いものとみなしていい．

問題 6.2.13 f ∈WP, g ∈WQが f⋖gをみたすためには，次の三条件のいずれも必要十分である．

1. P ∪Q ⊆ R ∈ PKなる
、
　任
、
　意
、
　の Rと任意の θ ∈ R⇝Sに対して f(θ|P) ≤ g(θ|Q)が成り立つ．

2. P ∪Q ⊆ R ∈ PKなる
、
　あ
、
　る Rと任意の θ ∈ R⇝Sに対して f(θ|P) ≤ g(θ|Q)が成り立つ．

3. f(θ|P) = 1なる任意の θ ∈ K⇝Sに対して g(θ|Q) = 1が成り立つ． 終

f ∈ Fと θ ∈ K⇝Sが fの枠 Pに対して f(θ|P) = 1をみたすことを f ∃K θで表せば，∃Kは F, K⇝S
間の関係であって，問題 6.2.13により任意の f, g ∈ Fについて

f⋖ g ⇐⇒ f ∃K θなる任意の θ ∈ K⇝Sに対して g ∃K θ
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が成り立つから，問題 3.9.54により ⋖は擬順序関係である．従って，F上の関係 f
.
= gを

f
.
= g ⇐⇒ f⋖ gかつ f⋗ g⇐⇒ 任意の θ ∈ K⇝Sに対して「f ∃K θ ⇐⇒ g ∃K θ」⇐⇒ 任意の θ ∈ K⇝Sに対して f(θ|Kf) = g(θ|Kg)

(6.2.7)

と定義すれば（⋗は ⋖の双対関係を表す），問題 3.9.55により .
=は同値関係になる．

問題 6.2.14 f, g ∈ Fと θ ∈ K⇝Sに対して次のことが成り立つ．

(f∧g) ∃K θ ⇐⇒ f ∃K θかつ g ∃K θ

(f∨g) ∃K θ ⇐⇒ f ∃K θまたは g ∃K θ

(f⇒g) ∃K θ ⇐⇒ f ∄K θまたは g ∃K θ

(f♢) ∃K θ ⇐⇒ f ∄K θ

問題 6.2.15 F上の関係 ⋖をWP に制限したものは，巾ブール束 (P⇝S)→TとしてのWP 上の順
序関係 ≤と一致する．従って，F上の関係 .

=をWP に制限したものは，WP の相等関係 =と一致
する．関係 .

=はまた，W上の算法∧,∨,♢,⇒を Fに制限したものと両立する．また，WP の最小
元 0と最大元 1とは，任意の f ∈ Fに対して 0⋖ fと f⋖ 1とをみたす． 終

各 f ∈ Fに対して，fの枠組み Pによって f♯ ∈WK を次のように定める．

f♯θ = f(θ|P) (θ ∈ K⇝S) (6.2.8)

この f♯ を fの誇張と呼ぶ．各 f ∈ Fに f♯ ∈WK を対応させる写像を ♯で表す．

問題 6.2.16 写像 ♯は，f♯ .= fと「f ⋖ g ⇐⇒ f♯ ≤ g♯」をみたし，{∧,∨,♢,⇒}代数系としての
準写かつ全射であり，f ∈WK については f♯ = fをみたす．

WK は束であるから，WK の任意の有限部分集合にWK 上の順序関係 ≤に関する下限と上限が
ある．そこで，Fの元の列 f1 · · · fm と g1 · · ·gn が

infWK {f1
♯, . . . , fm

♯} ≤ supWK {g1
♯, . . . , gn

♯} (6.2.9)

をみたすことを次のように表す．
f1 · · · fm ⋖ g1 · · ·gn (6.2.10)

そうするとこの ⋖は，普遍単位半群 F∗ =
⋃
n≥0 F

n 上の関係とみなせる．なお (6.2.9)において，
m = 0の場合の左辺と n = 0の場合の右辺は，第 3.9.3項の下限・上限の定義により，それぞれ
WK の最大元と最小元に等しい．またこれらの場合，(6.2.10)の左辺または右辺は空列であるが，
空列は第 5.1.1項で述べた通り空白で表す．
三つ組み (F,WK, ♯)は束写系であり，F∗上の関係⋖は ♯真関係に等しい．しかも，WKは∧,∨,♢,⇒

をブール論法とするブール束であり，問題 6.2.16により ♯は {∧,∨,♢,⇒}準写（すなわちブール表
現）かつ全射である．従って，第 3.19節と第 3.21節の定理等を F,WK, ♯に適用して，F∗上の関係
⋖と F上での算法 ∧,∨,♢,⇒について色々なことを知ることができる．特に次のことが分かる．
定理 6.2.2 F∗上の関係 ⋖は，W 上の算法 ∧,∨,♢,⇒を Fに制限したものについてブール関係で
あり，F上の擬順序関係 ⋖の最大束拡張である．
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証明 定理 5.2.2の証明に倣う．

問題 6.2.17 W上の算法∧,∨,♢は次の法則に従う．ただし，結合律の等式の左辺と可換律の等式
の両辺で算法∧,∨を適用する順番（括弧の付け方）は任意であり，可換律における ρは n次の任
意の置換である．

f1∧ · · ·∧ fn = (· · · (f1∧ f2)∧ · · · )∧ fn)
f1∨ · · ·∨ fn = (· · · (f1∨ f2)∨ · · · )∨ fn)

}
(結合律)

fρ1∧ · · ·∧ fρn = f1∧ · · ·∧ fn
fρ1∨ · · ·∨ fρn = f1∨ · · ·∨ fn

}
(可換律)

(f∧g)♢ = f♢ ∨g♢

(f∨g)♢ = f♢ ∧g♢

}
(双対律)

(f♢)♢ = f (重補律)

補題 6.2.1 f ∈ Fとし 0, 1をWP の最小元と最大元とする．このとき，F上の関係⋖について f⋖
なるためには f

.
= 0なることが必要十分であり，f⋗ なるためには f

.
= 1なることが必要十分であ

る．特に f ∈WP の場合には，f⋖ なるためには f = 0なることが必要十分であり，f⋗ なるため
には f = 1なることが必要十分である．

証明 補題 5.2.1の証明に倣う．

定理 6.2.3 fi ∈WPi (i = 1, . . . ,m), gj ∈WQj (j = 1, . . . , n),
(⋃m

i=1 Pi
)
∪
(⋃n

j=1Qj) ⊆ R ∈ PK

とするとき，Fの元の列 f1 · · · fmと g1 · · ·gnが (6.2.10)をみたすためには，任意の θ ∈ R⇝Sに対
して次の不等式をみたすことが必要十分である．

infT{f1(θ|P1), . . . , fm(θ|Pm)} ≤ supT{g1(θ|Q1), . . . , gn(θ|Qn)}

証明 定理 5.2.3の証明に倣う．

補題 6.2.2 Fの任意の部分集合 Xに対して次のことが成り立つ．

1. Fにおける ⋖に関する Xの擬下限の全体 qinfF Xは空集合ではない．

2. g ∈ Fが qinfF Xに属すためには，g♯ = infWK X
♯ なることが必要十分である．

3. X ⊆WP の場合には，infWP Xは qinfF Xに属す．

擬上限についても同様のことが成り立つ．

証明 補題 5.2.2の証明に倣う．

問題 6.2.18 XがWP の部分集合で g ∈WQ であれば，次の二式が成り立つ．

(infWP X)∨g = infWP∪Q {f∨g | f ∈ X}

(supWP X)∧g = supWP∪Q
{f∧g | f ∈ X}
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6.2.7 算法 ŏkの繰り返しの意味と性質
§ 問題 6.2.2により，k1, . . . , kn を P ∈ PKの相異なる元とし si ∈ Ski (i = 1, . . . , n), f ∈ WP

とすれば，s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn f) · · · ))が定義されてWP−{k1,...,kn}に属す．こうして出来る
元の意味と性質をここで説明する．なお，この元を時に (si ŏki)i=1,...,nfや (si ŏki)ifで表す．

(si ŏki)i=1,...,nf = (si ŏki)if = s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn f) · · · ))

定義 6.2.1 k1, . . . , kn を P ∈ PK の相異なる元とし，θ ∈ (P − {k1, . . . , kn})→S，si ∈ S (i =

1, . . . , n)とする．このとき，P→Sの元 (k1, . . . , kn
s1, . . . , sn

)
θを次のように定義する（si ∈ Ski でなく

si ∈ Sであることと，二か所で⇝Sでなく→Sであることに注意）．((
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
θ

)
k =

si · · · k = ki のとき (i = 1, . . . , n)

θk · · · k ∈ P − {k1, . . . , kn}のとき

P = {k1, . . . , kn}の場合には，P − {k1, . . . , kn} = ∅，従って空集合律により θ = ∅となるが，こ
の場合は

(
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
θを

(
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
で表すことと約定する．すなわち，

(
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
は(

k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
ki = si なる {k1, . . . , kn}→Sの元である．こういう約定も空集合規約と呼ぶ．なお，

記号
(
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
を時に (ki/si)i=1,...,n や (ki/si)i で表す．

(ki/si)i=1,...,n = (ki/si)i =

(
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
問題 6.2.19 k1, . . . , knを P ∈ PKの相異なる元とし，P ⊆ Q ∈ PKとし，kn+1, . . . , kmをQ− P

の相異なる元とし，θ ∈ (Q − {k1, . . . , km})→S，si ∈ S (i = 1, . . . ,m)とする．このとき，P −

{k1, . . . , kn} ⊆ Q− {k1, . . . , km}であって((
k1, . . . , km

s1, . . . , sm

)
θ

)∣∣∣∣
P

=

(
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
θ|P−{k1,...,kn}

が成り立つ．

問題 6.2.20 k1, . . . , kn を P ∈ PK の相異なる元とし，θ ∈ (P − {k1, . . . , kn})⇝S，si ∈ S (i =

1, . . . , n)とする．このとき，
(
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
θ ∈ P⇝Sであるためには，si ∈ Ski (i = 1, . . . , n)で

あることが必要十分である（二か所で→Sでなく⇝Sであることに注意）．
定理 6.2.4 k1, . . . , knを P ∈ PKの相異なる元とし，si ∈ Ski (i = 1, . . . , n), f ∈WP とする．こ
のとき，任意の θ ∈ (P − {k1, . . . , kn})⇝Sに対して次の式が成り立つ．

(s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn f) · · · )))θ = f

((
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
θ

)
証明 問題 6.2.2と問題 6.2.20により，この式の両辺とも定義される．また，Q = P − {kn}と定
めれば，θ ∈ (Q − {k1, . . . , kn−1})⇝Sであるから θ ′ =

(
k1, . . . , kn−1

s1, . . . , sn−1

)
θは Q⇝Sに属す．算法

ŏkn の定義により，n > 1としてよく，g = sn ŏkn fと定めれば，g ∈ WQ, gθ ′ = f
(
(kn/sn)θ

′)
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が成り立つ．自明に (kn/sn)θ
′ =

(
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
θが成り立つ．以上のことと nについての帰納法

を使っての次の計算で（帰納法を使うところで改行してある）証明を完成することができる．

(s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn f) · · · )))θ = (s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn−1 ŏkn−1 g) · · · )))θ

= g

((
k1, . . . , kn−1

s1, . . . , sn−1

)
θ

)
= gθ ′ = f

(
(kn/sn)θ

′) = f((k1, . . . , kn
s1, . . . , sn

)
θ

)
系 k1, . . . , kn を Kの相異なる元とし，si ∈ Ski (i = 1, . . . , n), f ∈W{k1,...,kn} とすれば

s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn f) · · · )) = f
(
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
が成り立つ．

証明 定理 6.2.4を P = {k1, . . . , kn}として使ってから二種類の空集合規約に従ったものである．

系 2 k1, . . . , kn を P ∈ PKの相異なる元とし，si ∈ Ski (i = 1, . . . , n), f ∈ WP とする．このと
き，n次の任意の置換 ρに対して次の式が成り立つ．

s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn f) · · · )) = sρ1 ŏkρ1 (sρ2 ŏkρ2 (· · · (sρn ŏkρn f) · · · ))

証明 各 θ ∈ (P−{k1, . . . , kn})⇝Sに対し定理 6.2.4により (s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn f) · · · )))θ =

f

((
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
θ

)
= f

((
kρ1, . . . , kρn

sρ1, . . . , sρn

)
θ

)
= (sρ1 ŏkρ1 (sρ2 ŏkρ2 (· · · (sρn ŏkρn f) · · · )))θ が

成り立つからである．

系 3 k1, . . . , kn を P ∈ PKの相異なる元とし f ∈WP とすれば，任意の θ ∈ P⇝Sに対して

fθ =
(
(θk1) ŏk1

(
(θk2) ŏk2

(
· · ·
(
(θkn) ŏkn f

)
· · ·
)))
θ|P−{k1,...,kn}

が成り立つ．

証明 θ =

(
k1, . . . , kn

θk1, . . . , θkn

)
θ|P−{k1,...,kn} と θki ∈ Ski (i = 1, . . . , n)が成り立つから，定理 6.2.4

によりこの系が成り立つ．

系 4 k1, . . . , knを P ∈ PKの相異なる元とし，si ∈ Ski (i = 1, . . . , n), f ∈WP とする．このとき

(si ŏki)i(f
♢) =

(
(si ŏki)if

)♢
が成り立つ．

証明 任意の θ ∈ (P − {k1, . . . , kn})⇝Sをとると，定理 6.2.4と算法 ♢の定義により(
(si ŏki)i(f

♢)
)
θ = f♢

(
(ki/si)iθ

)
=
(
f
(
(ki/si)iθ

))♢ =
((

(si ŏki)if
)
θ
)
♢ =

(
(si ŏki)if

)♢θ
と計算することができ，これでこの系が証明された．
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系 5 k1, . . . , kn を P ∈ PKの相異なる元とすれば，任意の si ∈ Ski (i = 1, . . . , n)に対して

s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn 1) · · · )) = 1 s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn 0) · · · )) = 0

が成り立つ．ただし，左辺の 1と 0はWPの最大元と最小元であり，右辺の 1と 0はWP−{k1,...,kn}

の最大元と最小元である．

証明 定理 6.2.4により任意の θ ∈ (P − {k1, . . . , kn})⇝Sに対して

(s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn 1) · · · )))θ = 1

((
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
θ

)
= 1

であるから，注意 6.2.1により第一式が成り立つ．第二式についても同様である．なお，注意 6.2.1

と系 4と後出の補題 6.2.4によりWP からWP−{k1,...,kn} への写像 f 7→ (si ŏki)ifがブール束の準
写であるから，問題 3.13.6によってもこの系が成り立つ．

補題 6.2.3 k1, . . . , kn を P ∈ PKの相異なる元とし，kn+1, . . . , km を K − P の相異なる元とし，
si ∈ Ski (i = 1, . . . ,m), f ∈WPとする．このとき，fの誇張 f♯ ∈WKについて次の式が成り立つ．

s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sm ŏkm f♯) · · · ))
.
= s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn f) · · · ))

証明 任意の θ ∈ (K− {k1, . . . , km})⇝Sをとる．そうすると，定理 6.2.4と誇張の定義 (6.2.8)と問
題 6.2.19を使って次のように計算することができる．

(s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sm ŏkm f♯) · · · )))θ = f♯
((

k1, . . . , km

s1, . . . , sm

)
θ

)
= f

(((
k1, . . . , km

s1, . . . , sm

)
θ

)∣∣∣∣
P

)
= f

((
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
θ|P−{k1,...,kn}

)
= (s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn f) · · · )))θ|P−{k1,...,kn}

関係 .
=の定義 (6.2.7)により，これでこの補題が証明された．

注意 6.2.4 問題 6.2.16により任意の f ∈ Fに対して f♯ .= fが成り立つから，補題 6.2.3は後出の定
理 6.2.6からも導かれる．しかし，定理 6.2.6の証明に補題 6.2.3を使う．

補題 6.2.4 k1, . . . , kn を P ∈ PKの相異なる元とし，si ∈ Ski (i = 1, . . . , n), f, g ∈ WP とする．
このとき次の三式が成り立つ．

(si ŏki)i(f∧g) = (si ŏki)if∧(si ŏki)ig

(si ŏki)i(f∨g) = (si ŏki)if∨(si ŏki)ig

(si ŏki)i(f⇒g) = (si ŏki)if⇒(si ŏki)ig

証明 三つの算法∧,∨,⇒の任意の一つを ∗で表し，任意の θ ∈ (P− {k1, . . . , kn})⇝Sをとる．そ
うすると，定理 6.2.4と算法 ∗の定義により，次のように計算することができる．(

(si ŏki)i(f ∗ g)
)
θ = (f ∗ g)

(
(ki/si)iθ

)
= f
(
(ki/si)iθ

)
∗ g
(
(ki/si)iθ

)
=
(
(si ŏki)if

)
θ ∗
(
(si ŏki)ig

)
θ =

(
(si ŏki)if ∗ (si ŏki)ig

)
θ

これでこの補題が証明された．
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注意 6.2.5 補題 6.2.4は，これを使って次に証明する定理 6.2.5に含まれる．

定理 6.2.5 P,Q ∈ PKとし，k1, . . . , knを P −Qの相異なる元とし，kn+1, . . . , kmを P ∩Qの相
異なる元とし，km+1, . . . , klをQ−Pの相異なる元とし (n ≤ m ≤ l)，si ∈ Ski (i = 1, . . . , l), f ∈
WP, g ∈WQ とする．このとき次の三式が成り立つ．

(si ŏki)i=1,...,l(f∧g) = (si ŏki)i=1,...,mf∧(si ŏki)i=n+1,...,lg

(si ŏki)i=1,...,l(f∨g) = (si ŏki)i=1,...,mf∨(si ŏki)i=n+1,...,lg

(si ŏki)i=1,...,l(f⇒g) = (si ŏki)i=1,...,mf⇒(si ŏki)i=n+1,...,lg

証明 三つの算法∧,∨,⇒の任意の一つを ∗で表す．そうすると，補題 6.2.3と問題 6.2.16と補題
6.2.4と問題 6.2.15を使って次のように計算することができる．

(si ŏki)i=1,...,l(f ∗ g)
.
= (si ŏki)i=1,...,l(f ∗ g)♯ = (si ŏki)i=1,...,l(f

♯ ∗ g♯)

= (si ŏki)i=1,...,lf
♯ ∗ (si ŏki)i=1,...,lg♯

.
= (si ŏki)i=1,...,mf ∗ (si ŏki)i=n+1,...,lg

従って (si ŏki)i=1,...,l(f∗g)
.
= (si ŏki)i=1,...,mf∗(si ŏki)i=n+1,...,lgであるが，両辺とも (P∪Q)−

{k1, . . . , kl}を枠とする事態であるから，問題 6.2.15により，この式は .
=を=に替えても成り立つ．

補題 6.2.5 k1, . . . , knを P ∈ PKの相異なる元とし f, g ∈WP とする．このとき，f ≤ gであるた
めには，任意の si ∈ Ski (i = 1, . . . , n)に対して

s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn f) · · · )) ≤ s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn g) · · · ))

の成り立つことが必要十分である．従って f = gであるためには，任意の si ∈ Ski (i = 1, . . . , n)

に対して次の式の成り立つことが必要十分である．

s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn f) · · · )) = s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn g) · · · ))

証明 f ≤ gとすれば，任意の θ ∈ (P − {k1, . . . , kn})⇝Sに対して定理 6.2.4と注意 6.2.1により

(s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn f) · · · )))θ = f

((
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
θ

)
≤ g

((
k1, . . . , kn

s1, . . . , sn

)
θ

)
= (s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn g) · · · )))θ

が成り立つから，注意 6.2.1により問題の不等式が成り立つ．逆に，この不等式が任意の si ∈ Ski (i =
1, . . . , n)に対して成り立てば，任意の θ ∈ P⇝Sに対して定理 6.2.4系 3と注意 6.2.1により

fθ =
(
(θk1) ŏk1

(
(θk2) ŏk2

(
· · ·
(
(θkn) ŏkn f

)
· · ·
)))
θ|P−{k1,...,kn}

≤
(
(θk1) ŏk1

(
(θk2) ŏk2

(
· · ·
(
(θkn) ŏkn g

)
· · ·
)))
θ|P−{k1,...,kn} = gθ

が成り立つから，注意 6.2.1により f ≤ g成り立つ．なお，後半を「逆に」以降の論法で証明して
それと補題 6.2.4から前半を導くこともできる．

注意 6.2.6 問題 6.2.15によりこの補題 6.2.5は，これを使って次に証明する定理 6.2.6に含まれる．
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定理 6.2.6 P,Q ∈ PKとし，k1, . . . , knを P −Qの相異なる元とし，kn+1, . . . , kmを P ∩Qの相
異なる元とし，km+1, . . . , kl を Q − P の相異なる元とし，f ∈ WP, g ∈ WQ とする．このとき
f⋖ gであるためには，任意の si ∈ Ski (i = 1, . . . , l)に対して

s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sm ŏkm f) · · · ))⋖ sn+1 ŏkn+1 (s2 ŏk2 (· · · (sl ŏkl g) · · · ))

の成り立つことが必要十分である．従って f
.
= gであるためには，任意の si ∈ Ski (i = 1, . . . , l)

に対して次の式の成り立つことが必要十分である．
s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sm ŏkm f) · · · ))

.
= sn+1 ŏkn+1 (s2 ŏk2 (· · · (sl ŏkl g) · · · ))

証明 問題 6.2.16により，f⋖gなることは f♯ ≤ g♯なることと同等である．補題 6.2.5により，f♯ ≤ g♯
なることは，任意の si ∈ Ski (i = 1, . . . , l)に対して (si ŏki)if

♯ ≤ (si ŏki)ig
♯ なることと同等であ

る．問題 6.2.15により，(si ŏki)if
♯ ≤ (si ŏki)ig

♯ なることは (si ŏki)if
♯ ⋖ (si ŏki)ig

♯ なることと
同等である．補題 6.2.3により (si ŏki)if

♯ .= (si ŏki)i=1,...,mfと (si ŏki)ig
♯ .= (si ŏki)i=n+1,...,lg

が成り立つ．以上のことからこの定理が成り立つ．

系 k1, . . . , knを P ∈ PKの相異なる元とし f ∈WP とする．このとき，f = 1であるためには，任
意の si ∈ Ski (i = 1, . . . , n)に対して s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn f) · · · )) = 1 の成り立つことが必
要十分である．ただし二か所の 1は，それぞれWP とWP−{k1,...,kn}の最大元である．これら 1を
最少元 0に替えても同様に成り立つ．

証明 定理 6.2.6または補題 6.2.5と定理 6.2.4系 5 による．

定理 6.2.7 f1, . . . , fm, g1, . . . , gn ∈ F, α, β ∈ F∗ とし，k ∈ Kが f1, . . . , fm, g1, . . . , gn の枠に属
すが α,βに現れる事態の枠には属さないものとする．このとき，

f1 · · · fmα⋖ g1 · · ·gnβ

が成り立つためには，任意の s ∈ Sk に対して次の式の成り立つことが必要十分である．
s ŏk f1, · · · , s ŏk fm, α⋖ s ŏk g1, · · · , s ŏk gn, β

証明 α = f ′1 · · · f ′m ′ , β = g ′
1 · · ·g ′

n ′ なる事態 f ′1, . . . , f
′
m ′ , g ′

1, . . . , g
′
n ′ をとって

f = f1∧ · · ·∧ fm∧ f ′1∧ · · ·∧ f ′m ′ g = g1∨ · · ·∨gn∨g ′
1∨ · · ·∨g ′

n ′

と定める．そうすると，m 6= 0 6= nの場合は次のように推論することができる．
f1 · · · fmα⋖ g1 · · ·gnβ ⇐⇒ f⋖ g⇐⇒ 任意の s ∈ Sk に対して s ŏk f⋖ s ŏk g

ただし，一番目の ⇐⇒ は定理 6.2.2と定理 3.21.2により，二番目の ⇐⇒ は定理 6.2.6による．
さらに，定理 6.2.5と定理 3.21.2により，次のように推論することができる．

s ŏk f⋖ s ŏk g⇐⇒ s ŏk f1∧ · · ·∧ s ŏk fm∧ f ′1∧ · · ·∧ f ′m ′ ⋖ s ŏk g1∨ · · ·∨ s ŏk gn∨g ′
1∨ · · ·∨g ′

n ′⇐⇒ s ŏk f1, · · · , s ŏk fm, α⋖ s ŏk g1, · · · , s ŏk gn, β

これでm 6= 0 6= nの場合は証明された．m = 0 6= nの場合は s ŏk fを fに変え，m 6= 0 = nの場
合は s ŏk gを gに変え，m = n = 0の場合は s ŏk fと s ŏk gを fと gに変えれば，同様に証明さ
れる．
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6.2.8 算法 λkと4の意味と性質
§ ここでは，格世界Wの算法 λk

(
(λ, k) ∈ ({ŏ}× K) ∪ J

) と4を関連させながらその意味と性
質を説明する．

定義 6.2.2 ν ∈ N, θ ∈ P⇝S (P ∈ PK)のとき，各 a ∈ Eν に対して Sν の部分集合 Saν,θ を

Saν,θ = {s ∈ Sν | a ∃ν,θ s}

と定める．他方，各 k ∈ Kに対して Sの部分集合 Sk を (6.2.2)のように定めてあったが，さらに
k ∈ P ∈ PK, θ ∈ (P − {k})⇝S, f ∈WP のとき，Sk の部分集合 Sθ,fk を次のように定める．

Sθ,fk = {s ∈ Sk | f
(
(k/s)θ

)
= 1}

(6.2.2)への注意により s ∈ Sk なら (k/s)θ ∈ P⇝Sであるから，この定義は可能である．

問題 6.2.21 ν ∈ N, θ ∈ P⇝S (P ∈ PK)のとき，任意の a ∈ Sν に対して a ∈ Saν,θ が成り立つ．

略解 ある o ∈ Oν に対して ∃ν,θ = ∃o であって ∃o が Sν 上で反射的だからである．

問題 6.2.22 k ∈ P ∈ PK, f ∈WP, s ∈ Sk とすれば，任意の θ ∈ (P − {k})⇝Sに対して

(s ŏk f)θ = 1 ⇐⇒ s ∈ Sθ,fk

が成り立つ．

略解 定義 6.2.2により算法 ŏkの定義の一部を書き換えたに過ぎない．

定理 6.2.8 ν ∈ N, θ ∈ P⇝S (P ∈ PK)とすれば，Kν − P = {ϖµ1 , . . . ,ϖµn }なるNνの相異なる
元 µ1, . . . , µn がとれて，任意の a ∈ Eν と s ∈ Sについて次のことが成り立つ．

s ∈ Saν,θ ⇐⇒ (s ŏπ (pµ1 ŏϖµ1 (pµ2 ŏϖµ2(· · · (pµn ŏϖµn a4) · · · ))))θ|Kν∩P = 1

証明 #Nν < ∞であるから，Kν − P = {ϖµ1 , . . . ,ϖµn }なる相異なる元 µ1, . . . , µn ∈ Nν があ
る．π,ϖµ1 , . . . ,ϖµn が {π} ∪ Kν の相異なる元であり， (6.2.2)と基点の定め方により s ∈ Sπ と
pµ ∈ Sϖµ (µ ∈ N ′)が成り立ち，a4 ∈W{π}∪Kν であって ({π}∪Kν)− {π,ϖµ1 , . . . ,ϖµn } = Kν∩P

であるから，θ ′ =

(
π,ϖµ1 , . . . ,ϖµn
s, pµ1 , . . . , pµn

)
θ|Kν∩P と定めれば，定理 6.2.4により

(s ŏπ (pµ1 ŏϖµ1 (pµ2 ŏϖµ2(· · · (pµn ŏϖµn a4) · · · ))))θ|Kν∩P = (a4)θ ′

が成り立つ．他方で，算法4の定義により

(a4)θ ′ = 1 ⇐⇒
θ ′π ∈ Sν
o = (θ ′ϖµ)µ∈Nν ∈ Oν に対して a ∃o θ ′π

が成り立つが，θ ′ の定義により oが (6.2.1)をみたすから，関係 ∃ν,θ の定義により，

(a4)θ ′ = 1 ⇐⇒ s ∈ Saν,θ

が成り立つ．これで証明された．
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系 a ∈ Eν とすれば次のことが成り立つ (ν ∈ N)．

1. 任意の s ∈ Sと θ ∈ Kν⇝Sについて「(s ŏπ a4)θ = 1 ⇐⇒ s ∈ Saν,θ」が成り立つ．

2. s ∈ S− Sν なら s ŏπ a4 = 0が成り立つ．ただし，0はWKν の最小元である．

3. a ∈ Sν なら a ŏπa4 = 1が成り立つ．ただし，1はWKν の最大元である．

4. 任意の θ ∈ Kν⇝Sに対して Saν,θ = Sθ,a△π が成り立つ．

証明 結論 1は定理 6.2.8において P = Kν として得られる．Saν,θ ⊆ Sν だから，結論 1から結論
2が得られる．結論 3は，結論 1において s = aとして問題 6.2.21を使えば得られる．問題 6.2.22

により，s ∈ Sと θ ∈ Kν⇝Sについて「(s ŏπ a4)θ = 1 ⇐⇒ s ∈ Sθ,a△π 」が得られる．これと結
論 1を合わせれば結論 4が得られる．

系 2 k1, . . . , kn を {π} ∪ Kν の相異なる元とし，ある j ∈ {1, . . . , n}に対して kj = πであるとし，
si ∈ Ski (i = 1, . . . , n), a ∈ Eν とする．このとき，

s1 ŏk1 (s2 ŏk2 (· · · (sn ŏkn a4) · · · )) =

0 · · · sj ∈ S− Sν のとき
1 · · · sj = aのとき

が成り立つ (ν ∈ N)．ただしこの式中の 0と 1は，W({π}∪Kν)−{k1,...,kn}の最小元と最大元である．

証明 系と定理 6.2.4の系 5 と系 2による．

問題 6.2.23 a ∈ Eν, λ ∈ Qν, k ∈ P ∈ PK, f ∈WP とすれば，任意の θ ∈ (P − {k})⇝Sに対して

(aλk f)θ = 1 ⇐⇒

∣∣Saν,θ − Sθ,fk ∣∣

ν
∈ ¬λ · · · λ ∈ ¬Pν のとき∣∣Saν,θ ∩ Sθ,fk ∣∣

ν
∈ λ · · · λ ∈ Pν のとき

が成り立つ (ν ∈ N)．

略解 定義 6.2.2により算法 λkの定義の一部を言い換えたに過ぎない．

注意 6.2.7 問題 6.2.23では，算法 λkを考察したのだから厳密には (λ, k) ∈ Jと書き加えるべきで
あったが，自明のことなので省略した．こういう省略を今後も同様の場面で行なう．

定義 6.2.3 Pν の二種の区間 (←p], (p→) ∈ Pν の定める二種の限量子 ¬(←p], (p→) ∈ Qν を，
それぞれ p, pと略記する (p ∈ Pν, ν ∈ N)．

p = ¬(←p] p = (p→)

さらに，いずれの ν ∈ Nに対しても，Pνの単位元かつ最小元を 0で表し，限量子 0と 0をそれぞ
れ ∀と ∃とも書く．

∀ = 0 = ¬(←0] ∃ = 0 = (0→)

これらを，それぞれ ν相の全称子・存称子と呼んで，ν相の極量子と総称する．
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問題 6.2.24 a ∈ Eν, p ∈ Pν, k ∈ P ∈ PK, f ∈WP とすれば，任意の θ ∈ (P − {k})⇝Sに対して

(apk f)θ = 1 ⇐⇒ ∣∣Saν,θ − Sθ,fk ∣∣
ν
≤ p

(apk f)θ = 1 ⇐⇒ ∣∣Saν,θ ∩ Sθ,fk ∣∣
ν
> p

が成り立つ (ν ∈ N)．

略解 問題 6.2.23を限量子 p = ¬(←p], p = (p→) ∈ Qν に適用したに過ぎない．

問題 6.2.25 a ∈ Eν, k ∈ P ∈ PK, f ∈WPとすれば，ν相の極量子 ∀,∃と任意の θ ∈ (P− {k})⇝S
に対して次のことが成り立つ (ν ∈ N)．

(a ∀k f)θ = 1 ⇐⇒ Saν,θ ⊆ Sθ,fk
(a ∃k f)θ = 1 ⇐⇒ Saν,θ ∩ Sθ,fk 6= ∅

略解 問題 6.2.24において p = 0としてから ν相の測度の零値律と正値律を使ったに過ぎない．

問題 6.2.26 a ∈ Eν, k ∈ P ∈ PK, f ∈WP とし，Kν − (P − {k}) = {ϖµ1 , . . . ,ϖµn }なるNν の相
異なる元 µ1, . . . , µnをとる (ν ∈ N)．このとき，ν相の極量子 ∀,∃と任意の θ ∈ (P− {k})⇝Sに対
して，次の二つのことが成り立つ．すなわちまず，(a ∀k f)θ = 1なるためには，

(s ŏπ (pµ1 ŏϖµ1 (pµ2 ŏϖµ2(· · · (pµn ŏϖµn a4) · · · ))))θ|Kν∩(P−{k}) = 1 (6.2.11)

なる任意の s ∈ Sνが (s ŏk f)θ = 1をみたすことが必要十分である．次に，(a ∃k f)θ = 1なるため
には，(6.2.11)と (s ŏk f)θ = 1をみたす s ∈ Sν の存在することが必要十分である．

略解 問題 6.2.25を定理 6.2.8と問題 6.2.22によって書き換えたに過ぎない．

問題 6.2.27 a ∈ Eν, k ∈ K, f ∈ W{k} とし，Kν = {ϖµ1 , . . . ,ϖµn } なる Nν の相異なる元
µ1, . . . , µn をとる (ν ∈ N)．このとき，ν相の全称子 ∀について a ∀k f = 1なるためには，

s ŏπ (pµ1 ŏϖµ1 (pµ2 ŏϖµ2(· · · (pµn ŏϖµn a4) · · · ))) = 1 (6.2.12)

なる任意の s ∈ Sν が s ŏk f = 1をみたすことが必要十分である．また，ν相の存称子 ∃について
a∃k f = 1なるためには，(6.2.12)と s ŏk f = 1をみたす s ∈ Sν の存在することが必要十分である．

略解 問題 6.2.26において P = {k}とすればいい．

問題 6.2.28 a, b ∈ Eν とし，Kν = {ϖµ1 , . . . ,ϖµn } なる Nν の相異なる元 µ1, . . . , µn をとり，
si ∈ Sµi (i = 1, . . . , n)とする (ν ∈ N)．このとき，ν相の全称子 ∀について

a ∀π (s1 ŏϖµ1 (s2 ŏϖµ2(· · · (sn ŏϖµn b4) · · · ))) = 1

なるためには，(6.2.12)をみたす任意の s ∈ Sνが s ŏπ (s1 ŏϖµ1 (s2 ŏϖµ2(· · · (sn ŏϖµn b4) · · · )))
= 1 をみたすことが必要十分である．また，ν相の存称子 ∃について

a ∃π (s1 ŏϖµ1 (s2 ŏϖµ2(· · · (sn ŏϖµn b4) · · · ))) = 1

なるためには，(6.2.12)と s ŏπ (s1 ŏϖµ1 (s2 ŏϖµ2(· · · (sn ŏϖµn b4) · · · ))) = 1 をみたす s ∈ Sν
の存在することが必要十分である．
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略解 問題 6.2.27において k = π, f = s1 ŏϖµ1 (s2 ŏϖµ2(· · · (sn ŏϖµn b4) · · · ))すればいい．

問題 6.2.29 a, b ∈ Eν, λ ∈ Qν, θ ∈ Kν⇝Sとすれば，

(aλπb4)θ = 1 ⇐⇒

∣∣Saν,θ − Sbν,θ∣∣ν ∈ ¬λ · · · λ ∈ ¬Pν のとき∣∣Saν,θ ∩ Sbν,θ∣∣ν ∈ λ · · · λ ∈ Pν のとき

が成り立つ (ν ∈ N)．特に，p ∈ Pν とすれば

(apπb4)θ = 1 ⇐⇒ ∣∣Saν,θ − Sbν,θ∣∣ν ≤ p

(apπb4)θ = 1 ⇐⇒ ∣∣Saν,θ ∩ Sbν,θ∣∣ν > p
が成り立つ．さらに特に，ν相の極量子 ∀,∃について次のことが成り立つ．

(a ∀πb4)θ = 1 ⇐⇒ Saν,θ ⊆ Sbν,θ
(a ∃πb4)θ = 1 ⇐⇒ Saν,θ ∩ Sbν,θ 6= ∅

略解 一番目のことは，問題 6.2.23を k = πと f = b4 ∈W{π}∪Kν に適用してから定理 6.2.8系に
より S

θ,b△
π = Sbν,θ であることを使って得られる．これを限量子 ¬(←p]と (p→)に適用すれば二

番目のことが得られ，さらに p = 0として ν相の測度の零値律と正値律を使えば三番目のことが
得られる．

問題 6.2.30 a ∈ Eν であれば，ν相の全称子 ∀について a ∀πa4 = 1が成り立つ (ν ∈ N)．

略解 問題 6.2.29により任意の θ ∈ Kν⇝Sに対して (a ∀πa4)θ = 1が成り立つからである．

注意 6.2.8 a ∈ Eν とし，Kν = {ϖµ1 , . . . ,ϖµn }なる Nν の相異なる元 µ1, . . . , µn をとり，si ∈
Sµi (i = 1, . . . , n)とする (ν ∈ N)．そうすると，問題 6.2.30と定理 6.2.6系により

s1 ŏϖµ1 (s2 ŏϖµ2(· · · (sn ŏϖµn (a ∀πa4)) · · · )) = 1

が成り立つ．他方で問題 6.2.28によれば，

a ∀π (s1 ŏϖµ1 (s2 ŏϖµ2(· · · (sn ŏϖµn a4) · · · ))) = 1

は必ずしも成り立たない．

問題 6.2.31 a ∈ Eν, λ ∈ Qν, b ∈ Eµ, ν 6= µ, θ ∈ Kµ⇝Sとすれば，

(aλπb4)θ = 1 ⇐⇒

∣∣Saν,θ∣∣ν ∈ ¬λ · · · λ ∈ ¬Pν のとき
0 ∈ λ · · · λ ∈ Pν のとき

が成り立つ (ν, µ ∈ N)．特に，p ∈ Pν とすれば

(apπb4)θ = 1 ⇐⇒ ∣∣Saν,θ∣∣ν ≤ p

(apπb4)θ = 0

が成り立つ．さらに特に，ν相の全称子 ∀について次のことが成り立つ．

(a ∀πb4)θ = 1 ⇐⇒ Saν,θ = ∅
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略解 一番目のことは，問題 6.2.23を k = πと f = b4 ∈ W{π}∪Kµ に適用してから，定理 6.2.8

系により S
θ,b△
π = Sbµ,θ であることと，ν 6= µであるために Sν ∩ Sµ = ∅であることと，ν相の測

度の零値性を使って得られる．これを限量子 ¬(←p]と (p→)に適用すれば二番目のことが得られ，
さらに p = 0として ν相の測度の零値律と正値律を使えば三番目のことが得られる．

6.2.9 算法 λkと関係⋖

§ ここでは，算法 λkと F∗ 上の関係 ⋖や F上の関係 .
= のみたす式について調べる．各種命題

の証明の都合上，双対性に関する事柄をまずとりあげる．
各 ν ∈ Nに対し，Pνは集合算法 ∩,∪, ◦をブール算法とするブール束であり，¬Pνは次の算法

∩,∪, ◦をブール算法とするブール束である．

(¬p) ∩ (¬q) = ¬(p ∩ q) (¬p) ∪ (¬q) = ¬(p ∪ q) (¬p)◦ = ¬(p◦) (6.2.13)

この束における順序関係も ⊆で表す．すなわち，

¬p ⊆ ¬q ⇐⇒ p ⊆ q

補題 6.2.6 a ∈ Eν, p ∈ Pν, k ∈ P ∈ PK, f ∈WP のとき次の式が成り立つ (ν ∈ N)．

(a pk f)♢ = a p◦k f (a¬pk f)♢ = a¬p◦k f (6.2.14)

a pk f = a¬pk f♢ a¬pk f = a pk f♢ (6.2.15)

注意 6.2.9 (6.2.3)と (6.2.13)のように定めたことにより，(6.2.14)と (6.2.15)はそれぞれ次のよ
うにまとめて書くことができる．すなわち，a ∈ Eν, λ ∈ Qν, k ∈ P ∈ PK, f ∈WP のとき

(aλk f)♢ = aλ◦k f a λk f = a¬λk f♢

この二式を問題 6.2.17の重補律を使って変形したり組み合わせたりすれば，次の四式も得られる．

(aλ◦k f)♢ = aλk f, a¬λk f = aλk f♢, (aλk f)♢ = a¬λ◦k f♢, (aλk f♢)♢ = a¬λ◦k f

証明 (6.2.14)と (6.2.15)の第一式は，任意の θ ∈ (P− {k})⇝Sをとっての次の推論で証明される．

(a pk f)♢θ = 1 ⇐⇒ (a pk f)θ = 0⇐⇒ ∣∣{s ∈ Sν | a ∃ν,θ s, f
(
(k/s)θ

)
= 1
}∣∣
ν
∈ p◦ ⇐⇒ (a p◦k f)θ = 1

(a pk f)θ = 1 ⇐⇒ ∣∣{s ∈ Sν | a ∃ν,θ s, f
(
(k/s)θ

)
= 1
}∣∣
ν
∈ p⇐⇒ ∣∣{s ∈ Sν | a ∃ν,θ s, f♢

(
(k/s)θ

)
= 0
}∣∣
ν
∈ p ⇐⇒ (a¬pk f♢)θ = 1

残りの式も同様に証明できるが，証明済みの式から導くこともできる．すなわち，(6.2.15)の第一
式において fを f♢ で置き換えれば，問題 6.2.17により (f♢)♢ = fが成り立つので，(6.2.15)の第
二式が得られる．また，(6.2.14)の第一式において fを f♢ で置き換えてから (6.2.15)の第二式を
使えば，(6.2.14)の第二式が得られる．

注意 6.2.10 定理 6.2.2により F∗ 上の関係 ⋖は特に算法 ∧,∨,♢について擬ブール関係であるか
ら，これらの算法と関係 ⋖と .

= およびそのWP (P ∈ PK)への制限である ≤と =について，定
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義 3.21.3の意味での双対性を使うことができる．ただし，この双対性を以下で使うときには，補題
6.2.6の諸式（これらも双対性の一種とみなせる）を併用するので，記号 ∧,∨,⋖,≤を ∨,∧,⋗,≥
に機械的に置き換えるのでなく，定理 3.21.3の背理律・道理律・対偶律や問題 6.2.17の重補律・双
対律を使っての計算の形をとることにする．

系 a ∈ Eν, p ∈ Pν, k ∈ P ∈ PK, f ∈WP のとき次の二式が成り立つ (ν ∈ N)．

(apk f)♢ = apk f♢ (apk f)♢ = apk f♢

特に，a ∈ Eν, k ∈ P ∈ PK, f ∈WP のとき，ν相の極量子について次の二式が成り立つ．

(a ∀k f)♢ = a ∃k f♢ (a ∃k f)♢ = a ∀k f♢

証明 後半は，前半と ∀ = 0, ∃ = 0なる定義による．前半の第一式は次の計算で証明される．

(apk f)♢ = (a¬(←p]k f)♢ = a (←p]◦k f♢ = a (p→)k f♢ = apk f♢

第二式も同様に示せるが，第一式から双対性によって導くこともできる．すなわち，

(apk f)♢ = (apk f♢♢)♢ = (apk f♢)♢♢ = apk f♢

（つづく）

6.3 付値と意味写像
＄前節では，格言語の意味論の第一弾として世界論を行ない，格言語にとって認識可能な格世界
を定義してその構造を調べた．ここでは格言語の意味論の第二弾として対応論を行なう．つまり，
格言語がそれにとって認識可能な格世界に対応付けられる仕組みを説明する．ただし，格言語とそ
れにとって認識可能な格世界は定義 4.1.1と定義 4.2.1の意味の形式言語とそれにとっての認識可
能世界の特殊例であるから，以下の対応論では，第 4.3節 – 第 4.6節の一般論の簡略な復習に若干
の特殊論を加えるに過ぎない．
この節を通じて，(A, T, σ,Prm)を格言語とし，Nをその相集合とし，その他の記号の意味もこ

れまで通りとする．また，W を Aにとって認識可能な格世界とする．

6.3.1 定付値と変付値
§ 第 4.3.1項での定義通りに，Aの定数系 ConからW への保型写像 Φを AからW への定付
値と呼び，Aの変数系 VarからW への保型写像 vを AからW への変付値と呼び，AからW へ
の変付値の全体を ValW で表す．ただし誤解の恐れのない場合には，添え字のW を省略して Val

で表す．この節の主目標は AからWVal への意味写像を定義することである．

6.3.2 格世界のVal乗の T 型代数構造
§第 4.3.2項での定義に従って，格世界WのVal乗WVal =

⋃
t∈T (Val→Wt)に T 型代数構造を

定める．つまり，抽象子Ωx (x ∈ Varεν , ν ∈ N)をWVal上の単項算法として然るべく定義し，そ
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れをW の巾代数系としてのWVal の U型代数構造に付け加える．そのためにはΩxのW での意
味 (Ωx)W を然るべく定めればいいが，σx = εν, Wεν = Sν であり，Ωxの T での定義域 TΩx が
PKνに等しく，各 P ∈ PKνに対してWP = (P⇝S)→T, PΩx = δνであり，Wδν = Oν→(Sν→T)
であるから，

(Ωx)W ∈

( ⋃
P∈PKν

(
Sν→((P⇝S)→T

)))→W
であって各 P ∈ PKν に対して

(Ωx)W

(
Sν→((P⇝S)→T

))
⊆ Oν→(Sν→T)

なるように (Ωx)W を定めればいい．そこでまず，P ⊆ Kν = {ϖµ | µ ∈ Nν}であること，µ, µ ′ ∈
Nν, µ 6= µ ′であればϖµ 6= ϖµ ′ であること，Oν =

∏
µ∈Nν Sµであること，

⋃
µ∈Nν Sµ ⊆ Sであ

ること，これらすべてに留意して，各 o = (oµ)µ∈Nν ∈ Oν に対して，P⇝Sの元 θP,o を

θP,oϖµ = oµ (ϖµ ∈ P, µ ∈ Nν)

と定める．特に θ{ϖµ},o = (ϖµ/oµ)である (µ ∈ Nν)．次に，各 f ∈ Sν→((P⇝S)→T
)に対して，

(Ωx)Wf ∈ Oν→(Sν→T)を次のように定める．すなわち，任意の o ∈ Oν と s ∈ Sν に対して((
(Ωx)Wf

)
o
)
s = (fs)θP,o

ただし P = ∅の場合は，空集合律と空集合規約により P⇝S = {∅}, θP,o = ∅, Sν→((P⇝S)→T
)
=

Sν→T であるから，上の式は各 f ∈ Sν→Tに対して
((

(Ωx)Wf
)
o
)
s = fsと定めている．

こういう意味付けΩx 7→ (Ωx)W によって定まるWVal 上の算法Ωxは，第 4.3.2項での定義に
よれば，定義域については

DomΩx =
⋃

P∈PKν

(
Val→((P⇝S)→T

))
をみたし，値域については P ∈ PKν, φ ∈ Val→((P⇝S)→T

)のとき
φΩx ∈ Val→(Oν→(Sν→T)

)
をみたし，各 v ∈ Valと o ∈ Oν と s ∈ Sν に対して((

(φΩx)v
)
o
)
s =

(
φ
(
(x/s)v

))
θP,o

すなわち拡張関係 ∃o について

(φΩx)v ∃o s ⇐⇒ (
φ
(
(x/s)v

))
θP,o = 1

をみたす．ただし (x/s)vは，次のように定義される Valの元である．

(
(x/s)v

)
y =

s · · · y = xのとき
vy · · · Var 3 y 6= xのとき

また，P = ∅の場合は，φ ∈ Val→((P⇝S)→T
)は φ ∈ Val→Tを意味し，そういう φに対して，(

φ
(
(x/s)v

))
θP,o は φ

(
(x/s)v

)を表す．
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W の Val乗WVal は，こう定めた算法Ωx (x ∈ Varεν , ν ∈ N)とW の巾代数系としての U型
代数構造とにより T 型代数系になり，各 v ∈ Valの定める射影 prv ∈WVal→Wは，U型代数系と
しての保型準写である．
なお Nν = ∅の場合は，Kν = ∅であることと空集合規約により，算法Ωxは定義域については

DomΩx = Val→Tをみたし，値域については φ ∈ Val→Tのとき φΩx ∈ Val→(Sν→T)をみた
し，各 v ∈ Valと s ∈ Sν に対して

(
(φΩx)v

)
s = φ

(
(x/s)v

)，すなわち ν相の拡張関係 ∃ν につい
て「(φΩx)v ∃ν s ⇐⇒ φ

(
(x/s)v

)
= 1」をみたす．

Nが単元集合 {ν}の場合，Nν = ∅であって第 6.2.3項によりWは単相格世界であるが，この場
合の算法Ωxの上記の定め方は，第 5.3.2項での算法Ωxの定め方と同じである．
(A, T, σ,Prm)が高岡言語でWが高岡世界の場合，N = {1, 2}であるから抽象子はΩx (x ∈ Varε1∪

Varε2)であるが，x ∈ Varε2 の場合は，N2 = ∅であるから上記の通り，DomΩx = Val→Tであり，
φ ∈ Val→Tのとき φΩx ∈ Val→(S2→T)であり，各 v ∈ Valと s ∈ S2 に対して

(
(φΩx)v

)
s =

φ
(
(x/s)v

)，すなわち 2相の拡張関係 ∃2について「(φΩx)v ∃2 s ⇐⇒ φ
(
(x/s)v

)
= 1」が成り立

つ．x ∈ Varε1 の場合は，N1 = {2}, K1 = {ϖ2}, O1 = S2 であるから上記の通り，

DomΩx =
(
Val→(({ϖ2}⇝S)→T

))
∪ (Val→T)

であり，φ ∈
(
Val→(({ϖ2}⇝S)→T

))
∪ (Val→T)のとき，φΩx ∈ Val→(S2→(S1→T)

)であって，
各 v ∈ Valと si ∈ Si (i = 1, 2)に対して次の式が成り立つ．

((
(φΩx)v

)
s2
)
s1 =

φ
(
(x/s1)v

)
(ϖ2/s2) · · · φ ∈ Val→(({ϖ2}⇝S)→T

)のとき
φ
(
(x/s1)v

)
· · · φ ∈ Val→Tのとき

6.3.3 定付値が定める意味写像
§ 前項のようにWVal の T 型代数構造を定めた結果，Φが AからW への定付値であれば，第

4.3.3項で示したことにより，保型準写

Φ∗ ∈ A→WVal

であって任意の a ∈ Prm (= ConqVar)と v ∈ Valに対して

(Φ∗a)v =

Φa · · · a ∈ Conのとき
va · · · a ∈ Varのとき

をみたすものが一意に存在し，特に保型写像であることにより，Φ∗ は

Φ∗(At) ⊆ Val→Wt (t ∈ T)

をみたす．こういう保型準写Φ∗ を定付値Φが定める意味写像と呼ぶ．

6.3.4 表現関数
§
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6.3.5 表現可能関数
§

6.4 用論対
＄

6.5 恒真式と全包式
＄

6.6 時世界
＄
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第7章 格言語と日本語

¢ 第 1.4.1項において「心言語の代数構造は如何なるものか」という基本問題 1や「人間にとっ
ての認識の対象世界とは如何なるものか」という基本問題 4を掲げ，前の二章では格論理学なるも
のを提示することによりこれらの問への私の答を示した．つまり，「心言語は格言語であり，人間
の認識の対象世界は格世界である」というのが私の答である．私の次の課題は，この答の妥当性を
色々な証拠によって示すことである．
第 1.5.1項冒頭で述べた通り，科学的理論が妥当かどうかは，観察される現象を如何に説明し得

るかで判定される（課題 1.5.4参照）．そして，「心言語は格言語であり，人間の認識の対象世界は格
世界である」という理論の妥当性を示すには，何よりも先ず人間の言語行動の中に観察される現象
を，この理論と心言語の変形論とで説明して見せなければならない．なぜなら，私は「自然言語に
は心言語の元が何らかの変形を受けた後に表出している」という仮説 2に従っているからである．
噛み砕いて言えば，私のこれからの仕事は，「心言語や認識の対象世界がこれこれのものであり，

心言語がこれこれの変形をして自然言語として表出するから，自然言語がこれこれのものになる」
という説明をすることである．ただし私は，第 1.5.2.3条で説明した理由で，自然言語の中でも私
の母語である日本語を第一に論じなくてはならない．
こういうわけで私は，この章から，日本人の言語行動の中で起きている現象を観察し，そういう

現象の起きる理由を心言語の文法論や意味論や変形論で説明するという仕事を始める [1]．
ただし，心言語の文法論や意味論や変形論だけで言語現象のすべてを説明しようと言うのではな

い．また，すべてを説明する必要もない．数理心理学の研究対象は飽くまでも心であって，自然言
語のすべての面が心を映し出すのでもなく（第 1.2.2項参照），まして自然言語は心言語だけの表
出ではないからである (図 1.5参照）．またこの逆に，心言語のすべてが自然言語に表出するので
はない．だから心言語と自然言語との関係も，思考の過程を表す言葉などの心言語以外から表出す
る言葉や，言葉には現れない「観念」「概念」と呼ばれる心言語の元まで考えて，始めて理解でき
る．そこで，これらについての準備的説明を第 7.1節と第 7.2節とで行なう．
なお，第 1.5.2.4条で指摘したように，「自然言語」の実態は茫漠としている．「主語」「動詞」な

どの文法用語の意味も明確ではない．茫漠としたものや明確でないものを論ずるという点で，この
章の内容には明らかに論理的曖昧さがあり，これを検討し改善する余地は多く残されている．
ただし，こういう曖昧さは数理科学には必ず付きまとうものであり，完全に排除することはでき

ない．第 1章冒頭に書いた通り，数理科学者は，まず自然現象を観察し，次いでその現象を抽象し
て数理模型を作り，さらにその模型についての数学を研究することにより，現実の自然界について
の理解を深め発展させようとする．自然界の一部の数理模型を作りそれを数学的に論じている限り
（数理心理学の場合，第 5章と第 6章がそれに当たる），厳密性を保つことはできる．しかし，模
型と現実とを突き合わせるとき（数理心理学の場合，この章や第 1章がそれに当たる），必ず何ら
かの曖昧さが，言わば「模型と現実とのあつれき」として生じてくる．それをどう扱いどう論ずる
かは，数理科学者一般に関わる問題なのである（第 1.2.4項参照)．

[1]参考までに英国人についても時々考えるが，これは体系的な考察ではない．
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7.1 観念と概念
＄「観念」も「概念」も，元々は哲学者が論じ始めたものであろう．しかし彼らの間でも，「観念」

「概念」の明確な定義が合意されているとは思われない．そこでここでは，数理心理学者の観点か
らこれらを明確に定義し直そう．この章の前書きで注意したように，心言語と自然言語との関係を
説明するにも，言葉としては現れない「観念」「概念」まで考えることが必要になるからである．
仮説 1の後で注意したように，心言語 Aは思考機械・人間が受け付ける原材料や生産し得るも

のの全体であり，従って，脳の中に Aの元に相当する実体がすべて存在するのではない．存在す
るのは，思考機械・人間の現実の生産の原材料と生産品であり，それは Aの一部に過ぎない．そ
こで，

、
　脳
、
　の
、
　中
、
　に
、
　存
、
　在
、
　す
、
　る Aの元を観念と呼ぶ（従って，Aの代数構造が人によって変わらなくて

も，観念の内容は人によって変わり得る）．そうすると，Aは格言語であると仮定しているので，
観念は体元と用元とに分かれる．そこで，体元である観念を特に概念と呼ぶ．これが「観念」「概
念」の数理心理学的再定義である．
しかし，「観念」「概念」という語は，日常語として使い古されていて学術用語として使うにはあ

まり適さない．そこで，これらの語をいま定義した意味で使うのはできるだけ差し控え，そう使う
ときにはそうと断ることにする．ただし，この節では断らない．
なお今の定義において，心言語 Aの元が

、
　脳
、
　の
、
　中
、
　に
、
　存
、
　在
、
　す
、
　るとは具体的に如何なることかを問う

必要はない．第 1.1.2項で宣言した通り，数理心理学者はそういうことを出発点から捨象している
のである．また，第 7.2節で説明するように，心論理代数系上の計算代数系の元も

、
　広
、
　義
、
　に
、
　は観念と

呼ぶ．しかし通常は，いま説明した狭い意味で「観念」を使う．
さて，仮説 2によれば，自然言語には心言語Aの元が何らかの変形を受けた後に表出するが，も
ちろん，脳の中に実在したものが表出して来るのである．従って仮説 2は次のように言い換えるこ
とができる．

仮説 6 自然言語には観念が何らかの変形を受けた後に表出している．

ただし，自然言語は観念だけの表出ではないし，観念のすべてが表出するのでもない．
哲学や従来の心理学で「観念」「概念」と紛らわしく使われる言葉に「表象」がある．これもつ

いでに，関連する「指象」と共に，数理心理学者の観点から厳密に再定義しよう．この定義は，第
1.4.4項で示唆しておいたものである．
心言語Aから認識の対象世界Wへの定付値Φをとる．このとき，Φは意味写像Φ∗ ∈ A→WValW

を定める．そこで，a ∈ Aと w ∈W がある v ∈ ValW に対して (Φ∗a)v = wをみたすとき，aは
Φの下でのwの表象であると言い，wはΦの下での aの指象であると言う．これが「表象」「指
象」の数理心理学的定義である．従って，「観念」「概念」がAだけによって定義されたのと異なり，
「表象」は認識の対象世界と定付値との組みW,Φに応じて「W の何らかの元の表象」として定義
される．また，「表象」は脳の中に存在するかどうかに関わらない．
以上の定義の背景は第 1.4.2項に説明してある．すなわち，思考機械・人間が外界の特定のもの

事を記銘すると，そのもの事に対応した一定の生理的単位が脳神経系の中に出来る．こういう生理
的単位を「定記銘単位」と呼び，定記銘単位の各々に記銘相手のもの事を対応させる写像を「定記
銘写像」と呼ぶ．心言語Aの定数系 Conは定記銘単位の集まりの数理模型であり，定付値Φは定
記銘写像の数理模型である．こういう主旨の説明をしてある．そうすると，Conは実際に脳内に存
在するのだから，Conの元 aはすべて観念だということになる．しかも，任意の v ∈ ValW に対し
て (Φ∗a)v = Φaが成り立つ．従って Φの下で，aは Φaの表象であり Φaは aの唯一つの指象
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である．つまり，定記銘単位は記銘相手のもの事の表象であり，定記銘単位の記銘相手であるもの
事は，その定記銘単位の唯一つの指象である．

7.2 推論の過程と思考の過程
＄ 思考機械・人脳は心言語ないしは心論理代数系と抽象される．そして仮説 2によれば，心言

語の元は何らかの変形の後に音素列として表出して言葉となる．しかし，言葉は心言語だけからの
表出ではない．第 1.4.1項で注意したように，自然言語には推論過程すなわち心論理代数系での演
算の過程の表出もあり，従って推論過程の有限列である思考過程の表出もある．
第 1.4.1項での定義によれば，心言語 Aの台集合（それも慣例に従って Aで表す）は世界のも

の事の記述の全体であり，心論理代数系とは事の記述から成る Aの部分集合 Bに何らかの代数構
造を与えて代数系としたものであった．また，推論過程とは B上の計算図のことであった．しか
しそれやこれやの定義は，必要な概念がまだ用意されていないための便宜的なものであった．今は
用意も済み，またAは格言語であるとしているので，それに合わせて第 1.4.1項での定義を一部仕
直そう．
まず，これは第 1.4.1項での説明の通りであるが，心論理代数系の代数構造はA上の健全な論理

から成ると仮定するのが当面は妥当に思われる．ただし，この章では Aは格言語であると仮定し
ている．そして格言語上の健全な論理については，第 5.4節と第 6.4節において第 1.4節とはやや
異なる説明をしてある．そこに倣い，まず，健全な論理を用論理または単に論理と呼ぶ．また，A
の用元の全体を Hで表す．そうすると A上の論理とは，H∗, H間の関係であって任意の用理論を
閉ざすもののことである．そこで，心論理代数系の台集合は Hであるとする．そして慣例に従っ
て心論理代数系も Hで表す．注意 5.4.1に記した通り，Hの代数構造としては論理の中で H上の
算法とみなせるものを幾つか特定しなければならない．従って，格言語上の論理について述べた第
5.4節，第 5.5.9項，第 6.4節と，関係が算法とみなせる条件について述べた注意 3.24.6が重要に
なる．ただし，心言語 Aの代数構造はすでに格言語として特定してあるのに対し，心論理代数系
Hの代数構造は直ぐには特定せず，これから具体的な問題を考えて行く中で徐々に特定する．
次に，心論理代数系 H上の計算代数系 C(H)の元を推論過程と呼ぶ．これが

、
　い
、
　わ
、
　ゆ
、
　る「推論の

過程」に相当する数学的概念である．なぜ計算代数系の元がすなわち「推論の過程」に相当するも
のなのかについては，第 3.6.2項などで説明してある．
最後に，C(H)上の普遍半群 C(H)+ =

⋃
n≥1 C(H)

n の元を，すなわち推論過程の有限列を思考
過程と定義する．これが

、
　い
、
　わ
、
　ゆ
、
　る「思考の過程」に相当する数学的概念である．

「推論の過程」や「思考の過程」をこうはっきり定義することは，それについて客観的に論じて
行くためにはもちろんのこと，心言語と日本語との関係について考えるためにも必要である．な
お，Hは C(H)の生成系であり C(H)は C(H)+の生成系であるから，H ⊆ C(H) ⊆ C(H)+が成り
立つ．従って，Hの元の有限列も思考過程の一種である．
計算代数系 C(H)は脳の中にどのようにして存在するかについて付言しよう．心言語についての
同様の問題については，第 1.4.1項などで説明してある．つまり，心言語の台集合 Aは思考機械・
人間が受け付ける原材料や生産し得るものの全体であり，従って，脳の中に Aの元に相当する実
体がすべて存在するのではない．存在するのは，思考機械・人間の現実の生産の原材料と生産品で
あり，そういう存在するものを第 7.1節で観念と名付けた．C(H)についても同様であり，脳の中
に C(H)の元に相当する実体がすべて存在するのではない．そこで，第 7.1節で予告した通り，脳
の中に実在する C(H)の元も

、
　広
、
　義
、
　に
、
　は観念と呼ぶ．
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なお，普遍型付代数系は型代数系と素元系および素元系の型分割写像によって定まるという理由
で，心言語 Aのすべてが脳の中に実在すると

、
　仮
、
　想
、
　す
、
　ることはできた．C(H)は Hを型代数系かつ

素元系とし idH を素元系 Hの型分割写像として作られる普遍型付代数系であるから，Aと同様に
C(H)の元もすべて人脳の中に実在すると仮想することはできる．

7.3 単相格言語と日本語
＄ この節から心言語と日本語の関係についての説明を始めるが，格論理学に先立って単相格論

理学を論じたのに合わせて，ここでも単相格論理学を題材とした説明から始めよう．つまりこの節
では，単相格言語を心言語とし，単相格世界を認識の対象世界の模型とする．そして，単相格言語
と日本語の関係を説明する過程で，単相格言語が心言語の候補者としていい点を沢山持つ反面で
欠点も合わせ持つことを示そう．それは，単相格論理学を格論理学にまで拡張する必要がなぜあっ
たかの説明になるはずである．そういう意味でこの節は「格言語と日本語」論の小手調べなので，
系統的・網羅的な説明は必ずしも目指さないが，重要な事柄は漏らさず説明する積もりである．
さてそこで，この節を通じて，(A, T, σ,Prm)は単相格言語であり，K, π,P等の意味は第 5.1節の

通りであるとする．ただし，Aには複体定数は無いと仮定する（表 5.1参照）．この仮定は，心言
語については妥当なものと思われる．また，Aには関号も無いと仮定する．これは関号が，数学的
思考などの特殊な思考の際に使われる特殊な言語表現，たとえば数学の教科書の関数記号混じりの
文章に関連するからである（第 1.5.2.4条参照）．

7.3.1 限量語を含まない単純な「である」文
§この項から第 7.3.7項にかけて，まず単相格言語の元や算号と言葉の関係について基本的なこ
とを説明しよう．話を簡単で具体的なことから始めるために，

a ŏπ (b4) (7.3.1)

なる Aの元を最初の題材とする．第 5.1.3項で説明したことにより，(7.3.1)が Aに存在するため
には aが単体元であって bが体元であることが必要十分であり，この条件の下で (7.3.1)は文，す
なわちA∅の元となる．しかしこの項では，bも単体元であると仮定し，さらに (7.3.1)が閉元であ
る場合を考える．そうすると，関号が無いとの仮定と定理 5.1.2と Prmの定義により，単体元の全
体 Aε について

Aε = Prmε = Conε qVarε (7.3.2)

が成り立つから a, b ∈ Conε，すなわち a, bは単体定数である（表 5.1参照）．標題の「単純な」
はこのことを指す．

7.3.1.1 「ピーターは兎である」

‡ ここでの私の目標は，(7.3.1)を日本語でどう読み下したらいいかを説明することである．
数学に現れる色々な式の意味を理解しようとするとき，私たちは，それらを言葉で読み下す．た

とえば (a + b)(a − b) = a2 − b2 という数式は，「a足す b掛ける a引く bは aの自乗引く bの
自乗に等しい」などと読んで理解する．特に，算号 +, −, ×や相等関係を表す記号 =を「足す」



第 7章 格言語と日本語 660

「引く」「掛ける」「～は～に等しい」などと読む．それと
、
　同
、
　様
、
　の
、
　こ
、
　とを (7.3.1)に対して行なうには

どうしたらいいかを説明しようというのである．
「同様のこと」と述べたが，本当は同様ではない．(7.3.1)を読み下してみせるのは，数式を読み
下すのとは意味が違う．数式の場合は，「足す」「引く」「掛ける」「等しい」という観念が先にあり，
それらを+, −, ×, =という記号で表したのだから，これらを「足す」「引く」「掛ける」「等しい」
と読むのは当たり前のことである．これに対し (7.3.1)を読み下してみせるのは，この心言語文が
どういう言葉に変形して表出するかの説明であり，心言語の変形論の重要な一環なのである．
このことを読者が正しく理解するには，自分が思考機械・日本人の発声器官（声帯・舌など）に

なったと想像してみるといいだろう．つまり，発声器官である読者に向かって，思考機械・日本人
の然るべき箇所から (7.3.1)が入力される．発声器官・読者は，この心言語文を国語文に変換して
出力する．その変換の仕方を発声器官に教え込むこと．それが私のここでの仕事なのである．従っ
て (7.3.1)の読み下し方の説明と言っても，それは

、
　本
、
　当
、
　の
、
　日
、
　本
、
　語
、
　ら
、
　し
、
　い読み下し方の説明でなけれ

ばならない．思考機械・日本人は日本語らしい日本語を話す機械だからである．
(7.3.1)の読み下し方の原則は四つある．ただし，どの原則にも後で修正や但し書きを加える．

原則 1 単体定数は名詞や代名詞に置き換える．

原則 2 算号 ŏπは主語を表す格助詞の「が」あるいは係り助詞の「は」に置き換える．

原則 3 算号4は「だ」「です」「である」などの断定の意味を表す語に置き換える．

原則 4 括弧は取り除くか音素間隙や句読点などの区切り記号に置き換える．

これらの原則通りに，たとえば

a→ピーター ŏπ→は b→兎 4→である
という置き換えをし括弧を取り除けば，(7.3.1)は「ピーターは兎である」という国語文となる．こ
の類の国語文を，「である」が「だ」「です」などに替わっていても，「である」文と呼ぶ．
原則 1 – 4について取り敢えず初歩的な注意をいくつか述べる．
まず，原則 1 – 4は，上述の通り心言語の元の表出の仕方の原則であり，従ってこれら原則にお

いて「に置き換える」としたのは「として表出する」を意味し，「取り除く」は「表出しない」また
は「空語として表出する」を意味する．
次に原則 1は，正確には，単体定数の各々に一つまたはそれ以上の名詞あるいは代名詞が対応し

ていて各単体定数がそれに対応する名詞または代名詞のいずれかへと表出することを意味する（そ
こで，この対応関係を表出関係と呼ぶ）．上で「a→ピーター」と書いたのは，表出関係によって
aに「ピーター」が対応する

、
　と
、
　仮
、
　定
、
　し
、
　たのであり，「b→兎」についても同様である．

次に，ŏは Aの第一種の算法 ŏk (k ∈ K)を識別表示する便宜のための記号だから，原則 2は主
格 πの読み下し方（＝国語への表出の仕方）を示すのだと考えていい．
最後に，原則 1 – 4は，(7.3.1)以外の Aの元に

、
　現
、
　れ
、
　る単体定数と算号 ŏπ,4および括弧にも適

用する [2]．以後に示す他の読み下し方の原則についても同様である．ただし，このことにも後で
修正を加えなければならない．たとえば，at bにおける単体定数 a, bには原則 1でなく後出の原
則 21を適用する．また，変数に施された算号には後出の原則 15を適用する．
原則 1 – 4についてのこの他のより重要な注意は，以下の条に分けて述べよう．
[2]代数系において元や算号が元に

、
　現
、
　れ
、
　ることの定義は第 3.15 節にある．
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7.3.1.2 表出の状況依存性と不定性

‡ 前条に示した (7.3.1)の読み下し方の原則 1 – 4に対して，読者は色々な疑問を懐くだろう．
たとえば，原則 2については

ŏπを「が」と「は」のどちらに置き換えるかは如何にして決定するのか

という疑問を持つだろうし，原則 1, 3, 4についても同様の疑問を持つはずである．
以下，原則 3に即してこういう疑問に答える．
まず，この原則には少し修正を加えなければならない．すなわち，算号4は必ずしも「だ」「で

ある」などの断定語に置き換えなくてもいい．空（から）の語すなわち空語（これを以後◯で表す）
に置き換えて (7.3.1)を「ピーターは兎」と読み下しても構わない．あるいは単に空語に置き換え
るのではなく，語気を強めたり目を剥いても構わない．要するに，断定の意味を表す何らかの身体
表現（これを断定記号と呼ぶ）に置き換えてもいいのである．
次に，前条で示唆したように，読者が思考機械・人間の発声器官になったと想像してほしい．発

声器官・読者に心言語文 (7.3.1)が入力された場合，これを読者は「ピーターは兎です」と出力す
べきか，それとも「ピーターは兎である」と出力すべきかなどを，どうやって決定できるだろう
か．無論，決定できはしない．読者は発声器官に過ぎないのだから．しかし，もしも (7.3.1)だけ
が入力されたのではなく，ある用元 fに引き続いて (7.3.1)が入力されたなら，事情は変わってく
る．用元 fの如何に応じて「です」「である」などの断定記号を選択して出力する，そして f自身
は空語として出力する，というように発声器官を設計することは可能だからである．たとえば，f
が「私（＝思考機械自身）の話し相手は目上の人である」を意味するときには「です」を選択し，
「私はいま演説している」を意味するときには「である」を選択するというように．ただしこの場
合の発声器官とは，声帯や舌だけではなく，何らかのパターン認識装置を伴ったかなり複雑なもの
と考えなければならない．あるいは，fの如何に応じて断定記号を選択するのは，発声器官ではな
く思考機械の一部だと考えるべきかもしれない．
私は今まったく常識的なことを説明しているに過ぎない．私たちが日常の会話で「だ」「です」

「である」などの断定記号をどう使い分けるかと言えば，
、
　状
、
　況
、
　に
、
　応
、
　じ
、
　て使い分けるのである．そし

てその会話時には，私たちはその状況を認識しているのであるから，その状況を記述する用元が私
たちの脳のどこかに存在している．その用元がすなわちさっきの fなのである [3]．
ただし一般には，状況を表す用元は唯一つとは限らないし，空語として出力されるとも限らな
い．発声器官に入力されるAの元の時系列の中で (7.3.1)に先行する用元は，すべて (7.3.1)にとっ
ての状況記述となり得る．また，(7.3.1)が他の用元 gの一部として入力された場合には，g自身
も (7.3.1)にとっての状況記述となり得る．だから，いまの考えは次のように修正しなければならな
い．すなわち，発声器官に入力されるAの元の時系列 (fi)i∈I の中の fiに現れる心言語文a ŏπ (b4)

は，それに先行する用元 fj (j ≤ i)の幾つかに応じて「ピーターは兎です」や「ピーターは兎であ
る」などの色々な言葉に変形して表出する（だから，a ŏπ (b4)が逆に他の元の表出を左右するこ
ともある）．これが表出の状況依存性である．また，表出の状況依存の仕組み，すなわち状況を表
す用元 fj (j ≤ i)と断定記号との対応関係は，すべての思考機械・人間に一定普遍のものではない．
これが表出の不定性である．そしてこの二つの性質のために，心言語文 a ŏπ (b4)を

、
　単
、
　独
、
　で取り出

した場合，この中の4がどういう言葉として表出するかを決定することはできないのである．
算号4の読み下し方の原則 3は，こういう色々な但し書き付きのものと理解しなければならな
い．原則 1, 2, 4についても同様である．つまりまず，4が空語として表出し得るのと同様，単体

[3]文章の場合も「状況に応じて」とすべきであり，「文脈に応じて」とすべきではない．「文脈に応じて」とすると，文章
中に表出しない用元を無視することになり勝ちだからである．文脈は状況の一部であって全部ではない．
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定数や ŏπも空語として表出し得ると考えなければならない．次に，状況を表す用元は，4の表出
を左右するだけでなく，ŏπが「が」となるか「は」となるかも，その他のことも左右すると考えな
ければならない．そしてその左右の仕方は，すべての思考機械・人間に一定普遍のものではない．
ただし，状況と断定記号や「が」「は」などの間には，一定普遍の対応関係が無いまでも，何らか

の関係があるのも事実である．そして，そういう関係を調べるのも無意味ではなかろう．つまり，
私たちが日常の会話で断定記号や「が」「は」などを状況に応じてどう使い分ける傾向があるかの
調査である．しかしこれは，もう数理心理学の課題ではなく，国語学の課題であろう．
要するに，数理心理学者は，心言語文 (7.3.1)が状況に応じて「ピーターは兎だ」「ピーターは兎」

「兎だ」などの色々な言葉となって表出すると考える．言語学者なら，こういう色々な言葉を別種
のものと捉えて，その違いを論ずるだろう．論ずる意義もあるかもしれない．しかし数理心理学者
は，自然言語ではなく心言語を研究するのだから，表出する言葉が様々であるのに囚われることな
く，唯一つかつ大本の (7.3.1)なる心言語文に注目すればいいのである．

問題 7.3.1 私たちは火急の場合に「火事だ！」「泥棒だ！」のように言うことがある．これは心言
語のどういう元の表出と解釈できるか．

問題 7.3.2 会話では，「ピーターは兎だ」と言うべきところを「兎だ ピーターは」と言うことがあ
る．これは心言語のどういう元の表出と解釈できるか．

課題 7.3.1 次の四つの文は，それぞれどういう状況で使われるか．

1. 野菜は好物だ 2. 野菜が好物だ 3. 好物は野菜だ 4. 好物が野菜だ

好物の範囲に限れば，文 2と文 3は意味が同じで文 1を含意するように感ぜられるが，文 1が文
2, 3を含意するようには感ぜられない．また，文 4は奇妙な表現に感ぜられる．これはなぜか．

7.3.1.3 「が」と「は」の代用問題の一般化

‡ 私たちは日常の会話で，格助詞の「が」と係り助詞の「は」を状況に応じて使い分ける．た
とえば，「野菜は好物だ」と言ったり「野菜が好物だ」と言ったりする．どう使い分ける傾向がある
かを調べるのは国語学の課題であり，現に国語学者が盛んに調べている．しかし数理心理学の観点
から見ると，この問題はもっと一般化して考える必要がある．そのわけをここで説明しよう．
まず，「が」の代わりに使える係り助詞は「は」だけではなく，「も」「こそ」「しか」なども代わり

に使うことができる．副助詞まで考えれば，「だけ」「ばかり」「さえ」「まで」「でも」なども「が」
の代わりに使うことができる．その他にも，通説で助動詞とされる「なら」も「が」の代わりに使
うことができる．また，係り助詞や副助詞を組み合わせた「だけは」「さえも」などの連語も「が」
の代わりに使うことができる．さらに「こそ」「ばかり」「まで」などは，「が」と組み合わせて「こ
そが」「ばかりが」「までが」のように使うこともできる．
もちろん，「が」をこれらの助詞や助動詞（これらを助辞と総称する）や連語に替えれば文全体の

意味が変わる．しかしとにかく，「が」の代わりに使うことのできる言葉は「は」以外にも沢山ある
のだから，ŏπの読み下し方の原則 2は修正しなければならないことになる．つまりそこには，「が」
「は」だけでなく，「が」の代わりに使える言葉をすべて列挙しなければならない．そして，前条で
説明したように，状況を表す用元の如何に応じてそういう言葉が選択されて表出するのだと考えな
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ければならない．ただし，そういう言葉が実際にどれくらいあり状況に応じてどう使い分けられる
かを調べるのは，やはり国語学の課題である．
さて次に，助辞や連語に替えられる格助詞は「が」だけではない．「を」も替えることができる．

たとえば，「レタスを食べる」の「を」を「も」「だけ」「なら」に替えて「レタスも食べる」「レタ
スだけ食べる」「レタスなら食べる」のように言うことができる．係り助詞や副助詞と組み合わせ
て「をば」「をも」「をこそ」「だけを」「ばかりを」「までを」のように使うこともできる [4]．
助辞と組み合わせて使える格助詞は「が」「を」だけではない．「に」「へ」「で」「と」「より」「か

ら」「まで」などの格助詞も [5]，たとえば「には」「へまで」「でこそ」「となら」「よりも」「から
さえ」「までしか」のように使うことができる．ただしこれらの格助詞は，助辞と組み合わせて使
うのみで，「が」「を」のように他の助辞に替えることはあまり自由にはできない．なぜならたとえ
ば，「このハサミでは切れない」と言いたいときに「で」を省いて「このハサミは切れない」と言え
ば，意味が正しく伝わらないからである．
しかしとにかく，格助詞はたいてい助辞や連語に替えることができる．このことが心言語の変形

論では重要な意味を持つ．なぜなら心言語の変形論では，算号 ŏπだけでなく ŏk (k ∈ K)なる算
号はすべて格助詞として表出すると考えたいのである．しかしいま示したように，たいていの格助
詞は色々な助辞や連語に替えることができる．従って，ŏkが格助詞として表出すると考えるのは
本当は正しくなく，「格助詞およびそれに替えられる語として表出する」というのが正しい考え方な
のである．そして，どの格助詞がどういう状況でどういう語に替えられるかの問題，つまり状況を
表す用元と ŏkの表出との関係の問題は，国語学の中で論じるべき問題となる．
ŏk以外のAの記号の表出についても事情は同様である．しかし，一々こういう但し書きをする

のは煩わしい．そこで以後は，こういう但し書きは暗黙の了解として，すべて省略する．算号 ŏk

に即して言えば，これの読み下し方の原則を単に「ŏkは格助詞に置き換える」と述べても，これ
は今の但し書き付きのものと理解しなければならない．
なお，これまでの説明から明らかなように，「が」と「は」の代用関係だけをことさらに取り立て

て論ずる理由はあまりない．「が」の代わりに「は」を使うのはむしろ例外的な用法であり，格助詞
は助辞と組みにして「には」「へまで」「でこそ」「となら」のように使うのが日本語の主原則では
なかろうか．「が」も，助辞と組みにして「がは」「がも」などのように使われて然るべきだったの
に，発音や伝達効率上の理由などで「が」が消滅したために，「が」が「は」「も」などに変わった
ように見えているだけではないか．そう想像したくなる．想像の当否はともかく，要するに「が」
と「は」の問題は，数理心理学の観点から見ると，色々な助辞が組み合わせて使われる現象の一部
として論ずることが必要なのである [6]．

7.3.1.4 「である」文の多様性？

‡ 原則 1 – 4によれば (7.3.1)は「である」文として表出する．しかし，逆は必ずしも真ではな
い．つまり，すべての「である」文が (7.3.1)なる心言語文の表出なのではない．たとえば，ウナ
ギ文として言語学者の間で有名らしい「僕はウナギだ」は，「僕の食べたいものはウナギだ」など
として表出するはずの心言語文が「の食べたいもの」の消失という変形を経て表出したものと考え
られる（「の食べたいもの」でなく「の好きなもの」などの場合もある）．その心言語文も (7.3.1)によく

[4]「をば」は定説では「を＋は」の転とされるようであるが，「を」と同じ役割の古語「ば」との重複用法だという説もあ
り，これにも説得力がある．現在でも「を」の代わりに「ば」を使う方言がある．

[5]「まで」には格助詞の用法もあると考える．端書き参照．
[6]第 2.4 節で例に使った「これからが大変だ」の「からが」などは，語の省略から生じた

、
　見
、
　か
、
　け
、
　上
、
　の組み合せ用法であ

る．こういうものは別に扱わなければならない．
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似た形をしているが，aは単体元ではなく「僕の食べたいもの」などに相当する複体元に替わり，
それに伴い算号 ŏπも λkに替わる (λ ∈ Q)．
なお岩波国語辞典（第五版）は，恐らく食べ物屋での「あなたは何にする？ぼくはお寿司だ」と

いう会話を例に引いて，「Aは Bだ」という国語文における「～は～だ」は Aと Bの間のさまざま
な関係を表し得ると説く．つまりたとえば，「ピーターって何者？ピーターは兎だ」における「～は
～だ」が表す「ピーター」と「兎」の関係は，「あなたは何にする？ぼくはお寿司だ」における「～
は～だ」が表す「ぼく」と「お寿司」の関係と異なると言うのだろう．しかしそういう趣旨だとす
ると，これは甚だ不適切な説明である．なぜなら，「僕はウナギだ」と同様に「ぼくはお寿司だ」は，
「ぼくの食べたいものはお寿司だ」から「の食べたいもの」という語が失われたもの等と解すべき
ものだ．だから，「ぼくはお寿司だ」における「～は～だ」は，「ぼく」と「お寿司」の関係を表すの
ではなく，「ぼくの食べたいもの」と「お寿司」の関係を表すと考えなければならない．そして，「ぼ
くの食べたいものはお寿司だ」における「ぼくの食べたいもの」と「お寿司」の関係と，「ピーター
は兎だ」における「ピーター」と「兎」の関係との間にさほどの違いはない（第 7.3.9項参照）．
「ぼくはお寿司だ」の例から窺える通り，また，第 1.5.3.3条などで繰り返し指摘した通り，言葉
は一般に意味の

、
　不
、
　完
、
　全
、
　な表現なのだ．意味を不完全にしか表していない言葉の表面形態を基準にし

て意味の異同を論じても意味が無かろう．言葉が意味を不完全にしか表さないのは，意味をより完
全に表すために必要な言葉が省略されているためである．省略された言葉の意味や役割が多様であ
れば，省略せず残された言葉が一見多様な意味や役割を持つようにも見える．「～は～だ」なる文が
多様な意味を表すように見えるのも，まさにそのためである．事実は，「～は～だ」が多様な意味を
表すのではなく，「～」の部分やその他のところに有るべくして省略されている言葉が多様なのだ．

問題 7.3.3 次の「である」文ではどういう語が省略されていると考えるべきか．

1. 東京は晴れだ 2. 春は桜だ 3. 次は大阪だ

7.3.1.5 表出と陳述態度

‡ 「だ」「です」「である」などの語は断定の意味を表す．つまり，「断定する」という話者の陳
述態度を表現する．これをもう少し詳しく説明すれば次のようになる．「～だ」「～です」などの国
語文における「～」は，外界の何らかの事態を記述する．そして話者は，その記述を確かなものと、
　感
、
　ず
、
　るときに，「だ」「です」などの言葉を使う．その「感じ」の実態は，第 1.6.1項で触れた心言

語文の確度の高さであるだろう．だから，「だ」「です」などの言葉は心言語文の確度が高いことを
表すのである．
ここで仮説 2の後の注意を思い出そう．そこでは，「心言語は外界のもの事の記述のための装置

であるが，自然言語表現にはもの事の記述でない話者の陳述態度の表現などが含まれるから，自然
言語は心言語からだけの表出ではない」という趣旨のことを述べた．つまり，陳述態度を表現する
語は心言語からの表出ではない．ところが原則 3は，心言語の算号4が陳述態度を表現する「だ」
「である」などの語として表出すると主張している．これは矛盾ではないか，と読者は思うかもし
れない．しかし矛盾ではない．国語には，純粋に算号4

、
　だ
、
　け
、
　の表出である語が存在せず，4の表

出が，同時に断定という陳述態度をも表現する．そう考えればいいのである．
国語ではそうだが，外国語では必ずしもそうではない．そのことを，英語を例にとって説明しよ
う．そのためにまず，英国人の心言語にある文 (7.3.1)がその人のどういう言葉となって表出するか
を説明する．もちろん，英国人の心言語も日本人と同様に単相格言語であると仮定している．しか
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し，同形な代数系でも見かけ上は異なることがある．たとえば，代数系の二項算法 αを元 x, yに
施したものは，α(x, y), x αy, (x, y)αなどの形や，さらに x, yの順番を入れ替えた形などの色々
な形に書くことができる．同形な代数系でも，算法の表現の仕方を替えれば外見が異なる．そし
て，日本人と英国人の心言語では，算法の表現形式が実際に異なると考えられる．(7.3.1)は日本
人の心言語における表現形式である．これに対し英国人の心言語では，(7.3.1)は

πŏ(a,4b) (7.3.3)

なる形に表現される．つまり，まず算号 λkは，英国人の心言語では前後が入れ替わって kλとな
る [7](λ ∈ Q, k ∈ K)．そして算法 λπは，日本人の心言語では xαyの形に表現されるが，英国人
の心言語では α(x, y)の形に表現される (λ ∈ Q)．また，単項算法4は，日本人の心言語では x4
の形に表現されるが，英国人の心言語では4xの形に表現される [8]．そして，原則 2と 3は，英
国人においてはそれぞれ次のようになる．

� πŏは言葉として表出しない．つまり，空語として表出する．

� 4は「be (am, are, is, was, were)」に置き換える．

他の二つの原則 1と 4は変わらない（ただし原則 1には，冠詞や複数形についての何らかの原則を
付け加えなければならない）．そこで，原則に従ってたとえば a→ Peter, b→ a rabbitなる置き
換えをすれば，(7.3.3)は「Peter is a rabbit」なる英語文となる．
要するに4は，日本語においては「だ」「である」などとして表出するのに対し，英語において

は「be」として表出する（だから，英語の先生が「Peter is a rabbit」の「is」は日本語の「が」「は」に
当たると教えては間違いになる）．そして，「だ」「である」などには断定の意味が濃いのに対し，「be」
には，アクセントを置かない限り断定の意味は薄いであろう（本当のところは native speakerの判断
を仰がなければ分からないが）．つまり，強調なしの「be」は4

、
　だ
、
　け
、
　の表出と考えられるのである．

7.3.1.6 「兎は兎だ」と心言語の意味論・変形論への要請

‡ ここでは (7.3.1)において a = bなる場合，つまり a ŏπ (a4)なる心言語文を考える．原則 1

– 4によれば，こういう心言語文は「ピーターはピーターである」とか「兎は兎だ」というような
国語文として表出する．そして，私たちはこういう国語文を恒真だと思う．つまり，「ピーター」や
「兎」が何を意味しようとこういう文は真だと思う．言い換えれば，私たちは，「AはAである」「A

は Aだ」というような文は，「A」にどういう名詞を代入しようと真だと思う．
ここで，第 1.4.3項で説明した心言語の意味論への要請と，その裏として第 1.5.2.4条で説明した

心言語の変形論への第一要請とを思い出そう（以後これらを単に要請と呼ぶこともある）．そこで
はつまり，私たちが理性や直観によって恒真と判定する国語文へと表出する

、
　心
、
　言
、
　語
、
　文
、
　がすべて心言

語の意味論によって恒真となるように，心言語の意味論と変形論とを作らなければならないことを
説明した（ただし今ではもう，「心言語文が」を「用元が」に一般化しなければならない）．そうす
ると，a ŏπ (a4)なる用元は「Aは Aだ」のような恒真の国語文として表出するとしたのだから，
単相格言語の意味論によって恒真でなければならない．そして，定理 5.5.3により，a ŏπ (a4)は
実際に恒真元である．従って，少なくとも a ŏπ (a4)なる用元に関しては，単相格言語の意味論や
変形論は要請に応えている．つまり，単相格言語の文法論や意味論や変形論は，少なくともここま

[7]このことの影響は λ = ŏ のときや k = π のときには何もないが，λ ∈ Q, k ̸= π の場合には影響が出る．
[8]こういう意味で，英国人の心言語は日本人の心言語の局所的鏡像である．
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では，心言語の理論としてうまく出来ていることになる．これは，ささやかな成功に過ぎないが，
重要な第一歩である．
私はこれから，(7.3.1)以外の色々な種類の用元についても同様の説明をして行こうと思う．そ

ういう説明のうまく行くことは，単相格言語の文法論や意味論や変形論が心言語の理論として妥当
であることのいい証拠になるのである．
ありそうな誤解を正すために以下の注意を付け加える．私は，『あなたは「Aは Aだ」が真だと、

　考
、
　え
、
　て
、
　宜
、
　し
、
　い』と言っているのではない．つまり，私は考え方の規範を示しているのではない（第

1.2.3項参照）．人間は，その思考機械としての仕組みにより，「Aは Aだ」が真だと
、
　考
、
　え
、
　る
、
　よ
、
　う
、
　に、

　出
、
　来
、
　て
、
　い
、
　るのであり，その仕組みは，認識の対象世界に適応進化して出来上がったものなのであ

る．そこで数理心理学者は，認識の対象世界の構造と思考機械・人間の仕組みおよびそれらの間の
関係についての理論を作り，それによって，世界において「Aは Aだ」がなぜ真なのか，人間が
「Aは Aだ」をなぜ真だと思うのかを説明しようとする．そして，人間の思考機械としての仕組み
がどうなっているかの理論が心言語ないしは心論理代数系の理論であり，認識の対象世界の構造や
人間との関係がどうなっているかの理論が心言語の意味論なのである（第 1.4節参照）．
なお，単相格世界において「AはAだ」がなぜ真なのかは，定理 5.5.3から溯って行けば分かる

（厳密には，a ŏπ (a4)がなぜすべての単相格世界において真なのかが分かる）．また，人間が「A

は Aだ」を真だと思うわけは，第 1.4.3項で説明した通りである．つまり，思考機械・人間の格納
庫には x ŏπ(x4)なる心言語文が一つ例文として格納されている．「AはAだ」という国語文は，何
らかの機構によって a ŏπ(a4)なる心言語文に変換される．そしてこれが例文の x ŏπ(x4)と照合
され，同じ形と判定される．こういうことが，「Aは Aだ」を人間が真と思う過程の実態であろう．

7.3.1.7 恒真観念の格納・抽出と変数・代入

‡ 私たちは「Aは Aだ」という類の恒真観念を沢山持っている．たとえば「兎は兎だ」「犬は
犬だ」「猫は猫だ」等の観念である．ここでは，こういう観念が私たちの脳の中にどのように格納
されていてどのように抽き出されるのかを考える．ただし，生理的あるいは物理的な実態を問おう
と言うのではない．あくまでも，思考機械・人間を心言語・心論理代数系へと抽象した数理心理学
の観点に立って考えるのである．
まず考えられるのは，「兎は兎だ」「犬は犬だ」「猫は猫だ」等の観念が

a ŏπ (a4) b ŏπ (b4) c ŏπ (c4)

等の
、
　相
、
　異
、
　な
、
　る
、
　沢
、
　山
、
　の心言語文として格納されているという可能性である．ただし a, b, c等はそれ

ぞれ「兎」「犬」「猫」等へと表出すべき相異なる単体定数である．しかしこういう可能性は，無い
とは言い切れないものの，大変低いように思われる．相異なる沢山の心言語文を格納しておくの
は，いかにも効率が悪く，こういうものが進化の過程で選び取られたとは考えにくい．
そこで代わりに考えられるのが，単体変数 xから作られる

x ŏπ(x4)

なる恒真心言語文が
、
　一
、
　つ
、
　だ
、
　け格納されているという可能性である（これは，前条で触れた，「Aは

Aだ」を真と判定する際の照合用の例文と同じものであろう）．ただしそうすると，思考機械・人
間には，x ŏπ(x4)を a ŏπ (a4), b ŏπ (b4), c ŏπ (c4)等へと変換する機能がなくてはならない．
私は，この機能を担うものは定理 5.5.23で言及した代入(

x1, . . . , xn

a1, . . . , an

)
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であると考える．つまり，この算法を仮に ρで表すと，

Dom ρ = {f ∈ H | fにおいて xi が ai から自由 (i = 1, . . . , n)}

であり，f ∈ Dom ρに対して次の式が成り立つ．

ρf = f

(
x1, . . . , xn

a1, . . . , an

)
x ŏπ(x4)に代入 (x/a), (x/b), (x/c)等を施せば a ŏπ (a4), b ŏπ (b4), c ŏπ (c4)等が得られる．
従って，x ŏπ(x4)が格納されており，かつ代入算法があれば，実質的には a ŏπ (a4), . . .等の観
念がすべて格納されていることになる．そして代入算法を適用することが，すなわち格納されてい
る観念を抽き出すことに当たる．
以上は，「Aは Aだ」なる観念を題材にしての説明であったが，この他の恒真観念についても同

様である．たとえば，名詞 A, Bと動詞 Fから作られる「Aが Bを F なら Bを Aが F」なる恒真
観念を私たちは持っていると思われるが，A, B, Fを色々に替えて得られるこういう無数の観念は，
単体変数 x, yと用変数 zから作られる唯一つの恒真心言語文(

x ŏk (y ŏl z)
)⇒(y ŏl (x ŏk z))

として格納されていると考えられる（第 7.3.3.2条参照）．そしてそう考えると，心言語に色々な
型の変数のあるわけが始めてよく理解できるのである．
ただし，代入算法は H上の弱論理ではあるが論理ではない．従って，心論理代数系の代数構造

は論理から成るという私の考えからすれば，代入は心論理代数系の算法ではない．代入算法は，格
納されている恒真観念を抽き出す機能に当たるものであり，推論機能に当たるものではないと考え
なければならない．また，観念を抽き出す機能としてあるのは，多数の変数への代入算法ではな
く，一つの変数への代入算法であると考えるのが妥当であろう．そうだとすると，同時代入と逐次
代入の関係についての定理 3.17.4が重要となる．
なお，変数 x, y, zから作られる x ŏπ(x4),

(
x ŏk (y ŏl z)

)⇒(y ŏl (x ŏk z)) 等の心言語文は，後
出の原則 15によれば国語の語としては表出しない．従って，格納されている恒真心言語文は，代
入算法により抽き出されて後に言葉として表出することになる．

7.3.2 限量語を含まない単純な単文―格助詞と用言―
§ ここでは次のような形の元を題材にして，単相格言語と日本語の関係について説明しよう．

a1 ŏk1 (a2 ŏk2 (· · · (an ŏkn f) · · · )) (7.3.4)

定理 5.1.1によれば，(7.3.4)がAに存在するためには，a1, . . . , anが単体元であって fが用元であ
り，かつ k1, . . . , kn が fの格域 Pの相異なる元であることが必要十分である．またこの条件の下
で，(7.3.4)は P − {k1, . . . , kn}を格域とする用元である．しかしこの項では，fが用素元であると
仮定し（表 5.1参照），さらに (7.3.4)が閉元である場合を考える．そうすると，(7.3.2)により

ai ∈ Conε f ∈ ConP

すなわち ai は単体定数で fは用定数である．標題の「単純な」はこのことを指す．
以下 (7.3.4)の読み下し方を，すなわち国語への表出の仕方を説明する．それには，単体定数や

括弧の読み下し方は原則 1, 4で説明済みなので，算号 ŏki (i = 1, . . . , n) と用定数 fの読み下し方
の原則を示せばいい．それは次の通りである．
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原則 5 算号 ŏk (k ∈ K)は格助詞に置き換える．

ただし ŏは便宜上の記号なので，この原則は格 kの読み下し方を示すのだと考えていい (k ∈ K)．

原則 6 用定数は動詞・形容詞・形容動詞の終止形に置き換えるか，または，それら用言の連用形
に完了の意味を表す助動詞「た」を連ねたものに置き換える [9]．

ただしどちらの原則も，第 7.3.1.3条などで述べた色々な但し書き付きのものと考えなければなら
ない．また算号 ŏπには，原則 5と共に原則 2を適用しなければならない．
原則 5と原則 6の正確な意味も原則 1と同様である．つまりまず原則 5は，表出関係によって格

の各々に格助詞が一つ対応していて格の各々が対応する格助詞へと表出することを意味する．同様
に原則 6は，表出関係によって各用定数に動詞・形容詞・形容動詞の一つまたはそれ以上が対応し
ていて各用定数が対応する動詞・形容詞・形容動詞のいずれかへと表出することを意味する．
具体例を示そう．たとえば，n = 2, a1 6= a2, k1 = πだと仮定した上で，原則通りに

a1 →ピーター ŏk1 →が a2 →レタス ŏk2 →を f→食べる (7.3.5)

という置き換えをしてみる．つまり，a1, k1, a2, k2, fがそれぞれ「ピーター」「が」「レタス」「を」
「食べる」へと表出する

、
　と
、
　仮
、
　定
、
　す
、
　る．そうすると，(7.3.4)は「ピーターがレタスを食べる」という

国語文となる（ここでは括弧を取り除いたが，以後は一々断らずにそうする）．また，

a1 →ピーター ŏk1 →は a2 →８時 ŏk2 →に f→寝た (7.3.6)

という置き換えをすれば（この場合，k2 と fは (7.3.5)における k2 と fと同じ記号であっても違
う格と用定数だと考えているのである [10]），(7.3.4)は「ピーターは８時に寝た」という国語文と
なる．また，n = 1, k1 = πだと仮定した上で，

a1 →ピーター ŏk1 →は f→腕白だ
という置き換えをすれば，(7.3.4)は「ピーターは腕白だ」という国語文となる．ただし「腕白だ」
は，「名詞＋だ」ではなく形容動詞とみなす．なお，これらの例に出て来たような，名詞と助辞と動
詞・形容詞・形容動詞の終止形または「連用形＋た」をつなげて出来る国語文を，この項の標題に
掲げたように単文と呼ぶ（学校文法の用語とは異なる）．
原則 6について用定数を用言の終止形と「連用形＋た」のどちらに置き換えるかが決定される

仕組みも，原則 2について ŏπを「が」と「は」のどちらに置き換えるかが決定される仕組みと同
様と考えられる．つまり第 7.3.1.2条で説明した通り，そういう決定は状況を表す用元列 (fi)i∈Iに
よるのである．置き換え (7.3.6)に即して説明すれば，a1 ŏk1 (a2 ŏk2 f)は，(fi)i∈I が「今は８時
より前だ」を意味するなら終止形に置き換えられ，(fi)i∈I が「今は８時より後だ」を意味するな
ら「連用形＋た」に置き換えられるという類の仕組みがあると考えるのである．置き換え (7.3.5)

についても同様である．この置き換えには (7.3.6)と違って「８時」のような時間を表す語が無い
が，状況 (fi)i∈I によっては fは「食べた」として表出し得る．
なおこの考え方では，完了を表す助動詞「た」は，断定を表す助動詞「だ」とは性格を異にする．

原則 3により「だ」が単独の算号の表出であるのに「た」はそうでないからである（第 2.4節参照）．
なお，(7.3.4)の表出中の ai ŏki と fの表出や，(7.3.1)の表出中の a ŏπと b4の表出を文節と

呼ぶ．たとえば a1 ŏk1 (a2 ŏk2 f)の置き換え (7.3.5)による表出「ピーターがレタスを食べる」中
[9]「た」は撥音便とガ行五段のイ音便に連なる場合は「だ」となる．

[10]この種の断り書きは以後は省略する．
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では，a1 ŏk1と a2 ŏk2と fの表出である「ピーターが」と「レタスを」と「食べる」が文節であ
る（これは学校文法に則っている）．第 5.6.1項で∧式などを表記する際に (7.3.4)を (a ŏki)i=1,...,nf

と略記したのは，実は (7.3.4)を「文節分け」したのであった．
次に，第 1.5.2.3条の始めに例としてあげた (1.5.1)から (1.5.5)までの「言葉」がどういう心言
語の元の表出なのかを考える．まず (1.5.1)の「ピーターがレタスを食べる」は，すでに説明した
ように，a1 ŏk1 (a2 ŏk2 f)に置き換え (7.3.5)をしたものと考えられる．次に (1.5.2)の「レタスが
ピーターを食べる」は，やはり a1 ŏk1 (a2 ŏk2 f)に

a1 →レタス ŏk1 →が a2 →ピーター ŏk2 →を f→食べる
なる置き換えをしたものと考えられる．次に，(1.5.3)の「食べるピーターがレタスを」は，会話
で実際に使われた場合は，「食べる」と「ピーターがレタスを」なる二つの文が続いたものとみな
すべきだろう．そしてこの二文は，a1 ŏk1 (a2 ŏk2 f)にそれぞれ

a1 →◯ ŏk1 →◯ a2 →◯ ŏk2 →◯ f→食べる
なる置き換え（◯は空語を表す）と

a1 →ピーター ŏk1 →が a2 →レタス ŏk2 →を f→◯
なる置き換えをしたものと考えられる．残りの (1.5.4)と (1.5.5)については課題としよう．

課題 7.3.2 (1.5.4)の「がピーター食べるをレタス」と (1.5.5)の「とぽちたわへけそみぐあろ」は，
これまで掲げた表出の原則 1 – 6によれば心言語からは表出しない．普通の会話でも，もちろん使
われない．しかしどちらも，口にしようと思えば口にすることができる．このことをどう解釈すべ
きか．

7.3.3 限量語を含まない単純な複文
§ ここでは，Aの元 g, hに算法 ∧,∨,⇒,♢を施して得られる

g∧h g∨h g⇒h g♢ (7.3.7)

なる元を題材にして説明する．第 5.1.3項で説明したことにより，上記四種類の元は g, hが用元で
あれば存在して用元となるが，この項では，g, hが第 7.3.1項で考えた (7.3.1)や第 7.3.2項で考え
た (7.3.4)のような形の単純な閉用元である場合を考える（標題の「単純な」はこのことを指す）．
そうすると定理 3.16.4により，上記四種類の元も閉用元である．

7.3.3.1 「かつ」「または」「なら」「ない」と中継記号「＊」

‡ ここでは (7.3.7)の読み下し方を，すなわち国語への表出の仕方を説明する．それには，g, h
の読み下し方は第 7.3.1.1条と第 7.3.2項で説明済みだから，算号 ∧,∨,⇒,♢の読み下し方の原則
を示せばいい．それは次の通りである．ただしどの原則も，第 7.3.1.3条などで述べた色々な但し
書き付きのものと考えなければならない．また，後で色々な修正や補足を加える．

原則 7 算号 ∧は「＊かつ」に置き換える．
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原則 8 算号 ∨は「＊または」に置き換える．

原則 9 算号⇒は「＊なら」に置き換える．
原則 10 算号 ♢は「＊ない」に置き換える．

ただし，「かつ」「または」「なら」「ない」の頭につけた記号＊の意味は次の通りである．たとえ
ば「食べる」という動詞に「かつ眠る」という語をつなげるときには，私たちは「食べかつ眠る」
というように「食べる」を連用形（言いさし形）に変える．「食べる」を「可愛い」のような形容詞
や「腕白だ」のような形容動詞あるいは「名詞＋だ」に変えた場合も同様である．また，「食べる」
「可愛い」に「または眠る」をつなげるときには，「食べるかまたは眠る」「可愛いかまたは眠る」の
ように「か」を挟む．「腕白だ」に「または眠る」をつなげるときには，「腕白かまたは眠る」のよ
うに「腕白だ」を語幹または名詞部「腕白」に変えて「か」を挟む．また，「食べる」「可愛い」に
「なら眠る」をつなげるときには何もせずにそのままつなげていいが，「腕白だ」に「なら眠る」を
つなげるときには，やはり「腕白だ」を語幹または名詞部に変える．また，「食べる」「可愛い」「腕
白だ」に否定の助動詞「ない」をつなげるときには，「食べる」「可愛い」「腕白だ」を未然形や連用
形に変えて「食べない」「可愛くない」「腕白でない」とする．また，「腕白である」に「ない」をつ
なげるときには，「である」を「で」にかえて「腕白でない」とする．場合によってはまた，「食べ
はしない」「可愛くはない」「腕白ではない」のように，「食べる」「可愛い」「腕白だ」を連用形に
変えると共に「は＋し」や「は」を挟むこともある．また，「食べるのではない」「可愛いのではな
い」「腕白なのではない」のように，「食べる」「可愛い」「腕白だ」を連体形にかえると共に「の＋
で＋は」を挟むこともある．
要するに「かつ」「または」「なら」「ない」は，前につく用言の語尾を色々に変化させたり，そ

の用言との間に他の語を挟んだりという作用を持つ．記号＊はこの作用を表すものである（そこで
＊を中継記号と呼ぶ）．すなわち具体的には，以下のような式が成り立つと考えればいい．

食べる＊かつ眠る＝食べかつ眠る
可愛い＊かつ眠る＝可愛くかつ眠る
腕白だ＊かつ眠る＝腕白でかつ眠る
食べる＊または眠る＝食べるかまたは眠る
可愛い＊または眠る＝可愛いかまたは眠る
腕白だ＊または眠る＝腕白かまたは眠る
食べる＊なら眠る＝食べるなら眠る
可愛い＊なら眠る＝可愛いなら眠る
腕白だ＊なら眠る＝腕白なら眠る
食べる＊ない＝食べない，食べはしない，食べるのではない，等
可愛い＊ない＝可愛いくない，可愛くはない，可愛いのではない，等
腕白だ＊ない＝腕白である＊ない＝腕白でない，腕白ではない，腕白なのではない，等

第 7.3.1.3条などで述べた但し書きに従って「かつ」「または」「なら」「ない」などを同義語に替え
る場合も同様である．たとえば，「かつ」の代わりに接続助詞の「て」を使う方が日本語らしい読
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み下し方であり，実際私たちは「て」を使う場合の方が多いが，その場合は

食べる＊て眠る＝食べて眠る
可愛い＊て眠る＝可愛くて眠る
腕白だ＊て眠る＝腕白で眠る

となる．この場合の中継記号＊は，前の語への作用を表すだけでなく，「飲んで眠る」「腕白で眠る」
におけるように，「て」自身を「で」に変化させたり消滅させたり音便を起こさせたりという作用を
も表す．「かつ」「または」「なら」「ない」の同義語や中継記号＊の作用の種類が実際にどれくらい
あるかを網羅してみせるのは国語学の課題である．なお，これらの式の右辺のように「かつ」「ま
たは」「なら」「ない」や同義語を含む国語文を複文と呼ぶ（学校文法の用語とは異なる）．
なお原則 8に関して，「または」のいわゆる排他性をどう考えるかの問題が生ずるが，これにつ

いては，算号 tについての同様の問題と共に第 7.3.6.7条で説明する．
なおまた原則 10に関して，動詞につながる「ない」を助動詞とし形容詞や形容動詞や「名詞＋

だ」につながる「ない」を形容詞とする文法理論がある．つながり方の形が明らかに異なるから区
別すべしという考え方であろう．しかし数理心理学の観点からは，表面の形に囚われずに

、
　機
、
　能
、
　や
、
　意、

　味
、
　に
、
　注
、
　目
、
　し
、
　て，どの「ない」も同じものとみなすべきである（第 1.5.3項参照）．

7.3.3.2 文節順によらない真偽と用元表出の一般・特殊原理

‡ 第 7.3.2項で例として使った用元 a1 ŏk1 (a2 ŏk2 f)がAに存在すれば，用元 a2 ŏk2 (a1 ŏk1 f)
も Aに存在する．そして置き換え (7.3.5)をすれば，これらはそれぞれ

ピーターがレタスを食べる レタスをピーターが食べる

なる国語文となって表出する．そして私たちは，これらの国語文の真偽は「ピーター」「レタス」
「食べる」が何を意味しようと常に一致すると思う．つまり私たちは，

ピーターがレタスを食べる なら レタスをピーターが食べる
レタスをピーターが食べる なら ピーターがレタスを食べる

なる二つの複文は恒真であると思う．言い換えれば，

Aが Bを F なら Bを Aが F

なる形の複文は，AとBにどんな名詞を入れ Fにどんな動詞を入れても真であると思う．他方，前
条で説明したことから，この複文は(

a ŏk (b ŏl f)
)⇒(b ŏl (a ŏk f))

なる Aの用元の表出である．従って，心言語の意味論と変形論への要請により，この用元は単相
格言語の意味論によって恒真元でなければならない．そして，実際にそうなっている．なぜなら，
問題 5.5.16により

a ŏk (b ŏl f) ≼ b ŏl (a ŏk f)

が成り立ち，次いで定理 5.5.5により，これが

≼
(
a ŏk (b ŏl f)

)⇒(b ŏl (a ŏk f))
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と同等だからである．つまり，第 7.3.1.6条と同様ここまでのところでも，単相格論理学や単相格
言語の変形論は心言語の理論としてうまく出来ている．
なお，ここでの論法により次の一般原理が得られる．すなわち，二つの国語文X, Yの真偽が恒

に一致すると私たちに思われるなら，X, Yへと表出する単相格言語の用元 ξ, ηの真偽も一致しな
ければならない．つまり，ξ � ηが成り立たなければならない．これの成り立つことは，やはり，
単相格論理学や単相格言語の変形論が心言語の理論として妥当なことの証拠になるのである．
この一般原理は，国語文「Xなら Y」と心言語文 ξ⇒ηとに，第 1.4.3項の心言語の意味論への

要請あるいはその裏である第 1.5.2.4条の心言語の変形論への第一要請を適用して得られる．この
第一要請の代わりに，その逆であり同じく第 1.5.2.4条で説明した心言語の変形論への第二要請を
同様に適用すれば，次の原理も得られる．単相格言語の二つの用元 ξ, ηの真偽が一致するなら，そ
れらの表出である国語文X, Yの真偽も恒に一致すると私たちに思われなければならない．ただし
第 1.5.2.4条で説明した通り，第二要請は

、
　比
、
　較
、
　的
、
　簡
、
　単
、
　な用元にだけ適用されるから，この二番目の

原理も ξ, ηが比較的簡単な場合にだけ適用される．そこでこの第二原理を特殊原理と呼ぶ．

7.3.3.3 重複する文節の省略

‡ 単相格論理学や単相格言語のここまでの変形論が妥当である証拠を更に示そう．
私たちは，一般に，一つの文の中に同じ言葉を繰り返すのを嫌う．たとえば，

ピーターは穴に住ん で ピーターはレタスを食べる

という意味のことを言おうとする場合，重複している「ピーターは」という文節の一つを省略して，

ピーターは穴に住ん で レタスを食べる

のように言う．これは伝達効率を上げることを目的とした行動であろうが，こういう行動が社会で
許されるのは，もちろん，「ピーターは」を省略しても文の真偽が変わらないからである．つまり
私たちは，この二つの国語文の真偽は一致すると思う．
そうすると，さっき述べた一般原理により，これらの国語文へと表出する心言語の用元 ξ, η の
真偽も一致しなければならない．そして実際そうなっている．なぜなら，例 5.2.1と第 5.5.4項で
の説明により，a ∈ Conε, P, Q ∈ PK, π ∈ P ∩Q, f ∈ AP, g ∈ AQ のとき

a ŏπ (f∧g) � (a ŏπ f)∧(a ŏπ g)

が成り立ち，従って，f = b ŏk f ′, g = c ŏl g ′ とすれば

a ŏπ
(
(b ŏk f ′)∧(c ŏl g ′)

)
�
(
a ŏπ (b ŏk f ′)

)
∧
(
a ŏπ (c ŏl g ′)

)
が成り立つ．そして，これまでに示した読み下し方の原則に従って次の置き換えをすると，この恒
真式の両辺が冒頭に掲げた二つの国語文になるのである．

a→ピーター b→穴 c→レタス (原則 1)

ŏπ→は ŏk→に ŏl→を (原則 2, 原則 5)

f ′ →住む g ′ →食べる (原則 6)

∧→＊て (原則 7)

「∧」と「＊て」をそれぞれ「∨」と「＊または」に替えても事情はまったく同様である．

問題 7.3.4 「ピーターは兎である かまたは 兎でない」について同様の考察をせよ．
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7.3.4 限量語を含む文
§ ここでは，(7.3.1)と (7.3.4)における算号 ŏπと ŏkiを λπと λiki (λ, λ1, . . . , λn ∈ Q)に変え
て得られる次のような形の元を題材として説明する．

aλπ (b4) (7.3.8)

a1 λ1k1 (a2 λ2k2 (· · · (an λnkn f) · · · )) (7.3.9)

第 5.1.3項で説明したことにより，(7.3.8)がAに存在するためには a, bが体元であることが必要十
分であり，この条件の下で (7.3.8)は文となる．また，(7.3.9)がAに存在するためには，a1, . . . , an
が体元であって fが用元であり，かつ k1, . . . , knが fの格域 Pの相異なる元であることが必要十分
であり，この条件の下で，(7.3.4)は P− {k1, . . . , kn}を格域とする用元である．しかしこの項では，
(7.3.8)における a, bと (7.3.9)における a1, . . . , an は単体元であると仮定する．また，(7.3.9)に
おける fは，第 7.3.1項で考えた (7.3.1)や第 7.3.2項で考えた (7.3.4)や第 7.3.3項で考えた (7.3.7)

のような形の用元であると仮定する．さらに，(7.3.8)と (7.3.9)が閉元である場合を考える．そう
すると，(7.3.2)により a, b, a1, . . . , an は単体定数であり，fは閉用元である．
なお以下の説明は，第 2.3節で「限量語の正しい扱い」と題して説明したことと密接不離に関係

する．読者は，あらかじめその節をじっくり復習してから以下の説明を読んでほしい．

7.3.4.1 「すべて」と「少なくとも一つ」

‡ (7.3.8)や (7.3.9)の読み下し方（＝国語への表出の仕方）を説明するには，他の記号の読み下
し方は説明済みだから，λkの読み下し方を説明すればいい (λ ∈ Q, k ∈ K)．それにはまた，λと
k個々の読み下し方を説明すればいい．しかし，第 7.3.2項で算号 ŏkの読み下し方の原則 5を説
明したときに注意した通り，ŏは便宜上の記号に過ぎないので，原則 5は格 kの読み下し方を示す
ものとみなしていい．従ってここでは，λ ∈ Qの読み下し方だけを説明すれば済む．
さてそうすると，単相格言語の一般的定義においては，Q = ¬P ∪Pであり，Pは Pの区間包

または閉区間包であり，¬P = {¬p | p ∈ P}はPの複製で ¬P ∩P = ∅なるものであった．また，
Pは Aの限量系であり，これはすなわち，第 3.32.1項で定義した量系で P 6= {0}なるものであっ
た．そこでまず，PとPを然るべく特殊化して置く必要がある．ここでは，Pは最大元∞を持ち，
Pは Pの区間包であると仮定する．なお，第 3.32.1項で示したように，任意の量系 Sに最大元を
付加して量系 S∞を作ることができる．また，任意の量系 Sの任意の区間 [0,m]と同順の（従って
最大元を持つ）量系 Sm を作ることができる．
さて，λ ∈ Qとすれば，ある p ∈ Pに対して λ = ¬pと λ = pのどちらかが成り立つ．pは一般
には Pの有限個の区間の和であるが，単独の区間である場合が特に重要である．そして単独の区
間には，下方区間と上方区間と真正区間の三通りがある．ただし，P自身と ∅とだけは下方区間で
あってかつ上方区間である [11]．
以上を踏まえて λ ∈ Qの読み下し方の原則を述べよう．ただし，例によって色々な但し書きが
あり，後で色々な補足・修正を加える．しかし，第 7.3.1.3条などで述べた類の但し書きは繰り返
さない．

原則 11 p ∈ Pなら，¬pは逆限語に置き換え，pは順限語に置き換える．

[11]P = [0→) = (←∞], ∅ = (∞→) = (←0)
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原則 12 pが下方区間 ( 6= P, ∅)なら，¬pと pは上限語に置き換える．特に 0 = ¬(←0]は「すべ
て」を意味する語に置き換える．

原則 13 pが上方区間 ( 6= P, ∅)なら，¬pと pは下限語に置き換える．特に 0 = (0→)は「ゼロで
ない」を意味する語に置き換える．また，[∞→)は「数知れない」を意味する語に置き換える．

原則 14 pが真正区間なら，¬pと pは両限語に置き換える．特に p = {p} = [pp] (P 3 p 6= 0,∞)

は数詞に置き換える

これらの原則によれば算号 λkは限量語と格助詞をつなげたものに置き換えることになるが，つ
なげる順序は，必ずしも，算号 λkの書き方の通りに限量語を前にし格助詞を後にしなくてもいい．
第 2.3.2項で指摘した通り，格助詞「が」「を」の場合は，「が」「を」を前にする方が日本語らしい
読み下し方である．また，限量語が「どれも」「どれか」「どこも」「どこか」のような連語の場合
は，格助詞を「どれ」「どこ」と「も」「か」の間に挟んでもいいし，挟まなければならないことも
ある．また，国語においては，「すべて」や「ゼロでない」を意味する限量語を普通の会話で使う
ことはむしろ少ない．つまり，0, 0は空語に置き換えるのが普通の読み下し方である（第 7.3.1.2

条の但し書きや後出の問題 7.3.9参照）．
なお，原則 13における「ゼロでない」は，個数については「少なくとも一つ」と同義である．標
題に「少なくとも一つ」と書いたのはこのことによる．
原則 12, 13で p = 0, 0なる場合について，具体例によって説明しよう．慣例に従って，0, 0はそ

れぞれ ∀, ∃で表す．
対照のために，(7.3.9)の特別のものである次の三つの用元を合わせて考える．

a ŏπ (b ŏk f) (7.3.10)

a ∀π (b ŏk f) (7.3.11)

a ∃π (b ŏk f) (7.3.12)

そして a, π, b, k, fは，前項までに示した原則に従って次のように置き換える．

a→
ジョン · · · (7.3.10)において
少年 · · · (7.3.11), (7.3.12)において

π→が b→メアリ k→を f→好く
(7.3.13)

∀, ∃は，原則 12, 13に従って次のように置き換える．

∀→すべて ∃→幾人か (7.3.14)

そうすると，(7.3.10), (7.3.11), (7.3.12)はそれぞれ次の国語文となる．

ジョンがメアリを好く
少年すべてがメアリを好く
少年幾人かがメアリを好く

(7.3.15)

問題 7.3.5 a ŏk (b ŏπ f), a ∀k (b ŏπ f), a ∃k (b ŏπ f)を次の置き換えによって適当に読み下せ．

a→夜 k→に b→鈴虫 f→鳴く
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なお，(7.3.13)において aを「ジョン」と「少年」の二通りに読み分けたが，これは別に必要な
ことではない．(7.3.11), (7.3.12)において「a→ジョン」という置き換えをしても構わない．こう
置き換えると，たとえば (7.3.11)は「ジョンすべてがメアリを好く」という国語文となるが，これ
は別に不合理な文ではない．不合理だと思った人がいるとすれば，それは恐らく，「ジョン」という
言葉が

、
　唯
、
　ひ
、
　と
、
　り
、
　の人物を指すと思ったからだろう．そして，なぜそう思ったかといえば，「ジョン」

というのが英米人のありふれた名前だからであろう．しかし，「ジョン」が人名であると決まってい
るわけではないし，人名だとしても，「ジョン」という名の人は世界中に沢山いる．「メアリ」につ
いても同様である．人ではないジョンという名の何かがすべてメアリを好く，あるいはジョンとい
う名の人がすべてメアリを好くという意味にとれば不合理ではない．「ジョンがメアリを好く」が
不合理でなく「ジョンすべてがメアリを好く」が不合理だと思うのは，「ジョン」が唯ひとりの人物
を表すという知識を持っている場合に限る．そういう知識がなければ，「ジョン」という

、
　言
、
　葉
、
　だ
、
　けを

見てそれが固有名詞かどうかを云々することができないからである．
言語研究者も，

、
　言
、
　語
、
　だ
、
　け
、
　を論じていては「固有名詞」という概念を定義することができない．し

かし，言語を論ずるのでなく言語が表現する世界の物を論ずるなら，その物が「固有物」であるか
どうかどうかを云々することは確かにできる．問題 5.2.23において，単相格世界Wの個実在とい
う概念を定義した．これはすなわち，W の基底Wε の元 aであって a ∃ xをみたす x ∈ Wε が a

に限るものを指す．この個実在が「固有物」に相当する．問題 5.2.23に記したことから，個実在
aと事態 gに対して a ŏπ g, a ∀πg, a ∃πgが定義されるとき，これらはすべて等しい．従ってま
た，g = b ŏk fであれば

a ŏπ (b ŏk f) = a ∀π (b ŏk f) = a ∃π (b ŏk f) (7.3.16)

が成り立つ．これは，単相格言語Aではなく単相格世界Wの元についての式であるが，これらの
元をさっきのAの元と同様に読み下すと，この式の意味を理解しやすい．ただし，(7.3.13)とは少
し違えて，aはどれも「ジョン」に置き換える．そうすると，(7.3.16)は次のようになる．

ジョンがメアリを好く＝ジョンすべてがメアリを好く＝ジョン幾人かがメアリを好く

つまり，「ジョン」が単相格世界の個実在なら，「ジョンがメアリを好く」という事態も「ジョンすべ
てがメアリを好く」という事態も「ジョン幾人かがメアリを好く」という事態も，同一の事態なの
である．これはそうあって然るべきことであり，その然るべきことが単相格世界で成り立つのは，
単相格世界の定義がうまく出来ていることの証拠の一つである．

問題 7.3.6 次の四つの表現はどういう意味にとれるか．課題 7.3.1と対比させて考えよ．

1. 野菜はすべて好物だ

2. 野菜すべてが好物だ

3. 好物はすべて野菜だ

4. 好物すべてが野菜だ

7.3.4.2 {John, Every boy, A boy} loves Mary

‡ (7.3.10), (7.3.11), (7.3.12)が英語にはどう表出するかを考えるのも興味深い．ただし第 7.3.1.1

条で注意したように，英国人の心言語における算号や算法の表現形式が日本人の心言語におけるも
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のと異なるために，(7.3.10), (7.3.11), (7.3.12)は，英国人の心言語においてはそれぞれ

πŏ(a, f kŏ b) (7.3.17)

π∀(a, f kŏ b) (7.3.18)

π∃(a, f kŏ b) (7.3.19)

となっている．つまり，まず算号 λkは，英国人の心言語では前後が入れ替わって kλとなる (λ ∈
{ŏ} ∪Q, k ∈ K)．また，代数系の二項算法 αを元 x, yに施したものは，α(x, y), x αy, (x, y)αな
どの形や，さらに x, yの順番を入れ替えた形などの色々な形に書くことができるが，算法 λπは，
日本人の心言語では xαyの形に表現され，英国人の心言語では α(x, y)の形に表現される．これ
に対し算法 λk (k 6= π)は，日本人の心言語ではやはり xαyの形に表現されるが，英国人の心言
語では x, yが入れ替わって yαxの形に表現される．従って，日本人の心言語では aλπgの g に
b ŏk fを代入して aλπ (b ŏk f)が出来るのに対応して，英国人の心言語では πλ(a, g)の gに f ŏk b
を代入して πλ(a, f ŏk b)が出来るのである．

問題 7.3.7 日本人の心言語の元 aλπ
(
bµk (c νl f)

)は英国人の心言語ではどうなるか．
英国人の心言語の表出の原則も日本人のそれに準ずると考えていい．ただし格は，日本人の場合

は格助詞すなわち後置詞として表出するが，英国人の場合は前置詞（句）として表出する．そして
英国人の場合は，πおよび「を」に相当する格（これを仮に「を」格と呼ぶ）は空語○として表出
する（πが○として表出することは第 7.3.1.1条で既に述べた）．そこで，a, π, b, k, fに

a→
John · · · (7.3.17)において
boy · · · (7.3.18), (7.3.19)において

π→○ b→ Mary k→○ f→ loves

∀→ every ∃→ a

なる置き換えをしてみる．そうすると，(7.3.17), (7.3.18), (7.3.19)はそれぞれ次の英文となる．

John loves Mary Every boy loves Mary A boy loves Mary

これはすなわち，第 2.3節冒頭に掲げた三つの英文に他ならない．これらをそこに掲げたのは，一
階述語言語が自然言語の意味を表すのに適していないのを示すためであった．つまり，これらの英
文を一階述語言語で表すと，もとの英文の間にある形態と意味の類似性が失われてしまう．そうい
う趣旨であった．これに対し単相格言語では，(7.3.17), (7.3.18), (7.3.19)がこれらの英文

、
　を
、
　表
、
　現
、
　す、

　る（正確には「を表現する」のではなく「として表出する」であるが）．そして (7.3.17), (7.3.18),

(7.3.19)は，形態上はもちろん，意味の面でももとの英文の間の類似性を保っている（そのことは
単相格世界における算法 ŏk, ∀k, ∃k の定義や以下の説明を見れば分かる）．これも，単相格論理
学が妥当であるという証拠の一つである．ただし単相格論理学は，あくまでも思考機械・人間と認
識の対象世界の構造と関係を記述するためのものであり，言語を表現するためのものではない．
ちなみに，(7.3.17), (7.3.18), (7.3.19)に置換 (7.3.13), (7.3.14)を行なえば，国語文から程遠い次
のような代物が出来上がる（「love」を「好く」と訳したというわけではない）．

が ジョン 好く を メアリ
がすべて 少年 好く を メアリ
が幾人か 少年 好く を メアリ

(7.3.20)



第 7章 格言語と日本語 677

つまり，日本人が (7.3.15)のように考えているところを，英国人は (7.3.20)のように考えているこ
とになる（日本人に英語の習得が難しいのは当然に思えてくる）．
要するに日本人と英国人の間には，心言語という代数系の算号と算法との表現形式の違いがあり，

日本語と英語という言語の違いは，この表現形式の違いを反映しているのだと考えられる．英国人
以外の外国人と日本人の間にもこの種の違いがあるであろう．「すべての少年」とか「幾人かの少
年」という言い方，あるいは第 2.3.2項で引用した堀辰雄の文章にある「多くの少女」とか「幾た
りかの少女」という言い方は，こういう

、
　思
、
　考
、
　機
、
　械
、
　内
、
　部
、
　の表現形式の違いに気づくことなく（容易に

気づくべくもないが）漢語や欧米語の表面を真似て，たとえば (7.3.20)における「すべて 少年」「幾
人か 少年」を「すべての少年」「幾人かの少年」に変えて，輸入した語法なのであろう．

7.3.4.3 三段論法と用元表出のもう一つの一般原理

‡ 単相格論理学や単相格言語のここまでの変形論が妥当である証拠を更に示そう．
私たちは次の国語文を恒真だと思う．

ジョンが少年であり かつ 少年すべてがメアリを好く なら ジョンはメアリを好く

つまり，「ジョン」「少年」「メアリ」「好く」が何を指そうとこの文は真であると思う．そうすると，心言
語の意味論と変形論への要請により，この国語文へと表出する用元は単相格言語の意味論によって恒真
元でなければならない．そして実際そうなっている．なぜなら，c ∈ Aε, a ∈ G, π ∈ P ∈ PK, g ∈ AP
のとき，まず定理 5.5.10により

c ŏπ a4, a ∀πg ≼ c ŏπ g

が成り立ち，次いで定理 5.5.5により次の式が成り立つ．

≼
(
(c ŏπ a4)∧(a ∀πg)

)⇒(c ŏπ g)

従ってこれに g = b ŏk fを代入すれば，

≼
(
(c ŏπ a4)∧

(
a ∀π (b ŏk f)

))⇒(c ŏπ (b ŏk f))
が成り立つ．そして，前条までに説明した読み下し方の原則に従って次の置き換えをすると，この
恒真式の右辺が冒頭に掲げた国語文になるのである．

a→少年 b→メアリ c→ジョン (原則 1）
4→である (原則 3）
π→が，は k→を (原則 2, 5）
f→好く (原則 6）
∧→＊かつ ⇒→＊なら (原則 7, 9）
∀→すべて (原則 12）

なお，ここでの論法により次の一般原理が得られる．すなわち，国語文 F1, . . . ,Fn,Fから得ら
れる「F1 かつ . . .かつ Fn なら F」なる国語文を私たちが恒真と思う場合，F1, . . . ,Fn,Fへと表
出する単相格言語の用元 f1, . . . , fn, f について f1, . . . , fn ≼ fが成り立たなければならない．これ
の成り立つことは，やはり，単相格論理学や単相格言語の変形論が心言語の理論として妥当なこと
の証拠になるのである．
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問題 7.3.8 同様の考察を「8月 15日は夏で，夏はいつも暑い，とすれば 8月 15日は暑い」なる
国語文について行なえ．

問題 7.3.9 限量語の省略に注意しつつ，次の国語文について同様の考察を行なえ．

1. ジョンが少年で，ジョンがメアリを好く，とすれば少年少なくとも一人がメアリを好く

2. 数学者が科学者で，科学者は自然を研究する，とすれば数学者は自然を研究する

3. ペットは動物で，ペット何匹かが座敷で暮らす，とすれば動物何匹かは座敷で暮らす

4. 力士幾人かがハワイ人で，ハワイ人は英語を話す，とすれば力士幾人かは英語を話す

5. 力士幾人かがハワイ人なら，ハワイ人幾人かが力士である

7.3.4.4 「すべて」と「少なくとも一つ」が絡む文節順変更

‡ 私たちは，また，次の国語文を恒真だと思う．

少年すべてがメアリを好く なら メアリを少年すべてが好く

そうすると，さっき得られた一般原理により，

少年すべてがメアリを好く メアリを少年すべてが好く

という二つの国語文へと表出する用元 ξ, η は ξ ≼ ηをみたさなければならない．そして実際そう
なっている．なぜなら，問題 5.5.16に記したことから，a ∈ G, b ∈ Aε, λ ∈ {ŏ}∪Q, P ∈ PK, k, l ∈
P, k 6= l, f ∈ AP のとき，

aλk (b ŏl f) � b ŏl (aλk f)

が成り立つ．そして，この式の両辺において λ = ∀, k = πとしてから然るべく置き換えをすれば
上記二つの国語文となるからである．このこともやはり，単相格論理学や単相格言語のここまでの
変形論が妥当であることの証拠である．

問題 7.3.10 同様の考察を次の国語文について行なえ．ただし，この中には真でないものが含まれ
ている．

1. メアリを少年すべてが好く なら 少年すべてがメアリを好く

2. 少年幾人かがメアリを好く なら メアリを少年幾人かが好く

3. メアリを少年幾人かが好く なら 少年幾人かがメアリを好く

4. 少年すべてが少女すべてを好く なら 少女すべてを少年すべてが好く

5. 少年幾人かが少女すべてを好く なら 少女すべてを少年幾人かが好く

6. 少年すべてが少女幾人かを好く なら 少女幾人かを少年すべてが好く

7. 少女幾人かを少年幾人かが好く なら 少年幾人かが少女幾人かを好く
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7.3.4.5 全体の否定と部分の否定

‡ 私たちは次の二つの国語文の真偽は逆であると思う．

社員すべてが男だ 社員幾人かが男でない

つまり，一方の否定と他方とは真偽が一致する．そこで，「社員すべてが男だ」の否定文は「社員す
べてが男なのではない」であるとしよう．そうすると，「社員すべてが男なのではない」と「社員幾
人かが男でない」は真偽が一致する．従って，単相格言語の意味論と変形論が要請に応えるために
は，この二つの国語文へと表出する用元 ξ, η が ξ � ηをみたさなければならない．そして，実際
にそうなっている．なぜなら，a ∈ G, p ∈ P, k ∈ P ∈ PK, f ∈ AP のとき，定理 5.2.8により

(apk f)♢ � apk (f♢)

が成り立ち，特に p = 0, k = π, f = b4とすれば(
a ∀π (b4)

)♢ � a ∃π
(
(b4)♢

)
が成り立つ．そして，これまでに示した読み下し方の原則に従って次の置き換えをすれば，この恒
真式の両辺が「社員すべてが男なのではない」と「社員幾人かが男でない」になるからである．

a→社員 b→男 π→が 4→だ ♢→＊ない ∀すべて ∃→幾人か
ただし，�の左側の4)

)♢に対応する「だ＊ない」は「なのではない」と読み下し，右側の4)♢

に対応する「だ＊ない」は「でない」と読み下さなければならない（二様の読み下しの先頭の「な」
「で」は「男だ」の「だ」の活用形である）．つまり，「（な）のではない」は「社員すべてが男だ」
なる文全体の否定を表し，「（で）ない」は「社員幾人かが男だ」の一部である「男だ」の否定を表
す．国語にはこのように，文全体を否定する語と文の一部を否定する語の区別がある．
しかし，この区別はあまりはっきりしない．たとえば，「社員すべてが男ではない」という言い方
もあるが，これの「（で）はない」が「社員すべてが男だ」全体の否定であるのか，それとも「男
だ」の否定であるのかは，はっきりしない．つまり，「社員すべてが男ではない」が (

a ∀π (b4)
)♢

の表出なのか a ∀π
(
(b4)♢

)の表出なのかがはっきりしない．「社員すべては男でない」という言い
方もあるが，これが何を意味するのかもはっきりしない．係り助詞の「は」を使った否定表現の意
味は，一般に曖昧のように思われる．
国語の否定表現は，曖昧なだけでなく，十分な量が備わっていない．a ∀k (b ∀l f)なる用元を例
にとって説明しよう．この用元の全体や一部に算法 ♢を適用すると，(

a ∀k (b∀l f)
)♢ a ∀k

(
(b ∀l f)♢

)
(7.3.21)

a ∀k
(
b∀l (f♢)

)
(7.3.22)

なる三種類の用元が出来る．これらから括弧を取り去ればすべて同じものになるから，♢の置き換
え方を変えるか括弧の痕跡を残さない限り，同じ国語文として表出する．もとの用元が異なるのに
表出の上で区別されなければ，心伝達の面などで支障が出る．それは困った事態のはずであるが，
これらをはっきり区別するための語法は十分には発達していない．
定理 5.2.8によれば，(7.3.21)の二つの用元はそれぞれ次の用元と真偽が一致する．

a ∃k
(
b∃l (f♢)

)
a ∀k

(
b ∃l (f♢)

)
(7.3.23)
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そして，諸原則通りに

a→少女 b→少年 f→好く
などの置き換えをすれば，(7.3.23)の二つの用元と (7.3.22)はそれぞれ次の国語文となる．

少女幾人かが少年幾人かを好かない 少女すべてが少年幾人かを好かない
少女すべてが少年すべてを好かない

これらの国語文の意味の違いはよく分かる．そしてその意味の違いは用元 (7.3.21), (7.3.22)の間の
違いを反映している．しかしこの違いは，(7.3.21), (7.3.22)そのものの表出においてははっきりと
区別されない．つまり国語には，そういう区別をするための語法が十分に備わっていない．
また，思考機械・人間には，(7.3.21)の二つの用元を，それと真偽が一致する (7.3.23)の二つの

用元に変換する推論能力も乏しいように思われる．これは，大学初年次の数学教育の経験から得た
私の感想である．大学以降の数学を理解する際には，(7.3.21)を (7.3.23)に変換する類の推論が必
要になることが多い．たとえば， lim

x→a f(x) 6= bを ε-δ式に表現する場合や，一次独立・一次従属の
概念を理解するときに，そういうことが必要になる．しかしそういう推論能力は，理科系の，しか
も優秀と目される学生にさえ十分には備わっていないように感ぜられる．
以上のことは，どれも，(7.3.21)の二つの用元を区別したり違いをはっきり伝達し合うことが，
人間の生存のためには余り重要でなかった，少なくとも日本人の普通の生活のためには余り重要で
なかったことを示すのだと思われる．

7.3.5 文から作られる複雑な体言「～もの」と「～こと」
§ここではAの gΩxなる形の元を題材にして説明する．第 5.1.3項で説明したことにより，こ
ういう元がAに存在するためには gが文であることが必要十分であり，この条件の下で gΩxは複
体元である．しかしこの項では，gは (7.3.1)または (7.3.4)なる形のものとし，(7.3.1)における b

は単体元とし，(7.3.4)における fは用素元とする（表 5.1参照）．また，これまで通り gΩxが閉
元の場合を考える．そうすると，(7.3.2)が成り立って定理 3.16.4により gに自由に現れる変数は
x以外にないから，(7.3.1)と (7.3.4)における a, b, a1, . . . , an は xに等しいか単体定数かであり，
(7.3.4)における fは用定数である．
こういう gΩxの読み下し方（＝国語への表出の仕方）は次の二原則に従う．

原則 15 変数および変数に適用され変数に後置された算号は空語に置き換える．

原則 16 文 gに適用された算号Ωxは，gに xが自由に現れる場合は「物・者」を意味する「＊も
の」に置き換え，gに xが自由に現れない場合は「＊こと」に置き換える．

ただし「もの」と「こと」の頭につけた記号＊は，第 7.3.3.1条と同様の中継記号であり，直前に
つく活用語の活用語尾を連体形に変える

、
　な
、
　ど
、
　の作用を表す（「などの」としたわけは直ぐ後で分か

る）．ただしまた，算号Ωxを成す二つの記号Ωと xのうち，本質的なものは xであり，Ωは算
号としての xを変数としての xと区別するための便宜上の記号に過ぎない．従って原則 16は，算
号としての xの読み下し方の原則とみなすことができる．
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7.3.5.1 「兎であるものは」と体元表出の一般原理

‡ ここでは g = x ŏπ b4 (b 6= x)なる特別な場合の gΩx，すなわち

(x ŏπ b4)Ωx b ∈ Conε (7.3.24)

なる複体元について説明する．ただし b ∈ Conε となるのは，bが単体元で gΩxが閉元の場合を
考えるとしていたからである．こういう元の読み下し方については，まず xと ŏπは原則 15によ
り空語に置き換える．また，x ŏπ b4には xが自由に現れているから，Ωxは原則 16により「＊
もの」に置き換える．その他に，第 7.3.1.1条で示した原則にも従わなければならない．
具体例で説明しよう．諸原則通りにたとえば

b→兎 4→だ，である，です Ωx→＊もの
と言う置き換えをすれば，(x ŏπ b4)Ωxは

兎だ＊もの 兎である＊もの 兎です＊もの

という体言となる．ただしもちろん，「兎であるもの」だけが日本語らしい言い方である．従って
「もの」の頭につく中継記号＊は，前に付く語が「だ」「です」「である」の場合は，これらを連体
形に変えるのではなく，「だ」「です」を「である」に替え「である」は替えないという作用を持つ
ことになる．
さて，「兎であるもの」とは「兎」に他ならない．つまり私たちにとっては，

兎であるものは皆 兎である 兎は皆 兎であるもの である

なる二つの国語文は恒真である．そうすると，心言語の意味論と変形論への要請により，これらの
国語文へと表出する用元は単相格言語の意味論によって恒真でなければならないが，実際そうなっ
ている．定理 5.5.17系 2により

(x ŏπ b4)Ωx ' b

が成り立ち，これは補題 5.5.2により，二つの心言語文(
(x ŏπ b4)Ωx

)
∀πb4 b∀π

(
(x ŏπ b4)Ωx

)
4

が恒真であることと同等であり，これらがこれまでに説明した表出の原則によってさっきの二つの
国語文へと表出するからである．そしてこのことも，単相格論理学や単相格言語のここまでの変形
論が妥当であることの証拠である．
なお，いまの論法により次の一般原理が得られる．すなわち，国語における体言X, Yの意味が

同じであると私たちに思われるなら，X, Yへと表出する心言語の体元 ξ, ηの範囲が等しくなけれ
ばならない．つまり，ξ ' ηが成り立たなければならない．これが成り立つことは，やはり，単相
格論理学や単相格言語の変形論が心言語の理論として妥当なことの証拠になるのである．

7.3.5.2 One that Peter is

‡ ここでは g = a ŏπ x4 (a 6= x)の場合の gΩx，すなわち

(a ŏπ x4)Ωx a ∈ Conε (7.3.25)
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なる複体元について説明する．ただし a ∈ Conε となるのは，この節冒頭で gΩxが閉元の場合を
考えるとしていたからである．
まず国語への表出の仕方（＝読み下し方）であるが，(a ŏπ x4)Ωxは言葉としては表出しない．

言い換えれば，日本語には (a ŏπ x4)Ωxという概念 [12]を表す言葉がない．
仮にそういう言葉 Cがあるとしてみよう．定理 5.5.16により，任意の単体定数 bに対して

b ŏπ
(
(a ŏπ x4)Ωx)4 � a ŏπb4 (7.3.26)

が成り立つ．従って，第 7.3.3.2条に記した特殊原理に照らして，(7.3.26)の両辺の表出先の国語
文は，真偽が一致するものと私たちに感ぜられなければならない．(7.3.26)の両辺とも比較的簡単
であるから，ここで特殊原理を使うのは妥当であろう．そこで，単体定数 a, bをそれぞれ名詞 A,

Bに置き換え，(a ŏπ x4)Ωxを Cに置き換えれば，(7.3.26)の両辺はそれぞれ「Bは Cだ」「Aは
Bだ」なる国語文となる．従ってこの二文は，Bがどんな名詞であっても真偽が同じであると私た
ちに感ぜられなければならない．しかしそういう言葉 Cは国語には見当たらないのである．
国語ではそうだが，外国語では必ずしもそうではない．そのことを，英語を例にとって説明しよう．
まず第 7.3.1.5条で説明したように，英国人の心言語においては，gすなわち a ŏπ x4は πŏ(a,4x)
なる形に表現される．また，算号Ωxは xΩと変わり，gΩxは xΩgなる形に表現される．その結
果 (a ŏπ x4)Ωxは

xΩπŏ(a,4x) (7.3.27)

なる形に表現される．そしてこれの英語への表出の仕方については，原則 15によれば，変数 xは
空語に置き換える．また算号 4は，変数 xに適用されてはいるが変数に後置されていないから，
原則 15と前掲の原則により「be (am, are, is, was, were)」に置き換える．他方原則 16によれば，
xΩは「もの（物・者）」を意味する言葉，たとえば「one」に置き換えることになるが，次の原則
を特別に付け加える．

� gに xが自由に現れる場合は「one」に関係代名詞「that」を後置させ，gに xが自由に現れ
ない場合は「one」に接続詞の「that」を後置させる

ただし接続詞の「that」とは，たとえば「I know that Peter lives in the house」のように使われる
「that」を指す．これに対し，「I know the house that Peter lives in」のように使われる「that」は
関係代名詞である．英国人の場合は，日本人には無いこういう特別の表出原則のお陰で，すなわち
英語に関係代名詞があるお陰で，(7.3.27)のような概念を言葉で表すことができるのである．つま
り，今は g = πŏ(a,4x)には xが自由に現れているから，xΩは「one」に関係代名詞「that」を
後置させた「one that」に置き換える．そこでその他の前掲の原則にも従って

xΩ→ one that πŏ→◯ a→ Peter 4→ is x→◯
と置き換えれば，(7.3.27)は

One that Peter is

となる．つまり「that」は，関係詞節中の be動詞「is」の補語の役割を演じている．「that」の同
様の用例を研究社英和中辞典から拝借して挙げれば「Like the artist that he is，he does every

thing neatly」「Fool that I am」などがあり，太字部が「that Peter is」に類似している．なお，
(7.3.26)は英国人の心言語については

πŏ
(
b,4

(
xΩπŏ(a,4x)

))
� πŏ(a,4b)

[12]この「概念」は第 7.1 節で定義したものを指す．
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なる式となるが，この式の両辺は，前掲の原則に従ってさらに bを「a rabbit」に置き換えれば，こ
れまでに説明した英語への表出の原則によれば「A rabbit is one that Peter is」「Peter is a rabbit」
となる．前者はよい文章ではなかろうが両者の真偽あるいは論理的意味は同じであろう（本当のと
ころは native speakerの判断を仰がなければ分からない）．

7.3.5.3 「誰もがそれをするとすれば」

‡ ここでは g = x ŏπ x4の場合の gΩx，すなわち

(x ŏπ x4)Ωx (7.3.28)

なる複体元について説明する．この複体元は，問題 5.5.7により閉全包元であるから，慣例に従っ
て oneでも表す．
これの表出の仕方は既出の原則から分かる．原則 15により，(x ŏπ x4)Ωxにおける x, ŏπ, 4
は空語に置き換える．従って原則 16と合わせて，oneは「もの」を意味する語に置き換えること
になる．
何はともあれ，具体例で説明しよう．そこで，たとえば

one λk (b ŏl f) (7.3.29)

なる用元において，まず λ = ∀, l = πと仮定して，諸原則通りに

one→もの λ→すべて k→に b→それ l→が f→有る
という置き換えをすれば，

ものすべてにそれが有る
という国語文になり，次に λ = ∀, k = πと仮定して，

one→ひと λ→誰も k→が b→それ l→を f→する
という置き換えをすれば，

ひと誰もがそれをする
という国語文になる．つまりここでは，「もの」を意味する語として「ひと」を選んである．さら
に，λだけ ∃に替えて「λ→誰か」という置き換えをすれば，次の国語文になる．

ひと誰かがそれをする

ただし，私たちは普通こういう言い方をしない．「もの」「ひと」を省略して「すべてにそれが有る」
「誰もがそれをする」「誰かがそれをする」と言うのが普通である．この例から窺えるとおり，国語
においては，oneは空語として表出することが多い（第 7.3.1.2条など参照）．
さて，私たちは次の国語文は恒真であると思う．

誰もがそれをするとすれば彼もそれをする

そうすると，心言語の意味論と変形論への要請により，この国語文へと表出する用元は単相格言語
の意味論によって恒真でなければならない．そして実際にそうなっている．なぜなら，定理 5.5.21

などにより，任意の a ∈ Aε と k ∈ P ∈ PK, g ∈ AP なる任意の k, gに対して

(one∀kg)⇒(a ŏk g)
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は恒真元である．従って k = π, g = b ŏl fとすれば，(
one∀π (b ŏl f))⇒(a ŏπ (b ŏl f))

が恒真元であることが分かり，これを然るべく読み下せばさっきの国語文になるのである．そして
このことも，単相格論理学や単相格言語のここまでの変形論が妥当であることの証拠である．

7.3.5.4 {Every, Some}one loves Mary

‡ 閉全包元 one = (x ŏπ x4)Ωxが英語にはどう表出するかを考えると興味深い．
(7.3.29)で k = πなる場合に即して考えよう．ただし，第 7.3.4.2条などで説明した次第により，

この元は英国人の心言語においては

πλ
(
one, (f ŏl b)

)
(7.3.30)

となる．また oneは，英国人の心言語においては

xΩπŏ(x,4x)

となり，算号4は変数 xに適用されてもう一つの変数 xに後置されているから，原則 15, 16などの
諸原則に従って「もの」を意味する言葉，たとえば「thing」「one」に置き換える．そこで，λ = ∀
であり lは「を」格であると仮定して種々の原則通りに

π, l→○ λ→ every one→ one f→ loves b→ Mary

という置き換えをすれば，(7.3.30)は

Everyone loves Mary

という英語文となる．また，λだけを ∃に替えて「λ→ some」と置き換えれば，(7.3.30)は

Someone loves Mary

という英語文となる．
なお，閉全包元を「one」なる記号で表したのは，Aから任意の単相格世界W への任意の定付

値 Φに対して意味写像 Φ∗ が閉全包元をブール束 ValW→Wδ の最大元 1にうつすからであった．
つまり，「one」なる記号は数 1に因む（第 5.5.1項参照）．ところが英語の場合，閉全包元 oneの
表出である語「one」が，やはり数 1に由来する．これは偶然の一致なのであろうか．それとも何
か理由があるのであろうか．そう思って日本語の場合を振り返ってみると，閉全包元 oneの表出で
ある「ひと」が「ひとつ」と似ていることに気づく．恐らく「ひと（人）」も「ひと（一）」に由来
するのであろう [13]．そうだとすると，日本語においても閉全包元 oneの表出「ひと」が数 1に由
来することになる．これはちょっと不思議な現象に思われる．

[13]山中襄太著「国語語源辞典」の「ひと」の項に「ヒト（人）とヒト（一）とは同源だとは，西洋人がすでに唱えたとこ
ろだが，その説には賛成である」という記述がある．そこでも「one」のことが言及されている．
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7.3.5.5 「おいしいものは」

‡ ここでは g = x ŏk fの場合の gΩx，すなわち

(x ŏk f)Ωx f ∈ Con{k} (7.3.31)

なる複体元について説明する．ただし f ∈ Con{k}となるのは，この節冒頭で fが用素元で gΩxが
閉元の場合を考えるとしていたからである．
この複体元の表出の仕方は既出の原則から分かる．原則 15により，(7.3.31)における x, ŏkは

空語に置き換える．従って (7.3.31)の表出は (f)Ωxの表出と等しい．
たとえば，k = πと仮定したうえで諸原則通りに

f→おいしい Ωx→＊もの
なる置き換えをすれば，(7.3.31)は「おいしいもの」なる体言となる．また，

f→きれいだ Ωx→＊もの
なる置き換えをすれば，(7.3.31)は「きれいなもの」なる体言となる．
こういう変形・表出論が単相格言語の意味論と相まって妥当である証拠を二つ示そう．まず，

おいしいものはどれもおいしい

なる国語文を私たちは恒真であると思う．そうすると，心言語の意味論と変形論への要請により，
この国語文へと表出する用元は単相格言語の意味論により恒真でなければならない．そして実際そ
うなっている．xは fに自由に現れないから，定理 5.5.17系により，(

(x ŏk f)Ωx
)
∀k f

は恒真である．そして k = πと仮定した上で然るべく読み下せば，この心言語文が「おいしいも
のはどれもおいしい」となるのである．
私たちはまた，次の二つの国語文は真偽が一致すると思う．

これはどれもおいしい これはどれもおいしいものだ

そうすると，第 7.3.3.2条に記した一般原理により，これらの国語文へと表出する用元 ξ, η が ξ � η
をみたさなければならないが，実際にみたすことが定理 5.5.17に証明してある．

7.3.5.6 「それの するもの・在るところ・起きるとき・するさま」

‡ ここでは g = x ŏk (a ŏπ f) (x 6= a)の場合の gΩx，すなわち(
x ŏk (a ŏπ f)

)
Ωx a ∈ Conε f ∈ Con{k,π} (7.3.32)

なる複体元について説明する．ただし a ∈ Conε, f ∈ Con{k,π} となるのは，この節冒頭で fが用
素元で gΩxが閉元の場合を考えるとしていたからである．
この複体元の表出の仕方は，既出の原則から分かる．つまり，xと ŏkは空語に置き換え，aと f

は，それぞれ名詞・代名詞と動詞・形容詞・形容動詞に置き換える．そして，Ωxは「もの」を意
味する語に置き換える．
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そこでまず，kが動作の対象を表す格助詞「を」として表出する格（そういう格を前に「を」格
と呼んだが，以後対格と呼ぶ）であると仮定して

a→それ ŏπ→が f→する Ωx→＊もの
なる置き換えをすると，(7.3.32)は次の体言となる．

それがするもの

次に，kが場所を表す格助詞「に」として表出する格（それを場格と呼ぶ）であると仮定して

a→それ ŏπ→が f→在る Ωx→＊ところ
なる置き換えをすると，(7.3.32)は次の体言となる．

それが在るところ

また，kが時を表す格助詞「に」として表出する格（それを時格と呼ぶ）であると仮定して

a→それ ŏπ→が f→起きる Ωx→＊とき
なる置き換えをすると，(7.3.32)は次の体言となる．

それが起きるとき

また，kが様子・様態を表す格助詞「に」として表出する格（それを様格と呼ぶ）であると仮定して

a→それ ŏπ→が f→する Ωx→＊さま
なる置き換えをすると，(7.3.32)は次の体言となる．

それがするさま

ここで注意すべきことは，Ωxを「＊もの」だけではなく「＊ところ」「＊とき」「＊さま」にも
置き換えていることである．これについて説明しよう．要点は二つある．
まず，Ωxは「もの」

、
　を
、
　意
、
　味
、
　す
、
　る語に置き換えるのが原則ではあるが，この「もの」は「実在一

般」を総称する言葉だと考えなければならない．そして，色々な場所や色々な時や色々な様子すら
も，人間にとっては実在の一種であり，こういう特別な実在を「もの」に代わって総称する言葉が
「ところ」「とき」「さま（様）」であると考える．
次に，Ωxを「＊もの」「＊ところ」「＊とき」「＊さま」などのどれに置き換えるかは，(7.3.32)

において変数 xに施されている算法 ŏkによって決まる．つまりΩxは，kが場格であれば場所を
総称する「＊ところ」に置き換え，kが時格であれば時を総称する「＊とき」に置き換え，kが様
格であれば様子を総称する「＊さま」に置き換える．算号 ŏkそのものは空語に置き換えられて言
葉として表出しないが，これが，Ωxの表出の仕方を決めるという重要な役割を演ずるのである．
こういう変形・表出論が単相格言語の意味論と相まって妥当であることの証拠を一つ示そう．私

たちは，たとえば次のような国語文は恒真であると思う．

それがするもの すべてを それがする
それが在るところ どこにも それが在る
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それが起きるとき には いつも それが起きる
それがするよう に それがする

そうすると，心言語の意味論と変形論への要請によって，こういう国語文へと表出する用元は単相
格言語の意味論によって恒真でなければならないが，実際そうなっている．なぜなら，(7.3.32)か
ら出来る ((

x ŏk (a ŏπ f)
)
Ωx
)
∀k (a ŏπ f)

なる用元がこれらの国語文へと表出するのであり（ただし kが様格の場合，Ωxは「＊さま（様）」
ではなく「＊よう（様）」として表出し ∀は空語として表出するという但し書きが必要になる），
この用元は定理 5.5.17系により確かに恒真元だからである．
なお，「それがするもの」「それが在るところ」「それが起きるとき」「それがするさま」のような

表現における「が」は「の」と言い換えることがあり，標題ではそういう言い方をとっている．つ
まりここで，ŏπの読み下し方の原則 2への但し書きがいま一つ必要になる．すなわち，Ωxが施さ
れた文に現れる ŏπは「の」に置き換えることができ，そう置き換えなければならない場合もある．

7.3.5.7 「それが長い」と「それの長さ」

‡ ここでは，形容詞・形容動詞の語幹に「さ」を付けて出来る「長さ」「大きさ」「静かさ」な
どの語が，やはり (7.3.32)なる形の複体元の表出に関わることを説明する．これは，読者の多くに
とっては，前条の例に比べて意外な事実であろう．そこで，これまでのところを振り返りながら，
順を追って詳しく説明しよう．
表出の原則 6によれば，動詞・形容詞・形容動詞は用定数の表出である [14]．従ってたとえば，

「長い」という形容詞として表出する用定数 gがある．この gの格域Qとは如何なるものかをまず
考えたいが，そのためにまた，第 7.3.2項などで例として使った a1 ŏk1 (a2 ŏk2 f)なる用元につい
て考える．こういう用元が Aに存在するためには，格 k1, k2 が用定数 fの格域 Pに含まれていな
ければならない．そして，(7.3.5)に示した置き換え

a1 →ピーター ŏk1 →が a2 →レタス ŏk2 →を f→食べる
をすると，a1 ŏk1 (a2 ŏk2 f)は「ピーターがレタスを食べる」という国語文となる．ここで注意す
べきことは，k1, k2の表出「が」「を」がそれぞれこの文の文節「ピーターが」「レタスを」を作っ
ていることである．つまり，「食べる」という動詞から作られる単文には，「～が」「～を」という文
節が現れ得るが（この他にも時を表す「～に」などの色々な文節が現れ得る），そういう文節を作る格
助詞「が」「を」として表出する格 k1, k2 が，fの格域 Pに含まれていなければならない．
用定数 gの格域Qについても同様である．つまり，「長い」という形容詞から作られる単文にも
何種類かの文節が現れ得るが，そういう文節を作る格助詞として表出する格が，Qに含まれてい
なければならない．「長い」という形容詞から作られる単文の典型は「これが長い」というようなも
のであり，この中には「これが」という文節が現れている．従ってQには，少なくとも，「が」と
いう格助詞として表出する格が，すなわち主格 πが含まれていなければならない．
なお，「長い」という形容詞から作られる単文には「これがあれより長い」というものもあり，こ

の中には，「これが」の他に「あれより」という文節も含まれる．従ってQには，「より」という格
[14]原則 6は，厳密には，用定数がすべて動詞・形容詞・形容動詞として表出すると主張するのであり，その逆に動詞・形
容詞・形容動詞がすべて用定数の表出だと主張するのではない．実際，通説で形容詞とされる「ない」は，使われ方よって
は，用定数の表出とは考えられない．しかし，「長い」のような普通の形容詞は用定数の表出だと考えられる．
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助詞として表出する格も含まれると考えるのが当然のようにも思われる．しかし実は，そう考える
のは妥当ではない．この「より」は通説では格助詞とされる．そして，原則 5によれば格はすべて
格助詞として表出する．しかしこの原則は，逆に格助詞がすべて格の表出だとは主張しない．そし
て実際，「あれより長い」における「より」は格の表出だとは思われない．と言うよりは，この用法
の「より」を格助詞とする通説が妥当とは思われない．それがなぜかは，いずれ説明しよう．取り
敢えずは，この「より」に相当する英単語の「than」が英文法では前置詞ではなく接続詞とされる
ことを思い浮かべて，何となく納得されたい．ただしもちろん，英語でそうだから日本語でもそう
だと言うのではない．あくまでも，日本人の心言語の意味論は如何なるものかという観点からそう
考えられるのであり，英文法はこの考えの傍証に過ぎない．
さてそういうわけで，gの格域Qには，少なくとも主格 πが含まれる．そして，言語の表面を

観察する限りでは，他の格が含まれるとは思われない．しかし，形容詞・形容動詞を使う話者の心
の中を覗き見れば，Qは πのほかに言葉としては表出しない格 kをもう一つ含み，Q = {π, k}と
なっていると考えざるを得ないのである．
そのわけを説明しよう．まず，形容詞・形容動詞はもの事の性質・状態を表す語であり，もの事
の性質・状態には様々な程度がある（「正しい」の如くに，様々な程度のあることがはっきり認められな
い性質・状態もある）．形容詞・形容動詞は，そういう様々な程度を表すはずのものである．たとえ
ば，「指が長い」と「腕が長い」における「長い」は，それぞれ別々の程度を

、
　暗
、
　に表すはずである．

もう少し正確に言えば，「指が長い」と言うと時と「腕が長い」と言う時とでは，
、
　話
、
　者
、
　の
、
　思
、
　い
、
　浮
、
　か
、
　べ、

　て
、
　い
、
　る長さの程度が当然違うはずである．違う程度を思い浮かべてはいても，その違いが言葉の表

面には現れずに，「長い」という同じ言葉となるのである．つまり，「Aが長い」と言う時には，話
者の心の中には「Bの程度に Aが長い」という観念があるが（条末の補足参照），この観念の「B

の程度に」という部分は言葉となっては現れない．さらに正確に言えば，第 7.1節で定義した通り，
いま観念と呼んだものは心言語の元である．つまり，Bに相当する心言語の単体定数 bと「の程度
に」に相当する心言語の格 k （これを度格と呼ぶ）がある．そして，Aに相当する心言語の単体
定数 aと b, π, k, gとから作られる b ŏk (a ŏπ g)なる用元が心言語にある（従って当然，gの格域
Qには度格 kが含まれる）．この用元が「Bの程度に Aが長いという観念」の実態である．そし
て，この用元が「Aが長い」という言葉となって表出する．つまり

b→○ a→ A g→長い
ŏk→○ ŏπ→が

なる置き換えが起きている．これが「Aが長い」についての私の考えである．
さてそうすると，任意の単体変数 xに対して，x ŏk (a ŏπ g)は文であるから(

x ŏk (a ŏπ g)
)
Ωx

なる複体元が存在する．そしてこれが，次の置き換えの結果「Aの長さ」として表出する．

x→○ a→ A g→長い
ŏk→○ ŏπ→の Ωx→＊さ

ただし，x, ŏkが○に置き換わるのは原則 15により，ŏπが「が」ではなく「の」に置き換わるの
は前条末尾の但し書きによる．また，「＊さ」における記号「＊」の意味は第 7.3.3.1条と同様であ
り，形容詞・形容動詞に「＊さ」をつなげたときに形容詞・形容動詞の活用語尾を消滅させるとい
う作用を表す．たとえば，「長い＊さ＝長さ」「静かだ＊さ＝静かさ」である．
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これが，「Aが長い」についての先ほどの考えから導かれる「Aの長さ」についての私の考えで
ある．つまり，前条で考えた例 (x ŏk (a ŏπ f))Ωxにおいて kが場格・時格・様格のいずれである
かに応じて Ωxが「＊ところ」「＊とき」「＊さま」として表出したと同様に，今の例においては，
kが度格であるのに応じてΩxが「＊さ」として表出する．Ωxは「もの」を意味する語として表
出するのが原則であるが，前条で注意したとおり，この「もの」は「実在一般」を総称する言葉で
ある．そして，もの事の程度も実在の一種であり，こういう特別な実在を「もの」に代わって総称
する言葉が「さ」なのである．あるいは，「さ」は「さま」の特別の場合だと考えるべきかもしれな
い．つまり，「Aの長いさま」が「Aの長さ」であると考えるのである．この考えでは，度格は様格
と同じものだということになる．
こういう変形・表出論が妥当であるという証拠としては，前条に示した証拠とまったく同様のも

のがあげられる．つまり，
Aの長さ の程度に Aは長い

は恒真の国語文であるが，これは((
x ŏk (a ŏπ g)

)
Ωx
)
∀k (a ŏπ g)

なる恒真の心言語文の表出なのである．
いま説明したように，形容詞や形容動詞として表出する心言語の用定数の格域は度格あるいは様

格を含むと考えられる．実はさらに一般に，すべての用定数の格域は度格あるいは様格を含むと
考えられる．従って，このことを無視して行なってきたこれまでの説明は少し修正する必要がある
し，これからも度格・様格を考慮に入れた説明をすべきところである．しかし，度格・様格に本質
的に関わらない説明のところでも一々それらを考慮に入れるのは，煩わしいことでもあるし，読者
に本質を見失わせることにもなり兼ねない．そこで以後，度格・様格のことは，それらが本質的に
関わるところ以外では無視することにする．
補足：「Bの程度に Aが長い」という観念の意味は，「I weigh 100 pounds」という英文になぞ

らえてみると理解しやすいかもしれない．「A weigh B」を日本語らしく訳せば，「Aの重さは Bで
ある」となってもとの英文とは型が違ってしまう．「weigh」に当たる動詞が国語にないからである．
実際，類似の文型の「A eat B」は [15]，「eat」に当たる「食べる」という動詞があるから，日本語
らしく訳しても「Aが Bを食べる」となって，語順や格助詞の有無という日英間に常在する違い
を除けば，もとの英文の型を保つ．そこで，「weigh」に当たる動詞「重る」を新造し（「重る」とい
う語は国語辞典に実在するが，それとは別物と考える），「A eat B」を「Aが Bを食べる」と訳すと同
様に，「A weigh B」を「Aが Bを重る」と訳してみる．これの語順を変えれば「Bを Aが重る」
となる．「Bの程度に Aが長い」という観念は，この「Bを Aが重る」と同じ種類のものだと理解
すればいい．つまり，「Bの程度に」は「Bを」に相当し，「Aが長い」は「Aが重る」に相当する．

7.3.6 体言から作られる複雑な体言と連体修飾語
§ ここでは，体元 a, bに算法 u, t, 2を施して得られる

a u b a t b a2

なる形の複体元を題材にして説明する．また，これらと連体修飾語との関連についても述べる．
[15]英文法の定説では，「A weigh B」は「主語＋自動詞＋補語」であるのに対し，「A eat B」は「主語＋他動詞＋目的
語」であって，同じ文型とされないであろう．しかし，英和辞典の「weigh」の項にある「How much do you～?」「I～
100 pounds」「She～s more than I do」「She doesn’t ～ much」などの例文の「～」のところには「eat」を入れてもお
かしくないから，「A weigh B」は「A eat B」に酷似している．
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7.3.6.1 「雌のネズミ」と「雌であるネズミ」

‡ ここでは a u bなる複体元の読み下し方を説明するが，それは aがどういう体元かに依存す
る．すなわちまず，aが gΩxなる複体元である場合の a u bの読み下し方は，次の原則に従う．

原則 17 (gΩx) u bにおけるΩx)uは空語に置き換える．

ただしΩxは，空語に置き換わっても，原則 16によって直前の活用語を連体形に変えるという作
用を失わないものとする．
たとえば，単体定数 a, bから作られる(

(x ŏπa4)Ωx
)
u b

なる複体元に，原則 17やその他の原則に従って

x→○ a→お百姓 b→マグレガーさん
ŏπ→○ 4→である Ωx, u→○

なる置き換えをすれば，「お百姓であるマグレガーさん」なる国語文が得られる．
次に，aが gΩxなる複体元以外の体元である場合の a u bの読み下し方は，次の原則に従う．

原則 18 算号 uは「の」に置き換える．

たとえば，a, bが共に単体定数であり，それぞれが原則 1に従って「お百姓」「マグレガーさん」
と表出すれば，複体元 a u bは「お百姓のマグレガーさん」として表出する．つまり原則 18にお
ける「の」は，「である」と言い換えられる「の」のことを指している．たとえば「お百姓のマグ
レガーさん」は，「お百姓であるマグレガーさん」と言い換えられる．また，標題の「雌のネズミ」
は「雌であるネズミ」のことであった．
なお，こういう「の」を

、
　同
、
　格
、
　を
、
　表
、
　すものと説く文法論があるが，「同格」という語は妥当ではな

い．マグレガーさんはお百姓であっても，お百姓すべてがマグレガーさんではないからである．ま
た，こういう「の」を連体助詞でなく指定の助動詞「だ」の連体形であると説く文法論があるが，
これも，原則 18を設けた観点から見ると妥当ではない．
さて，いま例として使った複体元 aubと (x ŏπa4)Ωxubはそれぞれ，意味の等しい体言「お百

姓のマグレガーさん」と「お百姓であるマグレガーさん」として表出するのであるから，第 7.3.5.1

条に記した一般原理により，これらの複体元の範囲は等しくなければならない．つまり，

a u b ' (x ŏπa4)Ωx u b

が成り立たなければならない．そして，これが実際に成り立つことは，定理 5.5.17系 3に証明し
てある．これも，単相格論理学や単相格言語のここまでの変形論が妥当であることの証拠である．
なお，いま使った系と定理 5.5.6によれば，a, bが単体定数であるとき

a u b ' b u a ' (x ŏπa4)Ωx u b ' b u (x ŏπa4)Ωx (7.3.33)

が成り立つ．そして，これまでに示した表出の原則によれば，a, bそれぞれが「お百姓」「マグレ
ガーさん」と表出するとき，(7.3.33)における四つの複体元は「お百姓のマグレガーさん」「マグ
レガーさんのお百姓」「お百姓であるマグレガーさん」「マグレガーさんのお百姓であるひと」な
どと表出する．しかし私たちは，この四番目のような言い方は普通はしない．二番目の言い方もご
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く限られた場面でしかしない（子供のけんかで「～ちゃんのばか」と言うのもこれに当たる）．「の」を
「なる」「という」に替えて「マグレガーさんなるお百姓」「マグレガーさんというお百姓」のよう
に言うのが普通である．また別の例では，「妹のメアリ」における「メアリ」と「妹」の順番を入れ
替えると，「メアリの妹」となって，もとの「妹のメアリ」と同じ意味にはどうしてもとれない．同
じ意味にしようとすれば，やはり「メアリなる妹」「メアリという妹」のようにしなければならな
い．しかし標題の「雌のネズミ」では，「雌」と「ネズミ」をただ入れ替えるのは差し支えないが，
入れ替えたうえに「ネズミである雌」「ネズミなる雌」「ネズミという雌」と言えば変になる．つま
り，

、
　い
、
　わ
、
　ゆ
、
　る同格を表す「Aの B」やこれに類似の言い方には何らかの制限のあることが分かる．

ここで第 7.3.1.2条で説明したことを思い出そう．そこでは，たとえば a ŏπ(b4)なる単独の心
言語文が国語へどう表出するかを問うことはできないことを説明した．これの表出は，状況を表す
心言語の用元の如何によるのであり，たとえば4は，状況に応じて「だ」「です」「である」など
のどれかとして表出する．
いまの場合も同様であって，(7.3.33)における四つの複体元は，状況を表す用元に応じて色々に
表出すると考えなければならない．特に uは，「の」や空語だけでなく，状況に応じて「なる」「と
いう」などの語としても表出すると考えなければならない．それでは，どういう状況にどういう表
出が対応するのか．たとえば，「Aの B」「Aである B」「Aなる B」「Aという B」なる言い方は，
Aと Bがどういう関係にあるときに変で，どういう関係にあるときに変でないのか．私は一応の
答を持ってはいるが，答を示すのは，国語学の課題なので今はさて措く．

7.3.6.2 「小さい兎」と「森に住む家族」

‡ ここでは，標題のような体言がやはり，文 gと単体定数 bとから作られる (gΩx)u bなる複
体元の表出であることを説明する．
まず，g = x ŏπ fなる場合の (gΩx)u b すなわち ((x ŏπ f)Ωx)u bを考える．fは {π}を格域と
する用定数である．この複体元は，諸原則通りに

f→小さい b→兎 x, ŏπ, Ωx, u→○
と置き換えれば，「小さい兎」となる．なお，第 7.3.5.7条で説明した次第により，用定数 fの格域
は度格あるいは様格を含むはずであるが，いまは説明の便宜上それを無視している．
次に，g = x ŏπ (c ŏk f)なる場合の (gΩx) u b すなわち，次の複体元を考える．((

x ŏπ (c ŏk f)
)
Ωx
)
u b

fは {π, k}を格域とする用定数であり，cは単体定数である．この複体元は，諸原則通りに

c→森 ŏk→に f→住む b→家族 x, ŏπ, Ωx, u→○
と置き換えれば，「森に住む家族」となる．
以上の例を一般化して言えば，(gΩx) u bなる複体元における (gΩx)uは，連体修飾語として
変形・表出する．
こういう論が妥当であるという証拠もいままでと同様にして得られる．たとえば，国語文

小さい兎はみんな小さい 小さい兎はみんな兎である
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はどちらも恒真であるから，心言語の意味論と変形論への要請により，これらへと表出する心言
語文 ((

(x ŏπ f)Ωx
)
u b
)
∀π f

((
(x ŏπ f)Ωx

)
u b
)
∀π (b4)

が単相格言語の意味論で恒真でなければならないが，実際に恒真であることが証明できる．
左側の文が恒真であることだけ示そう（右側については読者に任せる）．a = (x ŏπ f)Ωxと定め
れば，まず定理 5.5.6により a u b ≲ aが成り立ち，従って補題 5.5.2により

≼ (a u b) ∀π (a4)

が成り立つ．他方，定理 5.5.17系により

≼ a ∀π f

が成り立ち，また，定理 5.5.10により

(a u b) ∀πa4, a ∀π f ≼ (a u b)∀π f

が成り立つ．これら三式に強消去律を使えば， ≼ (a u b)∀π f つまり ≼
((

(x ŏπ f)Ωx
)
u b
)
∀π f

なることが分かる．

7.3.6.3 「小さい腕白な兎」と「小さくて腕白な兎」

‡ 私たちはまた，標題の二つの体言は同じ意味だと思う．そうすると，第 7.3.5.1条に記した一
般原理により，これらへと表出する心言語の複体元は範囲が同じでなくてはならないが，実際にそ
うなっている．なぜならまず，これらの体言はそれぞれ(

(x ŏπ f)Ωx
)
u
((

(x ŏπ g)Ωx
)
u b
) ((

x ŏπ (f∧g)
)
Ωx
)
u b

なる複体元に諸原則通りに

f→小さい g→腕白な b→兎 ∧→＊て
という置き換えをして得られる．ただし，明示した以外の記号は空語に置き換える．また，gが
「腕白な」に置き換わるのは，その直後のΩxが，自身は空語に置き換わっても，原則 16によって
直前の活用語を連体形に変えるという作用を失わないからである．同じ理由で「小さい」も連体形
である．また，∧の置き換えの「＊て」の意味は，第 7.3.3.1条で説明してある．
さて，これらの複体元の範囲が等しいことは次の推論で示される．(

(x ŏπ f)Ωx
)
u
((

(x ŏπ g)Ωx
)
u b
)
'
((

(x ŏπ f)Ωx
)
u
(
(x ŏπ g)Ωx

))
u b

'
((

(x ŏπ f)∧(x ŏπ g)
)
Ωx
)
u b

'
((
x ŏπ (f∧g)

)
Ωx
)
u b

ただし，一番目の 'が成り立つのは定理 5.5.6により，二番目の 'が成り立つのはこの定理と問
題 5.5.9により，三番目の 'が成り立つのは，やはりこの定理と例 5.2.1，補題 5.5.3による．
「小さい腕白な兎」と「小さくて腕白な兎」は，意味が同じであり，言葉の表面上の違いも僅か
である．しかし，その表出もとの心言語における違いは僅かではない．その違いや表出の意味が同
じになる理由を今はっきりと分析できたのは，やはり，単相格論理学や単相格言語のこれまでの変
形論が妥当であるという証拠の一つである．
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問題 7.3.11 「小さな兎」「大きな猫」におけるような連体詞「小さな」「大きな」は心言語のどう
いう元の表出と考えるべきか．

7.3.6.4 「ピーター以外は森へ行く」

‡ ここでは a2 なる複体元の読み下し方の原則を説明する．ただし，体元 aの読み下し方は分
かっているものとする．そうすると，算号 2の読み下し方の原則を示せばいいが，それは次のよ
うに述べられる．

原則 19 算号 2は「以外（のもの）」を意味する言葉に置き換える．

たとえば，単体定数 a, bと用定数 fとから作られる (a2) ŏπ (b ŏk f)なる用元は，原則通りに a, b, f
をそれぞれ「ピーター」「森」「行く」に置き換え他は適当に置き換えれば，「ピーター以外は森へ
行く」という国語文となる．
こういう変形・表出論が妥当であるという証拠も，いままでと同様にして得られる．たとえば，

「それはあれ以外のものだ」と「それはあれでない」という二つの国語文は真偽が一致すると私た
ちに感ぜられる．そうすると，これらへと表出する心言語文 b ŏπ

(
(a2)4

) と (b ŏπ(a4)
)♢ の真

偽は一致する，すなわち
b ŏπ

(
(a2)4

)
�
(
b ŏπ(a4)

)♢
が成り立たなくてはならないが，実際にそうであることが確かに証明できる．またたとえば，「小
さいもの以外」と「小さくないもの」とは同じ意味だと感ぜられる．そうすると，これらへと表出
する体元 ((x ŏπ f)Ωx)2 と (x ŏπ (f♢))Ωxとは範囲が一致する，すなわち(

(x ŏπ f)Ωx
)
2 '

(
x ŏπ (f♢)

)
Ωx

が成り立たなくてはならないが，実際にそうであることも確かに証明できるのである．

問題 7.3.12 これらの証明を実行せよ．

7.3.6.5 表出の逐次的原則

‡ 前条で a2なる複体元の読み下し方の原則を説明するときに，aの読み下し方は分かっている
ものとしたので，2の読み下し方だけを説明した．つまりそこでは，a2の読み下し方は aの読み
下し方と 2の読み下し方とから決まることを暗黙のうちに仮定していたのである．これまでに示
した読み下し方の原則は，実は，皆そういう仮定に基づいている．
たとえば第 7.3.1.1条において，a ŏπ (b4)なる心言語文の読み下し方を四つの原則 1, 2, 3, 4 に

分けて示し，その後で，これらの原則は a ŏπ (b4)以外の Aの元に現れる単体定数と算号 ŏπ,4
と括弧にも適用するし，その他の原則についても同様であると述べた（これには例外があるが，そ
れは差し置く）．従って，a ŏπ (b4)の読み下し方は次のように決まると言うこともできる．つま
り，まず原則 1と原則 3との定める bと4との読み下し方により b4の読み下し方が決まる．次
に，原則 1と原則 2および原則 4の定める aと ŏπおよび括弧の読み下し方，ならびに先に決まっ
た b4の読み下し方により，a ŏπ (b4)の読み下し方が決まる．
もっと複雑な元の読み下し方についても同様である．たとえば (a ŏπ (b4)

)
∧(b ŏk f)なる用元

の読み下し方は次のように決まると言うこともできる．つまり，まず原則 1, 5, 6の定める b, ŏk, f
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の読み下し方により，b ŏk fの読み下し方が決まる．次に，原則 7の定める∧の読み下し方および
先に決まった a ŏπ (b4)と b ŏk fの読み下し方により，(a ŏπ (b4)

)
∧(b ŏk f)の読み下し方が決

まる．ただし，括弧のことはここでは無視したし，これからも無視する．
より正確に言えば，これらの例に現れた二項算号 ŏπ, ŏk,∧を λで表すとき，λをAの元 a, bに
施して得られる元 aλbの読み下し方は，λ, a, bそれぞれの読み下し方により次のように決まる．つ
まり，λ, a, bそれぞれを L, A, Bなる言葉に置き換えるとき，aλbはA, L, Bをつなげた言葉ALB

に置き換える．単項算号4についても同様である．このことを，「λ,4の読み下し方は逐次的であ
る」と言い表す．
Aの算号

、
　す
、
　べ
、
　て
、
　の読み下し方が逐次的であるなら，Aの元の読み下し方を示すには，次の二つ

の手順で十分である．すなわち，

　手順 1. Aの素元の読み下し方を示す．

　手順 2. Aの算号の読み下し方を示す．

この手順を行なえば，Aの任意の元の読み下し方が，階数についての帰納法により定まる（定理
3.8.7系がそのことを示す）．そして，この節冒頭で素元は単体定数か用定数か変数のいずれかで
あると仮定したので，素元の読み下し方は，原則 1, 6, 15とで実際に示してある．また，t以外の
算号の読み下し方も示してある．
これまでの説明に出て来た算号の読み下し方は

、
　ほ
、
　と
、
　ん
、
　ど逐次的である．「ほとんど」と修飾した

のは，原則 15の中の「変数に施された算号は空語に置き換える」や「(gΩx) u bにおけるΩx)u
は空語に置き換える」という原則 17などは例外だからである．しかしこれらの例外は，原則の逐
次性の本質的な例外とは言えないであろう．ところが，逐次性の本質的な例外が一つ存在する．そ
れについては次条で説明しよう．

7.3.6.6 総称と表出の選択的原則・辞書的原則

‡ 複体元 a t bの読み下し方の逐次的原則は存在しない．
仮に，そういう原則が存在したとしよう．そうすると，まず算号 tの表出である何らかの語が

存在する．それを？で表す（？は空語かもしれない）．そして，体元 a, bがこれまでに説明した原
則に従ってそれぞれ A, Bという体言として表出するとすれば，a t bは「A？B」なる言葉として
表出するはずである．しかし日本語には，そういう語？は存在しない．ともすれば安易に，並立や
選択を表す「と」「か」などの連体助詞 [16]や「および」「ならびに」「または」「あるいは」などの
語が？に当たると考え勝ちである．しかし，そういう考えも妥当ではない．なぜなら，

(a t b)∀π
(
(a t b)4

)
(7.3.34)

は簡単な恒真元であるから，第 1.5.2.4条に記した心言語の変形論への第二要請に照らせば，これ
の表出である国語文「A？Bはみな A？Bである」は，私たちにとって恒真と感ぜられて然るべき
と考えられる．しかし，こういう条件をみたす語？は存在しない．分かりやすくするために A, B

をそれぞれ「男」「女」とし，？は並列や選択を表す「と」「か」などの語としてみる．そうすると，
恒真と感ぜられるどころか，奇妙な国語文が出来てしまう．たとえば？を「と」「か」とすれば，「男
と女はみな男と女である」「男か女はみな男か女である」という国語文が出来るが，どちらも奇妙
である．「と」「か」以外の並立や選択を表す語についても同様である．？を空語とするのも妥当で
[16]意味をとって並立助詞とも呼ぶ．端書き参照．
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はない．こういう理由で，複体元 at bの読み下し方の逐次的原則は存在しないと考えざるを得な
いのである．
そこで，atbが Cなる語として表出するとしたら Cはどういう性質を持つべきかを考える．記

号を簡単にするために a t bを cで表すと，a t b ' cなることから，

a ∀π (c4) b∀π (c4)(
d ŏπ (c4)

)⇒((d ŏπ (a4)
)
∨
(
d ŏπ (b4)

))
なる心言語文が恒真であることが分かる (d ∈ Conε)．そうすると，心言語の変形論への第二要請
に照らして，これらの心言語文の表出先である国語文

Aはみな Cである Bはみな Cである
Dが Cである なら Dは Aである かまたは Dは Bである

(7.3.35)

を私たちは Dによらず真と感じなければならないであろう．Dは名詞または代名詞である．分か
りやすくするために再び A, Bをそれぞれ「男」「女」としてみると，これらの国語文は

男はみな Cである 女はみな Cである
Dが Cである なら Dは男である かまたは Dは女である

となる．そして，この三つの国語文を Dによらず真とする言葉 Cが確かに存在する．すなわち，
男と女とを引っくるめて呼ぶための言葉「人」「人間」などがそれである．
そこで一般に，体言Aと Bとに対して，名詞 Cであって (7.3.35)の三つの国語文をDによらず

真とするものが存在するとき，CをAと Bとの総称と呼ぶ [17]．従って，「人」は「男」と「女」と
の総称である．総称は単独の名詞であるから，Aと Bによっては総称が存在しないこともある．た
とえば，「人」と「犬」との総称は存在しない．「人と犬とを引っくるめたもの」の類の体言は「人」
と「犬」との総称とはみなさない．(7.3.35)において A, B, Cをそれぞれ「人」「犬」「人と犬とを
引っくるめたもの」とすれば奇妙なものになるからである．
以上の背景と「総称」の定義に基づいて，複体元 atbの読み下し方（＝国語への表出の仕方）の

原則を述べる．原則は二つあり，どちらでも可能な方を適用していい（標題の「選択的」はこのこ
とを指す）．ただし，二番目の原則はどういう at bにも適用できるが，一番目の原則は (at b)4
における a t b （これを4に支配された a t bと呼び，これに現れる tを4に支配された tと
呼ぶ）にだけ適用できる．また，一番目の原則は逐次的であり，従って tの読み下し方だけを記述
する．また，一番目の原則には例外規定の原則 26がある．

原則 20 4に支配された tは「か」「または」「あるいは」などの選択を表す語に置き換える．

原則 21
、
　こ
、
　れ
、
　ま
、
　で
、
　に
、
　示
、
　し
、
　た読み下し方の原則に従って体元 a, bをそれぞれ体言A, Bに置き換え

るとき，a t bはAとBとの総称に置き換える．

ただし，「これまでに示した」読み下し方の原則の中には，この原則自身も含める．
つまり原則 21の場合，思考機械・人間の発声器官には，体言 A, Bとその総称 Cとの対照表す
なわち「総称語辞書」が用意されていると考える（標題の「辞書的」はこのことを指す）．あるい
は，そういう辞書まで含めたものを発声器官と考える．そして，諸原則に従ってまず a, bが体言

[17]三つ以上の体言の「総称」も同様に定義できる．たとえば，相撲の「三役」は「大関」「関脇」「小結」の総称である．
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A, Bに置き換えられ，次いで総称語辞書上で A, Bに対応する語 Cが捜されて，a t bは Cに置
き換えられる．そういう仕組みになっていると考えるのである．
心言語文 (7.3.34)を例にとって説明しよう．ただし，a, bは単体定数であるとし，それぞれを原
則 1に従って「男」「女」に置き換えるとする．そうすると，(7.3.34)に現れる二つの at bのうち
一番目のものは，4に支配されていないから原則 21のみが適用可能で，従って「人」「人間」な
どに置き換えることになる．二番目の a t bには原則 20, 21のどちらも適用可能で，従って「人」
「人間」「男か女」「男または女」などに置き換えることになる．従って (7.3.34)は

人はみな人である 人はみな男か女である

などの国語文として読み下すことになる．
そうすると，「男と女はみな人である」「好物は野菜と果物だ」などはどういう心言語文の表出な
のか．こういう疑問を読者は懐くだろう．これについては第 7.3.8.2条と第 7.3.9項で説明しよう．
原則 21によれば，体言 A, Bの総称が無い場合には，4に支配される以外の a t bは言葉とし

ては表出しない．従って特に，a t bなる概念 [18]を
、
　単
、
　独
、
　で伝達することはできない（「Aと Bとを

引っくるめたもの」などの言葉で
、
　不
、
　完
、
　全
、
　に伝達することはできる）．それは心伝達上の困った事態のはず

であるが，日本語は兎に角そうなっているのである．
なお，総称のように見えて実は総称でない言葉がある．たとえば，「夫婦」という言葉は「夫」と

「妻」との総称ではない．実際，(7.3.35)における A, B, Cをそれぞれ「夫」「妻」「夫婦」とすれ
ば，「夫はみな夫婦である」「妻はみな夫婦である」等の国語文が出来るが，これらはみな奇妙な表
現である．奇妙でなくすためには，「夫は夫婦の一方である」「妻は夫婦の片方である」などとしな
ければならない．このことから分かるように，「夫婦」は「夫」と「妻」との総称ではなく，「夫」と
「妻」の組みあるいは対（つい）を呼ぶ語である．そういう語を組称（そしょう）と呼ぶ（「対称（つ
いしょう）」と呼んでもいいが「対称（たいしょう）」と紛らわしい）．「夫婦」が「夫」と「婦（＝妻）」
を並べて作られたように，Aと Bの組称は Aと Bを並べて作られることが多い．しかし，たとえ
ば「年月」という言葉は，組称でもなく総称でもなく，何年何ヶ月の程度の「期間」を指すだろう．
また「天地」は，「天」と「地」を両極端とする「世界」を指すだろう．こういう例から窺えるよう
に，総称に類似の語の意味は多岐に亘る．しかしそれについて調べるのは，国語学の課題なので今
はさて措く．

問題 7.3.13 次の語が総称であるかどうかを考えよ：収支・真偽・父母・親子・生物・苦楽・神仏．

7.3.6.7 「か」「または」「あるいは」に排他性はない

‡ 原則 20によれば，c ŏπ((atb)4)なる心言語文は「CはAかBだ」のような国語文として表
出する．そこで問題となるのが，「か」に代表される選択を表す語の排他性である．第 7.3.3.1条で
示した算号 ∨の読み下し方の原則 8についても同様の問題が起きる．
国語辞典の「か」の項は，「Aか B」と言うときのA, Bは意味的に両立しないものだと説明する．

たとえば「男か女」は，男であってかつ女である者は存在しないことを含意する．また「君が来る
かぼくが行く」は，「君が来るならぼくは行かず，ぼくが行くなら君は来ない」ことを含意する．こ
れらの例のように，「Aか B」と言うときには一般に，Aであってかつ Bであることはないことが
含意されるという趣旨の説明であろう．こういう「か」の意味的性質を

、
　仮
、
　に排他性と呼ぶ．また，

Aであってかつ Bであることが実際にないとき，Aと Bは排他的であると言う．
[18]この「概念」は第 7.1 節で定義したものを指す．
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「か」にそういう排他性があるとすれば，「Cは Aか Bだ」は「Cは Bでないかまたは Cは A

でない」を含意することになる．従って，心言語の意味論と変形論への要請によれば，(
c ŏπ

(
(a t b)4

))⇒((c ŏπ(b4)
)♢)∨((c ŏπ(a4)

)♢) (7.3.36)

なる心言語文が単相格言語の意味論によって恒真元でなければならない（a, b, cはA, B, Cの表出
もとの体元である）．しかし実際は恒真元ではない．これは単相格論理学の欠陥ではないか，単相
格世界の算法 t,∨の定義が悪かったのではないかと疑われて，事は一見重大に見える．
しかし，これは単相格論理学の欠陥ではない．数理心理学の観点からは，「か」には排他性がな

いと考える方がむしろ妥当なのである（さっき「仮に」としたのはこのためである）．
その理由を説明しよう．まず，私たちが「Aか B」と言うときには，A, Bが排他的であるとい

う意味を
、
　常
、
　に含めているのではない．また，聞き手も A, Bが排他的であると

、
　常
、
　に理解するのでは

ない．たとえば，「12で割って 5余る整数か 8で割って 1余る整数」のような表現は数学において
は珍しくもないが，「12で割って 5余る整数」と「8で割って 1余る整数」とは排他的ではない．ま
たたとえば，「アメリカ人か黒人」における「アメリカ人」と「黒人」は排他的ではない．
これは数学の世界の特殊な例や人工的で不自然な例であって日常言語とは違う，日常生活では数
学者のように考えないし「アメリカ人か黒人か」などとも考えない，という反論は当然あろう．し
かしこの反論こそが，「か」に排他性がないと考えるのが妥当であることを示している．日常生活
では，排他的でない Aと Bを並べて「Aか Bか」と考える必要がない．排他的な Aと Bについ
て「Aか Bか」と考えるだけで済んでいる．数学的に言い換えれば，日常生活で「Aか Bか」と
考えるときには，私たちはもっぱら，(7.3.36)が cによらずに真であるような概念の組み a, bだけ
を操作している [19]．要するに，日常生活では考える範囲が狭く，狭い範囲では「か」が排他性を
持つように見える．これが「か」を巡る日常言語の実態であろう．
そういう日常の言語使用の実態を理論化したいのであれば，「か」には排他性があると考えるのが
妥当かもしれない．しかし，数理心理学の目標はそういうことではない．数理心理学の第一の目標
は，人間を思考機械とみなしその構造と潜在能力とを問うことにある．そして私たち思考機械は，
思考の範囲を身の回りの事からちょっと広げれば，排他的でない A, Bについて「Aか B」と考え
ることができる．そう考える潜在能力を持っている．単相格言語と単相格世界の算法 t,∨は，そ
ういう思考機械の構造や潜在能力を記述するためのものなのである．
こういう数理心理学の目標や考え方からすれば，t,∨の定義は妥当なものである．従ってまた，
それらの表出である「か」「または」「あるいは」などには排他性が本来はなく，狭い日常生活にお
いてのみ排他性を持つのだと考えなければならないのである．

7.3.7 逐次的・辞書的な表出の原則のまとめ
§ これまでに示した心言語の元の表出（＝読み下し）の原則を表 7.1にまとめておこう．ただ

し，この表はあくまでも要約に過ぎないので，この表だけを見て短絡的に読み下しては，おかしな
ことになる．第 7.3.1.2条で説明したように，表出は状況依存的であり，しかもその状況依存の仕
組みは，一定普遍の原則としては述べられないのである．
第 7.3.6.5条で説明したと同様に，心言語Aの任意の元 dの読み下し方は，これらの原則と dの

階数についての帰納法により決定される．つまり，まず dが素元のときには，この節冒頭で素元は
この表の三種であると仮定しているので，原則 1, 15, 6により dの読み下し方が決まる．次に，d

[19]ここでの「概念」は第 7.1 節で定義したものを指す．
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表 7.1: 単相格言語の素元・算号・括り記号の逐次的・辞書的表出

表出もと 表出の典型 原則
単体定数 名詞・代名詞 1

素元 変数 ○ 15

用定数 動詞・形容詞・形容動詞の終止形 6

変数に施された算号 ○ 15

主格 π 格助詞「が」 2

それ以外の格 「が」以外の格助詞 5

4 助動詞「だ」 3

∧ 「＊かつ」 7

∨ 「＊または」 8⇒ 「＊なら」 9

♢ 「＊ない」 10

¬p (p ∈ P) 逆限語 11

算号等 p ∈ P 順限語 11

下方区間 λ ∈ Q 上限語 12

上方区間 λ ∈ Q 下限語 13

真正区間 λ ∈ Q 両限語 14

Ωx) u ○ 17

Ωx 「＊もの」 16

u 連体助詞「の」 18

2 「以外」 19

4に支配された t 連体助詞「か」 20

a t b a, bの表出 A, Bの総称 21

括り記号 ( ) ○ 4
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が素元でないときには，ある二項算法 λと Aの元 a, bによって d = aλb と表されるか，または，
ある単項算法 µと Aの元 cによって d = cµ と表される．元 a, b, cの表出 A, B, Cは，a, b, cの
階数が dの階数より小さいので，階数についての帰納法で決まる．また，算号 λ, µの表出 L, Mは
諸原則により決まる．そして dは，d = aλbの場合には ALBとして表出し，d = cµの場合には
CMとして表出する．
ただし例外がある．まず，原則 15は他の原則に優先する．また，原則 17は原則 16に優先する．
また，λが4に支配されない tの場合は，原則 21により dは A, Bの総称として表出する．
さて，これらの表出の原則を心言語 Aの色々な元に適用すると，日本語らしい日本語になるこ
とも多いが，そうでない場合も多い．状況依存性などを考慮して読み下してみても，とても日本語
とは思えない意味不明の代物になることも多い．
その理由は二つある．まず第一に，これまでに示した表出の逐次的・辞書的原則の他にも表出の
原則と呼ぶべきものがあり，それについてはまだ説明していないからである．
第二に，これこそが本質的な理由なのであるが，心言語の元のすべてが意味の分かる言葉とし
て表出し得るのではないからである．複雑な観念や概念は意味の分かる言葉としては表出し得な
い [20]．また，簡単な観念や概念でも，

、
　言
、
　語
、
　に
、
　よ
、
　っ
、
　て
、
　は，それを表す適切な言葉や語法がないこと

もある．そういうことは，たとえば，第 7.3.8.4条で説明する「は」の多重代用機能を見ても分か
るが，もっと重要な例は数学の教科書の中にある．数学の定理や概念を

、
　普
、
　通
、
　の
、
　言
、
　葉
、
　だ
、
　け
、
　で説明する

のは至難の業であり，説明しようとすれば，色々な記号や数式が必要になるのである [21]．
こう考えると，心言語から日本語への変形・表出論だけでなく，記号・数式混じりの「文章」へ
の変形・表出論が必要だということに気づく．それは，もちろんこの章では差し置くが，将来の重
要な研究課題の一つであろう．そこで次の課題を提起する．

課題 7.3.3 自然言語は，文字通り自然に生まれたものであるが，その使われ方には何らかの法則
があり，それが通常「文法」と呼ばれる．数学の教科書で使われるような記号や式混じりの文章
も，執筆者の間で自然に生まれたものであり，何らかの「文法」に従っていると思われる．その文
法を，日本語の文法を追究したと同様に追究せよ．

7.3.8 省略記号
§心言語Aの元は，前項までに説明した逐次的・辞書的原則だけに従って表出するのではない．
これらの原則に従う表出は，その際の変形が比較的に少ないものである．これに対し，変形の比較
的に多い表出というものがある．たとえば，心言語の元のかなりの部分が表出しないことがある．
そして表出した言葉の中に，表出しなかった部分の痕跡のような言葉が見出されることがある．そ
ういう言葉を省略記号と呼ぶ．この項では，その代表的なものについて説明しよう．

7.3.8.1 連体助詞「の」と表出の随意的原則

‡ 原則 18によれば，a u bにおける算号 uは，aが gΩxなる複体元でなければ，連体助詞の
「の」として表出する．しかしその他に「の」が省略記号の役割も演ずることを，第 1.5.3.3条で
指摘してある．そこに掲げた表 1.1を表 7.2として再掲しよう．表中で，等号の左辺は連体助詞の
「の」を使った表現であり，その意味を「の」を使わずに表現したのが右辺である．ただし，意味
の取り方は他にもあり得る．
[20]ここでの「観念」「概念」は第 7.1 節で定義したものを指す．
[21]数学を言葉だけで行なっていた時代には，二次方程式の解法でさえ，僅かの人しか理解できない秘事だったという．
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表 7.2: 連体助詞の「の」の用例（再掲）

算数の先生＝算数を教える先生 三時の出発＝三時にする出発
森の道＝森に在る道 森の遊び＝森でする遊び
砂の穴＝砂を掘って作られた穴 放射能の影響＝放射能から受ける影響
君の手紙＝君から来た手紙 明日の営業＝明日に行なう営業
樅の木＝樅と呼ばれる木 雨の日＝雨が降る日
鍬の音＝鍬が出す音 国語の時間＝国語を教える時間
石塀の所＝石塀が在る所 出会いの場所＝出会いが起きる場所

この表の等号の左辺がどういう心言語の元の表出であるかは，読者にももう明らかであろう．等
号の右辺へと表出するはずの元が左辺として表出する．つまり，「を教える」「に在る」「を掘って作
られた」などに相当する部分が表出しない．表出しない部分の痕跡が「の」だと考えるのである．
もう少し具体的に説明すれば次のようになる．心言語 Aの体元 a, bと用元 fとから作られる((

x ŏk (a ŏl f)
)
Ωx
)
u b

なる複体元は，これまでに示した表出の原則に従って，たとえば

a→算数 ŏl→を f→教える b→先生
と置き換え，他は空語に置き換えれば，「算数を教える先生」という国語文となる（ŏkは常識的に
は「が」に当たると考えられる）．そうなるはずのものが，ŏl fが表出しないで痕跡「の」を残し
たものが「算数の先生」だと考えるのである．
ただし場合によっては，ŏlは表出することがあるし，表出しないと意味が正しく伝わらないこ

ともある．「君への手紙」「森での遊び」「放射能からの影響」「東京までの電車」「犬との散歩」な
どはそういう例である．しかし，なぜか「がの」「をの」「にの」という表出はない．
こういう但し書き付きで，私は，次のような表出の原則があると考える．

原則 22 体元 a, bと格 lを諸原則に従って体言 A, Bと格助詞または空語 Lに置き換えるとき，
複体元

((
x ŏk (a ŏl f)

)
Ωx
)
u b を「ALのB」に置き換える．

ただし，この原則は適用するもしないも自由である．標題の「随意的」はこのことを指す．しかし，
表 7.2の「森に在る道」あるいは「兎にある耳」「兎が持つ耳」のような存在や所有の表現の場合
は，この原則を常に適用して「森の道」「兎の耳」のように表出するのが普通である．

問題 7.3.14 表 7.2の各例において原則 22の ŏk, ŏl, fが何に当たるかを考えよ（課題 1.5.8参照）．

7.3.8.2 並列・選択を表す「と」「か」

‡ たとえば「レタスとパセリを食べる」や「レタスかパセリを食べる」のように使われる「と」
や「か」は，心言語の元や算号の表出ではなく省略記号と考えるべきものである．つまり，この
「と」は「レタスを食べ かつ パセリを食べる」の「を食べ かつ」の省略記号であり，また「か」
は「レタスを食べる かまたは パセリを食べる」の「を食べる かまたは」の省略記号なのである．
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省略された「を食べ（る）」は他の格助詞と動詞・形容詞・形容動詞の組み合わせに替え得るから，
「と」と「か」は，そういう沢山の組み合わせの省略記号だということになる．
いま説明したことを表出の原則として正式かつ一般的に述べよう．ただしこれも，原則 22と同

様に随意的原則である．

原則 23 体元 a1, . . . , an と算法 λkと用元 fで作られる用元 (a1 λk f)∧ . . .∧(an λk f) における
(n − 1)ヶ所の λk f)∧( は「と」に置き換え，(a1 λk f)∨ . . .∨(an λk f) における (n − 1)ヶ所の
λk f)∨(は「か」に置き換える．
特に，体元 a, bと算法 λkと用元 fで作られる用元 (aλk f)∧(bλk f) における λk f)∧(は「と」

に置き換え，(aλk f)∨(bλk f) における λk f)∨(は「か」に置き換える．

冒頭の例を少し複雑にして説明すれば，a, b, f, kをそれぞれ「レタス」「パセリ」「食べる」「を」
に置き換えるとき，(a ∀k f)∧(b∀k f) と (a∀k f)∨(b∀k f)は，これまでの原則に従えば，それぞれ

　 a1. レタスをすべて食べる ＊かつ パセリすべてを食べる

　 a2. レタスをすべて食べる ＊または パセリをすべて食べる

として表出する．しかし原則 23に従えば，それぞれ次のように表出する．

　 b1. レタス と パセリをすべて食べる

　 b2. レタス か パセリをすべて食べる

そして実際，私たちは文 a1, b1を同じ意味と感じ，文 a2, b2を同じ意味と感ずる．そう感ぜられ
ることが，こういう変形・表出論が妥当であることの証拠なのである．
「野菜と果物は好物だ」の「と」も文 b1と同種の省略記号である．つまり，(a ŏπ c4)∧(b ŏπ c4)

において a, b, cをそれぞれ「野菜」「果物」「好物」に置き換え，さらに原則 23に従って ŏπ c4)∧(

を「と」に置き換えて出来るのが「野菜と果物は好物だ」である．これに対して「好物は野菜と果
物だ」の「と」は，やはり省略記号であるが，やや性格が異なる．これについては第 7.3.9項で説
明する．
さて，これまでの説明に対して，次のような批判をする人がいるかもしれない．たとえば「バス

と電車で行く」という文は，原則 23によると「バスで行く ＊かつ 電車で行く」という文の省略
表現に当たる．ところがこの二つの文は同じ意味にはとれない．前者はバスと電車を乗り継いで行
くという一回の行為にとれるのに，後者は，あるときにバスで行き他のときに電車で行くという二
回の行為にとれる．だからさっきの変形・表出論は破綻するという批判である．
しかし，こういう批判が逆に批判されなければならない．「バスと電車で」の格助詞「で」がそも

そも省略記号なのであり，「が」「を」などの格助詞と同列に扱うべきものではないからである．そ
のわけは次条で説明しよう．

課題 7.3.4 「と」「か」は以前は「レタスとパセリと」「レタスかパセリか」のように繰り返して
使うのが普通だった．このことをどう説明すべきか．

7.3.8.3 格助詞「で」と本来の格助詞

‡ 原則 5によれば，格は格助詞として表出する．しかし，逆に格助詞が格の表出であるとは限
らない．通説で格助詞とされる「で」がまさにその例である．
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国語辞典によれば，「バスで行く」「電車で行く」のように使われる「で」は，文語の「にて」か
ら出来たものであり，「にて」は格助詞「に」と接続助詞「て」の間にあるべき動詞の省略された形
であると言う．省略された動詞とは，たとえば「にありて」「において」「によりて」における「あ
る」「おく」「よる」などのことを指す．従って，現代口語の格助詞「で」は，そもそもが省略記号
なのである．
「バスと電車で行く」は，こういう「で」の素性から見ても，また単純に意味を考えても，「バス
と電車によりて行く」の「によりて」が「で」に置き換わったものとみなすべきものである．そし
て，第 7.3.3.1条によれば「バスと電車によりて行く」は「バスと電車による ＊て 行く」である．
また前条によれば，「バスと電車による」は「バスによる ＊かつ 電車による」の「による ＊かつ」
が「と」に置き換わったものである．従って，「バスと電車で行く」は「（バスによる ＊かつ 電車
による）＊て 行く」と解すべきものであり，前条の批判者のように「バスで行く ＊かつ 電車で行
く」と解すべきものではない．そして事実，「（バスによる ＊かつ 電車による）＊て 行く」は，バ
スと電車を乗り継いで行く一回の行為にとれて，その点ではもとの「バスと電車で行く」と同じ意
味なのである．
いま説明したことを表出の原則として正式かつ一般的に述べよう．ただしこれも，原則 22や原

則 23と同様に随意的原則である．

原則 24 格 kを格助詞「に」に置き換え，用定数 fを「ある」「おく」「よる」などの動詞に置き
換え，体元 a1, . . . , an と k, fとで作られる用元

(a1 ŏk f)∧ . . .∧(an ŏk f) あるいは (a1 ŏk f)∨ . . .∨(an ŏk f)

における (n−1)ヶ所の ŏk f)∧(あるいは ŏk f)∨(を原則 23に従ってそれぞれ「と」あるいは「か」
に置き換えるとき，これらと算法 ∧および用元 gとで作られる用元(

(a1 ŏk f)∧ . . .∧(an ŏk f)
)
∧g あるいは (

(a1 ŏk f)∨ . . .∨(an ŏk f)
)
∧g

における ŏk f)
)
∧は「で」に置き換える．特に，体元 aと k, f, gとで作られる用元 (a ŏk f)∧gに

おける ŏkf)∧ は「で」に置き換える．

ただし，この原則が適用される動詞が「ある」「おく」「よる」の他にどの位あるかを調べるのは，
国語学の課題なので今はさて措く．
通説で格助詞とされるものの中には，「で」以外にも省略記号とみなすべきものがある．たとえ
ば「へ」は，用法によっては「に向かって」「をさして」の省略と解される．従って，「へ」につい
ても原則 24と同様の原則があると考えなければならない．
格助詞の中には，「で」や「へ」のように省略記号とみなすべきものと，そうでないものとがある．
後者を本来の格助詞と呼ぶ．「が」「を」「に」などは本来の格助詞であろう．ただし，一つの格助詞
でも色々に使われるのであり，ある用法のものは本来の格助詞で，他の用法のものは本来の格助詞
でないと考えるべきであろう．大雑把に言えば，他の格助詞と動詞とで言い換えられない格助詞は
本来の格助詞であり，言い換えられる格助詞は本来の格助詞でないと考えられる．そして私は，本
来の格助詞だけが格の表出だと考える（原則 5参照）．従って，どの格助詞のどの用法のものが本
来の格助詞かは，心言語の格集合が如何なるものかという問題と密接に関わる重要な問題である．

7.3.8.4 複数の格を表す「は」

‡ ここでは日本国憲法引き合いに出して説明する．
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憲法第二条【皇位の継承】　皇位は，世襲のものであって，国会の議決した皇室典範
の定めるところにより，これを継承する

これの意味をとって次のように書き直してみる．

皇位は世襲のものであって，国会の議決した皇室典範の定める最上位有資格者が，こ
れを継承する

これをさらに次のように簡略化する．

皇位は世襲のものであって 最上位有資格者がこれを継承する

そして「これを」を「皇位を」に書き換え，「皇位は」も「皇位が」に書き換えると，

皇位が世襲のものであって 最上位有資格者が皇位を継承する

となる．「最上位有資格者が」と「皇位を」の順番を入れ換えると，これは要するに

Aが Bであって Aを Cが F (7.3.37)

という形をしている．A, B, C は名詞で Fは動詞である．しかし，私たちは普段こういう言い方を
しない．「皇位を」を省略すると共に「皇位が」を「皇位は」に変えて

皇位は世襲のものであって 最上位有資格者が継承する (7.3.38)

と言うのが普通であり，これで十分に意味が通じる（ただし，「皇位が」をそのままにして「皇位
を」を省略すると意味が通じなくなる）．そしてこの文は

Aは Bであって Cが F (7.3.39)

という形をしている．国語ではこの形の文は珍しくない．たとえば，「フットボールは元々は男のス
ポーツだが，この頃は女もする」もそうである．この文では「元々は」「が」「この頃は」「も」が
呼応してある意味を表しているが，その意味を取り去ってしまえば，「フットボールは男のスポーツ
であって 女がする」という意味だけが残る．これはまさに (7.3.39)の形をしている．
この同じ意味の国語文 (7.3.37), (7.3.39)がどういう用元の表出なのかを考えよう．しかし，(7.3.37)

についてはもう自明であろう．これは(
a ŏπ (b4)

)
∧
(
a ŏk (c ŏπ f)

)
(7.3.40)

なる用元に次の置き換えをしたものである．

a→ A b→ B c→ C f→ F

ŏπ→が 4→である ∧→＊て ŏk→を (7.3.41)

ただし，(7.3.40)が心言語 Aに存在するために，特に fの格域 Pと k, πについて

k 6= π {k, π} ⊆ P

が成り立つ．そうすると，b4と c ŏπ fの格域はそれぞれ {π}と P− {π}であるから，(b4)∧(c ŏπ f)

の格域は Pに等しく，従って
a ŏk

(
a ŏπ

(
(b4)∧(c ŏπ f)

))
(7.3.42)
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なる用元が Aに存在する．そして例 5.2.1により，これは (7.3.40)と真偽が一致する．すなわち，

a ŏk
(
a ŏπ

(
(b4)∧(c ŏπ f)

))
�
(
a ŏπ (b4)

)
∧
(
a ŏk (c ŏπ f)

)
従って，第 7.3.3.2条に記した特殊原理により，(7.3.40), (7.3.42)の表出先の国語文の真偽は一致
すると私たちに思われなければならない（(7.3.40), (7.3.42)は比較的簡単な用元であるから，特殊
原理をここで適用するのは妥当であろう）．そこでこれらに置き換え (7.3.41)をしてみる．そのと
き (7.3.40)が国語文 (7.3.37)となることは分かっている．他方 (7.3.42)は

Aを Aが Bであって Cが F (7.3.43)

となる．しかしこれは，(7.3.37)と真偽が一致すると思われるどころか，まったく意味不明である．
A, B, C, Fを具体的な言葉に置き換えてみても

皇位を皇位が世襲のものであって 最上位有資格者が継承する

となって，やはり意味不明である．もちろん，私たちは普通こういう言い方をしはしない．しかし，
「皇位を皇位が」を「皇位は」に取り替えると，これが

皇位は世襲のものであって 最上位有資格者が継承する

という，意味のよく分かる国語文に一変する．そして，これは (7.3.38)と同じものである．つまり，
(7.3.43)の「Aを Aが」を「Aは」に変えると，形も真偽も (7.3.39)と一致する文となり，その真
偽はまた (7.3.37)と一致するのである．
以上のことから，(7.3.39)がどういう用元の表出なのかについて，私は次のように結論する．すな
わち，(7.3.39)は (7.3.42)の表出である．ただし，原則通りの表出ではない．(7.3.42)の a ŏk (a ŏπ
は，原則通りなら「Aを Aが」として表出するところを，原則を外れて「Aは」として表出する．
つまり，「～は」は「～を～が」の省略記号と考えられる．言い換えれば，「は」がそれ一つで二つ
の格助詞「を」「が」の役割を同時に演ずるのである．これを「は」の二重代役機能と呼ぶ．
ただし，問題 7.3.15に示すように，「は」は色々な格助詞の二重代役を務めることができるし，三
重以上の多重代役をすることもできる．また，∧と「＊て」をそれぞれ∨と「＊または」に換えて
も同様である．そこで私は，次に示す表出の原則がある考える．この原則の根拠とするのは，さっ
き引用した例 5.2.1の後半である．

原則 25 原則 1に従い単体定数aを名詞Aに置き換え，また，i = 1, . . . , nについて Pi ∈ PK, ki ∈
Pi−

⋃
j̸=i Pj, fi ∈ APi であるとき，次の二元における a ŏk1 (· · · (a ŏkn は「Aは」に置き換える．

a ŏk1 (· · · (a ŏkn (fn∧ . . .∧ f1)) · · · ) a ŏk1 (· · · (a ŏkn (fn∨ . . .∨ f1)) · · · )

ただし，これらの元において算法 ∧,∨を適用する順番は任意である．

なお，「は」のような多重代用機能を持つ便利な語は英語にはない．英国人は，(7.3.42)なる観念
をもったとしても [22]，それを言葉で

、
　忠
、
　実
、
　に表すことはできない．これは，第 7.3.7項で「簡単な

観念や概念でも，言語によっては，それを表す適切な言葉や語法がないこともある」と指摘したこ
との一例である．

問題 7.3.15 次の文について同様の考察をせよ．〔　〕の中は「は」が代役する格助詞を示す．
[22]ここでの「観念」は第 7.1 節で定義したものを指す．
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1. その家は高台にあって 外国人が住んでいる〔が・に〕

2. 八月は暑くて 僕は好かん〔に・を〕

3. その町は昔住んでいて 今も懐かしく ときどき訪れる〔に・が・を〕

7.3.9 「AはBだ」と「AがBだ」
§ 第 7.3.1.2条末尾や第 7.3.1.3条冒頭で，係り助詞の「は」と格助詞の「が」を状況に応じて

どう使い分ける傾向があるかを調べるのは国語学の課題であると述べた．しかし，この課題のすべ
てが数理心理学者の興味を引かないのではない．ここでは，標題に掲げた「Aは Bだ」と「Aが
Bだ」という二種類の文の違いを，数理心理学の観点から分析する．これに関連して，「Aなら B

だ」についても考える．

7.3.9.1 野菜は好物だ・野菜が好物だ・好物は野菜だ・好物が野菜だ

‡ 以下に例文を八つ示す．読者はまず，これらの文を他人が話すのを聞いたと想像し，自分が
これをどういう意味に解するかを考えてほしい．核心は，この話者の

、
　好
、
　物
、
　の
、
　範
、
　囲
、
　が
、
　ど
、
　う
、
　い
、
　う
、
　も
、
　の
、
　か

である．まず次の四つの例文は，課題 7.3.1に示したと同じものである．

　 a1. 野菜は好物だ

　 a2. 野菜が好物だ

　 a3. 好物は野菜だ

　 a4. 好物が野菜だ

次に，これらに限量語「すべて」を加えた文を示す（問題 7.3.6参照）．野菜にも好物にも色々あ
るから，「すべて」を加えても不自然ではない．

　 b1. 野菜はすべて好物だ

　 b2. 野菜がすべて好物だ

　 b3. 好物はすべて野菜だ

　 b4. 好物がすべて野菜だ

ここでは「すべて」を「は」「が」の後ろに入れたが，前に入れた文の意味も考えてほしい（原則
13の後の注意参照）．「が」は「すべて」の後ろに置いた方がしっくりするようにも感ずる．
これら八つの文を私がどう解するかを説明しよう．読者も同様に解するはずである．

、
　母
、
　語
、
　や
、
　文
、
　化、

　を
、
　共
、
　有
、
　す
、
　る人々の間で，解釈がそう変わるはずはない．

まず文 a1の「野菜は好物だ」を聞くと，私は，この話者には野菜の他にも好物があるかもしれ
ないと思う．ところが次の「野菜が好物だ」を聞くと，私は，この話者には野菜以外に好物はない
と思う．また次の「好物は野菜だ」を聞くと，私は，この話者には野菜以外に好物がないだけでな
く，野菜は実際にこの話者の好物だと思う．つまり好物の範囲に限れば，文 a2と文 a3とは同じ意
味であり，文 a2, a3は文 a1を含意するように感ぜられるが，文 a1が文 a2, a3を含意するように
は感ぜられない．文 a4の「好物が野菜だ」は，好物の範囲を表すものとは解せない [23]．
これはちょっと不思議な現象である．「は」と「が」を入れ替えたり「野菜」と「好物」を入れ替

えたりすると，解釈がなぜこう変わるのだろうか．しかし，文 b1 – b4を考え合わせると，さらに
不思議なことが起きる．

[23]「好物が野菜だとは知らなかった」のように言うことはあり，この中の「好物が野菜だ」は文 a3と同じ意味にとれる．
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まず文 b1の「野菜はすべて好物だ」を聞くと，私は，この話者には野菜の他にも好物があるか
もしれないと思う．好物の範囲に限れば，文 b1と文 a1とは同じ意味に感ぜられる．また次の「野
菜がすべて好物だ」を聞くと，私はやはり，この話者には野菜の他にも好物があるかもしれないと
思う．そして次の「好物はすべて野菜だ」を聞くと，私は，この話者には野菜以外に好物はないけ
れども，野菜すべてが好物ではないかもしれないと思う．次の「好物がすべて野菜だ」についても
同様である．つまり好物の範囲に限れば，文 b1, b2は同じ意味であり文 b3, b4は同じ意味である
が，文 b1, b2は文 b3, b4を含意せず，文 b3, b4は文 b1, b2を含意しないと感ぜられる．こうい
う感じは，「すべて」を「は」「が」の前に移しても変わらない．
つまり好物の範囲に限れば，文 a1 – b4の意味は次のように分類される．なお，第二群は第一群

と第三群を含意するが，それ以外の含意関係はない．

{a1,b1, b2} {a2, a3} {b3, b4} {a4}

これは文 a1 – b4の形態による分類と全く符合しない [24]．そこが不思議である．
なお，文 a4の「好物が野菜である」は，好物の範囲についての表現としては確かに奇妙である．

しかし，野菜の範囲についての表現としては，奇妙とも言い切れない．野菜の範囲についての表現
としてもやや奇妙に感ぜられるのは，「好物」という言葉の特殊性によるだろう．そのことは「好
物」をたとえば「畑作物」に替えてみれば分かる．「畑作物が野菜である」は，真ではないにも拘
わらず奇妙な表現ではない．私たちは，なぜか，野菜が好物の範囲に入るかどうかを考えることは
あっても，好物が野菜の範囲に入るかどうかを考えることは余りない．そのために文 a4を奇妙と
感ずるのだと考えられる．
以上の観察から，次のことが一般に正しいように思われる．まず「Aは Bだ」は，文 a1のよう

に Bであるものの範囲を示す場合と，文 a3のようにAであるものの範囲を示す場合とがある．こ
れに対し「Aが Bだ」は，Bであるものの範囲を示す表現であって，Aであるものの範囲を示す
表現ではない．また「Aはすべて Bだ」「Aがすべて Bだ」は，どちらも Bであるものの範囲を
示す表現である．そしてこれらの表現は，Bであるものの範囲によれば，次のように分類される．

1. 「Aは Bだ」「Aはすべて Bだ」「Aがすべて Bだ」

2. 「Aが Bだ」「Bは Aだ」

ただし，第 7.3.1.4条で注意した通り，「僕はウナギだ」のような省略された表現には，省略されて
いるものを補ってからこの分類法を適用しなければならない

7.3.9.2 「A1 と. . .とAn がBだ」と「BはA1 と. . .とAn だ」

‡ ここでは，前条で観察したような現象がなぜ起きるのかを，数理心理学の観点から説明する．
基本的なことの復習から始めよう．まず仮説 2によれば，自然言語には心言語の元が何らかの変

形を受けた後に表出する．自然言語は心言語だけからの表出ではないが，文 a1 – b4は話者の心言
語文の表出と考えられる．次に，第 1.4.3項や基本問題 7の後で触れたように，文 a1 – b4の意味
を聞手が理解するときには，これらの文が聞手の心言語文に変換される．そしてその変換の過程
は，聞手の心言語から自然言語への表出の逆過程である．話者と聞手の心言語はもちろん別物であ
るが，それらの心言語は，どちらも単相格言語であると仮定されているという意味で，本質的には

[24]こういう例を見れば，文の形態によって行なう文法論が如何に無意味なものかがよく分かる．第 1.5.3 項参照
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同じである．そして，話者と聞手が母語や文化を共有すれば，話者の心言語からの表出過程と聞手
の心言語からの表出過程とは

、
　同
、
　様と考えられる [25]．

さてそうすると，数理心理学者は，話者・聞手の違いに囚われることなく，文 a1 – b4が単相格
言語 Aの如何なる元の表出なのかを考えればいいことになる（これまでははっきりと述べなかっ
たが，この項以外でも実は，すべてこういう考え方に拠っていたのである）．ただし，第 7.3.1.2

条で説明した通り，Aの元がどう表出するかは
、
　状
、
　況
、
　に
、
　左
、
　右
、
　さ
、
　れ
、
　る．

以上のことを踏まえて，私は次のような表出の原則があると考える．

原則 26 体元a1, . . . , an, bが諸原則に従ってそれぞれ体言A1, . . . ,An,Bへと表出するとき，b∀π (a1t
· · · t an)4なる状況下では (a1 ŏπ b4)∧ . . .∧(an ŏπ b4)は「A1と. . .とAnがBだ」へと表出
し，逆に, (a1 ŏπ b4)∧ . . .∧(an ŏπ b4)なる状況下では b ∀π (a1 t · · · t an)4は「BはA1 と
. . .とAn だ」へと表出する．
特に，体元 a, bが諸原則に従ってそれぞれ体言A, Bへと表出するとき，b ∀πa4なる状況下で

は a ŏπb4は「AがBだ」へと表出し，逆に, a ŏπb4なる状況下では b ∀πa4は「BはAだ」
へと表出する．

(a1 ŏπ b4)∧ . . .∧(an ŏπ b4)が「A1 と. . .と An が Bだ」へと表出するとしたことは原則 23と
矛盾しない．しかし，b ∀π (a1 t · · · t an)4が「Bは A1 と. . .と An だ」へと表出するとしたこ
とは原則 20に反する．原則 20だけによるなら，「A1 と. . .と An」ではなく「A1 か. . .か An」と
なるはずである．従って原則 26は，原則 20への例外規定である．
(a1 ŏπ b4)∧ . . .∧(an ŏπ b4)が b ∀π (a1 t · · · t an)4なる状況下では「A1 と. . .と An が B

だ」へと表出することは，次のように考えれば納得できよう（分かりにくければA1, . . . ,Anを「野
菜」「果物」などとし Bを「好物」として考えればいい）．私たちは一般に，「何が Bか」と問われ
たときには，

、
　B
、
　で
、
　あ
、
　る
、
　も
、
　の
、
　す
、
　べ
、
　ての名をあげて答えようとするだろう．そしてそうするためには，

「A1 と. . .と An は Bだ」ではなく「A1 と. . .と An が Bだ」という言い方をするだろう．つま
り，「A1 と. . .と An が Bだ」と答えるときの話者は，「Bはすべて A1 か. . .か An だ」に相当す
る観念を持っている．そして原則 20によれば，b ∀π (a1 t · · · t an)4がまさに「Bはすべて A1

か. . .か An だ」に相当する観念である．こういうわけで，b ∀π (a1 t · · · t an)4なる状況下では
(a1 ŏπ b4)∧ . . .∧(an ŏπ b4)が「A1 と. . .と An が Bだ」へと表出すると考えるのである．
b∀π (a1 t · · · tan)4が (a1 ŏπ b4)∧ . . .∧(an ŏπ b4)なる状況下で「BはA1と. . .とAnだ」
へと表出すると考える理由も同様である．私たちは一般に，「Bは何か」と問われたときには，

、
　実、

　際
、
　に
、
　B
、
　で
、
　あ
、
　る
、
　も
、
　のの名をあげようとして，「Bは A1か. . .か Anだ」ではなく「Bは A1と. . .と An

だ」と答えようとするだろう．つまり，こう答えるときの話者は，「A1 と. . .と An は Bだ」に相
当する観念を持っている．そして原則 23によれば，(a1 ŏπ b4)∧ . . .∧(an ŏπ b4)がまさに「A1

と. . .と An は Bだ」に相当する観念なのである．
さて，原則 26によれば，体元 a, bがそれぞれ「野菜」「好物」へと表出するとき，b ∀πa4なる

状況の下で a ŏπb4は文 a2へと表出し，a ŏπb4なる状況の下で b ∀πa4は文 a3へと表出する．
しかし，たとえば b ŏπa4も文 a3へと表出し得るし，a ŏπb4なる状況下にない単独の b ∀πa4
も，限量語の消失という変形を受ければ文 a3へと表出し得る．
以上は，話者の心言語の元がどう表出するかの説明である．文 a1 – b4の聞手がこれをどう解す
るかはまた別の話である．さっきこれらの文を私がどう解するかを説明したが，そう解する時の思
考機械・私は，文 a2, a3を (a ŏπb4)∧(b ∀πa4)なる心言語文に変換したのだと考えられる．そ

[25]逆に，この「表出過程が同様」ということが「母語や文化を共有する」ことの実態と考えられる．第 1.5.2.2 条参照．
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して，文 a2, a3が文 a1, b3を含意すると感じたのは，文 a1, b3をそれぞれ a ŏπb4, b ∀πa4な
る心言語文に変換した後

(a ŏπb4)∧(b∀πa4)

a ŏπb4
(a ŏπb4)∧(b ∀πa4)

b ∀πa4

なる心論法を適用したのだと考えられる（第 7.2節参照）．また，文 a4を奇妙なものと感じたの
は，何らかの理由でこれを心言語文に変換できないでいたのだと考えられる．

問題 7.3.16 私が文 a1, b1, b2を同じ意味と感じた仕組みはどういうもだと考えるべきか．

7.3.9.3 「AはBだ」「AならBだ」と全称命題

‡ 国語辞典によれば，係り助詞の「は」は助動詞の「なら」に置き換えられる場合がかなりあ
る．たとえば「偶数は 2の倍数だ」と「偶数なら 2の倍数だ」とは同等の表現であると言う．確か
に「Aは Bだ」と「Aなら Bだ」は，私たちには真偽が一致するように感ぜられる．なぜそうな
のかを，数理心理学の観点から説明しよう．
まず，「Aは Bだ」なる文は「偶数は 2の倍数だ」を抽象したものであり，これの正確な意味は

「偶数はすべて 2の倍数だ」である．従って，「Aは Bだ」は a ∀πb4なる心言語文の表出だと考
えなければならない．これに対して「Aなら Bだ」なる文は，

one ∀π
((

(x ŏπa4)⇒(x ŏπ b4)
)
Ωx
)
4 (7.3.44)

なる心言語文の表出だと考えられる．これまでに説明した表出の原則によれば，この心言語文は

もの は すべて Aだ ＊なら Bだ ＊もの だ

などとして表出する．このうちの「ものはすべて」と「＊ものだ」が空記号に置き換わった「Aだ
＊なら Bだ」がすなわち「Aなら Bだ」であると考えるのである．
つまり私は，次の表出の原則があると考える．ただし，これも随意的原則である．

原則 27 心言語文 fから作られる心言語文 one∀π (fΩx)4は，fに表出の諸原則を適応して得ら
れる国語文へと表出する．

さっきの例 (7.3.44)に即して敷衍すれば，この例において原則 27の fに相当するものは

(x ŏπa4)⇒(x ŏπ b4) (7.3.45)

である．そして (7.3.44)は，(7.3.45)に表出の諸原則を適応して得られる「Aなら Bだ」へと表出
すると考えるのである．
ただし，(7.3.45)自身が「Aなら Bだ」へと表出すると考えるのは妥当ではない．それは次の理
由による．もしも (7.3.45)が「Aなら Bだ」へと表出するなら，心言語文 a∀πb4が「Aは Bだ」
へと表出し，「Aは Bだ」と「Aなら Bだ」は真偽が等しいと私たちに感ぜられるのだから，心言
語の意味論と変形論への要請から第 7.3.3.2条で導いた一般原理により，a ∀πb4と (7.3.45)とは
心言語の意味論によって真偽が一致しなければならない．すなわち，

a ∀πb4 � (x ŏπa4)⇒(x ŏπ b4)
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が成り立たなければならない．しかしこれは成り立たない（a ∀πb4 ≼ (x ŏπa4)⇒(x ŏπ b4) な
ら成り立つ）．
他方，定理 5.5.16系 6によれば，a ∀πb4と (7.3.44)とは心言語の意味論によって真偽が一致す

る．そこで，「Aなら Bだ」は (7.3.44)の表出であり，そのために「Aは Bだ」と「Aなら Bだ」
との真偽が一致すると私たちに感ぜられるのだと考えるのが妥当なのである．
注意 5.5.6に記したように，(7.3.44)なる形の心言語文 one∀π (fΩx)4は，述語論理学における

∀x Pに当たる．そこでこういう心言語文を，第 7.1節を踏まえて，全称観念と呼ぶ．また，全称観
念から原則 27に従って表出する国語文を標題に掲げたように全称命題と呼ぶ．

7.3.10 推論や思考の過程を表す語
§ 思考機械・人脳は心言語ないしは心論理代数系と抽象される．そして仮説 2によれば，心言

語の元は何らかの変形の後に音素列として表出して言葉となる．しかし，言葉は心言語だけからの
表出ではない．自然言語には推論過程や思考過程の表出もある．第 7.2節で説明した通り，心論理
代数系は心言語 Aの用元の全体Hに論理を幾つか算法として与えて代数系としたものである．そ
して，心論理代数系 H上の計算代数系 C(H)の元が推論過程であり，これがいわゆる「推論の過
程」に相当する．また，C(H)上の普遍半群 C(H)+の元が思考過程であり，これがいわゆる「思考
の過程」に相当する．そして推論過程も思考過程も，言葉として表出するときには色々な変形が加
わる．そこでこの項では，推論過程と思考過程の表出にはどういうものがあるか，それらがどうい
う変形を経ているかを説明しよう．

7.3.10.1 「ピーターは兎なので白い」と理由を表す語

‡ ここでは理由を表す「ので」を題材にして説明する．つまり，標題の「ピーターは兎なので
白い」のように使われる「ので」である．この「ので」は心言語からの表出とは考えられない．正
確に言うと，ある人 Pが「ピーターは兎なので白い」と言ったときに，この文は Pの心言語から
表出したものとは考えられない．
なぜなら，心言語の元は認識の対象世界のもの事の記述だから，その表出である自然言語文も世

界のもの事の記述になると考えられる．ところが，「ピーターは兎なので白い」という文は，もの事
の記述と言うよりは推論の過程の記述である．つまり Pは，「兎はみんな白い」という知識を前々
から持っており，そこへ「ピーターは兎だ」という新しい知識を得て，そこで「ピーターは兎だ．
兎はみんな白い．従って，ピーターは白い」という推論を行ない，この推論の過程を「ピーターは
兎なので白い」という言葉で説明したのだと考えられる．あるいは，「ピーターは兎だ」という知
識を前々から持っていたところへ「兎はみんな白い」という新しい知識を得てさっきと同じ推論を
行なったとも考えられる [26]．
これを踏まえて，私は次のように考える．まず，思考機械・人間の心論理代数系 Hの代数構造

には

λ(b ŏπa4, a ∀π f) = b ŏπ f

[26]「ピーターは兎だ」も「兎はみんな白い」も，認識の対象世界において真だとは限らない．Pにとって確実な知識だと
も限らない．つまり，これらに相当する P の知識系の元の確度は必ずしも 1 ではない．第 1.6.1 項参照．
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なる論理 λが含まれていると考える（問題 5.5.22によりこれは実際に論理である）．従って，Hの
計算代数系 C(H)には次の階数 1の計算図が存在する．

b ŏπa4 a ∀π f
λ

(7.3.46)

なお，この計算図の始点は b ŏπa4と a ∀π fであり，終点は λ(b ŏπa4, a ∀π f) = b ŏπ fである．
私は次に，推論過程すなわち C(H)の元について次のような表出の原則があると考える．

原則 28 階数 1の計算図 f1, . . . , fn

ρ
∈ C(H)は，Aの表出の原則に従って始点 f1, . . . , fn が用言

F1, . . . ,Fnへと表出し終点 gが用言Gへと表出するとき，「F1＊かつ. . .＊かつ Fn＊のでG」へ
と表出する．

第 7.3.1.2条などで説明した但し書きは，この原則にも適用される．特に，「かつ」「ので」はそれら
の同義語へも表出する．また，「かつ」の頭についた「＊」は，第 7.3.3.1条で説明した中継記号で
あり，前にある語の語尾を変化させるなどの作用を表す．「ので」の頭についた「＊」も同様であ
る．また，しばしば語の消失という変形が起きて，「F1＊かつ. . .＊かつ Fn＊のでG」の一部が空
語に置き換わる．
計算図 (7.3.46)を例に説明しよう．ここでは，b ŏπa4, a ∀π fがそれぞれ原則の f1, f2 に相当

し，b ŏπ fが原則の gに相当する．そこで，体元 a, bと用元 fが Aの表出の原則に従ってそれぞ
れ「兎」「ピーター」「白い」へと表出するとき，f1, f2, gはそれぞれ「ピーターは兎だ」「兎はみ
んな白い」「ピーターは白い」などとなる．従って，語の消失が何もなければ，(7.3.46)は

ピーターは兎で 兎はみんな白い ので ピーターは白い

などとして表出する．ただし「兎で」は「兎だ＊かつ」に当たる．また，もしも「＊かつ F2」に
相当する「＊かつ兎はみんな白い」を空語に置き換えれば，(7.3.46)は

ピーターは兎な ので ピーターは白い

となる．ただし「兎なので」は「兎だ＊ので」に当たる．そして，さらに二つ目の「ピーターは」
を空語に置き換えれば，(7.3.46)は

ピーターは兎な ので 白い

となる．これがこの条の標題に掲げた文である．また，「F1＊かつ」に当たる「ピーターは兎だ＊
かつ」を空語に置き換えれば，(7.3.46)は

兎はみんな白い ので ピーターは白い

となる．もちろん，「F1＊かつ. . .＊かつ Fn＊ので」に当たる「ピーターは兎だ＊かつ兎はみんな
白い＊ので」のすべてを空語に置き換えれば，(7.3.46)は「ピーターは白い」となり，観察者はこ
れを心言語文 b ŏπ fの表出と区別することができない．
以下，補足を幾つか述べる．まず，原則 28は任意階数の推論過程の表出の原則へと一般化する

ことができる．しかしそういう一般化は，類推することは如何にも容易である反面，正確に述べる
のは如何にも面倒なので割愛する．なお，階数 2以上の推論過程が言葉として表出するときには，
空語への置き換えが大々的に起きるはずである．なぜなら，階数 nの推論過程の表出には「＊の
で」が最大限 n個含まれるが，私たちは「＊ので」が沢山含まれる文を使うことはないし，理解
することもできないからである．
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次に，「ピーターは兎なので白い」の例が示すように，言葉の中には心言語Aからではなく C(H)
からの表出もある．そして数理心理学では，論理学の対象となる形式言語は心言語だけである．従っ
て数理心理学では，言葉のすべてを何らかの形式言語の元に対応付けようという問題意識は生じな
い．まして，言葉のすべてを形式言語の元に翻訳しようとは企てない（第 1.5.4項参照）．
次に，原則 28の後で注意したように，「ので」は同義語へも表出する．従って，(7.3.46)はたとえ
ば「ピーターは兎だから白い」「ピーターは兎だ．だから白い」「ピーターは兎だ．従ってピーター
は白い」などとしても表出し得る．つまり数理心理学の観点では，「ので」「から」「だから」「従っ
て」はみな同種のものである．形態を重んずる学校文法の観点はこれと対照的である．「ので」や
「から」は「ピーターは兎だ」に付属し得る．しかし「だから」「従って」は，「ピーターは兎だ．だ
から白い」「ピーターは兎だ．従ってピーターは白い」のように「ピーターは兎だ」との間に音素
間隙や句点を挟んで使われる．そういう点で「だから」「従って」が「ので」「から」とは違うとい
う理由で，学校文法は「ので」「から」を接続助詞とし「だから」「従って」を接続詞とする．しか
し数理心理学では，そういう形態面の違いを重視しない．接続助詞と接続詞との区別もしない．な
ぜなら，これまで折に触れて注意してきたように，数理心理学では形態ではなく意味や役割に専心
して言葉を観察しなければならないからである．ただし，「ので」「から」「だから」「従って」など
の間には，もちろん何らかの違いがある（違いがあるからこそ違う語として存在している）．たとえば
「ピーターは兎だから白い」は，「ピーターは兎なので白い」には無い

、
　何
、
　かを表現している．そして

その「何か」の実態は，第 7.3.1.2条で説明した「状況を表す用元」であるだろう．しかし，それ
について調べることは，数理心理学ではなくもう国語学の領分に属す仕事である．

7.3.10.2 「雨が降っているので出掛けない」と願望・目的を暗示する語

‡ 自然言語の語は，一般に複数の意味・役割を持つ．「ので」やその同義語の「から」「だから」
「従って」などもそうであって，前条で説明した理由を表すのとは違う役割でも使われる．たとえ
ば標題の「雨が降っているので出掛けない」における「ので」は，理由を表すのではなく，願望あ
るいは目的を暗示するものと考えるのが妥当である．以下このことについて説明するが，これは格
言語でなくとも，もっと簡略粗雑な形式言語，たとえば命題言語を心言語と考えても十分に説明し
得ることである．従って，格言語と日本語との関係を説明するというこの章の目標に鑑みて，ここ
はごく簡略粗雑な説明で済ますことにする．
さてまず，「雨が降っているので出掛けない」と言った話者の心中を想像すると，たとえば次のよ

うな筋道で考えたのではと察せられる．

「雨が降っている」「出掛ければ濡れる」「出掛けなければ濡れない」「出掛けない」

そしてこの話者は，「濡れたくない」という願望があったか，「濡れない」という目的を持っていた
ために，こう考えたのであろう．
そこで，「雨が降っている」「出掛けない」「濡れない」へと表出する心言語文をそれぞれ f, g, h

で表す．そうすると，この思考機械・話者においては，hの評価値が高かったために [27]，

f f∧g♢⇒h♢ f∧g⇒h g

なる思考過程が生じ（第 7.2節で注意した通り，Hの元の有限列も思考過程の一種である），この
思考過程の先頭の fと最後尾の gが「ので」を間に挟んで「雨が降っているので出掛けない」とし

[27]「評価値」については第 1.6.1 項参照．
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て表出したことになる．あるいは，もっと長い思考過程

f, f∧g♢⇒h1, h1⇒h2, . . . , hm⇒h♢, f∧g⇒k1, k1⇒k2, . . . , kn⇒h, g
から表出したのかもしれない．また，hは「濡れない」とは異なる観念かもしれない．しかしいず
れにしても，「雨が降っているので出掛けない」という表現における「ので」は，何らかの思考過程
の省略記号であると同時に，この表現には必ずしも現れていない何らかの願望あるいは目的を暗に
示す．そういう点でこの「ので」は，前条で例示した「ピーターは兎なので白い」の「ので」とは
違う意味・役割を持つのである．

課題 7.3.5 「ので」の今説明した以外の意味・役割について調べよ．

7.3.11 単相格言語の欠点
§

7.4 格言語と日本語
＄
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